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 เวกเตอร ์ 1 

ปรมิาณเวกเตอร ์
 
ปรมิาณเวกเตอร ์คือ ปรมิาณทีม่ี “ทิศทาง” ก ากบัมาดว้ย 

(ถา้มีแตต่วัเลข แตไ่มม่ีทิศทาง เราจะเรยีกวา่ “ปรมิาณสเกลาร”์) 
ตวัอยา่งปรมิาณเวกเตอร ์ เช่น 2 เมตร ไปทางทศิเหนือ 

 3 ซ.ม. ไปทางทิศตะวนัออกเฉียงใต ้

 √3  หนว่ย ไปทางทิศ 120°    เป็นตน้ 
 

เราสามารถแทนปรมิาณแบบเวกเตอรด์ว้ยลกูศร 
เช่น  เวกเตอร ์ 2 หนว่ย ไปทางทศิใต ้จะแทนไดด้ว้ยรูป 

 

ในเรือ่งนี ้เรานิยมใชต้วัแปร  𝑢̅ ,  𝑣̅ ,  𝑤̅  ในการเรยีกช่ือเวกเตอร ์
หรอือาจเรยีกดว้ยจดุเริม่ตน้กบัจดุสิน้สดุของเวกเตอรก็์ได ้

เช่น  AB⃗⃗⃗⃗  ⃗  จะหมายถึงเวกเตอรท์ีเ่ริม่ตน้ท่ี A และจบที่ B 

 

เวกเตอรห์นึง่ๆ จะมีสว่นประกอบ 2 อยา่ง คือ “ขนาด” และ “ทศิทาง” 
“ต าแหนง่” ของเวกเตอร ์จะไมม่คีวามส าคญั กลา่วคือ เวกเตอรห์นึง่ๆ สามารถเลือ่นไปเลือ่นมาได ้

ตราบใดที่ “ขนาด” และ “ทิศทาง” ยงัเหมือนเดมิ เราจะยงัถือวา่มนัเป็นเวกเตอรเ์ดิม 

เช่น AB⃗⃗⃗⃗  ⃗  =  DC⃗⃗⃗⃗  ⃗  เพราะ ยาวเทา่กนั และมีทศิเดียวกนั 

AB⃗⃗⃗⃗  ⃗  ≠  AD⃗⃗⃗⃗  ⃗  เพราะ ขนาดตา่งกนั 

AB⃗⃗⃗⃗  ⃗  ≠  CD⃗⃗⃗⃗  ⃗  ถึงจะยาวเทา่กนั และทิศไมเ่หมือนกนั  (AB⃗⃗⃗⃗  ⃗  กบั  CD⃗⃗⃗⃗  ⃗ มีทิศตรงขา้มกนั) 
 

ขนาดของเวกเตอร ์ 𝑢̅ จะแทนดว้ยสญัลกัษณ ์|𝑢̅| หมายถึงความยาวของ 𝑢̅ 

เช่น |AB⃗⃗⃗⃗  ⃗|  =  4    |BC⃗⃗⃗⃗  ⃗|  =  3 

|AC⃗⃗⃗⃗  ⃗|  =  5    (ใชด้า้นชดุพีทากอรสั 3 , 4 , 5) 
|AA⃗⃗⃗⃗  ⃗|  =  0 

 

หมายเหต:ุ เวกเตอรท์ี่มีขนาดเป็นศนูย ์จะเรยีกวา่ “เวกเตอรศ์นูย”์  ซึง่แทนไดด้ว้ยสญัลกัษณ ์ 0̅ 

 เขียนเป็นสญัลกัษณไ์ดว้า่  |0̅|  =  0  นั่นเอง 
 
 

ทิศของเวกเตอร ์จะบอกโดยใชท้ศิตามแผนท่ีก็ได ้
 
 

หรอืจะใชว้ิธีบอกเป็นองศาแบบ 3 หลกั ก็ได ้   วิธีนีจ้ะเริม่วดัจากทิศ 12 นาฬิกา (ทิศเหนือ) แบบตามเข็ม 
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2    เวกเตอร ์

เวลาทีเ่ราพดูวา่ เวกเตอร ์2 เวกเตอร ์“ขนานกนั” เราจะรวมทัง้กรณี “ทิศเดยีวกนั” กบักรณี “ทิศตรงขา้มกนั” 
 
 
 
 
   
 

เวกเตอร ์ 3𝑢̅  จะหมายถงึเวกเตอรใ์นทิศเดียวกนั ที่มีขนาดเป็น 3 เทา่ของ 𝑢̅ 

 
 

เวกเตอร ์ 1
2
𝑢̅  จะหมายถงึเวกเตอรใ์นทิศเดียวกนั ที่มีขนาดเป็นครึง่หนึง่ของ 𝑢̅ 

 
 

เวกเตอร ์ −𝑢̅  จะหมายถงึเวกเตอรท์ี่ขนาดเทา่กบั 𝑢̅ แตม่ีทิศตรงขา้มกบั 𝑢̅ 

หมายเหต ุ:  BA⃗⃗⃗⃗  ⃗  =  −AB⃗⃗⃗⃗  ⃗   เสมอ 
 

เวกเตอร ์ −2𝑢̅  จะหมายถงึเวกเตอรท์ี่ขนาดเป็น 2 เทา่ของ 𝑢̅ และมีทิศตรงขา้มกบั 𝑢̅ 

 

จะเห็นวา่  𝑢̅  กบั  𝑎𝑢̅  จะขนานกนัเสมอ    (𝑎 จะเป็นตวัเลขบวกหรอืลบอะไรก็ได)้ 
หรอืพดูอีกแบบไดว้า่  𝑢̅  จะขนานกบั  𝑣̅  ก็เมื่อสามารถเขยีน  𝑣̅ = 𝑎𝑢̅  ไดน้ั่นเอง 
 

ตวัอยา่ง  จากรูป จงหาเวกเตอรท์ัง้หมดที่ขนานกบั AB⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

 
 
 
 
 

 
วิธีท า ขนานกนั จะรวมทัง้ทศิเดยีวกนั และทิศตรงขา้ม 

เวกเตอรท์ี่มีทศิเดยีวกบั  AB⃗⃗⃗⃗  ⃗  ไดแ้ก่  CD⃗⃗⃗⃗  ⃗ ,  FE⃗⃗⃗⃗  ,  HG⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ ,  JI⃗⃗  ,  KL⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

เวกเตอรท์ี่มีทศิตรงขา้มกบั  AB⃗⃗⃗⃗  ⃗  ไดแ้ก่  DC⃗⃗⃗⃗  ⃗ ,  EF⃗⃗⃗⃗  ,  GH⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ ,  IJ⃗⃗  ,  LK⃗⃗⃗⃗  ⃗ ,  BA⃗⃗⃗⃗  ⃗ # 
 
 

เวกเตอรบ์วกกนั คือการน าเวกเตอรม์าโยงตอ่กนั  โดยจะเอาตวัไหนตัง้ก่อนก็ได ้ไดผ้ลลพัธเ์ทา่กนั 
เช่น 

 
 
 
 

เวกเตอรล์บกนัได ้ใหก้ลบัทิศตวัลบ แลว้โยงตอ่กนั  กลา่วคือ  𝑢̅ − 𝑣̅  =  𝑢̅ + (−𝑣̅) 

เช่น 
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−𝑣̅ 𝑢̅ − 𝑣̅ 



 เวกเตอร ์ 3 

บางคนนยิมทอ่งวา่  𝑢̅ − 𝑣̅  ใหเ้อา โคนลกูศรมาตอ่กนั แลว้ลากจาก “ตวัลบ” ไปหา “ตวัตัง้” 
เช่น 
 
 
 

 
เวกเตอรท์ี่ขนานกนั มาบวกลบกนั ใหเ้อาตวัเลขหนา้เวกเตอรม์าบวกลบกนัไดเ้ลย 

เช่น 𝑢̅ + 𝑢̅ = 2𝑢̅ 5𝑢̅ −
1

2
𝑢̅ =

9

2
𝑢̅ 𝑢̅ − 𝑢̅ = 0̅ 

 

ตวัอยา่ง สามเหลีย่ม ABC  มี  AB⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝑢̅  และมี  AC⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝑣̅  ให ้CD เป็นเสน้มธัยฐานของสามเหลีย่ม ABC จงหา CD⃗⃗⃗⃗  ⃗ ใน
รูปของ 𝑢̅ และ 𝑣̅ 

วิธีท า วาดรูปไดด้งัรูป 

มธัยฐาน คือ เสน้ท่ีลากไปแบง่ครึง่ฐาน  ดงันัน้  AD = DB 

นั่นคือ จะไดว้า่  AD⃗⃗⃗⃗  ⃗  =  
1

2
𝑢̅ 

จะได ้ CD⃗⃗⃗⃗  ⃗  =  AD⃗⃗⃗⃗  ⃗ − AC⃗⃗⃗⃗  ⃗  =  
1

2
𝑢̅ − 𝑣̅  # 

 
 

เราสามารถน าความรูเ้รือ่งเวกเตอร ์ไปพิสจูนก์ฤษฎีทางเรขาคณิตได  ้

โดยเราจะสมมตุิใหด้า้นพืน้ฐานของรูปท่ีจะพิสจูน ์เป็น  𝑢̅ ,  𝑣̅  แลว้เปลีย่นเวกเตอรท์ี่ตอ้งการพิสจูนใ์หอ้ยูใ่นรูป  𝑢̅ ,  𝑣̅ 

จากนัน้ จงึใชค้วามรูเ้รือ่งเวกเตอร ์มาสรุปเก่ียวกบัดา้นท่ีตอ้งการพิสจูนน์ัน้ๆ 

 

ตวัอยา่ง  จากรูป จงพิสจูนว์า่  DE  ขนาน และยาวเป็นครึง่หนึง่ของ  AB 

 
 
 
 
 

 
วิธีท า ก าหนดให ้ CD⃗⃗⃗⃗  ⃗  =  𝑢̅  และ  CE⃗⃗ ⃗⃗   =  𝑣̅    ถดัมา เราจะเปลีย่นดา้นท่ีตอ้งการพิสจูน ์ใหอ้ยูใ่นรูป  𝑢̅  และ  𝑣̅ 

  DE⃗⃗⃗⃗  ⃗  =  DC⃗⃗⃗⃗  ⃗ + CE⃗⃗ ⃗⃗   =  −𝑢̅ + 𝑣̅ 

  CA⃗⃗⃗⃗  ⃗  =  2𝑢̅    ,    CB⃗⃗⃗⃗  ⃗  =  2𝑣̅ 

  AB⃗⃗⃗⃗  ⃗  =  AC⃗⃗⃗⃗  ⃗ + CB⃗⃗⃗⃗  ⃗  =  −2𝑢̅ + 2𝑣̅ 

จะเห็นวา่  AB⃗⃗⃗⃗  ⃗  กบั  DE⃗⃗⃗⃗  ⃗  คลา้ยๆกนั  นั่นคือ  AB⃗⃗⃗⃗  ⃗  =  −2𝑢̅ + 2𝑣̅  =  2(−𝑢̅ + 𝑣̅)  =  2DE⃗⃗⃗⃗  ⃗ 
เนื่องจาก  AB⃗⃗⃗⃗  ⃗  =  2DE⃗⃗⃗⃗  ⃗  ดงันัน้  DE  ขนาน และยาวเป็นครึง่หนึง่ของ  AB # 

 

ตวัอยา่ง  จงพิสจูนว์า่เสน้ทแยงมมุของสีเ่หลีย่มดา้นขนานแบง่ครึง่ซึง่กนัและกนั 
วิธีท า วาดรูปสีเ่หลีย่มดา้นขนาน และก าหนดความยาว ดงัรูป 

เราจะพิสจูนว์า่  𝑤 = 𝑥  และ  𝑦 = 𝑧 
ก าหนดให ้ AD⃗⃗⃗⃗  ⃗  =  𝑢̅  และ  AB⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝑣̅ 

จะได ้ BC⃗⃗⃗⃗  ⃗  =  𝑢̅  ดว้ย  และ  DC⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝑣̅  ดว้ย 

𝑢̅ 𝑣̅ 
− = 

𝑢̅ 

𝑣̅ 
𝑢̅ − 𝑣̅ 

A B 

C 

D 

𝑣̅ 

𝑢̅ 

A B 

C 

D E 

𝑧 
A B 

C D 

E 
𝑤 

𝑥 𝑦 
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ดงันัน้    AC⃗⃗⃗⃗  ⃗  =  AB⃗⃗⃗⃗  ⃗ + BC⃗⃗⃗⃗  ⃗  =  𝑣̅ + 𝑢̅        และ    BD⃗⃗⃗⃗  ⃗  =  BA⃗⃗⃗⃗  ⃗ + AD⃗⃗⃗⃗  ⃗  =  −𝑣̅ + 𝑢̅ 

และจะได ้ AE⃗⃗⃗⃗  ⃗  =  (
𝑤

𝑤+𝑥
)AC⃗⃗⃗⃗  ⃗  =  (

𝑤

𝑤+𝑥
) (𝑣̅ + 𝑢̅) 

 BE⃗⃗⃗⃗  ⃗  =  (
𝑧

𝑦+𝑧
)BD⃗⃗⃗⃗  ⃗  =  (

𝑧

𝑦+𝑧
) (−𝑣̅ + 𝑢̅) 

และเนื่องจาก  AE⃗⃗⃗⃗  ⃗ +  EB⃗⃗⃗⃗  ⃗  =  AB⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

ดงันัน้  ( 𝑤

𝑤+𝑥
) (𝑣̅ + 𝑢̅) − (

𝑧

𝑦+𝑧
) (−𝑣̅ + 𝑢̅)  =  𝑣̅ 

เพื่อความสะดวกในการแกส้มการ จะเปลีย่นตวัแปรโดยให ้ 𝑤

𝑤+𝑥
 = 𝑎  และ 𝑧

𝑦+𝑧
 = 𝑏 จะได ้

 
 
 
 
 

แต ่𝑢̅ กบั 𝑣̅ ไมข่นานกนั ดงันัน้  (𝑎 − 𝑏)𝑢̅  กบั  (1 − 𝑎 − 𝑏)𝑣̅  จะไมม่ีทางเทา่กนัได ้

ยกเวน้เพียงกรณีเดียว  คือ  𝑎 − 𝑏 = 0  และ  1 − 𝑎 − 𝑏 = 0 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

เปลีย่น  𝑎  กบั  𝑏  กลบัเป็น  𝑤, 𝑥, 𝑦, 𝑧  จะได ้ และ 
 
 
 

จะไดว้า่  𝑤 = 𝑥  และ  𝑧 = 𝑦  นั่นคือ เสน้ทแยงมมุทัง้สอง แบง่ครึง่ซึง่กนัและกนันั่นเอง # 

 
 

แบบฝึกหดั 

1. จากรูป ก าหนดให ้ AB⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝑢̅  และ  AC⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝑣̅  
 จงเขยีนเวกเตอรต์อ่ไปนี ้ในรูปของ 𝑢̅  และ  𝑣̅ 
 
 
 

 1. AF⃗⃗⃗⃗  ⃗ 2. AD⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

 
 
 

 3. DC⃗⃗⃗⃗  ⃗ 4. CA⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

 
 
 

 5. BF⃗⃗ ⃗⃗  6. BC⃗⃗⃗⃗  ⃗  

 𝑎(𝑣̅ + 𝑢̅) − 𝑏(−𝑣̅ + 𝑢̅) =  𝑣̅ 
 𝑎𝑣̅ + 𝑎𝑢̅ + 𝑏𝑣̅ − 𝑏𝑢̅ =  𝑣̅ 
 𝑎𝑢̅ − 𝑏𝑢̅ =  𝑣̅ − 𝑎𝑣̅ − 𝑏𝑣̅ 
 (𝑎 − 𝑏)𝑢̅ =  (1 − 𝑎 − 𝑏)𝑣̅ 

  𝑎 − 𝑏 = 0 (1) 
  1 − 𝑎 − 𝑏 = 0 (2) 
 (1) + (2): 1 − 2𝑏 = 0  

  𝑏 =
1

2
 

 𝑏 =
1

2
  →  (2): 1 − 𝑎 −

1

2
 = 0  

  𝑎 =
1

2
  

 𝑤

𝑤+𝑥
 =  

1

2
 

 2𝑤 =  𝑤 + 𝑥 
 𝑤 =  𝑥 

 𝑧

𝑦+𝑧
 =  

1

2
 

 2𝑧 =  𝑦 + 𝑧 
 𝑧 =  𝑦 

A B 

C 

D E 

F 

1 

3 2 

1 

2 2 
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 7. BE⃗⃗⃗⃗  ⃗ 8. CE⃗⃗ ⃗⃗  

 
 
 

 9. CF⃗⃗⃗⃗  10. FD⃗⃗⃗⃗  ⃗ 
 
 
 
 

 11. AE⃗⃗⃗⃗  ⃗ 12. DE⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

 
 
 
 
 

2. จากรูป ก าหนดให ้ AB⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝑢̅  และ  AD⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝑣̅  
 จงเขยีนเวกเตอรต์อ่ไปนี ้ในรูปของ 𝑢̅  และ  𝑣̅ 
 
 

 1. BC⃗⃗⃗⃗  ⃗ 2. AC⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

 
 
 

 3. DB⃗⃗⃗⃗  ⃗ 4. AF⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

 
 
 
 

 5. GF⃗⃗ ⃗⃗  6. HG⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

 
 
 
 

 7. AH⃗⃗⃗⃗  ⃗ 8. HE⃗⃗⃗⃗  ⃗ 
 
 
 
 
 
 

3. ก าหนดให ้ 𝑢̅  และ  𝑣̅  เป็นเวกเตอรท์ี่ไมข่นานกนั  ถา้  𝑎(𝑢̅ + 𝑣̅) − 𝑢̅  =  𝑏(𝑢̅ − 𝑣̅)  แลว้ จงหาคา่ของ 𝑎 − 𝑏 
 
 
 
 
 
 
 
 

H E 

A B 

C D F 

G 

1 3 

2 2 

1 

1 

2 
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4. ก าหนดให ้ABC เป็นรูปสามเหลีย่มที่มี D เป็นจดุบนดา้น AC  และ F เป็นจดุบนดา้น BC  ถา้  AD⃗⃗⃗⃗  ⃗ =
1

4
AC⃗⃗⃗⃗  ⃗ , 

 BF⃗⃗ ⃗⃗ =
1

3
BC⃗⃗⃗⃗  ⃗  และ  DF⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝑎AB⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝑏BC⃗⃗⃗⃗  ⃗    แลว้  𝑎

𝑏
  มีคา่เทา่ใด    [PAT 1 (ต.ค. 52)/2-12] 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

5. ก าหนดให ้ABCD เป็นรูปสีเ่หลีย่มดา้นขนาน    M เป็นจดุบนดา้น AD ซึง่ AM⃗⃗⃗⃗⃗⃗ =
1

5
AD⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

 และ N เป็นจดุบนเสน้ทแยงมมุ AC ซึง่ AN⃗⃗⃗⃗  ⃗ =
1

6
AC⃗⃗⃗⃗  ⃗    ถา้ MN⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 𝑎AB⃗⃗⃗⃗  ⃗ + bAD⃗⃗⃗⃗  ⃗  แลว้ 𝑎 + 𝑏 เทา่กบัเทา่ใด 

 [PAT 1 (มี.ค. 52)/24] 
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6. ก าหนดจดุ A(3, 0) ,  B(3 + √3 , 1) และ C(𝑎, 𝑏)  โดยที่ C อยูใ่นจตภุาคที่ 4 

 AB⃗⃗⃗⃗  ⃗ กบั AC⃗⃗⃗⃗  ⃗ ท ามมุกนั 60°  และ |AC⃗⃗⃗⃗  ⃗| = 2√3 |AB⃗⃗⃗⃗  ⃗|    จงหาคา่ของ 𝑎2 + 𝑏2    [PAT 1 (ธ.ค. 54)/33] 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

7. จากรูป  𝑎 + 𝑏⃗ + 𝑐  = 0⃗  

 
 
 
 
 
 
 

 ขอ้ใดตอ่ไปนีถ้กู    [PAT 1 (ธ.ค. 54)/12] 

 1. |𝑎 | cosec35° = |𝑐 | (1 +
cot20°

cot35°
) 2. |𝑎 | cosec20° = |𝑐 | (1 +

cot35°

cot20°
) 

 3. |𝑎 | cosec35° = |𝑐 | (1 +
tan20°

tan35°
) 4. |𝑎 | cosec20° = |𝑐 | (1 +

tan35°

tan20°
) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

X 

Y 

110° 125° 

𝑎   

𝑏⃗   

𝑐   



8    เวกเตอร ์

เวกเตอรใ์นระบบพิกดัฉาก 

 
ที่ผา่นมา เราจะแทนเวกเตอรด์ว้ย “รูปลกูศร” ซึง่ไมส่ะดวกในการน าไปค านวณ 
เราจะมีอีกวิธีในการเขียนเวกเตอร ์โดยใช ้“ระยะทางแกน X” กบั “ระยะทางแกน Y” 
เช่น 𝑢̅ มีระยะทางแกน X เทา่กบั 1 และมีระยะทางแกน Y เทา่กบั 2 

เราจะเขียนแทน  𝑢̅  ในรูปสญัลกัษณไ์ดเ้ป็น  [1
2
] 

 

เวลาวดัระยะทางแกน X หรอื แกน Y ใหว้ดัจากจดุเริม่ตน้ ไปหาจดุสิน้สดุ 

การวดัระยะทางแกน X ถา้วดัไปทางขวาเป็นจะเป็นบวก วดัไปทางซา้ยจะเป็นลบ 

การวดัระยะทางแกน Y ถา้วดัขึน้เป็นจะเป็นบวก วดัลงจะเป็นลบ 
 
 
  
 
 
 
 
 

โจทยน์ิยมน าเวกเตอรไ์ปวางในระบบแกน XY  และบอกพิกดัจดุตัง้ตน้ (𝑥1, 𝑦1) กบัจดุสิน้สดุ (𝑥2, 𝑦2) มาให ้

ในกรณีนี ้เราจะใชส้ตูร 
 
 
 
 

เช่น เวกเตอรจ์าก  (1, 3)  ไปยงั  (4, 9)  คือ  [4 − 1
9 − 3

]  =  [
3
6
] 

 เวกเตอรจ์าก  (1, −2)  ไปยงั  (−1, 0)  คือ  [ −1 − 1
0 − (−2)]

= [
−2
2

]        เป็นตน้ 
 
 

เวกเตอรท์ี่เราพบมาจนถงึขณะนี ้จะเป็นเวกเตอรแ์บบ “สองมิติ” 
กลา่วคอื เป็นเวกเตอรท์ี่สามารถบอกดว้ยระยะทางแกน X กบั ระยะทางแกน Y ได ้

เพราะเวกเตอรแ์บบสองมิติ จะมแีคค่วามกวา้งกบัความยาว 

 

ในกรณีที่เวกเตอร ์มี “ความลกึ” (หรอืบางที เรยีกวา่ “ความสงู”) ดว้ย จะถือเป็นเวกเตอรแ์บบ “สามมิติ” 
เช่น เวกเตอรท์ี่ลากจากมมุฝ่ังในกลอ่งดา้นลา่ง ไปยงัมมุตรงขา้มดา้นบน 

เวกเตอรน์ี ้จะมีทัง้ กวา้ง ยาว และสงู 

ในกรณีนี ้เราจะมี “ระยะทางแกน Z” เขา้มารวมดว้ย 

เช่นจากรูป จะได ้ 𝑢̅ = [
1
4
3
] 

 
 
 

𝑢̅ 

1 

2 

2 

−2 
𝑢̅ 

𝑢̅ = [
2

−2
] 𝑣̅ = [

−2
1

] 

1 
−2 

𝑣̅ 
−1 

−2 𝑤̅ 

𝑤̅ = [
−1
−2

] 

4 

3 

1 

𝑢̅ 

X 

Y 

Z 

เรยีกแบบเต็มยศวา่ เป็น
เวกเตอรใ์น “ปรภิมิูสามมิติ” 

เวกเตอรท์ี่ชีจ้าก (𝑥1, 𝑦1)  ไปยงั (𝑥2, 𝑦2) คือ [
𝑥2 − 𝑥1

𝑦2 − 𝑦1
] 

เอาจดุปลายตัง้ 
ลบดว้ยจดุเริม่ 
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สตูรส าหรบัหาเวกเตอรใ์นปรภิมูสิามมิตจิะคลา้ยกบัสตูรของสองมิติ คือ เอาจดุปลายตัง้ลบดว้ยจดุเริม่ 
 
 
 
 

 

เช่น เวกเตอรจ์าก  (0, 2, 5)  ไปยงั  (5, 4, 2)  คือ  [
5 − 0
4 − 2
2 − 5

]  =  [
5
2

−3
] 

 เวกเตอรจ์าก  (1, −2, 0)  ไปยงั  (0, 2, −3)  คือ  [
0 − 1

2 − (−2)
−3 − 0

] = [
−1
4

−3
] 

 

เวกเตอรศ์นูย ์

เวกเตอรศ์นูย ์แทนไดด้ว้ยสญัลกัษณ ์0̅  คือ เวกเตอรท์ี่มขีนาดเป็นศนูย ์

ในระบบพิกดัฉาก เวกเตอรศ์นูย ์จะเขียนแทนไดเ้ป็น [0
0
]    (หรอื [

0
0
0
] ในพิกดัฉากแบบ 3 มิติ) 

 

การเทา่กนั 

เวกเตอรส์องเวกเตอร ์จะเทา่กนั เมื่อ ขนาดเทา่กนั และ ชีไ้ปทางทศิเดียวกนั 
ในระบบพิกดัฉาก เวกเตอรส์องเวกเตอร ์จะเทา่กนั เมื่อ ระยะของแตล่ะแกน เทา่กนัหมดทกุแกน 

กลา่วคอื [
𝑥1

𝑦1
] = [

𝑥2

𝑦2
]  ก็ตอ่เมื่อ  𝑥1 = 𝑥2 และ 𝑦1 = 𝑦2 

 [

𝑥1

𝑦1

z1

] = [

𝑥2

𝑦2

z2

]  ก็ตอ่เมื่อ  𝑥1 = 𝑥2 และ 𝑦1 = 𝑦2 และ 𝑧1 = 𝑧2 

เช่น ถา้  [2
𝑥
] = [

𝑦 + 1
3

]  เราจะสามารถสรุปไดว้า่  2 = 𝑦 + 1  และ  𝑥 = 3 

 ถา้  [
𝑎

𝑎 + 𝑏
−3

] = [
2
𝑐

𝑎 + 𝑐
]  เราจะสามารถสรุปไดว้า่  𝑎 = 2 ,   𝑎 + 𝑏 = 𝑐 ,  −3 = 𝑎 + 𝑐    เป็นตน้ 

 
 

ขนาดของเวกเตอร ์
ในระบบพิกดัฉาก เราหาขนาดของเวกเตอรไ์ดจ้ากสตูรพีทากอรสั 

 
 
 
 
 

 

เช่น ขนาดของ  [3
4
]  คือ  √32 + 42  =  5 

 ขนาดของ  [−5
12

]  คือ  √(−5)2 + 122  =  13 

 ขนาดของ  [
1

−1
2

]  คือ  √12 + (−1)2 + 22  =  √6 

 3 4 5 
 5 12 13 
 7 24 25 
 8 15 17 
 9 40 41 

เวกเตอรท์ี่ชีจ้าก (𝑥1, 𝑦1, 𝑧1) ไปยงั (𝑥2, 𝑦2, 𝑧2) คือ  [
𝑥2 − 𝑥1

𝑦2 − 𝑦1

𝑧2 − 𝑧1

] 

ขนาดของ [𝑎
𝑏
] จะเทา่กบั √𝑎2 + 𝑏2 

ขนาดของ [
𝑎
𝑏
𝑐
] จะเทา่กบั √𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2 



10    เวกเตอร ์

คณูเวกเตอรด์ว้ยตวัเลข 
𝑎𝑢̅  คือเวกเตอรใ์นทิศเดมิ ที่ยาวเป็น 𝑎 เทา่ของ 𝑢̅    (ถา้ 𝑎 เป็นลบ จะเปลีย่นเป็นทิศตรงขา้ม) 
ในระบบพิกดัฉาก ใหก้ระจายตวัเลขที่มาคณู เขา้ไปคณูระยะแตล่ะแกนไดเ้ลย (ไมว่า่ 𝑎 เป็นบวกหรอืลบก็ท าเหมือนกนั) 

เช่น 2 × [
−1
3

] = [
−2
6

] [
2

−1
] × (−3) = [

−6
3

] 

 (−2) × [
−1
−2
−3

] = [
2
4
6
] 

 

การขนานกนั 

𝑢̅  กบั  𝑣̅  จะขนานกนั เมื่อสามารถเขียน  𝑢̅ = 𝑘𝑣̅  ได ้ เมื่อ 𝑘 เป็นตวัเลขซกัตวั 

โดย ถา้  𝑘 > 0 →  ขนานแบบ “ทิศเดยีวกนั” 
 ถา้  𝑘 < 0 →  ขนานแบบ “ทิศตรงขา้ม” 

เช่น [
2
3
] กบั [4

6
]  ขนานแบบทิศเดียวกนั เพราะ  2 × [

2
3
]  =  [4

6
]  และ 2 เป็นบวก 

 [
−2
−4

] กบั [1
2
]  ขนานแบบทิศตรงขา้ม เพราะ  [−2

−4
]  =  −2 × [

1
2
]  และ −2 เป็นลบ 

 [
−1
2

−3
] กบั [

3
−6
9

]  ขนานแบบทิศตรงขา้ม เพราะ  −3 × [
−1
2

−3
]  =  [

3
−6
9

]  และ  −3  เป็นลบ 

 [
−1
1

−2
] กบั [

2
−2
−4

]  ไมข่นานกนั เพราะหาตวัมาคณูไหเ้ทา่กนัไมไ่ด ้ (X กบั Y ตอ้งคณู −2  แต ่Z คณู −2 จะไมเ่ทา่) 

 [
−1
1
0

] กบั [
2

−2
0

]  ขนานแบบทิศตรงขา้ม เพราะ  −2 × [
−1
1
0

]  =  [
2

−2
0

]  และ −2 เป็นลบ 

 [
0
3
] กบั [0

5
] ขนานแบบทิศเดยีวกนั เพราะ  5

3
× [

0
3
]  =  [

0
5
]  และ 5

3
 เป็นบวก 

 [
0
3
] กบั [1

6
]  ไมข่นานกนั เพราะหาตวัมาคณูใหเ้ทา่กนัไมไ่ด ้ (แกน X จะไมม่ีอะไรมาคณูแลว้เทา่ได)้ 

 
 

การบวกลบเวกเตอร ์
เวกเตอรใ์นระบบพิกดัฉาก สามารถน ามาบวกลบกนัได ้โดยใหเ้อาระยะแตล่ะแกนมาบวกลบกนัไดเ้ลย 

เช่น [
1
2
] + [

5
3
] = [

6
5
] [

1
2
] − [

5
3
] = [

−4
−1

] 

 [
1

−2
2

] + [
0

−1
−3

] = [
1

−3
−1

] [
−1
0
2

] − [
−5
2

−3
] = [

4
−2
5

] 

 

หมายเหต:ุ เราไมส่ามารถเอาเวกเตอรบ์วกกบัตวัเลขได ้เช่น [1
2
] + 3 จะถือวา่ไมม่ีความหมายทางคณิตศาสตร ์

 แตเ่วกเตอรค์ณูกบัตวัเลขได ้เช่น  [1
2
] × 3  =  [

3
6
] 

 และเวกเตอร ์คณูกบัเวกเตอรก็์ได ้(จะไดเ้รยีนในหวัขอ้หนา้) 
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ตวัอยา่ง  ใหจ้ดุ  A(0, −1, 1)  ,  B(1, 1, 1)  และ C(3, 5, −1)  เป็นจดุในปรภิมูิสามมิติ จงหา  3BA⃗⃗⃗⃗  ⃗ − 2AC⃗⃗⃗⃗  ⃗ 
วิธีท า หาเวกเตอร ์BA⃗⃗⃗⃗  ⃗ และ CA⃗⃗⃗⃗  ⃗ ในระบบพิกดัฉากก่อน โดยใชส้ตูร จดุปลายลบจดุตน้ 

จะได ้ BA⃗⃗⃗⃗  ⃗  =  [
0 − 1

−1 − 1
1 − 1

]  =  [
−1
−2
0

]    และ    AC⃗⃗⃗⃗  ⃗  =  [
3 − 0

5 − (−1)
−1 − 1

]  =  [
3
6

−2
] 

ดงันัน้  3BA⃗⃗⃗⃗  ⃗ − 2AC⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 3 [
−1
−2
0

] − 2 [
3
6

−2
] = [

−3
−6
0

] − [
6
12
−4

] = [
−9
−18
4

] # 

 

ตวัอยา่ง  ให ้ 𝑢̅ = [
1

−2
]  และ 𝑣̅ = [

−3
6

]  ขอ้ใดตอ่ไปนีผิ้ด 

1) 4𝑢̅ + 𝑣̅  =  𝑢̅ 2) 𝑢̅ + 𝑣̅  ขนานกบั  𝑢̅ − 𝑣̅ 
3) |𝑢̅| + |𝑣̅|  <  |𝑢̅ + 𝑣̅| 4) ไมม่ีขอ้ผิด 

วิธีท า 1) 4𝑢̅ + 𝑣̅ = 4 × [
1

−2
] + [

−3
6

] = [
4

−8
] + [

−3
6

] = [
1

−2
] = 𝑢̅  จรงิ 

2) 𝑢̅ + 𝑣̅ = [
−2
4

]    และ    𝑢̅ − 𝑣̅ = [
4

−8
] 

 จะเห็นวา่เอา  −2 คณูแลว้เทา่  ดงันัน้  𝑢̅ + 𝑣̅  ขนานกบั  𝑢̅ − 𝑣̅  จรงิ 
3) |𝑢̅| = √12 + (−2)2 = √5  และ  |𝑣̅| = √(−3)2 + (6)2 = √45 = 3√5 

 ดงันัน้  |𝑢̅| + |𝑣̅|  =  √5 + 3√5  =  4√5 

 และจากขอ้ 2)  𝑢̅ + 𝑣̅ = [
−2
4

]  ดงันัน้  |𝑢̅ + 𝑣̅| = √(−2)2 + (4)2 = √20 = 2√5 

 จะเห็นวา่  4√5 > 2√5    ดงันัน้ ขอ้ 3 ผิด # 

 
 

แบบฝึกหดั 

1. จงหาเวกเตอรท์ี่ลากระหวา่งจดุตอ่ไปนี ้

 1. จาก  (1, 3)  ไปยงั  (3, 9) 2. จาก  (1, −1)  ไปยงั  (−1, 1) 

 
 
 

 3. จาก  (2, −1, 0)  ไปยงั  (0, −2, 3) 4. จาก  (0, 3, 0)  ไปยงั  (−1, 3, 1) 

 
 
 
 

2. จงหาคา่ 𝑎 ,  𝑏 และ 𝑐  ที่ท าใหข้อ้ความตอ่ไปนีเ้ป็นจรงิ 

 1. [
𝑎 + 3

𝑎
] = [

2𝑏
−1

] 2. [
2

𝑎 + 𝑏
𝑐 − 3

] = [
𝑐 + 𝑎
−1

𝑎 + 𝑏
] 
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 3. [
𝑎
3
] ขนานกบั [

6
−9

] 4. [
𝑎
−1
2

] มีทิศตรงขา้มกบั [
−4
4𝑎
𝑎𝑏

] 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

3. จงหาขนาดของเวกเตอรต์อ่ไปนี ้

 1. [
−3
4

] 2. [
3

−4
0

] 

 
 
 
 
 
 
 

 3. 2∙[
3

−4
] − [

1
4
] 4. 3∙[

2
2

−3
] + 2∙[

−4
−3
5

] 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

4. ก าหนดใหจ้ดุ  A ,  B  และ C(3, 1)  เป็นจดุบนเสน้ตรงเดยีวกนั  ถา้  AB = 
3

5
 AC  และ BC⃗⃗⃗⃗  ⃗ = [

2
−4

]  แลว้ จงหา
พิกดัของ A 
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เวกเตอรห์นึง่หนว่ย 

 
เวกเตอรห์นึง่หนว่ย คือ เวกเตอรท์ี่มีความยาวเทา่กบั 1 

สตูรส าหรบัหาเวกเตอรห์นึง่หนว่ย มีดงันี ้
 
 
 
 
 
 

หมายเหต ุ: ถา้อยากไดเ้วกเตอรใ์นทิศตรงขา้มกบั 𝑢̅  ก็ไดค้ณู −1 เขา้ไป 
 

ตวัอยา่ง  จงหาเวกเตอรห์นึง่หนว่ยในทิศเดียวกบั [3
4
] 

วิธีท า จากดา้นชดุพีทากอรสั 3, 4, 5  จะไดค้วามยาวของ  [3
4
]  คือ  5 

ดงันัน้ เวกเตอรห์นึง่หนว่ยในทิศเดียวกบั [3
4
]  คือ  1

5
∙ [

3
4
] # 

 

ตวัอยา่ง  จงหาเวกเตอรใ์นทิศเดยีวกนักบั [ 1
−1

]  ที่มีความยาวเทา่กบั 3 หนว่ย 

วิธีท า ความยาวของ [ 1
−1

]  คือ  √12 + (−1)2  =  √2 

ดงันัน้ เวกเตอรใ์นทิศเดียวกนักบั  [ 1
−1

] ที่ยาว 3 หนว่ย คือ  3
√2

∙ [
1

−1
] 

ท าใหส้ว่นไมต่ิดรูท โดยคณู  √2

√2
   ไดเ้ป็น  3

√2
∙
√2

√2
∙ [

1
−1

]  =  
3√2

2
∙ [

1
−1

] # 

 

ตวัอยา่ง  จงหาเวกเตอรห์นึง่หนว่ยในทิศตรงขา้มกบั [−1
2

] 
วิธีท า หาเวกเตอรห์นึง่หนว่ยในทิศเดยีวกนัก่อน แลว้คอ่ยเอามาท าใหเ้ป็นทิศตรงขา้ม โดยการคณู  −1 

ความยาวของ [−1
2

]  คือ  √(−1)2 + 22  =  √5 

ดงันัน้ เวกเตอรห์นึง่หนว่ยในทิศเดียวกนั คือ  1
√5

∙ [
−1
2

]  =  
1

√5
∙
√5

√5
∙ [

−1
2

]  =  
√5

5
∙ [

−1
2

] 

ดงันัน้ เวกเตอรห์นึง่หนว่ยในทิศตรงขา้ม คือ คือ  − √5

5
∙ [

−1
2

] # 

 
 
 

มีเวกเตอรห์นึง่หนว่ยพิเศษ ท่ีเราตอ้งรูจ้กัและใชใ้หค้ลอ่ง 3 ตวั คือ 𝑖,̅ 𝑗 ̅และ 𝑘̅ 
 

 𝑖 ̅ คือเวกเตอรห์นึง่หนว่ยที่ชีไ้ปทางแกน X ฝ่ังที่เป็นบวก 

ในระบบพิกดัฉากสองมติิ 𝑖 ̅สามารถเขียนไดเ้ป็น [1
0
] 

ในระบบพิกดัฉากสามมิติ 𝑖 ̅สามารถเขียนไดเ้ป็น [
1
0
0
] 

 
 
 
 

Z 

Y 
𝑖 ̅

X 

𝑖 ̅

Y 

X 

เวกเตอรห์นึง่หนว่ยในทิศเดียวกบั 𝑢̅  หาไดจ้าก  1

|𝑢̅|
∙ 𝑢̅ 

เวกเตอรใ์นทิศเดียวกบั 𝑢̅  ทีม่ีความยาวเทา่กบั 𝑘  หาไดจ้าก  𝑘
|𝑢̅|

∙ 𝑢̅ 



14    เวกเตอร ์

 𝑗 ̅ คือเวกเตอรห์นึง่หนว่ยที่ชีไ้ปทางแกน Y ฝ่ังที่เป็นบวก 

ในระบบพิกดัฉากสองมติิ 𝑗 ̅สามารถเขียนไดเ้ป็น [0
1
] 

ในระบบพิกดัฉากสามมิติ 𝑗 ̅สามารถเขียนไดเ้ป็น [
0
1
0
] 

 
 

 𝑘̅  คือเวกเตอรห์นึง่หนว่ยที่ชีไ้ปทางแกน Z ฝ่ังที่เป็นบวก 

ในระบบพิกดัฉากสองมติิ จะไมส่ามารถมี 𝑘̅ อยูไ่ด ้

ในระบบพิกดัฉากสามมิติ 𝑘̅ สามารถเขียนไดเ้ป็น [
0
0
1
] 

 

เวกเตอรใ์ดๆก็ตาม จะสามารถเขยีนใหอ้ยูใ่นรูปของผลบวกของ  𝑖 ̅,  𝑗 ̅ และ  𝑘̅  ไดเ้สมอ 

เช่น [
2
1
] คือเวกเตอรท์ี่มีระยะทางแกน X คือ 2 และ ระยะทางแกน Y คือ 1 

 ดงันัน้  [2
1
]  =  2𝑖̅ + 𝑗 ̅

 

ซึง่สรุปเป็นสตูรไดว้า่ 
 
 
 
 
 
 
 
 

ตวัอยา่ง  ให ้𝑢̅ = [
1

−1
0

]  ,  𝑣̅ = 2𝑗̅ − 𝑘̅  จงหาเวกเตอรท์ี่ยาวเทา่กบั 𝑣̅ และมีทิศตรงขา้มกบั 𝑢̅ − 𝑣̅ 

วิธีท า เพื่อความสะดวก จะเปลีย่น  [
1

−1
0

]  ใหอ้ยูใ่นรูป  𝑖 ̅,  𝑗 ̅,  𝑘̅  ไดเ้ป็น  (1)𝑖 ̅+ (−1)𝑗 ̅+ (0)𝑘̅  =  𝑖̅ − 𝑗 ̅

ดงันัน้  𝑢̅ − 𝑣̅ =  (𝑖̅ − 𝑗)̅ − (2𝑗̅ − 𝑘̅) 

  =  𝑖̅ − 𝑗̅ − 2𝑗̅ + 𝑘̅        =  𝑖̅ − 3𝑗̅ + 𝑘̅ 

เนื่องจาก  |𝑢̅ − 𝑣̅|  =  √12 + (−3)2 + 12  =  √11 

ดงันัน้ เวกเตอรห์นึง่หนว่ยในทิศของ  𝑢̅ − 𝑣̅  คือ  1

√11
(𝑖̅ − 3𝑗̅ + 𝑘̅) 

เนื่องจาก  |𝑣̅|  =  √22 + (−1)2  =  √5 

ดงันัน้ เวกเตอรท์ี่ยาวเทา่กบั  |𝑣̅|  ในทิศของ  𝑢̅ − 𝑣̅  คือ  √5

√11
(𝑖̅ − 3𝑗̅ + 𝑘̅) 

ดงันัน้ เวกเตอรท์ี่ยาวเทา่กบั  |𝑣̅|  ในทิศตรงขา้มกบั  𝑢̅ − 𝑣̅  คือ  − √5

√11
(𝑖̅ − 3𝑗̅ + 𝑘̅) 

ท าสว่นใหไ้มต่ิดรูท  ไดเ้ป็น  − √5

√11
∙
√11

√11
∙ (𝑖̅ − 3𝑗̅ + 𝑘̅)  =  −

√55

11
(𝑖̅ − 3𝑗̅ + 𝑘̅) # 

 
 
 
 
 

𝑗 ̅

Y 

X 

𝑗 ̅

Z 

Y 

X 

𝑘̅ 

Z 

Y 

X 

[
2
1
] 

2𝑖 ̅

𝑗 ̅

[
𝑎
𝑏
] สามารถเขียนในรูป  𝑖 ̅,  𝑗 ̅ ไดเ้ป็น  𝑎𝑖̅ + 𝑏𝑗 ̅

[
𝑎
𝑏
𝑐
] สามารถเขียนในรูป  𝑖 ̅,  𝑗 ̅ และ  𝑘̅  ไดเ้ป็น  𝑎𝑖̅ + 𝑏𝑗̅ + 𝑐𝑘̅ 
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แบบฝึกหดั 

1. จงเขยีนเวกเตอรใ์นรูปของ  𝑖 ̅,  𝑗 ̅,  𝑘̅  ทีส่อดคลอ้งกบัเง่ือนไขตอ่ไปนี ้
 1. จาก  (0, −1)  ไปยงั  (5, 0) 2. จาก  (−1, 3, 1)  ไปยงั  (0, 0, 0) 

 
 
 
 
 
 

 3. จาก  (0, 1, −1)  ไปยงั  (−2, 1, 1) 4. จาก  (√2, −
1

2
)  ไปยงั  (0, 

3

2
) 

 
 
 
 
 
 
 

 5. เวกเตอรห์นึง่หนว่ย ในทิศเดยีวกบั [−4
3

] 6. เวกเตอรห์นึง่หนว่ย ในทิศตรงขา้มกบั [1
1
] 

 
 
 
 
 
 
 

 7. เวกเตอรท์ี่ยาว 2 หนว่ย ในทิศเดยีวกบั [
1

−1
2

] 8. เวกเตอรท์ี่ยาว √5 หนว่ย และขนานกบั [1
2
] 

 
 
 
 
 
 
 
 

2. ก าหนดให ้ 𝑢̅ = 𝑖̅ − 2𝑗 ̅ และ  𝑣̅ = 2𝑖̅ + 𝑗 ̅   ถา้  AB⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 3𝑢̅ − 2𝑣̅  และ พิกดัของจดุ A คือ (−1, 0)  จงหาพกิดั
ของ B 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



16    เวกเตอร ์

3. ก าหนดให ้A, B, C เป็นจดุยอดของสามเหลีย่ม  P เป็นจดุกึ่งกลางของ AC    Q อยูบ่น AB ท าให ้AQ : QB  =  1 : 2 

 ถา้  AB⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 6𝑖 − 3𝑗   และ  BC⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 2𝑖 + 3𝑗    จงหา PQ⃗⃗⃗⃗  ⃗    [PAT 1 (ธ.ค. 54)/13] 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

4. ก าหนดให ้𝑢̅ = 3𝑖̅ + 4𝑗 ̅ถา้ 𝑤̅ = 𝑎𝑖̅ + 𝑏𝑗 ̅โดยที่ 𝑤̅ มีทิศเดียวกนักบั 𝑢̅ และ |𝑤̅| =10 แลว้ 𝑎 + 𝑏 เทา่กบัเทา่ใด 

 [A-NET 49/2-4]  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

5. ก าหนดให ้A(𝑎, 𝑏) ,  B(4, −6) และ C(1, −4)  เป็นจดุยอดของรูปสามเหลีย่ม ABC    ถา้ P เป็นจดุบนดา้น AB 

ซึง่อยูห่า่งจากจดุ A เทา่กบั 3
5
 ของระยะระหวา่ง A และ B  และเวกเตอร ์ CP⃗⃗ ⃗⃗   =  𝑖̅ + 2𝑗 ̅ แลว้ 𝑎 + 𝑏 เทา่กบัเทา่ใด 

 [PAT 1 (มี.ค. 54)/36] 
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ผลคณูเชิงสเกลาร ์
 
ในหวัขอ้นี ้จะพดูถงึการคณูเวกเตอร ์กบัเวกเตอร ์ซึง่สามารถท าได  ้2 แบบ 

 แบบแรกเรยีกวา่ “ผลคณูเชิงสเกลาร”์ หรอื เรยีกสัน้ๆวา่ “ดอท” 
 แบบที่สองเรยีกวา่ “ผลคณูเชิงเวกเตอร”์ หรอื เรยีกสัน้ๆวา่ “ครอส” 

การดอท จะไดผ้ลลพัธเ์ป็นตวัเลข    สว่นการครอส จะไดผ้ลลพัธเ์ป็นเวกเตอร ์
ในหวัขอ้นี ้จะพดูถงึ การดอท ก่อน 
 

ผลคณูเชิงสเกลารข์อง 𝑢̅ กบั 𝑣̅ เขียนแทนดว้ยสญัลกัษณ ์ 𝑢̅ ∙ 𝑣̅  อา่นวา่ “ยดูอทวี” 
ซึง่จะหาไดจ้ากสตูร 
 

 

 

 

 

 

เช่น [
2
3
] ∙ [

4
5
] = (2)(4) + (3)(5) = 23 [

−1
0

] ∙ [
3

−2
] = (−1)(3) + (0)(−2) = −3 

 [
1

−2
−1

] ∙ [
3
1
2
] = (1)(3) + (−2)(1) + (−1)(2) = −1 

 [
−2
3
5

] ∙ [
0
0
0
] = (−2)(0) + (3)(0) + (5)(0) = 0 

 (𝑖 + 2𝑗) ∙ (−𝑖 − 𝑗) = (1)(−1) + (2)(−1) = −3 
 (2𝑖 − 𝑗 − 𝑘) ∙ (𝑖 + 𝑗 + 𝑘) = (2)(1) + (−1)(1) + (−1)(1) = 0 
 
 

การดอท มีสมบตัิการสลบัท่ี 𝑢̅ ∙ 𝑣̅ = 𝑣̅ ∙ 𝑢̅ 
และยงัสามารถกระจายในการบวกลบเวกเตอรไ์ด ้ 𝑢̅ ∙ (𝑣̅ ± 𝑤̅) = (𝑢̅ ∙ 𝑣̅) ± (𝑢̅ ∙ 𝑤̅) 
สิง่ที่ตอ้งระวงัก็คือ ดอท จะใชก้บัเวกเตอร ์2 เวกเตอร ์และไดผ้ลลพัธเ์ป็นตวัเลข 

ดงันัน้ เราไมส่ามารถน าเวกเตอร ์3 เวกเตอรม์าดอทกนัได ้

(เพราะพอดอทสองตวัแรก จะผลลพัธเ์ป็นตวัเลข ซึง่เอาไปดอทตอ่ไมไ่ด)้ 
จะมีก็แต ่(𝑢̅ ∙ 𝑣̅)𝑤̅ ซึง่หมายถึง เอาตวัเลขที่ไดจ้าก 𝑢̅ ∙ 𝑣̅ ไปคณู 𝑤̅    (คณูแบบตวัเลขคณูเวกเตอร)์ 
 

ในกรณีที่ โจทยใ์ห ้ 𝑢̅ กบั 𝑣̅  เป็น “รูปลกูศร”  เราจะมีสตูรที่ใชห้าผลดอทคือ  
 
 
 
 

เมื่อ 𝜃 เป็นมมุระหวา่ง 𝑢̅ และ 𝑣̅ เมื่อเอาจดุตัง้ตน้ของ 𝑢̅ และ 𝑣̅ มาตอ่กนั 
จะเห็นวา่ 𝜃 จะไมม่ีทางเกิน 180°  (เพราะถา้เกิน ก็วดัจากอีกฝ่ังที่มมุเลก็กวา่) 
 

𝑢̅ 

𝑣̅ 
𝜃 

ในระบบพิกดัฉากสองมติิ [
𝑥1

𝑦1
] ∙ [

𝑥2

𝑦2
] = 𝑥1𝑥2 + 𝑦1𝑦2 

ในระบบพิกดัฉากสามมิติ [
𝑥1

𝑦1

𝑧1

] ∙ [

𝑥2

𝑦2

𝑧2

] = 𝑥1𝑥2 + 𝑦1𝑦2 + 𝑧1𝑧2 

𝑢̅ ∙ 𝑣̅ = |𝑢̅||𝑣̅| cos 𝜃 
𝑢̅ 

𝑣̅ 𝜃 



18    เวกเตอร ์

ในกรณีที่ 𝑢̅ กบั 𝑣̅ ตัง้ฉากกนั จะได ้ 𝜃 = 90° 

ดงันัน้    𝑢̅ ∙ 𝑣̅  =  |𝑢̅||𝑣̅| cos 90°  =  |𝑢̅||𝑣̅|(0)  =  0 
 

ในกรณีที่ 𝑢̅ กบั 𝑣̅ มีทิศเดยีวกนั จะได ้ 𝜃 = 0° 

ดงันัน้    𝑢̅ ∙ 𝑣̅  =  |𝑢̅||𝑣̅| cos 0°  =  |𝑢̅||𝑣̅|(1)  =  |𝑢̅||𝑣̅| 

 

ในกรณีที่ 𝑢̅ กบั 𝑣̅ มีทิศตรงขา้ม จะได ้ 𝜃 = 180° 

ดงันัน้    𝑢̅ ∙ 𝑣̅  =  |𝑢̅||𝑣̅| cos 180°  =  |𝑢̅||𝑣̅|(−1)  =  −|𝑢̅||𝑣̅| 

 

ในกรณีที่เอา 𝑢̅ มาดอทกบัตวัเอง (𝑢̅ ∙ 𝑢̅)  จะได ้ 𝜃 = 0° 

ดงันัน้    𝑢̅ ∙ 𝑢̅  =  |𝑢̅||𝑢̅| cos 0°  =  |𝑢̅||𝑢̅|(1)  =  |𝑢̅|2 
 

และจากความรูใ้นเรือ่งตรโีกณมติิ  เราสามารถหา “ระยะเงา” ของ 𝑣̅  บน  𝑢̅  ได ้ |𝑣̅| cos 𝜃 
แตเ่นื่องจาก  𝑢̅ ∙ 𝑣̅  =  |𝑢̅||𝑣̅| cos𝜃  ดงันัน้  ระยะเงา  =  

𝑢̅ ∙ 𝑣̅

|𝑢̅|
  ดว้ย 

 
 

ตวัอยา่ง  สีเ่หลีย่มดา้นขนาน ABCD มี AB = 5  ,  BC = 2  และมมุ A = 60°    จงหา DC⃗⃗⃗⃗  ⃗ ∙ CB⃗⃗⃗⃗  ⃗ 
วิธีท า ขอ้นีใ้หม้าเป็นรูป ซึง่จะวาดรูปไดด้งัรูป 

ถา้มาเป็นรูปแบบนี ้ตอ้งหาผลดอทดว้ยสตูร 𝑢̅ ∙ 𝑣̅ = |𝑢̅||𝑣̅| cos 𝜃 

โดยมมุ 𝜃 ที่ใชใ้นสตูร ตอ้งเป็นมมุที่เกิดจากการเอาจดุตัง้ตน้ของ DC⃗⃗⃗⃗  ⃗ กบั CB⃗⃗⃗⃗  ⃗ มาตอ่กนั 

 

จะเห็นวา่ ถา้เอาจดุตัง้ตน้ของ DC⃗⃗⃗⃗  ⃗ กบั CB⃗⃗⃗⃗  ⃗ มาตอ่กนั จะไดม้มุระหวา่งเวกเตอรค์ือ 120° 

ดงันัน้ DC⃗⃗⃗⃗  ⃗ ∙ CB⃗⃗⃗⃗  ⃗ = |DC⃗⃗⃗⃗  ⃗||CB⃗⃗⃗⃗  ⃗| cos 120° = 5 × 2 × (−
1

2
) = −5 # 

 
 

ตวัอยา่ง  [
1

−2
−1

] กบั [
2
2

−2
] ตัง้ฉากกนัหรอืไม ่

วิธีท า จากความรูเ้รือ่งการดอท เวกเตอร ์2 เวกเตอร ์จะตัง้ฉากกนัเมื่อ ดอทกนัได ้0 

เนื่องจาก [
1

−2
−1

] ∙ [
2
2

−2
] = (1)(2) + (−2)(2) + (−1)(−2) = 2 − 4 + 2 = 0 

ดงันัน้ เวกเตอรท์ัง้สอง ตัง้ฉากกนั # 

 
 

ตวัอยา่ง  จงหาขนาดของมมุ ที่  −√3𝑖̅ + 3𝑗 ̅ ท ากบั  𝑖̅ + √3𝑗 ̅

วิธีท า จากสตูร  𝑢̅ ∙ 𝑣̅ = |𝑢̅||𝑣̅| cos 𝜃  ยา้ยขา้งสตูร เพื่อหามมุ 𝜃 จะได ้ cos𝜃 =
𝑢̅∙𝑣̅

|𝑢̅||𝑣̅|
 

ดงันัน้  จะได ้ cos𝜃  =  
(−√3𝑖+̅3𝑗̅)∙(𝑖+̅√3𝑗̅)

|−√3𝑖+̅3𝑗̅||𝑖+̅√3𝑗̅|
  =  

(−√3)(1)+(3)(√3)

√(−√3)
2
+32 × √12+(√3)

2
  =  

−√3+3√3

√12×√4
  =  

2√3

4√3
  =  

1

2
 

เลอืกมมุบวกไมเ่กิน 180° ที่ cos𝜃 =
1

2
  จะได ้𝜃 = 60° # 

 
 

120° 

𝑢̅ 

𝑣̅ 

60° 

𝑢̅ 

𝑣̅ 

A B 

C D 

𝑢̅ กบั 𝑣̅ ตัง้ฉากกนั  ก็ตอ่เมื่อ  𝑢̅ ∙ 𝑣̅  =  0 

𝑢̅ ∙ 𝑢̅  =  |𝑢̅|2 

𝑣̅ 
𝜃 

|𝑣̅| cos 𝜃  
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ตวัอยา่ง  จงหาขนาดของมมุ ที่ −√3𝑖̅ + 3𝑗 ̅ ท ากบัแกน Y 

วิธีท า เนื่องจาก  𝑗 ̅ เป็นเวกเตอรท์ี่ชีไ้ปทางแกน Y 

ดงันัน้ ถา้จะหามมุที่  −√3𝑖̅ + 3𝑗 ̅ ท ากบัแกน Y  ก็ใหห้ามมุที่  −√3𝑖̅ + 3𝑗 ̅ ท ากบั  𝑗 ̅

จากสตูร  𝑢̅ ∙ 𝑣̅ = |𝑢̅||𝑣̅| cos 𝜃  จะได ้ cos𝜃 =
𝑢̅∙𝑣̅

|𝑢̅||𝑣̅|
 

จะได ้ cos 𝜃  =  
(−√3𝑖+̅3𝑗̅)∙(𝑗̅)

|−√3𝑖+̅3𝑗̅||𝑗̅|
  =  

(−√3)(0)+(3)(1)

√(−√3)
2
+32 × 1

  =  
3

√12
  =  

3

2√3
×

√3

√3
  =  

3√3

2×3
  =  

√3

2
 

เลอืกมมุบวกไมเ่กิน 180° ที่ cos𝜃 = 
√3

2
  จะได ้𝜃 = 30° # 

 
 

สตูรสดุทา้ยที่ตอ้งทอ่งในหวัขอ้การดอท คือ “กฎของโคไซน”์ ในแบบของเวกเตอร ์
เนื่องจาก  𝑢̅ + 𝑣̅  และ  𝑢̅ − 𝑣̅  สามารถประกอบกบั 𝑢̅ และ 𝑣̅ เป็นรูปสามเหลีย่มได ้
 
 
 
 
 
 

ถา้เราใชก้ฎของโคไซน ์กบัสามเหลีย่มเหลา่นี ้ รว่มกบัสตูร  𝑢̅ ∙ 𝑣̅ = |𝑢̅||𝑣̅| cos 𝜃 
จะไดก้ฎของโคไซน ์ในรูปการดอทไดเ้ป็น 
 
 
 
 
 

และถา้น าสตูรทัง้สองมาบวกลบกนั จะไดส้ตูรใหมอ่กี 2 สตูร คือ 
 
 
 
 
 
 

ตวัอยา่ง  ก าหนดให ้ |𝑢̅| = 3  ,  |𝑣̅| = 5  และ  |𝑢̅ − 𝑣̅| = 4  จงหา  𝑢̅ ∙ 𝑣̅ 
วิธีท า ใชส้ตูร 

 
 
 
 # 

 

ตวัอยา่ง  ก าหนดให ้ |𝑢̅| = 2  ,  |𝑣̅| = 5  และ  |𝑢̅ + 𝑣̅| = 4  จงหา |𝑢̅ − 𝑣̅| 
วิธีท า ใชส้ตูร 

 
 
 
 # 

 

𝑢̅ 
𝑣̅ 

𝑢̅ + 𝑣̅ 

𝑢̅ 

𝑣̅ 
𝑢̅ − 𝑣̅ 

|𝑢̅ + 𝑣̅|2  =  |𝑢̅|2 + |𝑣̅|2 + 2 𝑢̅ ∙ 𝑣̅ 
|𝑢̅ − 𝑣̅|2  =  |𝑢̅|2 + |𝑣̅|2 − 2 𝑢̅ ∙ 𝑣̅ 

|𝑢̅ + 𝑣̅|2 + |𝑢̅ − 𝑣̅|2  =  2|𝑢̅|2 + 2|𝑣̅|2 
|𝑢̅ + 𝑣̅|2 − |𝑢̅ − 𝑣̅|2  =  4 𝑢̅ ∙ 𝑣̅ 

|𝑢̅ − 𝑣̅|2 =  |𝑢̅|2 + |𝑣̅|2 − 2 𝑢̅ ∙ 𝑣̅ 

 42 =   32   +   52  −  2 𝑢̅ ∙ 𝑣̅ 

 2 𝑢̅ ∙ 𝑣̅ =   9    +   25  −  16 

 𝑢̅ ∙ 𝑣̅ =    
18

2
    =  9 

 |𝑢̅ + 𝑣̅|2 + |𝑢̅ − 𝑣̅|2 =  2|𝑢̅|2 + 2|𝑣̅|2 

        42      + |𝑢̅ − 𝑣̅|2 =  2 ∙ 22 + 2 ∙ 52 

                       |𝑢̅ − 𝑣̅|2 =     8     +     50    −  16    =  42 

                       |𝑢̅ − 𝑣̅| =     √42 
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ตวัอยา่ง  ก าหนดให ้ |𝑢̅| = 3  ,  |𝑣̅| = 1  และ 𝑢̅ ท ามมุ 60° กบั 𝑣̅  จงหา |2𝑢̅ − 𝑣̅| 
วิธีท า จากสตูร จะได ้

 
 
 
 
 # 

 
 

แบบฝึกหดั 

1. จงหาผลดอทของเวกเตอรต์อ่ไปนี ้

 1. [
−3
5

] ∙ [
2
3
] 2. (2𝑖 ̅− 𝑗 ̅+ 𝑘̅) ∙ (𝑖 ̅− 2𝑗 ̅− 3𝑘̅) 

 
 
 
 

 3. (2𝑖 ̅− 3𝑗)̅ ∙ (2𝑗 ̅+ 𝑖)̅ 4. [
1

−2
2

] ∙ (𝑖̅ − 𝑘̅) 

 
 
 
 

2. เวกเตอรใ์นขอ้ใด ตัง้ฉากกนั 

 1. [
−1
1
2

]  และ  [
1

−2
1

] 2. 𝑖̅ − 𝑗 ̅ และ  𝑖̅ + 𝑗 ̅

 
 
 
 

 3. [√
3

√2
]  และ  √3𝑗̅ − √2𝑖 ̅ 4. 2𝑖̅ − 𝑗̅ + 𝑘̅  และ  𝑖̅ − 2𝑘̅ 

 
 
 
 
 

3. จงหาคา่ 𝑥 ที่ท าใหเ้วกเตอรต์อ่ไปนี ้ตัง้ฉากกนั 

 1. [
𝑥
6
]  และ  [−2

3
] 2. [

𝑥
−2

𝑥 + 5
]  และ  [

𝑥 − 3
𝑥 + 1

1
]   

 
 
 
 
 
 
 
 

|2𝑢̅ − 𝑣̅|2 =  |2𝑢̅|2 + |𝑣̅|2 − 2(2𝑢̅ ∙ 𝑣̅) 

  =  |2𝑢̅|2 + |𝑣̅|2 − 2(2|𝑢̅||𝑣̅| cos𝜃) 

  =    62    +   12  −  2(2 ∙ 3 ∙ 1 ∙ cos60°) 

  =  31 

|2𝑢̅ − 𝑣̅| =  √31 

เน่ืองจาก  |𝑢̅| = 3 

ดงันัน้  |2𝑢̅| = 6 



 เวกเตอร ์ 21 

4. ก าหนดให ้ |𝑢̅| = 2 ,  |𝑣̅| = 3  และ  𝑢̅ ท ามมุ 60° กบั 𝑣̅  จงหาคา่ของ 
 1. |𝑢̅ + 𝑣̅| 2. |𝑢̅ − 𝑣̅| 

 
 
 
 
 

 3. |𝑢̅ + 2𝑣̅| 4. |2𝑣̅ − 3𝑢̅| 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

5. ก าหนดให ้ 𝑢̅ และ 𝑣̅  เป็นเวกเตอรใ์ดๆ  โดยที่ |𝑢̅| = 1 ,  |𝑣̅| = 3  และ  𝑢̅ ท ามมุ 60° กบั 𝑣̅ 

 คา่ของ  |𝑢+𝑣̅|

|2𝑢−𝑣̅|
  เทา่กบัเทา่ใด    [PAT 1 (มี.ค. 54)/15] 

 
 
 
 
 
 
 
 

6. ก าหนด 𝑢̅ และ 𝑣̅ เป็นเวกเตอร ์โดยที่  𝑢̅ = 𝑖̅ + √3𝑗 ̅,  |𝑣̅| = 3  และ  |𝑢̅ − 𝑣̅| = 4 

 คา่ของ  |𝑢̅ + 𝑣̅|  เทา่กบัเทา่ใด    [PAT 1 (ก.ค. 53)/16] 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

7. ก าหนดให ้𝑢̅ และ 𝑣̅  เป็นเวกเตอรท์ีม่ีขนาดหนึง่หนว่ย  ถา้เวกเตอร ์𝑢̅ + 2𝑣̅ ตัง้ฉากกบัเวกเตอร ์2𝑢̅ + 𝑣̅ แลว้ 

 𝑢̅ ∙ 𝑣̅ เทา่กบัเทา่ใด    [PAT 1 (มี.ค. 52)/25] 
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8. ก าหนดให ้𝑢̅ และ 𝑣̅ เป็นเวกเตอรท์ีม่ีขนาดหนึง่หนว่ย 

 ถา้เวกเตอร ์ 3𝑢̅ + 𝑣̅  ตัง้ฉากกบัเวกเตอร ์ 𝑢̅ + 3𝑣̅  แลว้เวกเตอร ์ 5𝑢̅ − 𝑣̅  มีขนาดเทา่กบัเทา่ใด 

 [PAT 1 (ก.ค. 52)/24] 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

9. ก าหนดให ้ 𝑢̅ , 𝑣̅ และ 𝑤̅  เป็นเวกเตอรใ์นระนาบ  ขอ้ใดตอ่ไปนีถ้กูตอ้ง    [PAT 1 (ต.ค. 53)/15] 
 1. (𝑢̅ ∙ 𝑣̅)2 ≥ (𝑢̅ ∙ 𝑢̅)(𝑣̅ ∙ 𝑣̅) 

 2. ถา้  (𝑢̅ ∙ 𝑣̅)2 = (|𝑢̅||𝑣̅|)2  แลว้  𝑢̅ ตัง้ฉากกบั 𝑣̅ 

 3. ถา้  𝑢̅ + 𝑣̅ + 𝑤̅ = 0̅ ,  |𝑢̅| = 3 ,  |𝑣̅| = 4  และ  |𝑤̅| = 7  แลว้  𝑢̅ ∙ 𝑣̅ = 12 

 4. |𝑢̅ − 𝑣̅|2 = |𝑢̅|2 − |𝑣̅|2 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

10. ก าหนดให ้ 𝑢̅ และ 𝑣̅ เป็นเวกเตอรใ์ดๆ ซึง่ไมใ่ชเ่วกเตอรศ์นูย ์ ขอ้ใดตอ่ไปนีถ้กูตอ้ง    [PAT 1 (มี.ค. 55)/14] 
 1. |𝑢̅ − 𝑣̅|2 < |𝑢̅|2 − |𝑣̅|2 

 2. ถา้  𝑢̅ ตัง้ฉากกบั 𝑣̅  แลว้  |𝑢̅ − 𝑣̅|2 = |𝑢̅|2 + |𝑣̅|2 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 เวกเตอร ์ 23 

11. ก าหนดให ้𝑎̅ และ 𝑏̅ เป็นเวกเตอรใ์ดๆ ท่ีไมเ่ป็นเวกเตอรศ์นูย ์ ขอ้ใดตอ่ไปนีถ้กูตอ้งบา้ง    [PAT 1 (ต.ค. 58)/27] 
 1. ถา้ 𝑎̅ ขนานกบั 𝑏̅ แลว้  |𝑎̅ − 𝑏̅| = |𝑎̅| − |𝑏̅| 

 2. ถา้  |𝑎̅ + 𝑏̅|
2

 = |𝑎̅|2 + |𝑏̅|
2  แลว้  𝑎̅  ตัง้ฉากกบั  𝑏̅ 

 3. ถา้เวกเตอร ์ 𝑎̅ + 𝑏̅  ตัง้ฉากกบัเวกเตอร ์ 𝑎̅ − 𝑏̅  แลว้  |𝑎̅| = |𝑏̅| 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

12. ก าหนดให ้ 𝑢̅  และ  𝑣̅  เป็นเวกเตอรท์ี่ไมเ่ทา่กบัเวกเตอรศ์นูยซ์ึง่  𝑢̅  ตัง้ฉากกบั  𝑣̅  และ  𝑢̅ + 𝑣̅  ตัง้ฉากกบั  𝑢̅ − 𝑣̅ 

 ขอ้ใดตอ่ไปนีเ้ป็นจรงิ    [PAT 1 (ต.ค. 52)/1-13] 
 1. |𝑢̅| = |𝑣̅| 

 2. 𝑢̅ + 2𝑣̅  ตัง้ฉากกบั  2𝑢̅ − 𝑣̅ 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

13. ก าหนดให ้𝑢̅ และ 𝑣̅ เป็นเวกเตอรซ์ึง่ |𝑢̅ ∙ 𝑣̅| ≠ |𝑢̅||𝑣̅| 

 ถา้ 𝑎(𝑣̅ − 2𝑢̅) + 3𝑢̅ = 𝑏(2𝑢̅ + 𝑣̅) แลว้คา่ของ 𝑎 อยูใ่นชว่งใดตอ่ไปนี ้   [PAT 1 (ก.ค. 52)/25] 

 1. [0,
1

2
) 2. [

1

2
, 1) 3. [1,

3

2
) 4. [

3

2
, 2) 
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14. ก าหนดให ้ 𝑢̅ ,  𝑣̅ และ 𝑤̅  เป็นเวกเตอรใ์นระนาบและ  𝑥 , 𝑦 เป็นจ านวนจรงิ 
 โดยที่  𝑢̅ = 𝑥𝑖̅ + 𝑦𝑗 ̅,  𝑣̅ = 4𝑖̅ − 3𝑗 ̅ และ  𝑤̅ = 2𝑖̅ + 𝑗 ̅

 ถา้  |𝑢̅ − 𝑣̅|2 = |𝑢̅|2 + |𝑣̅|2  และ  5𝑥 + 5𝑦 = 21  แลว้คา่ของ 𝑢̅ ∙ 𝑤̅ เทา่กบัเทา่ใด 

 [PAT 1 (ต.ค. 53)/14] 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

15. ให ้ 𝑎̅  และ  𝑏̅  เป็นเวกเตอร ์ก าหนดโดย 

 𝑎̅ = 𝑖̅ +
1

2
𝑗̅ − 3𝑝𝑘̅  และ  𝑏̅ = −2𝑝𝑖̅ + 2𝑗̅ + 𝑝𝑘̅  เมื่อ 𝑝 เป็นจ านวนจรงิ 

 ถา้  𝑎̅ ตัง้ฉากกบั 𝑏̅  และ ขนาดของ 𝑏̅ เทา่กบั 3 แลว้  คา่ของ 𝑝 อยูใ่นช่วงขอ้ใดตอ่ไปนี ้   [PAT 1 (มี.ค. 53)/14] 
 1. (−3, −

3

2
 ) 2. (−

3

2
 , 0) 3. (0, 

3

2
 ) 4. ( 

3

2
 , 3) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

16. ก าหนดให ้ 𝑎̅, 𝑏̅ และ 𝑐̅  เป็นเวกเตอรบ์นระนาบซึง่ก าหนดโดย  𝑎̅ = 𝑥𝑖̅ +
12

5
𝑗 ̅,  𝑏̅ = 6𝑖̅ + 𝑦𝑗 ̅ และ  𝑐̅ = 2𝑖̅ + 𝑗 ̅

 เมื่อ 𝑥 และ 𝑦 เป็นจ านวนจรงิ  ถา้ |𝑏̅ − 𝑐̅| = 5 ,  เวกเตอร ์𝑎̅ ตัง้ฉากกบัเวกเตอร ์𝑏̅ และ 𝑎̅ ∙ 𝑐̅ > 0 

 แลว้คา่ของ  |5𝑎̅ + 𝑏̅|
2

  เทา่กบัเทา่ใด    [PAT 1 (มี.ค. 56)/45] 
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17. พิจารณาขอ้ความตอ่ไปนี ้ ขอ้ใดตอ่ไปนีถ้กูตอ้งบา้ง    [PAT 1 (มี.ค. 56)/15] 

 1 ใหเ้วกเตอร ์ 𝑤̅ = 𝑎𝑖̅ + 𝑏𝑗̅ + 𝑐𝑘̅  เมื่อ  𝑎, 𝑏 และ 𝑐  เป็นจ านวนจรงิและใหเ้วกเตอร ์ 𝑢̅ = 𝑖̅ + 2𝑗̅ + 𝑘̅ 

  และ  𝑣̅ = 𝑖̅ − 𝑗̅ + 𝑘̅    ถา้เวกเตอร ์ 𝑤̅  ตัง้ฉากกบัเวกเตอร ์ 𝑢̅  และเวกเตอร ์ 𝑣̅  แลว้  𝑎 + 𝑏 + 𝑐  =  1 

 2 ใหเ้วกเตอร ์ 𝑢̅ = 2𝑖̅ + 𝑗 ̅ และ 𝑣̅ = 𝑎𝑖̅ + 𝑏𝑗 ̅ เป็นเวกเตอรใ์นระนาบ  ถา้  |𝑣̅| = 
3

√5
  และ  𝑢̅ ∙ 𝑣̅ = 3 

  แลว้เวกเตอร ์ 𝑢̅  ท ามมุ 60°  กบัเวกเตอร ์ 𝑣̅ 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

18. ก าหนดให ้𝐴𝐵𝐶 เป็นรูปสามเหลีย่ม โดยทีด่า้น 𝐴𝐵 ยาว 5 หนว่ย ดา้น 𝐵𝐶 ยาว 12 หนว่ย และมมุ 𝐴𝐵̂𝐶 เทา่กบั 
60°  ถา้เวกเตอร ์𝑢̅ = 𝐴𝐵̅̅ ̅̅   เวกเตอร ์𝑣̅ = 𝐵𝐶̅̅ ̅̅   และเวกเตอร ์𝑤̅ =  𝐶𝐴̅̅ ̅̅   แลว้ (2𝑢̅ − 𝑣̅) ∙ 𝑤̅ เทา่กบัเทา่ใด 
[PAT 1 (พ.ย. 57)/12] 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

19. ก าหนดให ้จดุ A(−1, 1), B(2, 5)  และ C(2, −3) เป็นจดุยอดของรูปสามเหลีย่ม ABC  ให ้L เป็นเสน้ตรงที่ผา่น
จดุ A และจดุ B  ลากสว่นเสน้ตรง CD̅̅̅̅  ตัง้ฉากกบัเสน้ตรง L ที่จดุ D      แลว้เวกเตอร ์ AD⃗⃗⃗⃗  ⃗ เทา่กบัเทา่ใด 

 [PAT 1 (มี.ค. 55)/12] 
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20. ก าหนดให ้ 𝑢̅ = 2𝑖̅ − 5𝑗 ̅ และ  𝑣̅ = 𝑖̅ + 2𝑗 ̅   ให ้𝑤̅ เป็นเวกเตอร ์โดยที่  𝑢̅ ∙ 𝑤̅ = −11  และ  𝑣̅ ∙ 𝑤̅ = 8 

 ถา้ 𝜃 เป็นมมุแหลมที่เวกเตอร ์𝑤̅ ท ามมุกบัเวกเตอร ์5𝑖̅ + 𝑗 ̅ แลว้ tan 𝜃 + sin 2𝜃 เทา่กบัเทา่ใด 

 [PAT 1 (ก.ค. 53)/32] 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

21. ให ้𝐴,  𝐵 และ 𝐶 เป็นเวกเตอร ์ซึง่ |𝐴| = 3, |𝐵| = 2 และ |𝐶| = 1 

 ถา้ 𝐴 + 𝐵 + 4𝐶 = 0 แลว้ 𝐴 ∙ 𝐵 + 𝐵 ∙ 𝐶 + 𝐶 ∙ 𝐴 มีคา่เทา่กบัเทา่ใด    [A-NET 51/1-14] 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

22. ก าหนดให ้ 𝑎̅, 𝑏̅ และ 𝑐̅  เป็นเวกเตอร ์ซึง่  𝑎̅ + 𝑏̅ + 𝑐̅ = 0̅ ,  |𝑎̅ + 𝑏̅| = 5 ,  |𝑏̅ + 𝑐̅| = 3  และ  |𝑏̅| = √10 

 ขอ้ใดตอ่ไปนีถ้กูตอ้งบา้ง    [PAT 1 (เม.ย. 57)/14] 

 1. ถา้เวกเตอร ์𝑎̅ ท ามมุ 𝜃 กบัเวกเตอร ์𝑏̅ เมื่อ  0 ≤ 𝜃 ≤ 𝜋  แลว้  tan 𝜃 = 3 

 2. 𝑎̅ ∙ 𝑐̅  =  −12 
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23. ให ้ 𝑢̅, 𝑣̅ และ 𝑤̅ เป็นเวกเตอร ์ก าหนดโดย  𝑢̅ = 𝑖̅ + 2𝑗̅ + 3𝑘̅ ,  𝑣̅ = 2𝑖̅ − 𝑑𝑗̅ + 𝑘̅ ,  𝑤̅ = 𝑎𝑖̅ + 𝑏𝑗̅ + 𝑐𝑘̅ 

 เมื่อ 𝑎, 𝑏, 𝑐 และ 𝑑 เป็นจ านวนจรงิ  ถา้ 𝑢̅ ∙ 𝑤̅ = 2 ,  𝑢̅ ∙ (𝑣̅ + 𝑤̅) = 3 ,  𝑣̅ + 𝑤̅ = 𝑖̅ + 𝑞𝑗̅ + 𝑟𝑘̅ 

 เมื่อ 𝑞, 𝑟 เป็นจ านวนจรงิ และ 𝑤̅ ขนานกบั − 2

3
𝑖̅ +

1

2
𝑗̅ +

1

3
𝑘̅  แลว้คา่ของ 𝑎 + 4𝑏 + 2𝑐 เทา่กบัเทา่ใด 

 [PAT 1 (มี.ค. 53)/33] 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

24. ก าหนดให ้ 𝑢̅, 𝑣̅ และ 𝑤̅  เป็นเวกเตอรบ์นระนาบซึง่  𝑢̅ + 𝑣̅ − 𝑤̅ = 0̅ ,  𝑢̅ ∙ 𝑤̅ = 8  และ  𝑣̅ ∙ 𝑤̅ = −2 

 ถา้เวกเตอร ์ 𝑤̅  ท ามมุ  arcsin 
1

√3
  กบัเวกเตอร ์ 𝑢̅    แลว้ คา่ของ  |𝑢̅|2 + |𝑣̅|2  เทา่กบัเทา่ใด 

 [PAT 1 (ต.ค. 55)/15*] 
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25. ก าหนดให ้P(−8, 5),  Q(−15,−19),  R(1, −7) เป็นจดุบนระนาบ ถา้ 𝑣̅ = 𝑎𝑖̅ + 𝑏𝑗 ̅ (𝑎, 𝑏 เป็นจ านวนจรงิ) 
เป็นเวกเตอรซ์ึง่มีทิศทางขนานกบัเสน้ตรงซึง่แบง่ครึง่มมุ QP̂R แลว้ 

𝑎

𝑏
 มคีา่เทา่กบัเทา่ใด    [A-NET 50/1-11] 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

26. ก าหนดให ้𝐴  และ 𝐵⃗  เป็นเวกเตอรใ์นระนาบ  โดยที่  𝐴  = 16𝑖 ̅+ 𝑎𝑗 ̅ และ  𝐵⃗  = 8𝑖 ̅+ 𝑏𝑗 ̅ เมื่อ 𝑎 และ 𝑏 เป็น 
จ านวนจรงิ   ถา้  |𝐴 | = |𝐵⃗ |  และเวกเตอร ์𝐵⃗  ท ามมุ 60° กบัเวกเตอร ์𝐴  
แลว้คา่ของ  (𝑎 + 𝑏)2  เทา่กบัเทา่ใด    [PAT 1 (ต.ค. 58)/16] 
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ผลคณูเชิงเวกเตอร ์
 
ในหวัขอ้นี ้เราจะเรยีนวิธีคณูเวกเตอรอ์ีกแบบ เรยีกวา่ “ผลคณูเชิงเวกเตอร”์ หรอื เรยีกสัน้ๆวา่ “ครอส” 
ซึง่คราวนี ้เวกเตอร ์ครอส เวกเตอร ์จะไดผ้ลลพัธเ์ป็นเวกเตอร ์
โดย การครอส ท าไดก้บัเวกเตอร ์“แบบสามมติิเทา่นัน้” 
 

ผลคณูเชิงเวกเตอรข์อง 𝑢̅ กบั 𝑣̅ เขียนแทนดว้ยสญัลกัษณ ์𝑢̅ × 𝑣̅ อา่นวา่ “ยคูรอสวี” 
สตูรการหาคือ  
 
 
 
 
 

เช่น [
2

−1
1

] × [
3
2

−1
] = [

(−1)(−1) − (1)(2)
(1)(3) − (2)(−1)
(2)(2) − (−1)(3)

] = [
−1
5
7

] 

 (−𝑖̅ + 2𝑗̅ − 3𝑘̅) × (2𝑖̅ − 𝑗̅ + 𝑘̅) = [
−1
2

−3
] × [

2
−1
1

] = [

(2)(1) − (−3)(−1)
(−3)(2) − (−1)(1)
(−1)(−1) − (2)(2)

] = [
−1
−5
−3

] 

  = −𝑖̅ − 5𝑗̅ − 3𝑘̅ 

หมายเหต:ุ จะเห็นวา่สตูรการครอสเวกเตอร ์จะคลา้ยๆการหา det ในเรือ่งเมทรกิซ ์

 บางคนนยิมทอ่งวา่ [
𝑥1

𝑦1

𝑧1

] × [

𝑥2

𝑦2

𝑧2

] = det [
𝑖̅ 𝑗 ̅ 𝑘̅
𝑥1 𝑦1 𝑧1

𝑥2 𝑦2 𝑧2

] 

 

เนื่องจากการครอส เก่ียวกบัการลบ ดงันัน้ ถา้สลบัท่ีตวัครอส ผลลพัธจ์ะเป็นลบของเดิม กลา่วคือ  𝑢̅ × 𝑣̅ = −(𝑣̅ × 𝑢̅) 

แตย่งัคงสามารถกระจายครอสในการบวกลบเวกเตอรไ์ดเ้หมือนดอท กลา่วคือ  𝑢̅ × (𝑣̅ ± 𝑤̅) = (𝑢̅ × 𝑣̅) ± (𝑢̅ × 𝑤̅) 
 
ในกรณีที่ 𝑢̅ กบั 𝑣̅ ไมไ่ดม้าเป็นตวัเลขในระบบพิกดัฉาก แตม่าเป็น “รูปลกูศร” เราจะมวีิธีหาอกีแบบ 

𝑢̅ × 𝑣̅  จะเป็น “เวกเตอร”์ ที่มีขนาด  |𝑢̅ × 𝑣̅|  =  |𝑢̅||𝑣̅| sin𝜃    เมื่อ 𝜃 คือมมุที่ 𝑢̅ ท ากบั 𝑣̅ 

และ  𝑢̅ × 𝑣̅  จะมีทิศพุง่ออกในแนวตัง้ฉากกบัระนาบที่ 𝑢̅ กบั 𝑣̅ วางอยู ่
วิธีหาทิศของ 𝑢̅ × 𝑣̅ มีดงันี ้
1. ยกแขนทัง้สอง ตัง้ฉากกบัแนวล าตวั 

2. ใหต้วัตัง้ (𝑢̅) เป็นแขนขวา 

 ตวัครอส (𝑣̅) เป็นแขนซา้ย 

3. จะได ้𝑢̅ × 𝑣̅ จะชีไ้ปทางเดยีวกบัศีรษะ 
 

เช่น 𝑖̅ × 𝑗̅ = 𝑘̅ 𝑗̅ × 𝑖̅ = −𝑘̅ 

 𝑗̅ × 𝑘̅ = 𝑖 ̅ 𝑘̅ × 𝑗̅ = −𝑖 ̅

 𝑘̅ × 𝑖̅ = 𝑗 ̅ 𝑖̅ × 𝑘̅ = −𝑗 ̅
 
 

𝑗 ̅

𝑘̅ 

𝑖 ̅

[

𝑥1

𝑦1

𝑧1

] × [

𝑥2

𝑦2

𝑧2

]  =  [

𝑦1𝑧2 − 𝑧1𝑦2

𝑧1𝑥2 − 𝑥1𝑧2

𝑥1𝑦2 − 𝑦1𝑥2

] 

𝑢̅ 

𝑣̅ 
𝑢̅ × 𝑣̅  
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ในกรณีที่ 𝑢̅ กบั 𝑣̅ ขนานกนั จะได ้𝜃 = 0° หรอื 180° ซึง่ sin0° = sin180° = 0 เอาไปคณูกบัอะไรก็ได ้0 

ดงันัน้ ถา้ 𝑢̅ กบั 𝑣̅ ขนานกนั จะได ้𝑢̅ × 𝑣̅ = เวกเตอรท์ี่มีขนาดเป็น 0 = [
0
0
0
] = 0̅ 

และในกรณีที่เอา 𝑢̅ มาครอสกบัตวัมนัเอง จะได ้𝜃 = 0° ดว้ย  →  ดงันัน้จะได ้ 𝑢̅ × 𝑢̅ = 0̅  เสมอ 
 

ตวัอยา่ง  ให ้ 𝑢̅ = 2𝑖̅ + 𝑗̅ + 𝑘̅  และ  𝑣̅ = −𝑖̅ + 2𝑗̅ + 𝑘̅  ถา้ให ้𝜃 เป็นมมุระหวา่ง 𝑢̅ และ 𝑣̅  จงหา sin 𝜃 
วิธีท า ขอ้นีจ้ะใชส้ตูร ขนาดของ 𝑢̅ × 𝑣̅ เทา่กบั |𝑢̅||𝑣̅| sin𝜃 เพื่อโยงไปหา sin𝜃 

เนื่องจาก  𝑢̅ × 𝑣̅ = [
2
1
1
] × [

−1
2
1

] = [

(1)(1) − (1)(2)
(1)(−1) − (2)(1)
(2)(2) − (1)(−1)

] = [
−1
−3
5

] 

แทนในสตูร |𝑢̅ × 𝑣̅| = |𝑢̅||𝑣̅| sin𝜃 

 √(−1)2 + (−3)2 + 52 = √22 + 12 + 12 ∙ √(−1)2 + 22 + 12 ∙ sin𝜃 

 √35 = √6 ∙ √6 ∙ sin𝜃 

ดงันัน้ sin 𝜃 =
√35

√6∙√6
=

√35

6
 # 

 
 

แบบฝึกหดั 

1. จงหาผลครอสตอ่ไปนี ้

 1. [
2
1

−1
] × [

1
3
0
] 2. [

1
2

−1
] × [

−2
1

−2
] 

 
 
 
 
 
 
 

 3. (𝑖̅ − 𝑗̅ + 𝑘̅) × (𝑖̅ + 𝑗̅ − 𝑘̅) 4. (𝑖̅ + 𝑗̅ − 𝑘̅) × (𝑖̅ + 𝑗̅ − 𝑘̅) 

 
 
 
 
 
 
 
 

2. ก าหนดให ้ A(1, 2, 3) ,  B(2, 3, 1)  และ  C(2, 4, 2)  ถา้ 𝜃 เป็นมมุระหวา่ง  AB⃗⃗⃗⃗  ⃗  กบั  AC⃗⃗⃗⃗  ⃗  แลว้  จงหาคา่ sin 𝜃 
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3. ก าหนดเวกเตอร ์ 𝑢̅ = 𝑎𝑖 ̅+ 2𝑗 ̅+ 𝑏𝑘̅  เมื่อ 𝑎 และ 𝑏 เป็นจ านวนจรงิ 
 ถา้  |𝑢̅ × 𝑗|̅ = 2  แลว้  |𝑢̅|2 เทา่กบัเทา่ใด    [PAT 1 (เม.ย. 57)/26] 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

4. ให ้𝑢̅ = 𝑎𝑖̅ + 𝑏𝑗̅ + 2𝑘̅ และ 𝑣̅ = 2𝑎𝑖̅ − 3𝑏𝑗 ̅โดยที่ 𝑎, 𝑏 เป็นจ านวนเต็มบวก และ 𝜃 เป็นมมุระหวา่ง 𝑢̅ และ 𝑣̅ 

 ถา้ |𝑢̅| = 3 และ cos 𝜃 =
1

3
 แลว้ 𝑢̅ × 𝑣̅ มีคา่เทา่กบัเทา่ใด    [A-NET 50/1-10] 
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พืน้ท่ีและปรมิาตร 
 

สีเ่หลีย่มดา้นขนานที่เกิดจากเวกเตอร ์𝑢̅ และ 𝑣̅ ดงัรูป 

จะมีพืน้ท่ี = |𝑢̅ × 𝑣̅| 

 
 

จะเห็นวา่สตูรนีต้อ้งครอสเวกเตอร ์ดงันัน้ 𝑢̅ และ 𝑣̅ ตอ้งถกูเขยีนในระบบสามมิติ 
ในกรณีที่ 𝑢̅ และ 𝑣̅ ถกูก าหนดมาในระบบสองมิติ เราสามารถท าใหเ้ป็นสามมิติได ้โดยเติม 0 ลงไปเป็นคา่ทางแกน Z 

 
 

ทรงสีเ่หลีย่มดา้นขนานท่ีเกิดจากเวกเตอร ์𝑢̅ ,  𝑣̅  และ 𝑤̅ ดงัรูป 

จะมีปรมิาตร = |𝑢̅ ∙ (𝑣̅ × 𝑤̅)| 

 
 

โดยจะสลบั 𝑢̅ ,  𝑣̅  และ 𝑤̅ ยงัไงก็ได ้จะไดค้า่เทา่กนั 
 

หมายเหต ุ: ผล ดอท & ครอส จะไดเ้ทา่เดิมเสมอ ตราบใดทีต่  าแหนง่ 𝑢̅ , 𝑣̅ , 𝑤̅ ยงัคงเรยีงเป็นวงกลมแบบเดียวกนั 

 แบบตามเข็ม 
 𝑢̅ ∙ (𝑣̅ × 𝑤̅)  =  𝑣̅ ∙ (𝑤̅ × 𝑢̅)  =  𝑤̅ ∙ (𝑢̅ × 𝑣̅)  =  (𝑢̅ × 𝑣̅) ∙ 𝑤̅  =  (𝑣̅ × 𝑤̅) ∙ 𝑢̅  =  (𝑤̅ × 𝑢̅) ∙ 𝑣̅ 
 

 แบบทวนเข็ม 

 𝑢̅ ∙ (𝑤̅ × 𝑣̅)  =  𝑤̅ ∙ (𝑣̅ × 𝑢̅)  =  𝑣̅ ∙ (𝑢̅ × 𝑤̅)  =  (𝑢̅ × 𝑤̅) ∙ 𝑣̅  =  (𝑣̅ × 𝑢̅) ∙ 𝑤̅  =  (𝑤̅ × 𝑣̅) ∙ 𝑢̅ 
 

โดย แบบตามเข็ม  =  −แบบทวนเข็ม  นั่นคือ    𝑢̅ ∙ (𝑣̅ × 𝑤̅)  =  −𝑢̅ ∙ (𝑤̅ × 𝑣̅) 

 

ตวัอยา่ง  จงหาพืน้ท่ีสีเ่หลีย่มดา้นขนาน ABCD ซึง่มีพิกดั A(2, 3)  ,  B(−1, 2)  ,  C(1, −1) 

วิธีท า จากสตูร จะได ้พืน้ท่ีสีเ่หลีย่มดา้นขนาน ABCD = |BA⃗⃗⃗⃗  ⃗ × BC⃗⃗⃗⃗  ⃗| 

BA⃗⃗⃗⃗  ⃗ = [
2 − (−1)

3 − 2
] = [

3
1
] เติม 0 ใหเ้ป็นสามมิติไดเ้ป็น [

3
1
0
] 

BC⃗⃗⃗⃗  ⃗ = [
1 − (−1)
(−1) − 2

] = [
2

−3
] เติม 0 ใหเ้ป็นสามมิติไดเ้ป็น [

2
−3
0

] 

จะได ้BA⃗⃗⃗⃗  ⃗ × BC⃗⃗⃗⃗  ⃗ = [
3
1
0
] × [

2
−3
0

] = [

(1)(0) − (0)(−3)
(0)(2) − (3)(0)

(3)(−3) − (1)(2)
] = [

0
0

−11
] 

ดงันัน้ พืน้ท่ีสีเ่หลีย่มดา้นขนาน ABCD = |BA⃗⃗⃗⃗  ⃗ × BC⃗⃗⃗⃗  ⃗| = √02 + 02 + (−11)2 = 11 # 

 
 
 
 
 
 
 
 

𝑢̅ 

𝑣̅ 

𝑢̅ 
𝑣̅ 

𝑤̅ 

ขนาดของเวกเตอร ์

คา่สมับรูณ ์

ครอสไดเ้ป็นเวกเตอร ์

ดอทไดเ้ป็นตวัเลข 

A(2, 3) 
B(−1, 2) 

C(1, −1) 

𝑢̅  

𝑣̅  𝑤̅  

𝑢̅  

𝑣̅  𝑤̅  
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ตวัอยา่ง  จงหาปรมิาตรของรูปทรงสีเ่หลีย่มดา้นขนานท่ีเกิดจาก 𝑢̅ = 𝑖̅ − 𝑗̅ − 𝑘̅  ,  𝑣̅ = 𝑖̅ + 2𝑘̅  และ  𝑤̅ = 𝑗̅ − 𝑘̅ 

วิธีท า ปรมิาตร = |𝑢̅ ∙ (𝑣̅ × 𝑤̅)| = |[
1

−1
−1

] ∙ ([
1
0
2
] × [

0
1

−1
])| 

 = |[
1

−1
−1

] ∙ [

(0)(−1) − (2)(1)
(2)(0) − (1)(−1)
(1)(1) − (0)(0)

]| = |[
1

−1
−1

] ∙ [
−2
1
1

]| 

 = |(1)(−2) + (−1)(1) + (−1)(1)| 

 = |−4| = 4 # 
 
 

นอกจากนี ้ปรมิาตรของรูปทรงสีเ่หลีย่มดา้นขนาน ยงัสามารถน าไปใชต้รวจสอบ “ระนาบ” ของเวกเตอรไ์ดด้ว้ย 

จะเห็นวา่ ถา้ 𝑢̅ , 𝑣̅ และ 𝑤̅ อยูบ่นระนาบเดยีวกนั  แลว้ รูปทรงสีเ่หลีย่มดา้นขนานท่ีเกิดจากเวกเตอร ์𝑢̅ ,  𝑣̅  และ 𝑤̅ จะ
กลายเป็นแผน่แบนราบ ซึง่ท าใหป้รมิาตรของรูปทรง = 0 

 
 
 
 
 

ตวัอยา่ง  จงตรวจสอบวา่ 𝑖̅ + 𝑗̅ + 𝑘̅  ,  2𝑖̅ + 𝑗̅ + 2𝑘̅  และ  3𝑖̅ + 4𝑗̅ + 3𝑘̅ อยูบ่นระนาบเดียวกนัหรอืไม่ 

วิธีท า 𝑢̅ ∙ (𝑣̅ × 𝑤̅) =  [
1
1
1
] ∙ ([

2
1
2
] × [

3
4
3
]) 

 =  [
1
1
1
] ∙ [

(1)(3) − (2)(4)
(2)(3) − (2)(3)
(2)(4) − (1)(3)

] 

 =  [
1
1
1
] ∙           [

−5
0
5

]    =  (1)(−5) + (1)(0) + (1)(5)  =  0 

ดงันัน้ 𝑖̅ + 𝑗̅ + 𝑘̅  ,  2𝑖̅ + 𝑗̅ + 2𝑘̅  และ  3𝑖̅ + 4𝑗̅ + 3𝑘̅ อยูบ่นระนาบเดียวกนั # 

 
 

แบบฝึกหดั 

1. จงหาพืน้ท่ีของสีเ่หลีย่มดา้นขนานท่ีเกิดจากเวกเตอรต์อ่ไปนี ้

 1. [
1

−1
2

]  และ  [
2
1

−1
] 2. 𝑖̅ + 𝑗 ̅ และ  𝑖̅ − 𝑗 ̅

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

𝑢̅ , 𝑣̅ และ 𝑤̅ อยูบ่นระนาบเดยีวกนั  ก็ตอ่เมื่อ  𝑢̅ ∙ (𝑣̅ × 𝑤̅) = 0 



34    เวกเตอร ์

2. จงหาปรมิาตรของรูปทรงสีเ่หลีย่มดา้นขนานท่ีเกิดจากเวกเตอรต์อ่ไปนี ้

 1. [
0
1

−2
]  ,  [

1
−1
1

]  และ  [
2
0

−1
] 2. 𝑖̅ + 𝑗 ̅ ,  𝑗̅ + 𝑘̅  และ  𝑖̅ + 𝑘̅ 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

3. เวกเตอรใ์นขอ้ใดตอ่ไปนี ้อยูบ่นระนาบเดยีวกนั 

 1. [
2
0
6
]  ,    [

−3
1

−1
]  และ  [

0
1
8
] 2. 𝑖̅ − 𝑗̅ + 𝑘̅    ,    𝑖 ̅ + 𝑗̅ − 𝑘̅    และ    −𝑖̅ + 𝑗̅ + 𝑘̅ 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

4. ก าหนดให ้ A(1, 0, −2) ,  B(0, −1, 0) ,  C(2, 1, −1)  จงหาพืน้ท่ีสีเ่หลีย่มดา้นขนานที่เกิดจาก  AB⃗⃗⃗⃗  ⃗  และ  AC⃗⃗⃗⃗  ⃗ 
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5. ก าหนดให ้ A(−2, 1, 1) ,  B(2, 2, −1) ,  C(1, 1, 0)  จงหาพืน้ท่ีสามเหลีย่ม ABC 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

6. ถา้รูปทรงสีเ่หลีย่มหนา้ขนานท่ีเกิดจาก  [
1

−1
2

]  ,  [
2
𝑥

−1
]  และ  [

3
2

−1
]   มีปรมิาตรเทา่กบั 3  แลว้ จงหาคา่ 𝑥 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

7. ก าหนดให ้ 𝑢̅ , 𝑣̅  และ  𝑤̅  เป็นเวกเตอรใ์ดๆในสามมติิ  ขอ้ใดตอ่ไปนีถ้กูตอ้งบา้ง    [PAT 1 (มี.ค. 57)/13] 

 1. 𝑢̅ ∙ (𝑣̅ × 𝑤̅) = 𝑤̅ ∙ (𝑢̅ × 𝑣̅) 

 2. ถา้  |𝑢̅| = |𝑤̅| ,  |𝑢̅ − 𝑣̅| = |𝑣̅ + 𝑤̅|  และเวกเตอร ์𝑢̅  ตัง้ฉากกบัเวกเตอร ์𝑣̅ 

  แลว้เวกเตอร ์ 𝑣̅  ตัง้ฉากกบัเวกเตอร ์ 𝑤̅ 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



36    เวกเตอร ์

8. ก าหนดให ้ 𝑢̅ = 𝑖̅ + 3𝑘̅ 

  𝑣̅ = 2𝑗̅ + 𝑥𝑘̅ เมื่อ 𝑥 เป็นจ านวนจรงิ 
 และ 𝑤̅ = −3𝑖̅ + 𝑗̅ − 𝑘̅ 

 ถา้ 𝑢̅,  𝑣̅ และ 𝑤̅ อยูบ่นระนาบเดียวกนั แลว้ 𝑥 มีคา่เทา่กบัเทา่ใด    [A-NET 49/1-13] 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

9. ก าหนดทรงสีเ่หลีย่มหนา้ขนาน มจีดุยอดอยูท่ี่จดุ O(0,  0,  0),  A(1,  5,  7),  B(2𝑎,  − 𝑏,  − 1) และ 
C(𝑎,  3𝑏,  2) โดยที่ 𝑎 และ 𝑏 เป็นจ านวนเต็ม ถา้ OA⃗⃗⃗⃗  ⃗ ตัง้ฉากกบัฐานท่ีประกอบดว้ย 𝑂B⃗⃗⃗⃗  ⃗ และ OC⃗⃗⃗⃗  ⃗ 
และ 𝜃 เป็นมมุระหวา่ง 𝑂B⃗⃗⃗⃗  ⃗ และ OC⃗⃗⃗⃗  ⃗ แลว้ ขอ้ใดตอ่ไปนีถ้กู    [A-NET 51/1-15] 

 1. sin𝜃 =
5

3√7
 

 2. |𝑂B⃗⃗⃗⃗  ⃗| |𝑂C⃗⃗⃗⃗  ⃗| = √21 

 3. พืน้ท่ีฐานของทรงสีเ่หลีย่มหนา้ขนาน เทา่กบั 5√3

2
 ตารางหนว่ย 

 4. ปรมิาตรของทรงสีเ่หลีย่มหนา้ขนาน เทา่กบั 75 ลกูบาศกห์นว่ย 
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ปรมิาณเวกเตอร ์
 

1. 1. 1

2
𝑢̅ 2. 1

4
𝑣̅ 3. 3

4
𝑣̅ 4. −𝑣̅ 

 5. −
1

2
𝑢̅ 6. −𝑢̅ + 𝑣̅ 7. 1

3
(−𝑢̅ + 𝑣̅) 8. 2

3
(𝑢̅ − 𝑣̅) 

 9. −𝑣̅ +
1

2
𝑢̅ 10. − 1

2
𝑢̅ +

1

4
𝑣̅ 11. 2

3
𝑢̅ +

1

3
𝑣̅ 12. 2

3
𝑢̅ +

1

12
𝑣̅ 

2. 1. 𝑣̅ 2. 𝑢̅ + 𝑣̅ 3. −𝑣̅ + 𝑢̅ 4. 𝑣̅ +
1

4
𝑢̅ 

 5. 𝑣̅ −
1

4
𝑢̅ 6. −

1

2
𝑣̅ +

1

8
𝑢̅ 7. 3

8
𝑢̅ +

1

2
𝑣̅ 8. 5

8
𝑢̅ 

3. 1 4. 9 5. 2

15
 6. 93  

7. 4 

 

เวกเตอรใ์นระบบพิกดัฉาก 

 

1. 1. [
2
6
] 2. [

−2
2

] 3. [
−2
−1
3

] 4. [
−1
0
1

] 

2. 1. 𝑎 = −1 ,  𝑏 = 1 2. 𝑎 = 0 ,  𝑏 = −1 ,  𝑐 = 2  3. 𝑎 = −2 

 4. 𝑎 = 1 ,  𝑏 = −8 
3. 1. 5 2. 5 3. 13 4. √5 

4. (−2, 11) 

 

เวกเตอรห์นึง่หนว่ย 

 

1. 1. 5𝑖 ̅+ 𝑗 ̅ 2. 𝑖 ̅− 3𝑗 ̅− 𝑘̅ 3. −2𝑖 ̅+ 2𝑘̅ 4. −√2𝑖 ̅+ 2𝑗 ̅

 5. 1

5
(−4𝑖̅ + 3𝑗)̅ 6. −

√2

2
(𝑖̅ + 𝑗)̅ 7. √6

3
(𝑖̅ − 𝑗̅ + 2𝑘̅) 8. ±(𝑖̅ + 2𝑗)̅ 

2. (−2, −8) 3. −2𝑖 − 𝑗  4. 14 5. 3 
 

ผลคณูเชิงสเกลาร ์
 

1. 1. 9 2. 1 3. −4 4. −1 

2. 2, 3, 4 

3. 1. 9 

 ตัง้ฉากกนั แสดงวา่ ดอทกนั ได ้0  →  จะได ้    [
𝑥
6
] ∙ [

−2
3

] =  0 

 
 
 
 

 2. 1 , 3 

4. 1. √19 2. √7 3. 2√13 4. 6 

5. √
13

7
 6. √10 7. −

4

5
 8. 4√2 

9. 3 10. 2 11. 2, 3 12. 1, 2 

(𝑥)(−2) + (6)(3) =  0 
−2𝑥 =  −18 
     𝑥 =     9 
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13. 2 14. 6 15. 2 16. 200 

17. - 18. 124 19. − 7

25
(3𝑖̅ + 4𝑗)̅ 20. 2 

21. − 5

2
 22. 1, 2 23. 3 24. 22 

25. − 2

11
 26. 192 

 

ผลคณูเชิงเวกเตอร ์
 

1. 1. [
3

−1
5

] 2. [
−3
4
5

] 3. 2𝑗̅ + 2𝑘̅  4. 0̅ 

2. √11

6
 3. 8 4. 6𝑖̅ + 8𝑗̅ − 10𝑘̅ 

 

พืน้ท่ีและปรมิาตร 
 

1. 1. √35 2. 2 

2. 1. 1 2. 2 

3. 1 4. 3√2 5. √14

2
 6. 2 , 8

7
 

7. 1, 2 8. 16 9. 4 

 
 

เครดิต 

ขอบคณุ คณุ POaty Destiny 

และ คณุ Gunta Serikijcharoen 

และ คณุ Pawarit Karusuporn ที่ช่วยตรวจสอบความถกูตอ้งของเอกสารครบั 

 


