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การวดัมมุในหนว่ยเรเดียน 
 
เมื่อก่อน เราจะวดัมมุ 𝜃 ในหนว่ยองศา    แตจ่ากนีไ้ป เราจะมวีิธีวดัมมุแบบใหม ่เป็นหนว่ย “เรเดียน” 
จะวดัมมุเป็นเรเดียนได ้ตอ้งรูจ้กั “วงกลมหนึง่หนว่ย” ก่อน 

 
 

“วงกลมหนึง่หนว่ย” หมายถงึ วงกลมที่มีรศัมี 1 หนว่ย 

ที่มีจดุศนูยก์ลางอยูท่ี่ (0, 0) ในระนาบ XY ดงัรูป 
 
 
 
 

การวดัมมุในหนว่ยเรเดียน จะนบัพิกดั (1, 0) เป็น “จดุเริม่ตน้” 
“มมุที่กาง 𝜃 เรเดียน” จะหมายถงึ มมุที่เริม่เดินจาก (1, 0) 

ในทิศ “ทวนเข็มนาฬิกา” ไปตามเสน้รอบวงกลมเป็น “ระยะทาง” 𝜃 หนว่ย 
 
 

เนื่องจากวงกลมหนึง่หนว่ย มีความยาวเสน้รอบวง = 2𝜋(1) = 2𝜋 

ดงันัน้  มมุที่กาง  2𝜋  เรเดียน จะวนครบ 1 รอบพอดี มาหยดุที่ (1, 0) 

 
 

เนื่องจาก  1 รอบ = 2𝜋  ดงันัน้  ครึง่รอบ = 𝜋 
นั่นคือ  มมุที่กาง  𝜋  เรเดียน จะเดนิไดแ้คค่รึง่รอบ มาหยดุที่ (−1, 0) 

 
 

จากนีไ้ป เรานยิมจ าวา่  𝜋 = 180°  และถา้เจอมมุอื่นๆ  ก็ใหแ้ทน  𝜋  ดว้ย 180° 

เช่น 𝜋

2
 เรเดียน  =  

180°

2
  =  90° 

𝜋

3
 เรเดียน  =  

180°

3
  =  60° 

 
𝜋

4
 เรเดียน  =  

180°

4
  =  45° 

𝜋

6
 เรเดียน  =  

180°

6
  =  30° 

หมายเหต ุ: เรานิยมจ าขนาดของมมุ  2𝜋 ,  𝜋 ,  
𝜋

2
 ,  

𝜋

3
 ,  

𝜋

4
 ,  

𝜋

6
  ใหข้ึน้ใจ ชนดิที่นกึภาพออกโดยไมต่อ้งแทน  𝜋 = 180° 

 และถา้ไมบ่อกหนว่ยของมมุมาให ้เราจะถือวา่เป็นหนว่ยเรเดียน 
 
 

 ในกรณีที่มมุติดลบ ใหว้ดัโดยเดิน “ตาม” เข็มนาฬิกาแทน 

เช่น มมุ – 𝜋

2
 เรเดียน จะหยดุอยูท่ี่ (0, −1) ดงัรูป 

 

 ในกรณีที่มมุใหญ่เกิน 2𝜋 เรเดยีน ก็ใหว้นทบัรอบสอง รอบสาม ไปเรือ่ยๆ 

เช่น มมุ 3𝜋 เรเดียน จะเป็นมมุที่เกิน 1 รอบไปอีกครึง่รอบ ดงัรูป 

จะเห็นวา่ มมุ  𝜋 ,  3𝜋 ,  5𝜋 ,  7𝜋 ,  …  จะหยดุที่จดุเดียวกนั 

 มมุ  0 ,  2𝜋 ,  4𝜋 ,  6𝜋 ,  … จะหยดุที่จดุเดียวกนั 
คนสว่นใหญ่มกัจะทอ่งวา่ คู ่𝜋 = หนึง่รอบ  และ คี่ 𝜋 = ครึง่รอบ 

(0,1) 

(1,0) 

(0, −1) 

(−1,0) 

2𝜋 

(1,0) 

𝜋 

(−1,0) 

−
𝜋

2
  

(0, −1) 

3𝜋 
(−1,0) 

𝜋  =  180° 

(1,0) 

𝜃 
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สิง่แรกที่ตอ้งท าใหไ้ดใ้นเรือ่งนี ้คอื ตอ้งหา “จดุหยดุ” ทัง้ 16 จดุ ของมมุพืน้ฐานใหไ้ด ้ดงันี ้
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

จะเห็นวา่ตวัเลขพิกดั (𝑥, 𝑦) จะเป็นคา่เดียวกนักบั sin และ cos ของ มมุ 30° , 45° , 60°  ที่เคยเรยีนในเลขพืน้ฐาน 
โดย เรานิยมใชส้ญัลกัษณ ์P(𝜃) แทน พิกดัของจดุปลายมมุ 𝜃 

เช่น P (
𝜋

2
)  =  (0, 1) P (

𝜋

4
)  =  ( 

√2

2
 , 

√2

2
 ) 

 P(𝜋)  =  (−1, 0) P (−
𝜋

3
)  =  ( 

1

2
 , −

√3

2
 ) 

 

ในกรณีที่ 𝜃 เป็นมมุใหญ่ๆ  การแทน  𝜋 ดว้ย 180°  อาจตอ้งคดิเลขเยอะ 

ในกรณีนี ้เรานยิมแบง่มมุเป็น  𝑛𝜋 ± 𝜃  แลว้เริม่ตน้เดินจาก  𝑛𝜋  แลว้ตอ่ดว้ย  ±𝜃 

 

ตวัอยา่ง  จงหา  P( 
3𝜋

2
 ) 

วิธีท า จะใชว้ิธีแทน  𝜋 ดว้ย 180° ก็ได ้ จะได ้ 3𝜋

2
  =  

3×180

2
  =  270° 

 

 

หรอืจะมองวา่  3𝜋

2
  =  𝜋 +

𝜋

2
  =  (−1, 0) + 90° 

 
 

หรอืจะมองวา่  3𝜋

2
  =  2𝜋 −

𝜋

2
  =  (1, 0) − 90° 

 
 

จะมองวา่  3𝜋

2
  คือ  𝜋

2
  สามครัง้ก็ได ้

 
 

ไมว่า่จะมองแบบไหน ก็จะได ้ P( 
3𝜋

2
 ) = (0, −1) # 

 
 
 

(+, +) (−, +) 

(−, −) (+, −) 

(−1, 0) 

(1, 0) 

คู ่𝜋 

(
√3

2
,

1

2
)    →

𝜋

6
 

(
1

2
,

√3

2
)    → 𝜋

3
 (−

1

2
,

√3

2
)  

(−
1

2
, −

√3

2
)  (

1

2
, −

√3

2
)  

(−
√3

2
,

1

2
)  

(−
√3

2
, −

1

2
)  (

√3

2
, −

1

2
)  

(
√2

2
,

√2

2
)    →

𝜋

4
 (−

√2

2
,

√2

2
)  

(−
√2

2
, −

√2

2
)  (

√2

2
, −

√2

2
)  

(0, 1)  

(1, 0)  (−1, 0)  

(0, −1)  

คี่ 𝜋 

𝜋

2
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กระบวนการดงักลา่ว ควรหดัท าใหค้ลอ่ง ขนาดที่นกึรูปวงกลม + จดุหยดุ ในใจได ้โดยที่ไมต่อ้งวาดรูป 

เช่น P (
4𝜋

3
)  =  P (𝜋 +

𝜋

3
)  =  (−1, 0) + 60°  =  (−

1

2
, −

√3

2
) 

 P (
17𝜋

6
)  =  P (3𝜋 −

𝜋

6
)  =  (−1, 0) − 30°  =  (−

√3

2
,

1

2
)  

 P (−
2009𝜋

4
)  =  P (−502𝜋 −

𝜋

4
)  =  (1, 0) − 45°  =  (

√2

2
, −

√2

2
) 

 
 

แบบฝึกหดั 
1. จงหาพกิดัตอ่ไปนี ้

 1. P(
𝜋

2
) 2. P(𝜋) 

 
 
 
 
 

 3. P(3𝜋) 4. P(
𝜋

3
) 

 
 
 
 
 
 

 5. P(−
3𝜋

2
) 6. P(

𝜋

4
) 

 
 
 
 
 
 

 7. P(−
4𝜋

3
) 8. P(

5𝜋

3
) 

 
 
 
 
 
 
 

 9. P(−
13𝜋

2
) 10. P(

7𝜋

6
) 
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 11. P(−
5𝜋

4
) 12. P(−

11𝜋

6
) 

 
 
 
 
 
 
 
 

 13. P(
11𝜋

3
) 14. P(−

5𝜋

6
) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 15. P(
103𝜋

2
) 16. P(−

55𝜋

3
) 
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ฟังกช์นัตรโีกณมิต ิ

 
ฟังกช์นัตรโีกณมิติ คือ ฟังกช์นัท่ีมี  sin ,  cos ,  tan ,  cot ,  cosec ,  sec  อยูใ่นสมการฟังกช์นั 
สมยัก่อน เราไดเ้รยีนวธีิหา sin 𝜃 กบั cos 𝜃 จากสามเหลีย่มมมุฉาก แตว่ิธีนีจ้ะมีขอ้จ ากดันดิหนอ่ย 

เพราะมมุในสามเหลีย่มมมุฉากจะเกิน 90° ไมไ่ด ้   เป็นมมุติดลบก็ไมไ่ด ้
 

ในเรือ่งนี ้จะมีวธีิหา sin 𝜃 กบั cos 𝜃 อีกวิธี โดย 

 
 
 

เช่น P (
2𝜋

3
) = (−

1

2
,

√3

2
) ดงันัน้    sin 

2𝜋

3
 = 

√3

2
    และ    cos 

2𝜋

3
 = −

1

2
 

 P(−𝜋) = (−1, 0) ดงันัน้    sin (−𝜋) = 0    และ    cos (−𝜋) = −1 

 P (
7𝜋

6
) = (−

√3

2
, −

1

2
) ดงันัน้    sin 

7𝜋

6
 = −

1

2
    และ    cos 

7𝜋

6
 = −

√3

2
 

 P (
4𝜋

3
) = (−

1

2
, −

√3

2
) ดงันัน้    sin 

4𝜋

3
 = −

√3

2
    และ    cos 

4𝜋

3
 = −

1

2
 

 

เนื่องจาก P(𝜃) เป็นพิกดับนวงกลมหนึง่หนว่ย ดงันัน้ พิกดั 𝑥 และ พิกดั 𝑦 ของ P(𝜃) จะอยูร่ะหวา่ง −1 และ 1 เสมอ 
ซึง่จะท าใหไ้ดว้า่    −1 ≤ sin 𝜃 ≤ 1    และ    −1 ≤ cos 𝜃 ≤ 1    เสมอ 
 

เมื่อได ้sin กบั cos  เราจะหาฟังกช์นัตรโีกณมติิที่เหลอือื่นๆได ้ดงันี ้
 
 
 
 
 
 

เช่น P (
2𝜋

3
) = (−

1

2
,

√3

2
) ดงันัน้ cosec 

2𝜋

3
 = 

2

√3
 sec 

2𝜋

3
 = −

2

1
  =  −2 

   tan 
2𝜋

3
 = 

√3/2

−1/2
  =  −√3 cot 

2𝜋

3
 = 

−1/2

√3/2
  =  −

1

√3
        เป็นตน้ 

 

หมายเหต:ุ cot 𝜃 กบั cosec 𝜃 จะหาคา่ไมไ่ด ้เมื่อ sin 𝜃 = 0 

 tan 𝜃 กบั sec 𝜃 จะหาคา่ไมไ่ด ้เมื่อ cos 𝜃 = 0 

 
 

แบบฝึกหดั 

1. จงหาคา่ในแตล่ะขอ้ตอ่ไปนี ้

 1. sin 
𝜋

2
  = 2. cos (−𝜋)  = 

 
 
 
 
 
 
 

sin 𝜃 จะหาจาก “พิกดั 𝑦” ของ P(𝜃) 

cos 𝜃 จะหาจาก “พิกดั 𝑥” ของ P(𝜃) 

 tan 𝜃 =  
sin 𝜃

cos 𝜃
 cot 𝜃 =  

cos 𝜃

sin 𝜃
  =  

1

tan 𝜃
 

 cosec 𝜃 =  
1

sin 𝜃
 sec 𝜃 =  

1

cos 𝜃
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 3. tan 
𝜋

3
  = 4. sec (−

𝜋

4
)  = 

 
 
 
 
 
 

 5. cosec 
5𝜋

6
  = 6. cot 

4𝜋

3
  = 

 
 
 
 
 
 

 7. cos 
2𝜋

3
  = 8. cosec2(−

5𝜋

2
)  = 

 
 
 
 
 
 

 9. sin 
11𝜋

6
  = 10. sec2 7𝜋

6
  = 

 
 
 
 
 
 

 11. tan 
3𝜋

2
  = 12. cot2(−

34𝜋

3
)  = 
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การวดัมมุในหนว่ยองศา 

 
ปกติ หนว่ยวดัมมุหลกัที่ใชก้นัในเรือ่งนี ้คือหนว่ย เรเดียน 

อยา่งไรก็ตาม เราสามารถแปลงมมุระหวา่งหนว่ย เรเดียน และ องศา ดงันี ้
แปลงเรเดยีน เป็นองศา →  แทน 𝜋 ดว้ย 180° 

แปลงองศา เป็นเรเดียน →  คณูดว้ย 𝜋

180
 

 

เช่น 2𝜋

3
 เรเดียน  =  

2×180

3
  =  120° 

16𝜋

9
 เรเดียน  =  

16×180

9
  =  320° 

 225°  =  
225𝜋

180
  =  

5𝜋

4
 เรเดียน 50°  =  

50𝜋

180
  =  

5𝜋

18
 เรเดียน 

 

นอกจากนี ้ในการวดัมมุแบบองศา  ยงัซอย 1 องศา เป็นหนว่ยที่ยอ่ยเลก็ลงไปไดอ้ีก ดงันี ้
1° (องศา) = 60′ (ลบิดา) 
1′ (ลบิดา) = 60′′ (ฟิลบิดา) 

หมายเหต:ุ ความสมัพนัธข์อง องศา ลบิดา ฟิลบิดา จะคลา้ยๆกบั ชั่วโมง นาที วินาที 
 เช่น 1.5 ชั่วโมง  =  1 ชั่วโมง 30 นาที 
  1.5 องศา   =  1 องศา 30 ลบิดา    เป็นตน้ 
 
 

แบบฝึกหดั 

1. จงแปลงมมุตอ่ไปนี ้ใหม้ีหนว่ยเป็นองศา 

 1. 7𝜋

3
 2. 4𝜋

5
 

 
 
 
 

 3. 101𝜋 4. −
10π

4
 

 
 
 
 
 

2. จงแปลงมมุตอ่ไปนี ้ใหม้ีหนว่ยป็นเรเดียน 

 1. 150° 2. 180° 

 
 
 
 

 3. 40° 4. −2700° 

 
 
 
 
 

เรเดียน องศา 

แทน 𝜋 ดว้ย 180° 

คณู 𝜋

180
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3. จงหาคา่ในแตล่ะขอ้ตอ่ไปนี ้
 1. sin 150° 2. cos(−150°) 

 
 
 
 
 
 
 

 3. tan 300° 4. cosec(−2700°) 
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การแปลงมมุเป็นรูปอยา่งง่าย 

 
ในเรือ่งนี ้เราจะเรยีนวิธีแปลงฟังกช์นัตรโีกณมติิของมมุยุง่ๆ ใหเ้ป็นมมุที่งา่ยขึน้ 

แตก่่อนอื่น ตอ้งรูว้ิธีหา “เครือ่งหมาย”  ของฟังกช์นัตรโีกณมติิในจตภุาคตา่งๆ ก่อน ดงันี ้
 
 
 
 
 
 
 

เรามกันิยมใชแ้ผนภาพ                           เพื่อช่วยจ าวา่ฟังกช์นัไหนเป็นบวกในจตภุาคไหน 
 

 
ตวัอยา่ง  ถา้  sin 𝜃 < 0  และ  cos 𝜃 > 0  แลว้  จงหาวา่  𝜃  อยูใ่นจตภุาคใด 
วิธีท า sin 𝜃 < 0  แสดงวา่ 𝜃 อยูใ่นจตภุาคที่ 3 หรอื 4 

cos 𝜃 > 0  แสดงวา่ 𝜃 อยูใ่นจตภุาคที่ 1 หรอื 4 

ดงันัน้ 𝜃 ตอ้งอยูใ่นจตภุาคที่ 4  จึงจะท าให ้ sin 𝜃 < 0  และ  cos 𝜃 > 0  จรงิทัง้สองเง่ือนไข # 

 

ตวัอยา่ง  ถา้  tan2 𝜃 = 
1

5
  และ  𝜃 เป็นมมุในจตภุาคที่ 2  แลว้ จงหาคา่ cot 𝜃 

วิธีท า ถอดรูททัง้สองขา้ง จะได ้ tan 𝜃 = ±
1

√5
 

แตเ่นื่องจาก  𝜃 เป็นมมุในจตภุาคที่ 2  ดงันัน้  tan 𝜃  ตอ้งเป็นลบ  ดงันัน้  tan 𝜃 = −
1

√5
 

จะได ้  cot 𝜃  =  
1

tan 𝜃
  =  −

√5

1
  =  −√5 # 

 
 

ในเรือ่งนี ้เราจะแปลงมมุ 2 แบบ  คือ    “แกน X ± 𝜃”    กบั   “แกน Y ± 𝜃” 
มมุที่อยูใ่นรูป  “แกน X ± 𝜃”  ไดแ้ก่มมุที่อยูใ่นรูป  𝑛𝜋 ± 𝜃  มมุพวกนี ้จะสามารถแปลงเป็น  “ฟังกช์นัเดิมของมมุ 𝜃”  ได ้
แตต่อ้งใสเ่ครือ่งหมายบวกหรอืลบ ตามจตภุาคทีม่มุนัน้ตกอยู่ 
 
 
 
 

หมายเหต:ุ  เวลาคิดจตภุาค จะสมมตใิห ้𝜃 เป็นมมุนอ้ยๆ  แตผ่ลลพัธส์ดุทา้ย จะเป็นจรงิส าหรบัมมุ 𝜃 ใหญ่ๆดว้ย 

 

เช่น sin(3𝜋 + 𝜃)  =  sin Q3  =  −sin 𝜃 cos(2𝜋 + 𝜃)  =  cos Q1  =  cos 𝜃 

  tan(5𝜋 − 𝜃)  =  tan Q2  =  −tan 𝜃 cot(𝜃 − 𝜋)  =  cot(−𝜋 + 𝜃)  =  cot Q3  =  cot 𝜃 

  sec(−2𝜋 − 𝜃)  =  sec Q4  =  sec 𝜃 cosec(10𝜋 − 𝜃)  =  cosec Q4  =  − cosec 𝜃 

  sin(−𝜃)  =  sin(0 − 𝜃)  =  sin Q4  =  − sin 𝜃 
  cos(−𝜃)  =  cos(0 − 𝜃)  =  cos Q4  =  cos 𝜃 
  tan(−𝜃)  =  tan(0 − 𝜃)  =  tan Q4  =  − tan 𝜃 

คี่𝜋 คู�่� 
คู�่� + 𝜃  → Q1 คู�่� − 𝜃  → Q4 

คี่𝜋 + 𝜃  → Q3 คี่𝜋 − 𝜃  → Q2 

sin ,  cosec 

+ + 

−  −  

cos ,  sec 

+ −  

−  + 

tan ,  cot 

+ −  

+ −  

โอ ซานตาคอส 

all sin 

tan cos 

สามอนันีค้วรจ า 



10    ฟังกช์นัตรโีกณมิติ 

  cot(
9𝜋

5
)  =  cot(2𝜋 −

𝜋

5
)  =  cot Q4  =  − cot

𝜋

5
 

  cos(
8𝜋

3
)  =  cos(3𝜋 −

𝜋

3
)  =  cos Q2  =  − cos

𝜋

3
  =  −

1

2
 

  cosec(−
13𝜋

6
)  =  cosec(−2𝜋 −

𝜋

6
)  =  cosec Q4  =  − cosec

𝜋

6
  =  −2 

 
 

มมุที่อยูใ่นรูป  “แกน Y ± 𝜃”  ไดแ้ก่มมุที่อยูใ่นรูป  𝑛𝜋

2
± 𝜃    มมุพวกนี ้จะสามารถแปลงเป็น  “โคฟังกช์นัของมมุ 𝜃” ได ้

โดยตอ้งใสเ่ครือ่งหมายบวกหรอืลบ ตามจตภุาคที่มมุนัน้ตกอยู่ 
คราวนี ้จะดยูากขึน้นิดหนอ่ย วา่  𝑛𝜋

2
± 𝜃  อยูใ่น จตภุาคไหน 

วิธีการ คือ ใหแ้ตก  𝑛𝜋

2
± 𝜃  เป็น  𝑘𝜋 ±

𝜋

2
± 𝜃  แลว้คอ่ยๆเดินทีละสว่น 

 

เช่น 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ตวัอยา่ง  ก าหนดให ้sin 𝜃 = 0.1    จงหาคา่ของ  sin(4𝜋 − 𝜃) 
วิธีท า sin(4𝜋 − 𝜃) =  sin Q4 

  =  − sin 𝜃 

  =  −0.1 # 

 

ตวัอยา่ง  ก าหนดให ้cos 𝜃 = 0.5    จงหาคา่ของ  sin (
5𝜋

2
− 𝜃) 

วิธีท า sin (
5𝜋

2
− 𝜃) =  sin (2𝜋 + 

𝜋

2
− 𝜃)  =  sin  Q1 

  =  cos  𝜃 

  =  0.5 # 

 

ในบางกรณี เราอาจเลอืกไดว้า่จะใชส้ตูร  “แกน X ± 𝜃”    หรอื   “แกน Y ± 𝜃” 
ปกติแลว้ เราจะนิยมใชส้ตูร  “แกน X ± 𝜃”  มากกวา่ เพราะคิดง่ายกวา่ 

เราจะใชส้ตูร  “แกน Y ± 𝜃”  ก็เมื่อเราตอ้งการเปลีย่น ใหเ้ป็นโคฟังกช์นั 
 
 

 sin ↔   cos 
 tan ↔   cot 
 sec ↔   cosec 

sin(
3𝜋

2
+ 𝜃)  =  sin(𝜋 +

𝜋

2
+ 𝜃) 

 
 
 

  =  sin Q4 

  =  −cos 𝜃 

ค่ี𝜋 

cot(−
7𝜋

2
− 𝜃) =  cot(−4𝜋 +

𝜋

2
− 𝜃) 

 
 
 

  =  cot Q1 

  =  tan 𝜃 

คู�่� 

cos(𝜃 −
3𝜋

2
)  =  cos(−

3𝜋

2
+ 𝜃) 

  =  cos(−𝜋 −
𝜋

2
+ 𝜃) 

 
 
 

  =  cos Q2 

  =  −sin 𝜃 

ค่ี𝜋 

sec(−
𝜋

2
− 𝜃) = 

 

  =  sec Q3 

  =  −cosec 𝜃 
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ตวัอยา่ง  จงแปลง  sin 190° ใหเ้ป็นมมุในจตภุาคที่ 1 

วิธีท า ก่อนอื่น วาดมมุ 190° ก่อน จะไดด้งัรูป 
ดงันัน้    sin 190°  =  sin Q3  →  เป็นลบ 
ขอ้นี ้จะใชส้ตูร  “แกน X ± 𝜃”    หรอื   “แกน Y ± 𝜃”  ก็ได ้
เนื่องจาก เราอาจมองวา่  190°  =  แกน X + 10°  ก็ได ้   หรอืจะมองวา่   190°  =  แกน Y − 80°  ก็ได ้
 
 
 
 

ดงันัน้ sin 190°  =  แกน X + 10°  =  − sin 10° 

หรอื sin 190°  =  แกน Y − 80°  =  − cos 80° # 

 
 

แบบฝึกหดั 

1. จงแปลงใหอ้ยูใ่นรูปอยา่งงา่ย 
 1. sin(𝜋 − 𝜃) 2. cos(𝜋 − 𝜃) 

 
 
 
 

 3. tan(𝜋 + 𝜃) 4. cos(𝜋 + 𝜃) 

 
 
 
 

 5. sec(
𝜋

2
− 𝜃) 6. sin(

𝜋

2
− 𝜃) 

 
 
 
 

 7. cot(𝜃 −
𝜋

2
) 8. cosec(𝜃 −

𝜋

2
) 

 
 
 
 

 9. sec(
7𝜋

2
− 𝜃) 10. tan(−𝜃) 

 
 
 
 

 11. sec(−𝜃) 12. cosec(𝜃 −
3𝜋

2
) 
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 13. tan(𝜃 −
3𝜋

2
) 14. cot(𝜃 − 𝜋) 

 
 
 
 
 

 15. cos(
3𝜋

2
+ 𝜃) 16. sin(𝜃 − 𝜋) 

 
 
 
 
 

 17. cosec(2𝜋 − 𝜃) 18. cos(2𝜋 − 𝜃) 

 
 
 
 
 

 19. tan(−5𝜋 + 𝜃) 20. sec(−
5

2
𝜋 − 𝜃) 

 
 
 
 
 

 21. sin(−72𝜋 − 𝜃) 22. cot(−
73

2
𝜋 + 𝜃) 

 
 
 
 
 

 23. sin 100° 24. cos 220° 

 
 
 
 
 

 25. tan(−15°) 26. sec 170° 

 
 
 
 
 

 27. cosec 305° 28. cot 3710° 
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2. จงหาผลลพัธใ์นแตล่ะขอ้ตอ่ไปนี ้

 1. sin 40° − sin 140° 2. cos 80° + cos 100° 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

3. จงหาคา่ของ  cos3 20° + cos3 40° + cos3 60° + … + cos3 160° 
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ตาราง 
 
ตอน ม.4 จะมตีารางส าหรบัเปิด sin, cos, tan ของมมุตา่งๆ ใน ม.5 ก็จะมีตารางคลา้ยๆกนั 

แตค่ราวนี ้คา่มมุที่เปิดได ้จะซอยยอ่ยลงไปในระดบัลปิดา  และจะมีมมุในหนว่ยเรเดยีนใหเ้ปิดดว้ย  (แทน 𝜋 = 3.1416) 
 

Degrees Radians sin cos tan cot sec cosec 
  0° 00′ 0.0000 0.0000 1.0000 0.0000 - 1.0000 - 1.5708 90° 00′ 

 
10 0.0029 0.0029 1.0000 0.0029 343.7737 1.0000 343.7752 1.5853 

 
50 

 
20 0.0058 0.0058 1.0000 0.0058 171.8854 1.0000 171.8883 1.5824 

 
40 

 
30 0.0087 0.0087 1.0000 0.0087 114.5887 1.0000 114.5930 1.5795 

 
30 

 
40 0.0116 0.0116 0.9999 0.0116 85.9398 1.0001 85.9456 1.5766 

 
20 

 
50 0.0145 0.0145 0.9999 0.0145 68.7501 1.0001 68.7574 1.5737 

 
10 

1° 00′ 0.0175 0.0175 0.9998 0.0175 57.2900 1.0002 57.2987 1.5533 89° 00′ 

 
10 0.0204 0.0204 0.9998 0.0204 49.1039 1.0002 49.1141 1.5679 

 
50 

 
20 0.0233 0.0233 0.9997 0.0233 42.9641 1.0003 42.9757 1.5650 

 
40 

 
30 0.0262 0.0262 0.9997 0.0262 38.1885 1.0003 38.2016 1.5621 

 
30 

 
40 0.0291 0.0291 0.9996 0.0291 34.3678 1.0004 34.3823 1.5592 

 
20 

 
50 0.0320 0.0320 0.9995 0.0320 31.2416 1.0005 31.2576 1.5563 

 
10 

2° 00′ 0.0349 0.0349 0.9994 0.0349 28.6363 1.0006 28.6537 1.5359 88° 00′ 

 
10 0.0378 0.0378 0.9993 0.0378 26.4316 1.0007 26.4505 1.5504 

 
50 

 
20 0.0407 0.0407 0.9992 0.0407 24.5418 1.0008 24.5621 1.5475 

 
40 

 
30 0.0436 0.0436 0.9990 0.0437 22.9038 1.0010 22.9256 1.5446 

 
30 

 
40 0.0465 0.0465 0.9989 0.0466 21.4704 1.0011 21.4937 1.5417 

 
20 

 
50 0.0495 0.0494 0.9988 0.0495 20.2056 1.0012 20.2303 1.5388 

 
10 

3° 00′ 0.0524 0.0523 0.9986 0.0524 19.0811 1.0014 19.1073 1.5184 87° 00′ 

 
10 0.0553 0.0552 0.9985 0.0553 18.0750 1.0015 18.1026 1.5330 

 
50 

 
20 0.0582 0.0581 0.9983 0.0582 17.1693 1.0017 17.1984 1.5301 

 
40 

 
30 0.0611 0.0610 0.9981 0.0612 16.3499 1.0019 16.3804 1.5272 

 
30 

 
40 0.0640 0.0640 0.9980 0.0641 15.6048 1.0021 15.6368 1.5243 

 
20 

 
50 0.0669 0.0669 0.9978 0.0670 14.9244 1.0022 14.9579 1.5213 

 
10 

4° 00′ 0.0698 0.0698 0.9976 0.0699 14.3007 1.0024 14.3356 1.5010 86° 00′ 

 
10 0.0727 0.0727 0.9974 0.0729 13.7267 1.0027 13.7631 1.5155 

 
50 

 
20 0.0756 0.0756 0.9971 0.0758 13.1969 1.0029 13.2347 1.5126 

 
40 

 
30 0.0785 0.0785 0.9969 0.0787 12.7062 1.0031 12.7455 1.5097 

 
30 

 
40 0.0814 0.0814 0.9967 0.0816 12.2505 1.0033 12.2913 1.5068 

 
20 

 
50 0.0844 0.0843 0.9964 0.0846 11.8262 1.0036 11.8684 1.5039 

 
10 

5° 00′ 0.0873 0.0872 0.9962 0.0875 11.4301 1.0038 11.4737 1.4835 85° 00′ 

 
10 0.0902 0.0901 0.9959 0.0904 11.0594 1.0041 11.1045 1.4981 

 
50 

 
20 0.0931 0.0929 0.9957 0.0934 10.7119 1.0043 10.7585 1.4952 

 
40 

 
30 0.0960 0.0958 0.9954 0.0963 10.3854 1.0046 10.4334 1.4923 

 
30 

 
40 0.0989 0.0987 0.9951 0.0992 10.0780 1.0049 10.1275 1.4893 

 
20 

 
50 0.1018 0.1016 0.9948 0.1022 9.7882 1.0052 9.8391 1.4864 

 
10 

6° 00′ 0.1047 0.1045 0.9945 0.1051 9.5144 1.0055 9.5668 1.4661 84° 00′ 

 
10 0.1076 0.1074 0.9942 0.1080 9.2553 1.0058 9.3092 1.4806 

 
50 

 
20 0.1105 0.1103 0.9939 0.1110 9.0098 1.0061 9.0652 1.4777 

 
40 

 
30 0.1134 0.1132 0.9936 0.1139 8.7769 1.0065 8.8337 1.4748 

 
30 

 
40 0.1164 0.1161 0.9932 0.1169 8.5555 1.0068 8.6138 1.4719 

 
20 

 
50 0.1193 0.1190 0.9929 0.1198 8.3450 1.0072 8.4047 1.4690 

 
10 

7° 00′ 0.1222 0.1219 0.9925 0.1228 8.1443 1.0075 8.2055 1.4486 83° 00′ 

 
10 0.1251 0.1248 0.9922 0.1257 7.9530 1.0079 8.0156 1.4632 

 
50 

 
20 0.1280 0.1276 0.9918 0.1287 7.7704 1.0082 7.8344 1.4603 

 
40 

 
30 0.1309 0.1305 0.9914 0.1317 7.5958 1.0086 7.6613 1.4573 

 
30 

 
40 0.1338 0.1334 0.9911 0.1346 7.4287 1.0090 7.4957 1.4544 

 
20 

 
50 0.1367 0.1363 0.9907 0.1376 7.2687 1.0094 7.3372 1.4515 

 
10 

8° 00′ 0.1396 0.1392 0.9903 0.1405 7.1154 1.0098 7.1853 1.4312 82° 00′ 

 
10 0.1425 0.1421 0.9899 0.1435 6.9682 1.0102 7.0396 1.4457 

 
50 

 
20 0.1454 0.1449 0.9894 0.1465 6.8269 1.0107 6.8998 1.4428 

 
40 

 
30 0.1484 0.1478 0.9890 0.1495 6.6912 1.0111 6.7655 1.4399 

 
30 

 
40 0.1513 0.1507 0.9886 0.1524 6.5606 1.0116 6.6363 1.4370 

 
20 

 
50 0.1542 0.1536 0.9881 0.1554 6.4348 1.0120 6.5121 1.4341 

 
10 

9° 00′ 0.1571 0.1564 0.9877 0.1584 6.3138 1.0125 6.3925 1.4137 81° 00′ 

 
10 0.1600 0.1593 0.9872 0.1614 6.1970 1.0129 6.2772 1.4283 

 
50 

 
20 0.1629 0.1622 0.9868 0.1644 6.0844 1.0134 6.1661 1.4254 

 
40 

 
30 0.1658 0.1650 0.9863 0.1673 5.9758 1.0139 6.0589 1.4224 

 
30 

 
40 0.1687 0.1679 0.9858 0.1703 5.8708 1.0144 5.9554 1.4195 

 
20 

 
50 0.1716 0.1708 0.9853 0.1733 5.7694 1.0149 5.8554 1.4166 

 
10 

10° 00′ 0.1745 0.1736 0.9848 0.1763 5.6713 1.0154 5.7588 1.3963 80° 00′ 

  
cos sin cot tan cosec sec Radians Degrees 
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Degrees Radians sin cos tan cot sec cosec 
  10° 00′ 0.1745 0.1736 0.9848 0.1763 5.6713 1.0154 5.7588 1.3963 80° 00′ 

 
10 0.1774 0.1765 0.9843 0.1793 5.5764 1.0160 5.6653 1.4108 

 
50 

 
20 0.1804 0.1794 0.9838 0.1823 5.4845 1.0165 5.5749 1.4079 

 
40 

 
30 0.1833 0.1822 0.9833 0.1853 5.3955 1.0170 5.4874 1.4050 

 
30 

 
40 0.1862 0.1851 0.9827 0.1883 5.3093 1.0176 5.4026 1.4021 

 
20 

 
50 0.1891 0.1880 0.9822 0.1914 5.2257 1.0181 5.3205 1.3992 

 
10 

11° 00′ 0.1920 0.1908 0.9816 0.1944 5.1446 1.0187 5.2408 1.3788 79° 00′ 

 
10 0.1949 0.1937 0.9811 0.1974 5.0658 1.0193 5.1636 1.3934 

 
50 

 
20 0.1978 0.1965 0.9805 0.2004 4.9894 1.0199 5.0886 1.3904 

 
40 

 
30 0.2007 0.1994 0.9799 0.2035 4.9152 1.0205 5.0159 1.3875 

 
30 

 
40 0.2036 0.2022 0.9793 0.2065 4.8430 1.0211 4.9452 1.3846 

 
20 

 
50 0.2065 0.2051 0.9787 0.2095 4.7729 1.0217 4.8765 1.3817 

 
10 

12° 00′ 0.2094 0.2079 0.9781 0.2126 4.7046 1.0223 4.8097 1.3614 78° 00′ 

 
10 0.2123 0.2108 0.9775 0.2156 4.6382 1.0230 4.7448 1.3759 

 
50 

 
20 0.2153 0.2136 0.9769 0.2186 4.5736 1.0236 4.6817 1.3730 

 
40 

 
30 0.2182 0.2164 0.9763 0.2217 4.5107 1.0243 4.6202 1.3701 

 
30 

 
40 0.2211 0.2193 0.9757 0.2247 4.4494 1.0249 4.5604 1.3672 

 
20 

 
50 0.2240 0.2221 0.9750 0.2278 4.3897 1.0256 4.5022 1.3643 

 
10 

13° 00′ 0.2269 0.2250 0.9744 0.2309 4.3315 1.0263 4.4454 1.3439 77° 00′ 

 
10 0.2298 0.2278 0.9737 0.2339 4.2747 1.0270 4.3901 1.3584 

 
50 

 
20 0.2327 0.2306 0.9730 0.2370 4.2193 1.0277 4.3362 1.3555 

 
40 

 
30 0.2356 0.2334 0.9724 0.2401 4.1653 1.0284 4.2837 1.3526 

 
30 

 
40 0.2385 0.2363 0.9717 0.2432 4.1126 1.0291 4.2324 1.3497 

 
20 

 
50 0.2414 0.2391 0.9710 0.2462 4.0611 1.0299 4.1824 1.3468 

 
10 

14° 00′ 0.2443 0.2419 0.9703 0.2493 4.0108 1.0306 4.1336 1.3265 76° 00′ 

 
10 0.2473 0.2447 0.9696 0.2524 3.9617 1.0314 4.0859 1.3410 

 
50 

 
20 0.2502 0.2476 0.9689 0.2555 3.9136 1.0321 4.0394 1.3381 

 
40 

 
30 0.2531 0.2504 0.9681 0.2586 3.8667 1.0329 3.9939 1.3352 

 
30 

 
40 0.2560 0.2532 0.9674 0.2617 3.8208 1.0337 3.9495 1.3323 

 
20 

 
50 0.2589 0.2560 0.9667 0.2648 3.7760 1.0345 3.9061 1.3294 

 
10 

15° 00′ 0.2618 0.2588 0.9659 0.2679 3.7321 1.0353 3.8637 1.3090 75° 00′ 

 
10 0.2647 0.2616 0.9652 0.2711 3.6891 1.0361 3.8222 1.3235 

 
50 

 
20 0.2676 0.2644 0.9644 0.2742 3.6470 1.0369 3.7817 1.3206 

 
40 

 
30 0.2705 0.2672 0.9636 0.2773 3.6059 1.0377 3.7420 1.3177 

 
30 

 
40 0.2734 0.2700 0.9628 0.2805 3.5656 1.0386 3.7032 1.3148 

 
20 

 
50 0.2763 0.2728 0.9621 0.2836 3.5261 1.0394 3.6652 1.3119 

 
10 

16° 00′ 0.2793 0.2756 0.9613 0.2867 3.4874 1.0403 3.6280 1.2915 74° 00′ 

 
10 0.2822 0.2784 0.9605 0.2899 3.4495 1.0412 3.5915 1.3061 

 
50 

 
20 0.2851 0.2812 0.9596 0.2931 3.4124 1.0421 3.5559 1.3032 

 
40 

 
30 0.2880 0.2840 0.9588 0.2962 3.3759 1.0429 3.5209 1.3003 

 
30 

 
40 0.2909 0.2868 0.9580 0.2994 3.3402 1.0439 3.4867 1.2974 

 
20 

 
50 0.2938 0.2896 0.9572 0.3026 3.3052 1.0448 3.4532 1.2945 

 
10 

17° 00′ 0.2967 0.2924 0.9563 0.3057 3.2709 1.0457 3.4203 1.2741 73° 00′ 

 
10 0.2996 0.2952 0.9555 0.3089 3.2371 1.0466 3.3881 1.2886 

 
50 

 
20 0.3025 0.2979 0.9546 0.3121 3.2041 1.0476 3.3565 1.2857 

 
40 

 
30 0.3054 0.3007 0.9537 0.3153 3.1716 1.0485 3.3255 1.2828 

 
30 

 
40 0.3083 0.3035 0.9528 0.3185 3.1397 1.0495 3.2951 1.2799 

 
20 

 
50 0.3113 0.3062 0.9520 0.3217 3.1084 1.0505 3.2653 1.2770 

 
10 

18° 00′ 0.3142 0.3090 0.9511 0.3249 3.0777 1.0515 3.2361 1.2566 72° 00′ 

 
10 0.3171 0.3118 0.9502 0.3281 3.0475 1.0525 3.2074 1.2712 

 
50 

 
20 0.3200 0.3145 0.9492 0.3314 3.0178 1.0535 3.1792 1.2683 

 
40 

 
30 0.3229 0.3173 0.9483 0.3346 2.9887 1.0545 3.1515 1.2654 

 
30 

 
40 0.3258 0.3201 0.9474 0.3378 2.9600 1.0555 3.1244 1.2625 

 
20 

 
50 0.3287 0.3228 0.9465 0.3411 2.9319 1.0566 3.0977 1.2595 

 
10 

19° 00′ 0.3316 0.3256 0.9455 0.3443 2.9042 1.0576 3.0716 1.2392 71° 00′ 

 
10 0.3345 0.3283 0.9446 0.3476 2.8770 1.0587 3.0458 1.2537 

 
50 

 
20 0.3374 0.3311 0.9436 0.3508 2.8502 1.0598 3.0206 1.2508 

 
40 

 
30 0.3403 0.3338 0.9426 0.3541 2.8239 1.0608 2.9957 1.2479 

 
30 

 
40 0.3432 0.3365 0.9417 0.3574 2.7980 1.0619 2.9713 1.2450 

 
20 

 
50 0.3462 0.3393 0.9407 0.3607 2.7725 1.0631 2.9474 1.2421 

 
10 

20° 00′ 0.3491 0.3420 0.9397 0.3640 2.7475 1.0642 2.9238 1.2217 70° 00′ 

 
10 0.3520 0.3448 0.9387 0.3673 2.7228 1.0653 2.9006 1.2363 

 
50 

 
20 0.3549 0.3475 0.9377 0.3706 2.6985 1.0665 2.8779 1.2334 

 
40 

 
30 0.3578 0.3502 0.9367 0.3739 2.6746 1.0676 2.8555 1.2305 

 
30 

 
40 0.3607 0.3529 0.9356 0.3772 2.6511 1.0688 2.8334 1.2275 

 
20 

 
50 0.3636 0.3557 0.9346 0.3805 2.6279 1.0700 2.8117 1.2246 

 
10 

21° 00′ 0.3665 0.3584 0.9336 0.3839 2.6051 1.0711 2.7904 1.2043 69° 00′ 

  
cos sin cot tan cosec sec Radians Degrees 
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Degrees Radians sin cos tan cot sec cosec 
  21° 00′ 0.3665 0.3584 0.9336 0.3839 2.6051 1.0711 2.7904 1.2043 69° 00′ 

 
10 0.3694 0.3611 0.9325 0.3872 2.5826 1.0723 2.7695 1.2188 

 
50 

 
20 0.3723 0.3638 0.9315 0.3906 2.5605 1.0736 2.7488 1.2159 

 
40 

 
30 0.3752 0.3665 0.9304 0.3939 2.5386 1.0748 2.7285 1.2130 

 
30 

 
40 0.3782 0.3692 0.9293 0.3973 2.5172 1.0760 2.7085 1.2101 

 
20 

 
50 0.3811 0.3719 0.9283 0.4006 2.4960 1.0773 2.6888 1.2072 

 
10 

22° 00′ 0.3840 0.3746 0.9272 0.4040 2.4751 1.0785 2.6695 1.1868 68° 00′ 

 
10 0.3869 0.3773 0.9261 0.4074 2.4545 1.0798 2.6504 1.2014 

 
50 

 
20 0.3898 0.3800 0.9250 0.4108 2.4342 1.0811 2.6316 1.1985 

 
40 

 
30 0.3927 0.3827 0.9239 0.4142 2.4142 1.0824 2.6131 1.1956 

 
30 

 
40 0.3956 0.3854 0.9228 0.4176 2.3945 1.0837 2.5949 1.1926 

 
20 

 
50 0.3985 0.3881 0.9216 0.4210 2.3750 1.0850 2.5770 1.1897 

 
10 

23° 00′ 0.4014 0.3907 0.9205 0.4245 2.3559 1.0864 2.5593 1.1694 67° 00′ 

 
10 0.4043 0.3934 0.9194 0.4279 2.3369 1.0877 2.5419 1.1839 

 
50 

 
20 0.4072 0.3961 0.9182 0.4314 2.3183 1.0891 2.5247 1.1810 

 
40 

 
30 0.4102 0.3987 0.9171 0.4348 2.2998 1.0904 2.5078 1.1781 

 
30 

 
40 0.4131 0.4014 0.9159 0.4383 2.2817 1.0918 2.4912 1.1752 

 
20 

 
50 0.4160 0.4041 0.9147 0.4417 2.2637 1.0932 2.4748 1.1723 

 
10 

24° 00′ 0.4189 0.4067 0.9135 0.4452 2.2460 1.0946 2.4586 1.1519 66° 00′ 

 
10 0.4218 0.4094 0.9124 0.4487 2.2286 1.0961 2.4426 1.1665 

 
50 

 
20 0.4247 0.4120 0.9112 0.4522 2.2113 1.0975 2.4269 1.1636 

 
40 

 
30 0.4276 0.4147 0.9100 0.4557 2.1943 1.0989 2.4114 1.1606 

 
30 

 
40 0.4305 0.4173 0.9088 0.4592 2.1775 1.1004 2.3961 1.1577 

 
20 

 
50 0.4334 0.4200 0.9075 0.4628 2.1609 1.1019 2.3811 1.1548 

 
10 

25° 00′ 0.4363 0.4226 0.9063 0.4663 2.1445 1.1034 2.3662 1.1345 65° 00′ 

 
10 0.4392 0.4253 0.9051 0.4699 2.1283 1.1049 2.3515 1.1490 

 
50 

 
20 0.4422 0.4279 0.9038 0.4734 2.1123 1.1064 2.3371 1.1461 

 
40 

 
30 0.4451 0.4305 0.9026 0.4770 2.0965 1.1079 2.3228 1.1432 

 
30 

 
40 0.4480 0.4331 0.9013 0.4806 2.0809 1.1095 2.3088 1.1403 

 
20 

 
50 0.4509 0.4358 0.9001 0.4841 2.0655 1.1110 2.2949 1.1374 

 
10 

26° 00′ 0.4538 0.4384 0.8988 0.4877 2.0503 1.1126 2.2812 1.1170 64° 00′ 

 
10 0.4567 0.4410 0.8975 0.4913 2.0353 1.1142 2.2677 1.1316 

 
50 

 
20 0.4596 0.4436 0.8962 0.4950 2.0204 1.1158 2.2543 1.1286 

 
40 

 
30 0.4625 0.4462 0.8949 0.4986 2.0057 1.1174 2.2412 1.1257 

 
30 

 
40 0.4654 0.4488 0.8936 0.5022 1.9912 1.1190 2.2282 1.1228 

 
20 

 
50 0.4683 0.4514 0.8923 0.5059 1.9768 1.1207 2.2153 1.1199 

 
10 

27° 00′ 0.4712 0.4540 0.8910 0.5095 1.9626 1.1223 2.2027 1.0996 63° 00′ 

 
10 0.4741 0.4566 0.8897 0.5132 1.9486 1.1240 2.1902 1.1141 

 
50 

 
20 0.4771 0.4592 0.8884 0.5169 1.9347 1.1257 2.1779 1.1112 

 
40 

 
30 0.4800 0.4617 0.8870 0.5206 1.9210 1.1274 2.1657 1.1083 

 
30 

 
40 0.4829 0.4643 0.8857 0.5243 1.9074 1.1291 2.1537 1.1054 

 
20 

 
50 0.4858 0.4669 0.8843 0.5280 1.8940 1.1308 2.1418 1.1025 

 
10 

28° 00′ 0.4887 0.4695 0.8829 0.5317 1.8807 1.1326 2.1301 1.0821 62° 00′ 

 
10 0.4916 0.4720 0.8816 0.5354 1.8676 1.1343 2.1185 1.0966 

 
50 

 
20 0.4945 0.4746 0.8802 0.5392 1.8546 1.1361 2.1070 1.0937 

 
40 

 
30 0.4974 0.4772 0.8788 0.5430 1.8418 1.1379 2.0957 1.0908 

 
30 

 
40 0.5003 0.4797 0.8774 0.5467 1.8291 1.1397 2.0846 1.0879 

 
20 

 
50 0.5032 0.4823 0.8760 0.5505 1.8165 1.1415 2.0736 1.0850 

 
10 

29° 00′ 0.5061 0.4848 0.8746 0.5543 1.8040 1.1434 2.0627 1.0647 61° 00′ 

 
10 0.5091 0.4874 0.8732 0.5581 1.7917 1.1452 2.0519 1.0792 

 
50 

 
20 0.5120 0.4899 0.8718 0.5619 1.7796 1.1471 2.0413 1.0763 

 
40 

 
30 0.5149 0.4924 0.8704 0.5658 1.7675 1.1490 2.0308 1.0734 

 
30 

 
40 0.5178 0.4950 0.8689 0.5696 1.7556 1.1509 2.0204 1.0705 

 
20 

 
50 0.5207 0.4975 0.8675 0.5735 1.7437 1.1528 2.0101 1.0676 

 
10 

30° 00′ 0.5236 0.5000 0.8660 0.5774 1.7321 1.1547 2.0000 1.0472 60° 00′ 

 
10 0.5265 0.5025 0.8646 0.5812 1.7205 1.1566 1.9900 1.0617 

 
50 

 
20 0.5294 0.5050 0.8631 0.5851 1.7090 1.1586 1.9801 1.0588 

 
40 

 
30 0.5323 0.5075 0.8616 0.5890 1.6977 1.1606 1.9703 1.0559 

 
30 

 
40 0.5352 0.5100 0.8601 0.5930 1.6864 1.1626 1.9606 1.0530 

 
20 

 
50 0.5381 0.5125 0.8587 0.5969 1.6753 1.1646 1.9511 1.0501 

 
10 

31° 00′ 0.5411 0.5150 0.8572 0.6009 1.6643 1.1666 1.9416 1.0297 59° 00′ 

 
10 0.5440 0.5175 0.8557 0.6048 1.6534 1.1687 1.9323 1.0443 

 
50 

 
20 0.5469 0.5200 0.8542 0.6088 1.6426 1.1707 1.9230 1.0414 

 
40 

 
30 0.5498 0.5225 0.8526 0.6128 1.6319 1.1728 1.9139 1.0385 

 
30 

 
40 0.5527 0.5250 0.8511 0.6168 1.6212 1.1749 1.9048 1.0356 

 
20 

 
50 0.5556 0.5275 0.8496 0.6208 1.6107 1.1770 1.8959 1.0327 

 
10 

32° 00′ 0.5585 0.5299 0.8480 0.6249 1.6003 1.1792 1.8871 1.0123 58° 00′ 

  
cos sin cot tan cosec sec Radians Degrees 
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Degrees Radians sin cos tan cot sec cosec 
  32° 00′ 0.5585 0.5299 0.8480 0.6249 1.6003 1.1792 1.8871 1.0123 58° 00′ 

 
10 0.5614 0.5324 0.8465 0.6289 1.5900 1.1813 1.8783 1.0268 

 
50 

 
20 0.5643 0.5348 0.8450 0.6330 1.5798 1.1835 1.8697 1.0239 

 
40 

 
30 0.5672 0.5373 0.8434 0.6371 1.5697 1.1857 1.8612 1.0210 

 
30 

 
40 0.5701 0.5398 0.8418 0.6412 1.5597 1.1879 1.8527 1.0181 

 
20 

 
50 0.5730 0.5422 0.8403 0.6453 1.5497 1.1901 1.8443 1.0152 

 
10 

33° 00′ 0.5760 0.5446 0.8387 0.6494 1.5399 1.1924 1.8361 0.9948 57° 00′ 

 
10 0.5789 0.5471 0.8371 0.6536 1.5301 1.1946 1.8279 1.0094 

 
50 

 
20 0.5818 0.5495 0.8355 0.6577 1.5204 1.1969 1.8198 1.0065 

 
40 

 
30 0.5847 0.5519 0.8339 0.6619 1.5108 1.1992 1.8118 1.0036 

 
30 

 
40 0.5876 0.5544 0.8323 0.6661 1.5013 1.2015 1.8039 1.0007 

 
20 

 
50 0.5905 0.5568 0.8307 0.6703 1.4919 1.2039 1.7960 0.9977 

 
10 

34° 00′ 0.5934 0.5592 0.8290 0.6745 1.4826 1.2062 1.7883 0.9774 56° 00′ 

 
10 0.5963 0.5616 0.8274 0.6787 1.4733 1.2086 1.7806 0.9919 

 
50 

 
20 0.5992 0.5640 0.8258 0.6830 1.4641 1.2110 1.7730 0.9890 

 
40 

 
30 0.6021 0.5664 0.8241 0.6873 1.4550 1.2134 1.7655 0.9861 

 
30 

 
40 0.6050 0.5688 0.8225 0.6916 1.4460 1.2158 1.7581 0.9832 

 
20 

 
50 0.6080 0.5712 0.8208 0.6959 1.4370 1.2183 1.7507 0.9803 

 
10 

35° 00′ 0.6109 0.5736 0.8192 0.7002 1.4281 1.2208 1.7434 0.9599 55° 00′ 

 
10 0.6138 0.5760 0.8175 0.7046 1.4193 1.2233 1.7362 0.9745 

 
50 

 
20 0.6167 0.5783 0.8158 0.7089 1.4106 1.2258 1.7291 0.9716 

 
40 

 
30 0.6196 0.5807 0.8141 0.7133 1.4019 1.2283 1.7221 0.9687 

 
30 

 
40 0.6225 0.5831 0.8124 0.7177 1.3934 1.2309 1.7151 0.9657 

 
20 

 
50 0.6254 0.5854 0.8107 0.7221 1.3848 1.2335 1.7081 0.9628 

 
10 

36° 00′ 0.6283 0.5878 0.8090 0.7265 1.3764 1.2361 1.7013 0.9425 54° 00′ 

 
10 0.6312 0.5901 0.8073 0.7310 1.3680 1.2387 1.6945 0.9570 

 
50 

 
20 0.6341 0.5925 0.8056 0.7355 1.3597 1.2413 1.6878 0.9541 

 
40 

 
30 0.6370 0.5948 0.8039 0.7400 1.3514 1.2440 1.6812 0.9512 

 
30 

 
40 0.6400 0.5972 0.8021 0.7445 1.3432 1.2467 1.6746 0.9483 

 
20 

 
50 0.6429 0.5995 0.8004 0.7490 1.3351 1.2494 1.6681 0.9454 

 
10 

37° 00′ 0.6458 0.6018 0.7986 0.7536 1.3270 1.2521 1.6616 0.9250 53° 00′ 

 
10 0.6487 0.6041 0.7969 0.7581 1.3190 1.2549 1.6553 0.9396 

 
50 

 
20 0.6516 0.6065 0.7951 0.7627 1.3111 1.2577 1.6489 0.9367 

 
40 

 
30 0.6545 0.6088 0.7934 0.7673 1.3032 1.2605 1.6427 0.9338 

 
30 

 
40 0.6574 0.6111 0.7916 0.7720 1.2954 1.2633 1.6365 0.9308 

 
20 

 
50 0.6603 0.6134 0.7898 0.7766 1.2876 1.2661 1.6303 0.9279 

 
10 

38° 00′ 0.6632 0.6157 0.7880 0.7813 1.2799 1.2690 1.6243 0.9076 52° 00′ 

 
10 0.6661 0.6180 0.7862 0.7860 1.2723 1.2719 1.6183 0.9221 

 
50 

 
20 0.6690 0.6202 0.7844 0.7907 1.2647 1.2748 1.6123 0.9192 

 
40 

 
30 0.6720 0.6225 0.7826 0.7954 1.2572 1.2778 1.6064 0.9163 

 
30 

 
40 0.6749 0.6248 0.7808 0.8002 1.2497 1.2807 1.6005 0.9134 

 
20 

 
50 0.6778 0.6271 0.7790 0.8050 1.2423 1.2837 1.5948 0.9105 

 
10 

39° 00′ 0.6807 0.6293 0.7771 0.8098 1.2349 1.2868 1.5890 0.8901 51° 00′ 

 
10 0.6836 0.6316 0.7753 0.8146 1.2276 1.2898 1.5833 0.9047 

 
50 

 
20 0.6865 0.6338 0.7735 0.8195 1.2203 1.2929 1.5777 0.9018 

 
40 

 
30 0.6894 0.6361 0.7716 0.8243 1.2131 1.2960 1.5721 0.8988 

 
30 

 
40 0.6923 0.6383 0.7698 0.8292 1.2059 1.2991 1.5666 0.8959 

 
20 

 
50 0.6952 0.6406 0.7679 0.8342 1.1988 1.3022 1.5611 0.8930 

 
10 

40° 00′ 0.6981 0.6428 0.7660 0.8391 1.1918 1.3054 1.5557 0.8727 50° 00′ 

 
10 0.7010 0.6450 0.7642 0.8441 1.1847 1.3086 1.5504 0.8872 

 
50 

 
20 0.7039 0.6472 0.7623 0.8491 1.1778 1.3118 1.5450 0.8843 

 
40 

 
30 0.7069 0.6494 0.7604 0.8541 1.1708 1.3151 1.5398 0.8814 

 
30 

 
40 0.7098 0.6517 0.7585 0.8591 1.1640 1.3184 1.5345 0.8785 

 
20 

 
50 0.7127 0.6539 0.7566 0.8642 1.1571 1.3217 1.5294 0.8756 

 
10 

41° 00′ 0.7156 0.6561 0.7547 0.8693 1.1504 1.3250 1.5243 0.8552 49° 00′ 

 
10 0.7185 0.6583 0.7528 0.8744 1.1436 1.3284 1.5192 0.8698 

 
50 

 
20 0.7214 0.6604 0.7509 0.8796 1.1369 1.3318 1.5141 0.8668 

 
40 

 
30 0.7243 0.6626 0.7490 0.8847 1.1303 1.3352 1.5092 0.8639 

 
30 

 
40 0.7272 0.6648 0.7470 0.8899 1.1237 1.3386 1.5042 0.8610 

 
20 

 
50 0.7301 0.6670 0.7451 0.8952 1.1171 1.3421 1.4993 0.8581 

 
10 

42° 00′ 0.7330 0.6691 0.7431 0.9004 1.1106 1.3456 1.4945 0.8378 48° 00′ 

 
10 0.7359 0.6713 0.7412 0.9057 1.1041 1.3492 1.4897 0.8523 

 
50 

 
20 0.7389 0.6734 0.7392 0.9110 1.0977 1.3527 1.4849 0.8494 

 
40 

 
30 0.7418 0.6756 0.7373 0.9163 1.0913 1.3563 1.4802 0.8465 

 
30 

 
40 0.7447 0.6777 0.7353 0.9217 1.0850 1.3600 1.4755 0.8436 

 
20 

 
50 0.7476 0.6799 0.7333 0.9271 1.0786 1.3636 1.4709 0.8407 

 
10 

43° 00′ 0.7505 0.6820 0.7314 0.9325 1.0724 1.3673 1.4663 0.8203 47° 00′ 

  
cos sin cot tan cosec sec Radians Degrees 
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Degrees Radians sin cos tan cot sec cosec 
  43° 00′ 0.7505 0.6820 0.7314 0.9325 1.0724 1.3673 1.4663 0.8203 47° 00′ 

 
10 0.7534 0.6841 0.7294 0.9380 1.0661 1.3711 1.4617 0.8348 

 
50 

 
20 0.7563 0.6862 0.7274 0.9435 1.0599 1.3748 1.4572 0.8319 

 
40 

 
30 0.7592 0.6884 0.7254 0.9490 1.0538 1.3786 1.4527 0.8290 

 
30 

 
40 0.7621 0.6905 0.7234 0.9545 1.0477 1.3824 1.4483 0.8261 

 
20 

 
50 0.7650 0.6926 0.7214 0.9601 1.0416 1.3863 1.4439 0.8232 

 
10 

44° 00′ 0.7679 0.6947 0.7193 0.9657 1.0355 1.3902 1.4396 0.8029 46° 00′ 

 
10 0.7709 0.6967 0.7173 0.9713 1.0295 1.3941 1.4352 0.8174 

 
50 

 
20 0.7738 0.6988 0.7153 0.9770 1.0235 1.3980 1.4310 0.8145 

 
40 

 
30 0.7767 0.7009 0.7133 0.9827 1.0176 1.4020 1.4267 0.8116 

 
30 

 
40 0.7796 0.7030 0.7112 0.9884 1.0117 1.4061 1.4225 0.8087 

 
20 

 
50 0.7825 0.7050 0.7092 0.9942 1.0058 1.4101 1.4183 0.8058 

 
10 

45° 00′ 0.7854 0.7071 0.7071 1.0000 1.0000 1.4142 1.4142 0.7854 45° 00′ 

  
cos sin cot tan cosec sec Radians Degrees 

 
 

จะเห็นวา่ช่องซา้ยสดุของตาราง มีมมุใหเ้ปิดไดถ้ึงแค ่45° 

นั่นเป็นเพราะมมุที่เกิน 45° เราจะเปิดจาก “โคฟังกช์นั” ของมมุที่นอ้ยกวา่ 45° ไดเ้สมอ 
เช่น ถา้ตอ้งการหา cos 56° เราจะหาไดจ้าก sin 34° 
 ถา้ตอ้งการหา tan 74°40′ เราจะหาไดจ้าก cot 15°20′ 
 ถา้ตอ้งการหา sec 88°50′ เราจะหาไดจ้าก cosec 1°10′ 
เพื่อความสะดวก จงึมคีอลมันท์างขวา ท่ีไลม่มุตัง้แต ่45° ขึน้ไปถึง 90° ซึง่จะใชคู้ก่บั “หวัตาราง” อีกอนัทางดา้นลา่ง 
 

ตวัอยา่ง  จงหาคา่ของ cos 43°20′ + cot 46°10′ 

วิธีท า มมุ 43°20′ ยงันอ้ยกวา่ 45° จะเปิดดว้ยคอลมันท์างซา้ยตามปกติได ้
แตม่มุ 46°10′ เกิน 45° ตอ้งเปิดดว้ยคอลมันท์างขวา + หวัตารางดา้นลา่ง ดงันี ้
 

Degrees Radians sin cos tan cot sec cosec 
  43° 00′ 0.7505 0.6820 0.7314 0.9325 1.0724 1.3673 1.4663 0.8203 47° 00′ 

 
10 0.7534 0.6841 0.7294 0.9380 1.0661 1.3711 1.4617 0.8348 

 
50 

 
20 0.7563 0.6862 0.7274 0.9435 1.0599 1.3748 1.4572 0.8319 

 
40 

 
30 0.7592 0.6884 0.7254 0.9490 1.0538 1.3786 1.4527 0.8290 

 
30 

 
40 0.7621 0.6905 0.7234 0.9545 1.0477 1.3824 1.4483 0.8261 

 
20 

 
50 0.7650 0.6926 0.7214 0.9601 1.0416 1.3863 1.4439 0.8232 

 
10 

44° 00′ 0.7679 0.6947 0.7193 0.9657 1.0355 1.3902 1.4396 0.8029 46° 00′ 

 
10 0.7709 0.6967 0.7173 0.9713 1.0295 1.3941 1.4352 0.8174 

 
50 

 
20 0.7738 0.6988 0.7153 0.9770 1.0235 1.3980 1.4310 0.8145 

 
40 

 
30 0.7767 0.7009 0.7133 0.9827 1.0176 1.4020 1.4267 0.8116 

 
30 

 
40 0.7796 0.7030 0.7112 0.9884 1.0117 1.4061 1.4225 0.8087 

 
20 

 
50 0.7825 0.7050 0.7092 0.9942 1.0058 1.4101 1.4183 0.8058 

 
10 

45° 00′ 0.7854 0.7071 0.7071 1.0000 1.0000 1.4142 1.4142 0.7854 45° 00′ 

  
cos sin cot tan cosec sec Radians Degrees 

 

ดงันัน้ cos 43°20′ + cot 46°10′ = 0.7274 + 0.9601 = 1.6875 # 

 

ตวัอยา่ง  จงหาคา่ของ  sin
𝜋

5
 

วิธีท า ขอ้นี ้จะแปลง 𝜋
5
 เรเดยีน ใหเ้ป็นหนว่ยองศาก่อน แลว้คอ่ยเปิดตารางก็ได ้หรอืจะเปิดจากหนว่ยเรเดยีนเลยก็ได  ้

ถา้แปลงเป็นหนว่ยองศา จะได ้ 𝜋
5

  =  
180

5
  =  36°  ดงันัน้  sin 

𝜋

5
  =  sin 36°  =  0.5878 

หรอืถา้จะเปิดจากหนว่ยเรเดยีน ก็ใหแ้ทน  𝜋 = 3.1416  จะได ้ 𝜋
5

  =  
3.1416

5
  =  0.6283 เรเดยีน 

เปิดจากคอลมัน ์ Radians = 0.6283  จะได ้ sin 
𝜋

5
  =  0.5878 # 

 
 

มมุรวมกนัได ้90° 

โคฟังกช์นัจะเทา่กนั 
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ตวัอยา่ง  จงหาคา่ของ cos 12°32′ 
วิธีท า จะเห็นวา่ ไมม่ี 12°32′ ใหเ้ปิดในตาราง เราจะใชว้ธีิเปิดคา่ใกลเ้คียงมาหาบญัญตัิไตรยางศ ์

คา่ใกลเ้คยีง คือ cos 12°30′ = 0.9763 กบั cos 12°40′ = 0.9757 

 
 
 
 
 
 
 
 

เอาการเพิม่ – ลด ของทัง้สองฝ่ัง (ระวงัดีๆ ฝ่ังซา้ยเพิ่ม แตฝ่ั่งขวาลด) มาเขา้อตัราสว่น 
จะได ้ 2

10
=

𝑥

0.0006
    นั่นคือ 𝑥 =

2

10
∙ 0.0006 = 0.00012 

จะได ้cos 12°32′ คือ เอา 0.9763 มาลดลงไป 0.00012 นั่นคือ 0.9763 − 0.00012 = 0.97618 # 

 

ตวัอยา่ง  จงหาคา่ของ  tan 310°20′ 

วิธีท า ขอ้นี ้มมุเกิน 90° จะเอาไปเปิดตารางทนัทีไมไ่ด ้ตอ้งใชค้วามรูใ้นเรือ่งที่แลว้แปลงใหเ้ป็นมมุในจตภุาคที่ 1 ก่อน 
tan 310°20′ = tan(360° − 49°40′) = − tan 49°40′ แลว้คอ่ยเอามมุ 49°40′ ไปเปิดตาราง 
เนื่องจาก tan 49°40′ = 1.1778 ดงันัน้ tan 310°20′ = − tan 49°40′ = −1.11778 # 

 

ตวัอยา่ง  จงหาคา่ของ sin 3 

วิธีท า ถา้สงัเกตดีๆ จะเห็นวา่ไมม่ี ° อยูห่ลงั 3 ดงันัน้ ขอ้นีค้ือ 3 เรเดียน ไมไ่ด ้3 องศา 
เนื่องจาก 𝜋

2
=

3.1416

2
= 1.5708  ดงันัน้ มมุ 3 เรเดียน มากกวา่ 𝜋

2
 ไมไ่ดอ้ยูใ่นจตภุาคที่ 1 เปิดตารางยงัไมไ่ด ้

ท าใหอ้ยูใ่นจตภุาคที่ 1 ไดเ้ป็น sin 3 = sin(3.1416 − 0.1416) = sin(𝜋 − 0.1416) = sin 0.1416 

 
 
 
 
 
 
 
 

เอาการเพิม่ของทัง้สองฝ่ังมาเขา้อตัราสว่น จะได ้ 0.0020

0.0029
  =  

𝑥

0.0029
    นั่นคือ 𝑥  =  0.0020 

จะได ้sin 0.1416 = 0.1392 + 0.0020 = 0.1412 

ดงันัน้  sin 3  =  sin(𝜋 − 0.1416)  =  sin 0.1416  =  0.1412 # 

 
 

แบบฝึกหดั 

1. จงใชต้าราง เพื่อหาคา่ของฟังกช์นัตรโีกณมิติตอ่ไปนี ้

 1. sin 10°50’  = 2. cos 62°20’  = 

 
 
 

cos 12°30′  
 
 

cos 12°32′  
 

cos 12°40′  

เพ่ิม 2′ 
เพ่ิม 10′ 

= 0.9763 
 
 

= 0.97___ 
 

= 0.9757 

ลด 𝑥 
ลด 0.0006 

เพ่ิม 0.0020 

เพ่ิม 0.0029 

sin 0.1396  
 
 

sin 0.1416  
 

sin 0.1425  

= 0.1392 
 
 

= 0.1____ 
 

= 0.1421 

เพ่ิม 𝑥 
เพ่ิม 0.0029 
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 3. tan 31°  = 4. cot 84°50’  = 

 
 
 

 5. cosec 21°05’  = 6. sec 48°22’  = 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 7. sin −21°50’  = 8. cos 139°40’  = 

 
 
 
 
 
 

 9. tan 200°20’  = 10. sec 300°50’  = 

 
 
 
 
 
 

 11. cot 179°10’  = 12. cosec 400°30’  = 
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กราฟฟังกช์นัตรโีกณมิต ิ
 
เรือ่งนี ้ตอ้งจ ารูปกราฟของฟังกช์นัตรโีกณทัง้ 6 ใหไ้ด ้ดงันี ้
 

𝑦 = sin 𝑥 𝑦 = cos 𝑥  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

โดเมน = R เรนจ ์= [−1, 1] โดเมน = R เรนจ ์= [−1, 1] 

 
 
 

𝑦 = tan 𝑥 𝑦 = cot 𝑥  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

โดเมน = R − {
ค่ี𝜋

2
} เรนจ ์= R โดเมน = R − {𝑛𝜋} เรนจ ์= R 

 
 
 

𝑦 = cosec 𝑥 𝑦 = sec 𝑥  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

โดเมน = R − {𝑛𝜋} โดเมน = R − {
ค่ี𝜋

2
} 

เรนจ ์= (−∞, −1] ∪ [1, ∞) เรนจ ์= (−∞, −1] ∪ [1, ∞) 

 
 

𝜋

2
  𝜋  3𝜋

2
  2𝜋  −

𝜋

2
  −𝜋  −

3𝜋

2
  −2𝜋  0 𝜋

2
  𝜋  3𝜋

2
  2𝜋  −

𝜋

2
  −𝜋  −

3𝜋

2
  −2𝜋  0 

𝜋

2
  𝜋  3𝜋

2
  2𝜋  −

𝜋

2
  −𝜋  −

3𝜋

2
  −2𝜋  

1 

0 

−1 

𝜋

2
  𝜋  3𝜋

2
  2𝜋  −

𝜋

2
  −𝜋  −

3𝜋

2
  −2𝜋  

1 

0 

−1 

𝜋

2
  𝜋  3𝜋

2
  2𝜋  −

𝜋

2
  −𝜋  −

3𝜋

2
  −2𝜋  

1 

0 

−1 

𝜋

2
  𝜋  3𝜋

2
  2𝜋  −

𝜋

2
  −𝜋  −

3𝜋

2
  −2𝜋  

1 

0 

−1 
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อยา่งไรก็ตาม โจทยม์กัจะน ากราฟมาดดัแปลง โดยอาจจะมีตวัเลขอื่น คณูหรอืบวกเพิม่เขา้ไป 

วิธีวาดกราฟแบบดดัแปลง ใหเ้ราแทนคา่ หาจดุที่กราฟผา่นหลายๆจดุ 

เมื่อไดแ้นวโนม้ของกราฟแลว้ จงึวาดกราฟ โดยองิกบัรูปกราฟพืน้ฐานทัง้ 6 แบบ 
 

จะเห็นวา่ กราฟ  sin  กบั  cos  จะมีคา่ 𝑦 ถกูจ ากดัในช่วงแคบๆ  ตา่งจากกราฟอื่นท่ีคา่ 𝑦 จะมากหรอืนอ้ยขนาดไหนก็ได ้

ดงันัน้ โจทยข์องกราฟ  sin  กบั  cos  มกัจะใหเ้ราหาคา่ 𝑦 มากสดุ หรอื นอ้ยสดุ ซึง่จะมีหลกัดงันี ้
sin 𝜃 จะมากที่สดุ = 1 เมื่อ  𝜃 = 2𝑛𝜋 +

𝜋

2
 

 จะนอ้ยที่สดุ = −1 เมื่อ  𝜃 = 2𝑛𝜋 +
3𝜋

2
 

cos 𝜃 จะมากที่สดุ = 1 เมื่อ  𝜃 = 2𝑛𝜋 

 จะนอ้ยที่สดุ = −1 เมื่อ  𝜃 = (2𝑛 + 1)𝜋 

 

หมายเหต:ุ คลืน่ในวิชาฟิสกิส ์จะมีลกัษณะเหมือนกราฟ sin และ cos  และจะนิยมใช ้𝑡 เป็นตวัแปรแทน 𝑥 
 

ตวัอยา่ง ก าหนดให ้ 0 < 𝑡 < 2𝜋  และ  𝑦 = 2 sin(2𝑡 + 
𝜋

2
)  จงหาคา่ต ่าสดุของ 𝑦  พรอ้มทัง้หาคา่ 𝑡 ที่ท  าให ้𝑦 มีคา่

ต ่าสดุ 
วิธีท า เนื่องจาก  𝑦 = 2 sin(2𝑡 + 

𝜋

2
)    ดงันัน้  𝑦 จะต ่าที่สดุ เมื่อ  sin(2𝑡 + 

𝜋

2
)  ต ่าที่สดุ 

ไมว่า่ 𝜃 จะเป็นอะไรก็ตาม  คา่ต ่าสดุของ  sin 𝜃  คือ −1 

ดงันัน้  sin(2𝑡 + 
𝜋

2
)  จะต ่าที่สดุไดเ้ทา่กบั  −1 

ดงันัน้  𝑦 = 2 sin(2𝑡 + 
𝜋

2
)  จะต ่าสดุไดเ้ทา่กบั 2 (−1) =  −2 

และเนื่องจาก  sin 𝜃 จะเทา่กบั −1  เมื่อ  𝜃 = 2𝑛𝜋 +
3𝜋

2
   เมื่อ  𝑛 เป็นจ านวนเตม็อะไรก็ได ้

ดงันัน้  sin(2𝑡 + 
𝜋

2
)  จะต ่าที่สดุ เมื่อ 

 
 
 

ดงันัน้  𝑦 จะต ่าสดุ เมื่อ  𝑡 = 𝑛𝜋 +
𝜋

2
  เมื่อ  𝑛 เป็นจ านวนเตม็อะไรก็ได ้

แตเ่นื่องจาก  0 < 𝑡 < 2𝜋  ดงันัน้ 𝑛= −1 : 𝑡  =  −𝜋 +
𝜋

2
  =  −

𝜋

2
 →  < 0  ใชไ้มไ่ด ้

 𝑛= 0 : 𝑡  =  0𝜋 +
𝜋

2
  =  

𝜋

2
 ใชไ้ด ้

 𝑛= 1 : 𝑡  =  𝜋 +
𝜋

2
  =  

3𝜋

2
 ใชไ้ด ้

 𝑛= 2 : 𝑡  =  2𝜋 +
𝜋

2
 →  > 2𝜋 ใชไ้มไ่ด ้

นั่นคือ  𝑦 ต ่าสดุ เมื่อ  𝑡 = 
𝜋

2
  กบั  3𝜋

2
 # 

 
 

ค าศพัทอ์กีค าทีจ่ะเจอในกราฟ  sin  กบั  cos  คือ ค าวา่  “แอมพลจิดู”  ซึง่หาไดจ้าก   𝑦𝑚𝑎𝑥−𝑦𝑚𝑖𝑛

2
 

เรามวีิธีหาแอมพลจิดู แบบง่ายๆ ดงันี ้
 
 

 
 

เมื่อ 𝑛 เป็น
จ านวนเตม็
อะไรก็ได ้

 2𝑡 + 
𝜋

2
 =  2𝑛𝜋 +

3𝜋

2
 

 2𝑡 =  2𝑛𝜋 + 𝜋 

 𝑡 =  𝑛𝜋 +
𝜋

2
 

𝑦 = 𝐴 sin(𝐵𝑥 + 𝐶) 
𝑦 = 𝐴 cos(𝐵𝑥 + 𝐶) 

แอมพลจิดู  =  |𝐴| 



 ฟังกช์นัตรโีกณมิติ 23 

“คาบ”  คือ ระยะทางแกน X ที่กราฟเริม่ซ  า้รูปเดิม 

 
 

 
 
 
 

เช่น 𝑦  =  −5 sin(𝜋 − 2𝑥) →  แอมพลจิดู = |−5|  =  5 

  →  คาบ  =  
2𝜋

|−2|
  =  𝜋 

 𝑦  =  0.08 cos(30𝜋𝑡 + 
𝜋

4
) →  แอมพลจิดู = |0.08|  =  0.08 

  →  คาบ  =  
2𝜋

|30𝜋|
  =  

1

15
 

 𝑦  =  − tan(−𝑥 + 𝜋) →  คาบ  =  
𝜋

|−1|
  =  𝜋 

 𝑦  =  − sec(
𝜋−𝑥

2
) →  คาบ  =  

2𝜋

|−1/2|
  =  4𝜋        เป็นตน้ 

 
 

แบบฝึกหดั 

1. จงหาแอมพลจิดูของกราฟตอ่ไปนี ้
 1. 𝑦 = sin(𝑥 + 𝜋) 2. 𝑦 = −cos(

𝜋

2
 − 𝑥) 

 
 
 
 

 3. 2𝑦 = 0.1 sin(2𝑥) 4. 4𝑦 = −3 cos(2𝜋𝑡 + 30°) 

 
 
 
 
 

2. จงหาคาบของกราฟตอ่ไปนี ้

 1. 𝑦 = sin(𝑥 +
𝜋

2
) 2. 𝑦 = −2cos(− 𝑥) 

 
 
 
 

 3. 𝑦 = 3 tan(2𝑥) 4. 𝑦 = 0.008 sec(2𝜋𝑡 − 20°) 

 
 
 
 

 5. 4𝑦 = 5 cosec(
𝜋

3
− 3𝑡) 6. 2𝑦 = −1 cot(600𝜋𝑡 + 60°) 

 
 
 
 
 

𝑦 = 𝐴 sin(𝐵𝑥 + 𝐶) 
𝑦 = 𝐴 cos(𝐵𝑥 + 𝐶) 
𝑦 = 𝐴 sec(𝐵𝑥 + 𝐶) 
𝑦 = 𝐴 cosec(𝐵𝑥 + 𝐶) 

คาบ = 
2𝜋

|𝐵|
 

𝑦 = 𝐴 tan(𝐵𝑥 + 𝐶) 
𝑦 = 𝐴 cot(𝐵𝑥 + 𝐶) 

คาบ = 
𝜋

|𝐵|
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3. ก าหนดให ้ 0 < 𝑥 < 2𝜋  และ  𝑦 = 5 sin(2𝑥 + 
𝜋

2
)  จงหาคา่สงูสดุของ 𝑦  พรอ้มทัง้หาคา่ 𝑥 ที่ท  าให ้𝑦 มีคา่สงูสดุ 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

4. ก าหนดให ้ 0 < 𝑡 < 4𝜋  และ  𝑦 = 3 sin(
𝜋

2
− 𝑡)  จงหาคา่ต ่าสดุของ 𝑦  พรอ้มทัง้หาคา่ 𝑡 ที่ท  าให ้𝑦 มีคา่ต ่าสดุ 
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ทบทวนสตูรเกา่ 

 
ในหวัขอ้ถดัๆไป จะตอ้งทอ่ง และหดัใชส้ตูรตา่งๆมากมาย 

ก่อนอื่น ขอทบทวนสตูรเกา่ๆที่เคยเรยีนมาจนถึงตอนนีก้่อน 
 

 สตูรสว่นกลบั 

 
 
 
 
 

 สตูรเปลีย่นทกุอยา่งใหเ้ป็น sin กบั cos 

 
 
 
 
 
 
 

 สตูรโคฟังกช์นั: ถา้มมุสองมมุรวมกนัได ้90° แลว้ “โคฟังกช์นั” จะเทา่กนั 

 
 
 
 
 
 
 

เช่น sin 18° = cos 72° cos 30° = sin 60° 

 cot 45° = tan 45° sec 54° = cosec 36° 
 

 สตูรก าลงัสอง 
 
 
 
 
 
 

 สตูรมมุติดลบ 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

cosec 𝜃 =
1

sin 𝜃
 sec 𝜃 =

1

cos 𝜃
 cot 𝜃 =

1

tan 𝜃
 

 tan 𝜃 =
sin 𝜃

cos 𝜃
 cot 𝜃 =

cos 𝜃

sin 𝜃
 

 cosec 𝜃 =
1

sin 𝜃
 sec 𝜃 =

1

cos 𝜃
 

 cos เป็นโคฟังกช์นัของ  sin 

 cot เป็นโคฟังกช์นัของ  tan 

 cosec เป็นโคฟังกช์นัของ  sec 

sin2 𝜃 + cos2 𝜃  =  1 
tan2 𝜃 + 1  =  sec2 𝜃  
1 + cot2 𝜃  =  cosec2 𝜃 

sin(−𝜃)  =  − sin 𝜃 
cos(−𝜃)  =      cos 𝜃 
tan(−𝜃)  =  − tan 𝜃 
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แบบฝึกหดั 
1. จงหาคา่ในแตล่ะขอ้ตอ่ไปนี ้
 1. cos 

𝜋

5
 sec 

𝜋

5
 2. cot 

3𝜋

7
 sin 

7𝜋

3
 tan 

3𝜋

7
 

 
 
 
 
 
 
 

 3. cos 
𝜋

8
 tan 

𝜋

8
 cosec 

𝜋

8
 4. tan 30° cosec 40° cos 50° 

 
 
 
 
 
 
 
 

 5. sin 
𝜋

10
 sec 

4𝜋

10
 6. sin 

𝜋

5
 tan 

3𝜋

10
 sec 

𝜋

5
 

 
 
 
 
 
 
 
 

 7. cot2 𝜃 − cosec2 𝜃 8. (tan 𝜃 − sec 𝜃)(tan 𝜃 + sec 𝜃) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 9. sin2 70° + sin2 20° 
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2. จงพิสจูนว์า่  1

1−sin 𝐴
+

1

1+sin 𝐴
  =  2 + 2 tan2 𝐴 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

3. ก าหนดให ้ 4 sin2 𝜃 + 11 cos 𝜃 − 1 = 0  แลว้  cot2 (𝜃 +
𝜋

2
) + sec(𝜃 − 3𝜋)  มีคา่เทา่กบัเทา่ไร 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

4. ก าหนด  0 ≤ 𝜃 ≤ 90°  และ  𝑓(𝑥) = 12𝑥 − 9𝑥2  เมื่อ  0 < 𝑥 < 1 

 ถา้ sin 𝜃 = 𝑎  เมื่อ 𝑎 เป็นจ านวนจรงิที่ 𝑓(𝑎) มีคา่มากที่สดุ แลว้ 

 คา่ของ  (cot2 𝜃)(sec 𝜃−1)

1+sin 𝜃
 + 

(sec2 𝜃)(sin 𝜃−1)

1+sec 𝜃
  เทา่กบัเทา่ใด    [PAT 1 (มี.ค. 58)/6] 
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5. ถา้  sin2 0°+sin2 10°+sin2 20°+ … +sin2 170°+sin2 180°

cos2 0°+cos2 10°+cos2 20°+ …+cos2 170°+cos2 180°
 = 

𝑎

𝑏
  เมื่อ 𝑎 และ 𝑏 เป็นจ านวนเต็มบวก 

 โดยที่ ห.ร.ม. ของ 𝑎 และ 𝑏 เทา่กบั 1  แลว้คา่ของ  𝑎2 + 𝑏2 เทา่กบัเทา่ใด    [PAT 1 (มี.ค. 58)/32] 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

6. ก าหนดให ้ 𝑥 เป็นจ านวนจรงิ โดยที่ sin 𝑥 + cos 𝑥  =  
4

3
 

 ถา้  (1 + tan2 𝑥) cot 𝑥  =  
𝑎

𝑏
  เมื่อ  𝑎 และ 𝑏  เป็นจ านวนเต็ม โดยที่ ห.ร.ม. ของ 𝑎 และ 𝑏 เทา่กบั 1 

 แลว้  𝑎2 + 𝑏2  เทา่กบัเทา่ใด    [PAT 1 (มี.ค. 56)/28] 
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สตูรผลบวกผลตา่งมมุ 

 
สตูรชดุนี ้จะใชก้ระจาย sin, cos เขา้ไปใน ผลบวก หรอืผลตา่ง ของมมุ 2 มมุ 
 
 
 
 
 
 
 

เช่น sin 75°  =  sin(30° + 45°) =  sin 30° cos 45° + cos 30° sin 45° 

  =      (
1

2
)      (

√2

2
)     +     (

√3

2
)    (

√2

2
)    =    

√2+√6

4
 

 cos 
𝜋

12
  =  cos (

𝜋

3
−

𝜋

4
) =  cos 

𝜋

3
 cos 

𝜋

4
 + sin 

𝜋

3
 sin 

𝜋

4
 

  =    (
1

2
)  (

√2

2
)  + (

√3

2
)  (

√2

2
)     =    

√2+√6

4
 

 cos(𝜋 + 𝜃) =  cos 𝜋 cos 𝜃 − sin 𝜋 sin 𝜃 
  =  (−1) cos 𝜃  −   (0)  sin 𝜃    =  − cos 𝜃 
 

ตวัอยา่ง  ก าหนดให ้ 𝜋
2

< 𝐴 < 𝜋  และ  𝜋
2

< 𝐵 < 𝜋    ถา้ sin 𝐴 =
3

5
 และ cos 𝐵 = −

5

13
  แลว้จงหา cos(𝐴 + 𝐵) 

วิธีท า cos(𝐴 + 𝐵)  =  cos 𝐴 cos 𝐵 − sin 𝐴 sin 𝐵 

 =  cos 𝐴 (−
5

13
) −  (

3

5
)  sin 𝐵    →  ตอ้งหา  cos 𝐴  กบั  sin 𝐵  เพิ่มเอง 

เราจะใชส้ตูร  sin2 𝜃 + cos2 𝜃 = 1  เพื่อหา  cos 𝐴  กบั  sin 𝐵  ที่เหลอื ดงันี ้
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ดงันัน้  cos(𝐴 + 𝐵) = cos 𝐴 cos 𝐵 − sin 𝐴 sin 𝐵 

  = (−
4

5
) (−

5

13
) − (

3

5
) (

12

13
)    =  

20

65
−

36

65
    =  −

16

65
 # 

 

ตวัอยา่ง  จงหาคา่ของ  cos 15° + √3 sin 15° 

วิธีท า เราจะพยายามจดัโจทยใ์หอ้ยูใ่นรูป  sin cos ± cos sin  หรอื  cos cos ∓ sin sin  เพื่อใหเ้ขา้สตูรได ้

จะเห็นวา่ √3  สามารถเปลีย่นใหเ้ป็น cos ได ้ เนื่องจาก  √3

2
  =  cos 30°  ดงันัน้  √3  =  2 cos 30° 

ดงันัน้  cos 15° + √3 sin 15° =  cos 15° + 2 cos 30°sin 15° 

  =  2 ( 
1

2
 cos 15° + cos 30°sin 15°) 

  =  2 (sin 30°cos 15° + cos 30°sin 15°) 

 =  2 sin (30°+15°)    =  2 sin 45°    =  2 ×
√2

2
    =  √2 # 

sin(𝐴 + 𝐵) =  sin 𝐴 cos 𝐵 + cos 𝐴 sin 𝐵 
sin(𝐴 − 𝐵) =  sin 𝐴 cos 𝐵 − cos 𝐴 sin 𝐵 
cos(𝐴 + 𝐵) =  cos 𝐴 cos 𝐵 − sin 𝐴 sin 𝐵 
cos(𝐴 − 𝐵) =  cos 𝐴 cos 𝐵 + sin 𝐴 sin 𝐵 

sin2 𝐴 + cos2 𝐴 =  1 

  (
3

5
)

2
  + cos2 𝐴 =  1 

                 cos2 𝐴 =  1 −
9

25
  =  

16

25
 

                 cos 𝐴 =  ±
4

5
 

แต ่ 𝜋
2

< 𝐴 < 𝜋  ดงันัน้  cos  ตอ้งเป็นลบ 

จะได ้ cos 𝐴 = −
4

5
 

sin2 𝐵 + cos2 𝐵 =  1 

sin2 𝐵 + (−
5

13
)

2
 =  1 

sin2 𝐵 =  1 −
25

169
  =  

144

169
 

 sin 𝐵 =  ±
12

13
 

แต ่ 𝜋
2

< 𝐵 < 𝜋  ดงันัน้  sin  ตอ้งเป็นบวก 

จะได ้ sin 𝐵 = 
12

13
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ตวัอยา่ง  จงหาคา่มากสดุของ  3 cos 𝐴 + 4 sin 𝐴 

วิธีท า เราจะพยายามจดัโจทยใ์หอ้ยูใ่นรูป  sin cos ± cos sin  หรอื  cos cos ∓ sin sin  เพื่อใหเ้ขา้สตูรได ้
 จากรูป จะเห็นวา่  sin 𝜃 = 

3

5
  และ  cos 𝜃 = 

4

5
 

 ดงันัน้  3
5
  และ  4

5
  สามารถเขียนเป็น sin และ cos ของมมุเดียวกนัได ้

 ดงันัน้ เราจะ  คณู 5
5
  แลว้กระจาย  1

5
  เขา้ไป เพื่อใหเ้ขา้สตูรได ้ดงันี ้

3 cos 𝐴 + 4 sin 𝐴 =  
5

5
(3 cos 𝐴 + 4 sin 𝐴)  

 =  5 (
3

5
cos 𝐴 +

4

5
sin 𝐴)  

 =  5(sin 𝜃 cos 𝐴 + cos 𝜃 sin 𝐴)  
 =  5 sin(𝜃 + 𝐴)  
เนื่องจาก  sin(𝜃 + 𝐴) ≤ 1  ดงันัน้ คา่มากสดุของ  3 cos 𝐴 + 4 sin 𝐴  คือ  5(1) = 5 # 

 
 

ส าหรบัสตูร tan กบั cot จะใชไ้มค่อ่ยบอ่ยเทา่ sin กบั cos แตก็่ตอ้งทอ่ง 
 
 
 
 
 

 

เช่น tan 15°  =  tan(60° − 45°) =  
tan 60°−tan 45°

1+tan 60° tan 45°
  =  

√3−1

1+(√3)(1)
  =  

√3−1

√3+1
 

 ท าใหส้ว่นไมต่ิดรูท จะได ้ 
√3−1

√3+1
×

√3−1

√3−1
  =  

3−2√3+1

3−1
  =  2 − √3 

 cot 
7𝜋

12
  =  cot (

𝜋

3
+

𝜋

4
)  =  

cot 
𝜋

3
cot 

𝜋

4
−1

cot 
𝜋

4
+cot 

𝜋

3

  =  
(

1

√3
)(1)−1

1+
1

√3

    =  

1−√3

√3

√3+1

√3

    =  
1−√3

√3+1
 

 ท าใหส้ว่นไมต่ิดรูท จะได ้ 
1−√3

√3+1
×

√3−1

√3−1
  =  

√3−1−3+√3

3−1
  =  

2√3−4

2
  =  √3 − 2 

 

ตวัอยา่ง  จงหาคา่ของ  tan 1° + tan 44° + tan 1° tan 44° 

วิธีท า จะเห็นวา่ขอ้นี ้มีทัง้ tan บวกกนั  และ tan คณูกนั  ซึง่คลา้ยกบัสตูร tan(𝐴 + 𝐵) 

ดงันัน้ เราจะลองตัง้สตูร  tan(𝐴 + 𝐵)  ใหม้ี 1° และ 44° อยูใ่นสตูร จะได ้
 
 
 
 
 
 
 
 # 

 
 
 
 
 

tan(𝐴 + 𝐵)  =  
tan 𝐴+tan 𝐵

1−tan 𝐴 tan 𝐵
 cot(𝐴 + 𝐵) =  

cot 𝐵 cot 𝐴−1

cot 𝐵+cot 𝐴
 

tan(𝐴 − 𝐵)  =  
tan 𝐴−tan 𝐵

1+tan 𝐴 tan 𝐵
 cot(𝐴 − 𝐵) =  

cot 𝐵 cot 𝐴+1

cot 𝐵−cot 𝐴
 

tan 1°+tan 44°

1−tan 1° tan 44°
 =  tan(1° + 44°)  

 =  tan 45°  
 =  1  
tan 1° + tan 44° =  1 − tan 1° tan 44°  
tan 1° + tan 44° + tan 1° tan 44°  =  1  

3 

4 

5 

𝜃  
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ตวัอยา่ง  ก าหนดให ้ 𝐴 + 𝐵 + 𝐶  =  180°    จงพิสจูนว์า่ tan 𝐴 + tan 𝐵 + tan 𝐶 = tan 𝐴 tan 𝐵 tan 𝐶 
วิธีท า เนื่องจาก  𝐴 + 𝐵 + 𝐶 = 180°  จะได ้

 
 
 
 
 tan 𝐴 + tan 𝐵 + tan 𝐶 = tan 𝐴 tan 𝐵 tan 𝐶 

 tan 𝐴 + tan 𝐵 − tan(𝐴 + 𝐵) = − tan 𝐴 tan 𝐵 tan(𝐴 + 𝐵) 

 tan 𝐴 + tan 𝐵 = − tan 𝐴 tan 𝐵 tan(𝐴 + 𝐵) + tan(𝐴 + 𝐵) 

 tan 𝐴 + tan 𝐵 = tan(𝐴 + 𝐵) (− tan 𝐴 tan 𝐵 + 1) 

 tan 𝐴 + tan 𝐵 = (
tan 𝐴+tan 𝐵

1−tan 𝐴 tan 𝐵
) (− tan 𝐴 tan 𝐵 + 1) 

 tan 𝐴 + tan 𝐵 = tan 𝐴 + tan 𝐵 # 
 
 

แบบฝึกหดั 

1. ก าหนดให ้ sin 𝐴 = 
4

5
  และ  sin 𝐵 = −

3

5
    ถา้  𝜋

2
< 𝐴 < 𝜋  และ  𝜋 < 𝐵 <

3𝜋

2
  จงหาคา่ของ 

 1. sin(𝐴 + 𝐵) 2. sin(𝐴 − 𝐵) 
 
 
 
 
 
 

 3. cos(𝐴 + 𝐵) 4. cos(𝐴 − 𝐵) 

 
 
 
 
 
 
 

2. ก าหนดให ้ tan 𝐴 = 
3

4
  และ  cot 𝐵 = 

3

2
  จงหาคา่ของ 

 1. tan(𝐴 + 𝐵) 2. tan(𝐴 − 𝐵) 
 
 
 
 
 
 

 3. cot(𝐴 + 𝐵) 4. cot(𝐴 − 𝐵) 
 
 
 
 
 
 
 

    𝐶 =  180°− (𝐴 + 𝐵) 

 tan C =  tan(180°− (𝐴 + 𝐵)) 

  =  − tan(𝐴 + 𝐵) 
tan(180° − 𝜃)  =  −tan 𝜃 
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3. จงหาคา่ในแตล่ะขอ้ตอ่ไปนี ้

 1. sin 15° 2. cos 75° 

 
 
 
 
 
 

 3. sin 
7𝜋

12
 4. cos(−

𝜋

12
) 

 
 
 
 
 
 

 5. tan 105° 6. cot 
𝜋

12
 

 
 
 
 
 
 
 

4. จงเปลีย่นใหเ้ป็นรูปอยา่งง่ายโดยใชส้ตูรผลบวกผลตา่งมมุ 

 1. sin (
𝜋

2
+ 𝜃) 2. cos (𝜋 − 𝜃) 

 
 
 
 
 
 
 
 

 3. cos (
3𝜋

2
+ 𝜃) 4. sin (𝜃 − 2𝜋) 

 
 
 
 
 
 
 

 5. tan (𝜋 − 𝜃) 6. cot (
𝜋

2
+ 𝜃) 
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5. จงหาคา่ในแตล่ะขอ้ตอ่ไปนี ้
 1. sin 20° cos 25° + cos 20° sin 25° 2. cos 105° cos 60° + sin 105° sin 60° 

 
 
 
 
 
 
 

 3. sin(60° + 𝜃) cos(30° + 𝜃) − cos(60° + 𝜃) sin(30° + 𝜃) 

 
 
 
 
 
 
 

 4. cos(
𝜋

6
+ 𝜃) cos(

𝜋

6
− 𝜃) − sin(

𝜋

6
+ 𝜃) sin(

𝜋

6
− 𝜃) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 5. √2

2
 cos 15° − 

√2

2
 sin 15° 6. sin 15° + cos 15° 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 7. √3 cos 75° +  sin 75° 8. sin 36° tan 18° + cos 36° 
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 9. tan 10° + tan 35° + tan 10° tan 35° 10. (1 + tan 95°)(1 + tan 130°) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 11. (tan 32° − 1)( tan 77° + 1) 12. (1 − cot 22°)(1 − cot 23°) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

6. ถา้ 𝑥 และ 𝑦 เป็นจ านวนจรงิที่สอดคลอ้งกบัสมการ  3 sin(𝑥 − 𝑦) = 2 sin(𝑥 + 𝑦) 

 แลว้  (tan3 𝑥)(cot3 𝑦)  เทา่กบัเทา่ใด    [PAT 1 (มี.ค. 57)/23] 
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7. ให ้ABC เป็นรูปสามเหลีย่ม โดยที่  sin 𝐴 =
3

5
  และ  cos 𝐵 =

5

13
    คา่ของ  cos 𝐶  เทา่กบัเทา่ใด 

 [PAT 1 (มี.ค. 54)/6] 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

8. ถา้  1 − cot 20° =
𝑥

1−cot 25°
  แลว้  𝑥  มีคา่เทา่ใด    [PAT 1 (ต.ค. 52)/2-5] 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

9. คา่ของ  (1 + tan 1°)(1 + tan 2°)…(1 + tan 44°)  เทา่กบัเทา่ใด    [PAT 1 (มี.ค. 54)/30*] 
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สตูรมมุสองเทา่ สามเทา่ ครึง่เทา่ 

 
สตูรมมุสองเทา่ 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

สตูรมมุสามเทา่ 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

สตูรมมุครึง่เทา่ 

 
 
 
 
 
 
 
 

หมายเหต:ุ ผลลพัธจ์ะเป็น บวก หรอื ลบ อยา่งใดอยา่งหนึง่ ตามจตภุาคของ 𝐴
2

 

 

ตวัอยา่ง  ก าหนดให ้tan 𝐴 =
3

4
  จงหา sin 2𝐴 

วิธีท า จากสตูร sin 2𝐴 =
2 tan 𝐴

1+tan2 𝐴
 

 =
2×

3

4

1+(
3

4
)

2 =
3

2

1+
9

16

=
3

2
×

16

25
=

24

25
 # 

 

ตวัอยา่ง  จงหาคา่ของ tan 22.5° 
วิธีท า เนื่องจาก 22.5 เป็นครึง่หนึง่ของ 45  ดงันัน้ เราจะใชส้ตูรมมุครึง่เทา่ ดงันี ้

tan 22.5° = tan
45°

2
= ±√

1−cos 45°

1+cos 45°
= ±√

1−
√2

2

1+
√2

2

= ±√
2−√2

2

2+√2

2

= ±√2−√2

2+√2
×

2−√2

2−√2
= ±√4−4√2+2

4−2
 

 = ±√3 − 2√2    = ±(√2 − 1) 

แต ่22.5° เป็นมมุในจตภุาคที่ 1 จะมีคา่ tan เป็นบวก ดงันัน้ tan 22.5° = √2 − 1 # 

 sin 2𝐴 = 2 sin 𝐴 cos 𝐴 =
2 tan 𝐴

1+tan2 𝐴
 

 cos 2𝐴 = cos2 𝐴 − sin2 𝐴 =
1−tan2 𝐴

1+tan2 𝐴
 

  = 2 cos2 𝐴 − 1 

  = 1 − 2 sin2 𝐴 

 tan 2𝐴 =
2 tan 𝐴

1−tan2 𝐴
 cot 2𝐴 =

cot2 𝐴−1

2 cot 𝐴
 

 sin 3𝐴 = 3 sin 𝐴 − 4 sin3 𝐴 
 cos 3𝐴 = 4 cos3 𝐴 − 3 cos 𝐴 

 tan 3𝐴 =
3 tan 𝐴−tan3 𝐴

1−3 tan2 𝐴
 

 cot 3𝐴 =
cot3 𝐴−3 cot 𝐴

3 cot2 𝐴−1
 

 sin
𝐴

2
 = ±√

1−cos 𝐴

2
 

 cos
𝐴

2
 = ±√

1+cos 𝐴

2
 

 tan
𝐴

2
 = ±√

1−cos 𝐴

1+cos 𝐴
  =  

sin 𝐴

1+cos 𝐴
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แบบฝึกหดั 

1. ก าหนดให ้ 3𝜋

2
 < A < 2𝜋  และ  cos 𝐴 = 

3

5
  จงหาคา่ของ 

 1. sin 𝐴 2. sin 2𝐴 

 
 
 
 
 

 3. cos 2𝐴 4. sin 4𝐴 

 
 
 
 
 
 
 

2. จงใชส้ตูรมมุสองเทา่ เพื่อหาคา่ในแตล่ะขอ้ตอ่ไปนี ้

 1. 2 sin 15° cos 15° 2. cos 22.5° sin 22.5° 

 
 
 
 
 
 
 
 

 3. sin 15° sin 75° 4. sin 1° sin 88° sin 89°

sin 4°
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 5. (sin 15° − cos 15°)2 6. cosec 10° − √3 sec 10° 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



38    ฟังกช์นัตรโีกณมิติ 

 7. cos 22.5°

sin 22.5°
−

sin 22.5°

cos 22.5°
 8. 2 sin 18° cos 36° 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

3. ก าหนดให ้ tan 𝐴 = 2  จงใชส้ตูรมมุสองเทา่ เพื่อหาคา่ของ 
 1. sin 2𝐴 2. cos 2𝐴 

 
 
 
 
 
 

 3. tan 2𝐴 4. cot 2𝐴 

 
 
 
 
 
 
 
 

4. ก าหนดให ้ 𝜋
2

 < A < 𝜋  และ  sin A = 
3

5
  จงใชส้ตูรมมุสามเทา่ เพื่อหาคา่ของ 

 1. sin 3𝐴 2. cos 3𝐴 

 
 
 
 
 
 
 
 

 3. tan 3𝐴 4. cot 3𝐴 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 ฟังกช์นัตรโีกณมิติ 39 

5. จงใชส้ตูรมมุครึง่เทา่ เพื่อหาคา่ของ  sin 15° 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

6. ก าหนดให ้ sin 𝜃 cos 𝜃  =  
1

8
    จงหาคา่ของ cos2 2𝜃 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

7. จงพิสจูนว์า่  (sin 𝜃 + cos 𝜃)2  =  1 + sin 2𝜃 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

8. จงพิสจูนว์า่  sin 1° sin 2° sin 3°… sin 89°  =  
√2

245 sin 2° sin 4° sin 6°… sin 88° 
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9. จงพิสจูนว์า่ sin4 𝜃 − cos4 𝜃  =  − cos 2𝜃 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

10. ให ้ 𝜃  เป็นจ านวนจรงิใดๆ  ถา้  𝑎 และ 𝑏  เป็นคา่มากสดุของ  cos4 𝜃 − sin4 𝜃  และ  3 sin 𝜃 + 4 cos 𝜃  

ตามล าดบั    แลว้  𝑎 + 𝑏  เทา่กบัเทา่ใด    [PAT 1 (ต.ค. 55)/29] 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

11. คา่ของ (sin 30°

sin 10°
−

cos 30°

cos 10°
) เทา่กบัเทา่ใด    [PAT 1 (ก.ค. 52)/11] 
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12. ถา้  cos 𝜃 − sin 𝜃 =
√5

3
  แลว้คา่ของ  sin 2𝜃  เทา่กบัเทา่ใด    [PAT 1 (มี.ค. 52)/11] 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

13. ถา้  sec 𝜃 + cosec 𝜃 = 1  แลว้  sin 2𝜃  มีคา่เทา่กบัเทา่ใด    [A-NET 49/1-8] 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

14. ถา้ sin 15° และ cos 15° เป็นค าตอบของสมการ  𝑥2 + 𝑎𝑥 + 𝑏 = 0  แลว้ คา่ของ 𝑎4 − 𝑏 เทา่กบัเทา่ใด 

 [PAT 1 (ก.ค. 53)/13] 
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15. (3 − 4 sin2 9°)(3 − 4 sin2 27°)(3 − 4 sin2 81°)(3 − 4 sin2 243°)  มีคา่เทา่กบัเทา่ใด 

 [PAT 1 (ต.ค. 58)/4] 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

16. ถา้  2 cot
𝜃

2
  =  (1 + cot 𝜃)2  และ  0 < 𝜃 < 

𝜋

2
  แลว้คา่ของ  (1+sin 𝜃) sec2 𝜃

cos 2𝜃
  เทา่กบัเทา่ใด 

 [PAT 1 (ต.ค. 58)/5] 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

17. ขอ้ใดตอ่ไปนีถ้กูตอ้งบา้ง    [PAT 1 (เม.ย. 57)/13] 

 1. ถา้ 𝐴 และ 𝐵 เป็นจ านวนจรงิ สอดคลอ้งกบัสมการ  sin2 𝐵 = sin 𝐴 cos 𝐴 

  แลว้  cos 2𝐵 = 2 cos2(45° + 𝐴) 

 2. ถา้  0  ≤  𝐴, 𝐵  ≤  
𝜋

2
  สอดคลอ้งกบั  sin 𝐴 = √2 sin 𝐵  และ  √3 sec 𝐵 = √2 sec 𝐴 

  แลว้  sin 10𝐴 + cos 10𝐵 = 0.5 
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18. ถา้  cos 5𝜃 = 𝑎 cos5 𝜃 + 𝑏 cos3 𝜃 + 𝑐 cos 𝜃  เมื่อ 𝜃 เป็นจ านวนจรงิใดๆ 

 แลว้คา่ของ  𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2  เทา่กบัเทา่ใด    [PAT 1 (เม.ย. 57)/33] 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

19. ถา้  sin4 𝑥

5
+

cos4 𝑥

7
 = 

1

12
  ส  าหรบับาง 𝑥 > 0  แลว้คา่ของ  sin2(2𝑥)

5
+

cos2(2𝑥)

7
  ตรงกบัเทา่ใด 

 [PAT 1 (พ.ย. 57)/29] 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

20. ให ้ 𝑎 = sec 1° − tan 1°  ,    𝑏 = sec 2° − tan 2°  ขอ้ใดตอ่ไปนี ้มคีา่มากที่สดุ 

 1. √𝑎 2. √𝑏 3. 𝑎 4. 𝑏 
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21. ก าหนดให ้𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅+ และ  tan 𝜃 = 
𝑎

𝑏
 

 ถา้  (cos 𝜃

𝑎
)

4
+ (

sin 𝜃

𝑏
)

4
 = 

sin 2𝜃

𝑎𝑏(𝑎2+𝑏2)
    แลว้ จงหาคา่ของ  (3𝑎

𝑏
)

3
 + (

𝑏

2𝑎
)

2
    [PAT 1 (ธ.ค. 54)/41] 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

22. ก าหนดให ้𝑥 เป็นจ านวนจรงิ  ถา้  sin 𝑥 + cos 𝑥 = 𝑎  และ  sin 𝑥 − cos 𝑥 = 𝑏 

 แลว้คา่ของ  sin 4𝑥  เทา่กบัขอ้ใดตอ่ไปนี ้   [PAT 1 (มี.ค. 53)/7] 
 1. 1

2
(𝑎3𝑏 − 𝑎𝑏3) 2. 1

2
(𝑎𝑏3 − 𝑎3𝑏) 3. 𝑎𝑏3 − 𝑎3𝑏 4. 𝑎3𝑏 − 𝑎𝑏3 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

23. ให ้𝜃 เป็นจ านวนจรงิ ซึง่สอดคลอ้งกบัสมการ 1

tan2 𝜃
+

1

cot2 𝜃
+

1

sin2 𝜃
+

1

cos2 𝜃
= 7 แลว้ 

 tan2 2𝜃 มีคา่เทา่ใด    [A-NET 51/2-6] 
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24. ก าหนดให ้ (sin 1°)(sin 3°)(sin 5°)...(sin 89°) = 
1

2𝑛    คา่ของ 4𝑛 เทา่กบัเทา่ใด    [PAT 1 (ต.ค. 53)/32] 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

25. ขอ้ใดตอ่ไปนีถ้กูตอ้งบา้ง   [PAT 1 (มี.ค. 56)/9] 

 1. cos 10°−sin 10°

cos 10°+sin 10°
  =  sec 20° − tan 20° 

 2. √3 cot 20°  =  1 + 4 cos 20° 
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สตูรแปลงผลคณูกบัผลบวกลบ 

 
สตูรแปลงผลคณูเป็นผลบวกลบ 
 
 
 
 
 
 
 

เช่น 2 sin 15° cos 75° =  sin(15° + 75°) + sin(15° − 75°) 

  =  sin 90° + sin(−60°)    =  1 + (−
√3

2
)    =  

2−√3

2
 

 cos 
5𝜋

12
 cos 

𝜋

12
 =  (2 cos

5𝜋

12
cos

𝜋

12
) (

1

2
) 

  =  (cos (
5𝜋

12
+

𝜋

12
) + cos (

5𝜋

12
−

𝜋

12
)) (

1

2
) 

  =  (cos
𝜋

2
+ cos

𝜋

3
) (

1

2
)    =  (0 +

1

2
) (

1

2
)    =  

1

4
 

 cos 15° =  (2 cos 15° ∙
√2

2
) (

1

2
∙

2

√2
) 

  =  (2 cos 15° sin 45°)(
1

2
∙

2

√2
) 

  =  (sin 60° − sin(−30°))(
1

√2
) 

  =  (
√3

2
− (−

1

2
)) (

1

√2
)    =  

√3+1

2√2
    =  

√6+√2

4
 

 sin (𝜃 + 30°) sin (𝜃 − 30°) =  (−2 sin (𝜃 + 30°) sin (𝜃 − 30°))(−
1

2
) 

  =  (cos(2𝜃) − cos(60°))(−
1

2
)    =  

− cos(2𝜃)

2
+

1

4
 

 sin 20° sin 40° sin 80° =  (−2 sin 20° sin  40°)(sin 80°)(−
1

2
) 

  =  (cos 60° − cos(−20°))(sin 80°)(−
1

2
) 

  =  (
1

2
− cos 20°)(sin 80°)(−

1

2
) 

  =  (
sin 80°

2
− cos 20° sin 80°) (−

1

2
) 

  =  (
sin 80°

2
− 2 cos 20° sin 80° (

1

2
)) (−

1

2
) 

  =  (
sin 80°

2
− (sin 100° − sin(−60°)) (

1

2
)) (−

1

2
) 

  =  (
sin 80°

2
− (sin 80° +

√3

2
) (

1

2
)) (−

1

2
) 

  =  (
sin 80°

2
−

sin 80°

2
−

√3

4
) (−

1

2
)    =  (−

√3

4
) (−

1

2
)    =  

√3

8
 

 
 
 
 
 
 

 2 sin 𝐴 cos 𝐵 =  sin(𝐴 + 𝐵) + sin(𝐴 − 𝐵) 
 2 cos 𝐴 sin 𝐵 =  sin(𝐴 + 𝐵) − sin(𝐴 − 𝐵) 
 2 cos 𝐴 cos 𝐵 =  cos(𝐴 + 𝐵) + cos(𝐴 − 𝐵) 
 −2 sin 𝐴 sin 𝐵 =  cos(𝐴 + 𝐵) − cos(𝐴 − 𝐵) 
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สตูรแปลงผลบวกลบเป็นผลคณู 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

หมายเหต:ุ จะเห็นวา่ไมม่ีสตูรแปลง  sin 𝐴 + cos 𝐵  กบั  cos 𝐴 + sin 𝐵 

ถา้จะแปลง ตอ้งใชโ้คฟังกช์นัแปลงใหเ้ป็น sin ทัง้คู ่(หรอื cos ทั่งคู)่ ก่อน 
 

เช่น sin 15° + sin 75° =  2 sin (
15°+75°

2
) cos (

15°−75°

2
) 

  =  2 sin 45° cos (−30°)    =  2 ∙
√2

2
∙

√3

2
    =  

√6 

2
 

 cos 
5𝜋

12
 − sin 

5𝜋

12
 =  cos 

5𝜋

12
 − cos (

𝜋

2
−

5𝜋

12
) 

  =  cos 
5𝜋

12
 − cos 

𝜋

12
 

  =  −2 sin 
𝜋

4
 sin 

𝜋

6
    =  −2 ∙

√2

2
∙

1

2
  =  −

√2

2
 

 cos 20° − sin 50° + cos 100° =  sin 70° − sin 50°  + cos 100° 

  =  2 cos 60° sin 10° + cos 100° 

  =  sin 10° + cos 100° 

  =  sin 10° − sin 10°    =  0 

 
 

แบบฝึกหดั 

1. จงหาคา่ในแตล่ะขอ้ตอ่ไปนี ้

 1. 2 cos 75° cos 15° 2. sin 
5𝜋

12
 sin 

𝜋

12
 

 
 
 
 
 
 
 
 

 3. cos 
𝜃

2
 sin 

3𝜃

2
 4. cos 20° − 2 sin 70° sin 50° 

 
 
 
 
 
 
 

 sin 𝐴 + sin 𝐵 =    2 sin (
𝐴+𝐵

2
) cos (

𝐴−𝐵

2
) 

 sin 𝐴 − sin 𝐵 =    2 cos (
𝐴+𝐵

2
) sin (

𝐴−𝐵

2
) 

 cos 𝐴 + cos 𝐵 =    2 cos (
𝐴+𝐵

2
) cos (

𝐴−𝐵

2
) 

 cos 𝐴 − cos 𝐵 = −2 sin (
𝐴+𝐵

2
) sin (

𝐴−𝐵

2
) 
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 5. cos 20° cos 40° cos 80° 6. cos 10° sin 40° cos 70° 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

2. จงหาคา่ในแตล่ะขอ้ตอ่ไปนี ้

 1. cos 15° + cos 75° 2. sin 
𝜋

12
 − cos 

𝜋

12
 

 
 
 
 
 
 
 
 

 3. cos 20° + cos 100° − sin 130° 4. sin 80° − sin 20° + cos 230° 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 5. cos 20°+sin 50°

sin 80°
 6. sin 10° + sin 20° + sin 40° + sin 50° 

    − sin 70° − sin 80° 
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3. จงหาคา่ของ  cos2 20° + cos2 40° + cos2 60° + … + cos2 160° 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

4. ขอ้ใดตอ่ไปนีถ้กูตอ้ง    [PAT 1 (ต.ค. 55)/9] 
 1. cos 75°  =  (2 − √3) cos 15° 

 2. cos 10° + sin 40°  =  cos 20° 

 3. ถา้  𝐴  เป็นจ านวนจรงิใดๆแลว้  tan 3𝐴

cot 𝐴
  =  

cos 2𝐴+cos 4𝐴

cos 2𝐴−cos 4𝐴
 

 4. ถา้  𝐴 และ 𝐵  เป็นจ านวนจรงิใดๆแลว้  sin 2𝐴 + cos 2𝐵  =  2 sin(𝐴 − 𝐵) cos(𝐴 + 𝐵) 
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5. จงหาคา่ของ  2 sin2 60° (tan 5° + tan 85°) − 12 sin 70°    [PAT 1 (มี.ค. 55)/28] 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

6. sin 25° sin 85° sin 35°

sin 75°
  ตรงกบัขอ้ใดตอ่ไปนี ้   [PAT 1 (พ.ย. 57)/6] 

 1. tan 15° 2. sin 15° sin 75° 

 3. cos 20° cos 40° cos 80° 4. sec 420° 
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7. ก าหนดให ้𝜃 เป็นจ านวนจรงิใดๆ  ขอ้ใดตอ่ไปนีถ้กูตอ้งบา้ง    [PAT 1 (มี.ค. 57)/11] 
 1. 16 sin3 𝜃 cos2 𝜃  =  2 sin 𝜃 + sin 3𝜃 − sin 5𝜃 

 2. sin 3𝜃  =  (sin 2𝜃 + sin 𝜃)(2 cos 𝜃 − 1) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

8. ก าหนดให ้ 8 cos(2𝜃) + 8 sec(2𝜃) = 65  เมื่อ  0 < 𝜃 < 90°  คา่ของ  160 sin(
𝜃

2
) sin(

5𝜃

2
)  เทา่กบัเทา่ใด 

 [PAT 1 (พ.ย. 57)/40] 
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9. คา่ของ  arctan (
2 cos 10°−cos 50°

sin 70°−cos 80°
)  เทา่กบัก่ีองศา    [PAT 1 (มี.ค. 58)/8] 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

10. จงหาคา่ของ  (cos2 70° + cos2 20°)(cos2 50° + cos2 10°) − sin 40° sin 80° 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

11. ถา้ 𝛼 และ 𝜃 เป็นจ านวนจรงิโดยที่  0 < 𝜃 < 𝛼 < 90°  และสอดคลอ้งกบัสมการ  tan(𝛼 + 𝜃) = 5 tan(𝛼 − 𝜃) 

 แลว้  (sin 2𝜃)(cosec 2𝛼)  เทา่กบัเทา่ใด    [PAT 1 (มี.ค. 58)/14] 
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12. จงหาคา่ของ  cos 72° + cos 144° 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

13. พิจารณาขอ้ความตอ่ไปนี ้ ขอ้ใดตอ่ไปนีถ้กูตอ้งบา้ง    [PAT 1 (ต.ค. 55)/8] 
 1. cos

𝜋

5
+ cos

3𝜋

5
+ cos 𝜋  =  

1

2
 

 2. tan
7𝜋

16
− tan

3𝜋

8
  =  cosec

𝜋

8
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

14. จงหาคา่ของ  tan 20°+4 sin 20°

sin 20° sin 40° sin 80°
    [PAT 1 (ธ.ค. 54)/31] 
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15. คา่ของ  cos 36°−cos 72°

sin 36° tan 18°+cos 36°
  เทา่กบัเทา่ใด    [PAT 1 (มี.ค. 53)/30] 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

16. คา่ของ  
 

 




44

1

44

1

sin

cos

n

n

n

n

 − 
 

 




44

1

44

1

cos

sin

n

n

n

n

 เทา่กบัเทา่ใด    [PAT 1 (ก.ค. 53)/29] 
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สมการตรโีกณมติ ิ

 
สมการตรโีกณมติิ คือ สมการท่ีมฟัีงกช์นัตรโีกณมิติอยูใ่นสมการ 
โดยปกติแลว้ สมการตรโีกณมิติ มกัจะมี “หลายค าตอบ”  เนื่องจาก 

 

 sin  (และ cosec)  ใชค้า่จากแกน Y 

ดงันัน้ “มมุสะทอ้นแกน Y” จะมคีา่  sin  เทา่กนัเสมอ 

เช่น    sin 30° =  sin 150°  เป็นตน้ 
จากรูป สตูรหามมุสะทอ้นแกน Y ของ 𝜃  คือ  คู�่� + 𝜃  และ  คี่𝜋 − 𝜃 

 

 cos  (และ sec)  ใชค้า่จากแกน X 

ดงันัน้ “มมุสะทอ้นแกน X”  จะมคีา่  cos  เทา่กนัเสมอ 

เช่น    cos 30° =  cos(−30°)  เป็นตน้ 
จากรูป สตูรหามมุสะทอ้นแกน X ของ 𝜃  คือ  2𝑛𝜋 + 𝜃  และ  2𝑛𝜋 − 𝜃 

 

 tan  (และ cot)  ใชค้า่จากแกน Y หาร แกน X 

ดงันัน้ “มมุสะทอ้น 2 แกน”  จะมคีา่  tan  เทา่กนัเสมอ 

เช่น    tan 30° =  tan 210°  เป็นตน้ 
จากรูป สตูรหามมุสะทอ้น 2 แกนของ 𝜃  และ  𝑛𝜋 + 𝜃 

 

หมายเหต:ุ  cosec คิดเหมือน sin    ,    sec คิดเหมือน cos    ,    cot คิดเหมือน tan 

 

ในการแกส้มการตรโีกณ เราจะหา “ค าตอบพืน้ฐาน” ที่ตวัเลขนอ้ยๆ ออกมากอ่น 

 sin ,  tan ,  cosec →  ค าตอบพืน้ฐานจะอยูใ่นช่วง −90° ถึง 90° 

 cos ,  cot ,  sec →  ค าตอบพืน้ฐานจะอยูใ่นชว่ง     0°  ถึง 180° 

จากนัน้ เราจะน าค าตอบพืน้ฐานที่ได ้มาสะทอ้นหาค าตอบที่เหลอื ในช่วงมมุที่โจทยต์อ้งการ 
 

ตวัอยา่ง  ก าหนดให ้ 𝜃 ∈ [0 , 2𝜋]  จงแกส้มการ  cos 𝜃 = −
√3

2
   

วิธีท า หา 𝜃 เลขนอ้ยๆซกัตวั ท่ีท าให ้ cos 𝜃 = −
√3

2
    จะได ้ 𝜃 = 150° 

จากนัน้ เราจะสะทอ้นมมุ 150° เพื่อหาค าตอบทีเ่หลอื 
สมการ cos  ตอ้งสะทอ้นแกน X    โดยเอาเฉพาะช่วง  [0 , 2𝜋] 

จากรูป จะไดค้  าตอบคือ  150°  และ  210° # 

 

ในกรณีที่โจทย ์ไมร่ะบชุว่งค าตอบท่ีตอ้งการ  เรานิยมใชส้ตูรสะทอ้น 𝜃  ดงันี ้
 
 
 
 
 
 

sin ,  cosec →  มมุสะทอ้นแกน Y ของ 𝜃 =  𝑛𝜋 + (−1)𝑛𝜃  
cos ,  sec →  มมุสะทอ้นแกน X ของ 𝜃 =  2𝑛𝜋 ± 𝜃  
tan ,  cot →  มมุสะทอ้น 2 แกน ของ 𝜃 =  𝑛𝜋 + 𝜃  

คู�่� + 𝜃 

𝜃  

คี่𝜋 − 𝜃 

𝜃  
2𝑛𝜋 + 𝜃 

2𝑛𝜋 − 𝜃 

คู�่� + 𝜃 

คี่𝜋 + 𝜃 

𝜃  
𝜃  

เม่ือ 𝑛 เป็นจ านวน
เต็มอะไรก็ได ้
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ตวัอยา่ง  จงแกส้มการ  sin 𝜃 = 
1

2
 

วิธีท า หา 𝜃 เลขนอ้ยๆ ท่ีท าให ้ sin 𝜃 = 
1

2
    จะได ้ 𝜃 = 30°  = 

𝜋

6
 

สมการ sin  ตอ้งหามมุสะทอ้นแกน Y ของ 𝜋
6
 

จะไดค้  าตอบ คือ  𝜃 = 𝑛𝜋 + (−1)𝑛 (
𝜋

6
) # 

 

ตวัอยา่ง  จงแกส้มการ  sin 𝑥 + cos 𝑥 = 1  เมื่อ  𝑥 ∈ [0, 2𝜋] 
วิธีท า ใชส้ตูรผลบวกผลตา่งมมุ จดัรูป  sin 𝑥 + cos 𝑥  ใหง้่ายขึน้ไดด้งันี ้

 
 
 
 
 
 
 
 

สมการ  sin 𝜃 = 
√2

2
  จะมีค าตอบพืน้ฐานคือ  𝜃 = 45°    ดงันัน้ ค าตอบทั่วไป คือ  𝑛𝜋 + (−1)𝑛(45°) 

ดงันัน้  𝑥 + 45°  =  𝑛𝜋 + (−1)𝑛(45°)    จะได ้ 𝑥 = 𝑛𝜋 + (−1)𝑛(45°) − 45° 
แทน  𝑛 = … , −3 , −2 , −1 , 0 , 1 , 2 , 3 , …  แลว้เลอืกตอบเฉพาะ  𝑥 ∈ [0, 2𝜋] 

 𝑛 = −1: 𝑥  = −180° − 45° − 45° = −270° ใชไ้มไ่ด ้
 𝑛 = 0 : 𝑥  =         0°   + 45° − 45° = 0° ใชไ้ด ้

 𝑛 = 1 : 𝑥  =    180° − 45° − 45° = 90° ใชไ้ด ้
 𝑛 = 2 : 𝑥 =     360° + 45° − 45° = 360° ใชไ้ด ้

 𝑛 = 3 : 𝑥 =     540° − 45° − 45° = 450° ใชไ้มไ่ด ้

ดงันัน้  จะไดค้  าตอบคือ    𝑥  =  0°, 90°, 360° # 

 
 

เทคนิคทกุอยา่งจากเรือ่งสมการ สามารถน ามาใชก้บัการแกส้มการตรโีกณมิติไดท้ัง้หมด 

ไมว่า่จะเป็นเทคนิคการแยกตวัประกอบแลว้จบัแตล่ะวงเลบ็ = 0 

หรอื เทคนิคการเปลีย่นตวัแปร  เช่น  sin2 𝜃 + sin 𝜃 − 2  →  𝐴2 + 𝐴 − 2 

(ถา้จะให ้ 𝐴 = sin 𝜃  หรอื cos 𝜃  ตอ้งตดัค าตอบ ใหเ้หลอืเฉพาะ  −1 ≤ 𝐴 ≤ 1  เทา่นัน้) 
 

ตวัอยา่ง  จงแกส้มการ  cos 2𝑥 = cos 𝑥 
วิธีท า ขอ้นี ้ท าไดห้ลายวธีิ วิธีแรกคือ กระจาย  cos 2𝑥  แลว้แยกตวัประกอบ 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 sin 𝑥 + cos 𝑥 =   1 

 (
√2

2
) sin 𝑥 + (

√2

2
) cos 𝑥 =  

√2

2
 

 cos 45° sin 𝑥 + sin 45° cos 𝑥 =  
√2

2
 

 sin(𝑥 + 45°) =  
√2

2
 

cos 𝑥  =  −
1

2
 

𝑥 = 2𝑛𝜋 ±
2𝜋

3
 

cos 𝑥  =  1 

𝑥 = 2𝑛𝜋 ± 0 
 =  2𝑛𝜋 

 cos 2𝑥 =  cos 𝑥 

 2 cos2 𝑥 − 1 =  cos 𝑥 
 2 cos2 𝑥 − cos 𝑥 − 1 =    0 
(2 cos 𝑥 + 1)(cos 𝑥 − 1) =    0 
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อีกวิธี อาศยัหลกัวา่  cos 2𝑥  กบั  cos 𝑥  จะเทา่กนัได ้เมื่อ 2𝑥 และ 𝑥  เป็นมมุสะทอ้นแกน X ซึง่กนัและกนั 

นั่นคือ  2𝑥  =  2𝑛𝜋 ± 𝑥 

   
 
 
 
 

โดยทัง้สองวิธี เมื่อแจงค าตอบออกมา จะไดค้  าตอบชดุเดยีวกนั # 

 
 

แบบฝึกหดั 

1. ก าหนดให ้ 𝜃 ∈ [0 , 2𝜋]  จงแกส้มการตอ่ไปนี ้
 1. sin 𝜃  =  

1

2
 2. cos 𝜃  =  

1

2
 

 
 
 
 
 

 3. tan 𝜃  =  1 4. cot 𝜃  =  −√3 

 
 
 
 
 

2. จงแกส้มการตอ่ไปนี ้

 1. cosec 𝜃  =  √2 2. sec 𝜃  =  −2 

 
 
 
 
 
 

 3. tan 𝜃  =  √3 4. sin 𝜃  =  −
1

2
 

 
 
 
 
 
 

 5. sin 2𝑥 = cos 𝑥 
 
 
 
 
 
 
 

2𝑥 =  2𝑛𝜋 + 𝑥 
 𝑥 =  2𝑛𝜋 

2𝑥 =  2𝑛𝜋 − 𝑥 
3𝑥 =  2𝑛𝜋 

 𝑥 =  
2𝑛𝜋

3
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3. ก าหนดให ้ 𝜃 ∈ [0 , 
3𝜋

2
]  จงแกส้มการตอ่ไปนี ้

 1. 4 sin2 𝜃 = 1 2. sin2 𝜃 + cos 𝜃 + 1 = 0 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 3. cos 3𝑥 = cos 𝑥 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

4. ก าหนดให ้ sin 𝐴 − sin 2𝐴 + sin 3𝐴 = 0  โดยที่  0 < 𝐴 < 
𝜋

2
 

 แลว้  tan 𝐴 − tan 2𝐴 + tan 3𝐴  จะมีคา่เทา่ใด 
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5. พิจารณาขอ้ความตอ่ไปนี ้เมื่อเอกภพสมัพทัธ ์คือเซตของจ านวนจรงิ  ขอ้ใดถกูตอ้งบา้ง 
 1. ∃𝑥(cot 2𝑥 − cot 𝑥 = 0) 

 2. ∀𝑥 (sin4 𝑥 + cos4 𝑥 = 1 −
1

2
sin2 2𝑥) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
6. ส าหรบั  0 ≤ 𝑥 ≤ 2𝜋  ก าหนดให ้ 𝐴  =  { 𝑥 | −3 cos 𝑥 = 2 sin2 𝑥  และ  cos 𝑥 < 0 } 

 และ  𝐵  =  { sec 3𝑥 − cos 2𝑥 | 𝑥 ∈ 𝐴 }      จงหาคา่ของผลบวกของสมาชิกทัง้หมดทีอ่ยูใ่น 𝐵 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

7. ก าหนดให ้ sin 𝜃 − sin 2𝜃 + sin 3𝜃 = 0  โดยที่  0 < 𝜃 < 
𝜋

2
 

 ถา้  𝑎 = 
tan 𝜃−tan 2𝜃

cos 𝜃−cos 2𝜃
  และ  𝑏 = 

sin 3𝜃+sin 4𝜃+sin 5𝜃

cos 3𝜃+cos 4𝜃+cos 5𝜃
    แลว้คา่ของ  𝑎4 + 𝑏4  เทา่กบัเทา่ใด 

 [PAT 1 (มี.ค. 57)/36] 
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8. ก าหนดให ้ 180° < 𝜃 < 270° 

 ถา้  3(2)sin 𝜃 (
4

9
)

cos2 𝜃
 = 2(3)sin 𝜃  แลว้จงหาคา่ของ  3 tan2 𝜃 − 2 sin 3𝜃    [PAT 1 (ธ.ค. 54)/8] 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

9. ให ้𝐴 เป็นเซตค าตอบของ  cos 𝑥 = cos (
𝑥

4
)  จ านวนสมาชิกในเซต  𝐴 ∩ (0, 24𝜋)  เทา่กบัเทา่ใด 

 [PAT 1 (มี.ค. 54)/33] 
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10. ก าหนดให ้𝑎 เป็นจ านวนจรงิ และสอดคลอ้งกบัสมการ  5(sin 𝑎 + cos 𝑎) + 2 sin 𝑎 cos 𝑎 = 0.04 

 คา่ของ  125(sin3 𝑎 + cos3 𝑎) + 75 sin 𝑎 cos 𝑎  เทา่กบัเทา่ใด    [PAT 1 (ต.ค. 53)/33] 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

11. จงแกส้มการ  4 sin 𝑥

1+2 cos 2𝑥
+

12 sin 3𝑥

1+2 cos 6𝑥
+

36 sin 9𝑥

1+2 cos 18𝑥
 = 

27

sin 27𝑥
− 1 
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ฟังกช์นัอารค์ 
 
หวัขอ้นี ้จะเรยีนเก่ียวกบั “อินเวอรส์” ของฟังกช์นัตรโีกณมิติ  ซึง่จะหมายถึง ฟังกช์นัท่ีใหผ้ลลพัธก์ลบักนักบัฟังกช์นัปกติ 
เนื่องจาก  sin, cos, tan  จะเปลีย่น “มมุเป็นคา่”  เช่น  sin 30° = 

1

2
 

ดงันัน้ อินเวอรส์ จะเปลีย่นกลบัจาก 1
2
 เป็น 30°  ดงัรูป 

 

เนื่องจากฟังกช์นัตรโีกณ เป็นแบบ many to one  (เช่น  sin 30° กบั sin 150° ได ้1
2
 เทา่กนั) 

ดงันัน้ อินเวอรส์ จะมีผลลพัธไ์ดห้ลายคา่ และจะไมใ่ช่ฟังกช์นั (เช่น sin−1 จะโยง 1
2
 ไปท่ี 30°, 150°, 390°, …  เป็นตน้) 

อยา่งไรก็ตาม นกัคณิตศาสตรต์อ้งการอินเวอรส์ที่ไมก่ ากวม จงึก าหนด “ฟังกช์นั arc” ขึน้มา 
โดยถา้อยากไดอ้ินเวอรส์ของฟังกช์นัไหน เราจะเติม arc เขา้ไปขา้งหนา้ เช่น  arcsin ,  arccos , arctan  เป็นตน้ 

หลกัทั่วๆไปในการหาอินเวอรส์ดว้ยฟังกช์นั arc คือ ใหต้อบมมุที่ “เลขนอ้ยที่สดุ” แคม่มุเดียว 
เช่น sin 30°  =  sin 150°  =  

1

2
  แตถ่า้ถาม  arcsin 

1

2
  ใหต้อบ  30° มมุเดยีว 

 sin (−30°)  =  sin 210°  =  −
1

2
  แตถ่า้ถาม  arcsin (−

1

2
)  ใหต้อบ  −30° มมุเดียว  เป็นตน้ 

ดงันัน้ arcsin 
√3

2
  =  60° , 120° arccos 

√3

2
  =  30° , 330° 

  arcsin(−
√3

2
)  =  −60° , 240° , 300° arctan(−1)  =  −45° , 135° , 315° 

  arccot √3  =  30° , 210° arcsec(−2)  =  120°, 240° 

 

โดยเราจะตอ้งจ าวา่ arcsin ,  arctan ,  arccosec จะไดม้มุในชว่ง −90° ถึง 90° 

 arccos ,  arccot ,  arcsec จะไดม้มุในชว่ง      0° ถึง 180° 

หรอืถา้ตอบในหนว่ยเรเดยีน เราจะสรุปโดเมน กบั เรนจ ์ของฟังกช์นัอารค์ ไดด้งันี ้
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

เนื่องจากฟังกช์นัอารค์ เป็นการแปลงยอ้นกลบั  ดงันัน้    arcsin(sin 𝑥)  =  𝑥    และ    sin(arcsin 𝑥)  =  𝑥 
แตต่อ้งอยา่ลมืวา่ ประโยคดงักลา่ว จะเป็นจรงิเฉพาะเมื่อ 𝑥 อยูใ่นขอบเขตของโดเมนกบัเรนจท์ี่ระบใุนตารางเทา่นัน้ 

กลา่วคอื sin(arcsin 𝑥)  =  𝑥  จรงิเฉพาะเมื่อ 𝑥 อยูใ่น “เรนจ”์ ของ sin นั่นคือ เมื่อ 𝑥 ∈ [−1, 1] 

 arcsin(sin 𝑥)  =  𝑥  จรงิเฉพาะเมื่อ 𝑥 อยูใ่น “เรนจ”์ ของ arcsin นั่นคือ เมื่อ 𝑥 ∈ [−
𝜋

2
,

𝜋

2
] 

ดงัจะเห็นไดจ้าก  arcsin (sin 150°)  =  arcsin (
1

2
)  =  30°  ≠  150° 

 
 
 
 
 

 กลุม่ −90° ถึง 90°   กลุม่ 0° ถึง 180° 

 โดเมน เรนจ ์   โดเมน เรนจ ์

arcsin [−1, 1] [−
𝜋

2
,

𝜋

2
]   arccos [−1, 1] [0, 𝜋] 

arctan R (−
𝜋

2
,

𝜋

2
)   arccot R (0, 𝜋) 

arccosec (−∞,−1] ∪ [1, ∞) [−
𝜋

2
, 0) ∪ (0,

𝜋

2
 ]  arcsec (−∞,−1] ∪ [1, ∞) [ 0,

𝜋

2
 ) ∪ ( 

𝜋

2
, 𝜋 ]  

 

30°         
1

2
 

sin 

sin−1  
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และเนื่องจาก  sin(arcsin 𝑥)  =  𝑥    ดงันัน้  arcsin 𝑥  คือ  “มมุที่ sin แลว้ได ้𝑥”  นั่นเอง 
เราสามารถใชส้ามเหลีย่ม แสดง “มมุที่ sin แลว้ได ้𝑥” ไดด้งัรูป 

 
 

จากพีทากอรสั จะได ้AB = √12 − 𝑥2  = √1 − 𝑥2 

 

 
เมื่อรู ้ AB  เราจะสามารถหาฟังกช์นัตรโีกณมติิอื่นๆ ของมมุ  arcsin 𝑥  ได ้
เช่น cos(arcsin 𝑥) = √1 − 𝑥2 tan(arcsin 𝑥) =

𝑥

√1−𝑥2
  เป็นตน้ 

 

ในกรณีที่เป็นฟังกช์นัอารค์ของเลขติดลบ ใหแ้ยกคิดเครือ่งหมาย กบั ตวัเลข 
 ตอนคิดเครือ่งหมาย ใหพ้ิจารณาจตภุาคของฟังกช์นัอารค์เป็นหลกัโดยไมต่อ้งสนใจตวัเลข 

 ตอนคิดตวัเลข ใหเ้ปลีย่นเลขติดลบเป็นเลขบวก แลว้คิดเป็นมมุในจตภุาคที่ 1 ไดเ้ลย 
แลว้จึงเอา เครือ่งหมาย กบั ตวัเลข ท่ีได ้มาแปะติดกนัแลว้ตอบ 

 

ตวัอยา่ง  จงหาคา่ของ  sin (arcsec (−
5

4
)) 

วิธีท า 1.  คิดเครือ่งหมาย ตามจตภุาคกอ่น 

arcsec (−
5

4
) คือมมุที่  sec  แลว้ได ้− 5

4
    →  sec เป็นลบ แปลวา่เป็นมมุใน  Q2 หรอื Q3 

ดงันัน้  sin (arcsec (−
5

4
))  =  sin Q2  →  ไดเ้ครือ่งหมายเป็นบวก 

 

2.  คิดตวัเลข  แบบไมต่อ้งสนใจเครือ่งหมาย 

arcsec 
5

4
  คือมมุที่  sec  แลว้ได ้ 5

4
    →  วาดไดด้งัรูป 

จากพีทากอรสั จะได ้BC = 3 

ดงันัน้  sin (arcsec (−
5

4
))  =  

3

5
 

 

รวมเครือ่งหมายจาก 1. กบัตวัเลขจาก 2.  จะได ้ sin (arcsec (−
5

4
))  =  

3

5
 # 

 

ตวัอยา่ง  จงหาคา่ของ  cosec (arctan (−
4

3
)) 

วิธีท า 1.  คิดเครือ่งหมาย ตามจตภุาคกอ่น 

arctan (−
4

3
)  คือมมุที่  tan แลว้ได ้ − 4

3
    →  tan เป็นลบ แปลวา่เป็นมมุใน  Q2 หรอื Q4 

ดงันัน้  cosec (arctan (−
4

3
))  =  cosec Q4  →  ไดเ้ครือ่งหมายเป็นลบ 

 

2.  คิดตวัเลข  แบบไมต่อ้งสนใจเครือ่งหมาย 

arctan (
4

3
)  คือมมุที่  tan  แลว้ได ้ 4

3
    →  วาดไดด้งัรูป 

จากพีทากอรสั จะได ้AC = 5 

ดงันัน้  cosec (arctan (
4

3
))  =  

5

4
 

 

รวมเครือ่งหมายจาก 1. กบัตวัเลขจาก 2.  จะได ้ cosec (arctan (−
4

3
))  =  −

5

4
 # 

3 
A B 

C 

arctan 
4

3
 

4 

4 A B 

C 

arcsec 
5

4
 

5 

A B 

C 

arcsin 𝑥 

𝑥 
1 
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ตวัอยา่ง  จงหาคา่ของ  sin(2 arctan 2) 
วิธีท า จากสตูร sin มมุ 2 เทา่ จะได ้

sin(2 arctan 2) = 2 sin(arctan 2) cos(arctan 2) 
 = 2 ×

2

√5
×

1

√5
 

 =
4

5
 # 

 

อยา่งไรก็ตาม มีสตูรที่นิยมทอ่งกนั ดงันี ้
1. สตูรอินเวอรส์ 

 
 
 
 

2. สตูรสว่นกลบั 

 
 
 
 
 

3. สตูรคา่ลบ 

 
 
 
 

4. สตูรโคฟังกช์นั 
 
 
 
 

5. สตูรพิทากอรสั 

 
 
 
 

หมายเหต ุ:  สตูรเหลา่นี ้จะเป็นจรงิเมื่อ 𝑥 อยูใ่นโดเมนของฟังกช์นั arc ในสตูรเทา่นัน้ 
 

โจทยอ์ีกประเภท คือ การแกส้มการอารค์ 

สว่นใหญ่วิธีแก ้คือใหใ้สฟั่งกช์นัตรโีกณมิติเขา้ไปทัง้สองขา้ง เพื่อตดัฟังกช์นัอารค์ใหห้ายไป 

และก่อนตอบ ใหต้รวจค าตอบดว้ยเสมอ 
 
 
 
 
 
 
 
 

arccosec(−𝑥) =    − arccosec 𝑥 
arcsec(−𝑥) =  𝜋 − arcsec 𝑥 
arccot(−𝑥) =  𝜋 − arccot 𝑥 

arcsin(−𝑥) =    − arcsin 𝑥 
arccos(−𝑥) =  𝜋 − arccos 𝑥 
arctan(−𝑥) =    − arctan 𝑥 

sin(arccosec 𝑥) = 
1

𝑥
 

cos(arcsec 𝑥) = 
1

𝑥
 

tan(arccot 𝑥) = 
1

𝑥
 

cosec(arcsin 𝑥) = 
1

𝑥
 

sec(arccos 𝑥) = 
1

𝑥
 

cot(arctan 𝑥) = 
1

𝑥
 

sin(arcsin 𝑥) = 𝑥 

cos(arccos 𝑥) = 𝑥 

tan(arctan 𝑥) = 𝑥 

cosec(arccosec 𝑥) = 𝑥 

sec(arcsec 𝑥) = 𝑥 

cot(arccot 𝑥) = 𝑥 

arcsin 𝑥 + arccos 𝑥 = 90° 
arctan 𝑥 + arccot 𝑥 = 90° 
arcsec 𝑥 + arccosec 𝑥 = 90° 

sin(arccos 𝑥) = √1 − 𝑥2 

cos(arcsin 𝑥) = √1 − 𝑥2 

arctan 2 

2 

1 

= √22 + 12  

= √5  

A B 

C 
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ตวัอยา่ง  จงแกส้มการ arcsin 𝑥 = arccos 𝑥 
วิธีท า  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ตรวจค าตอบ: แทน  𝑥 =
√2

2
    จะได ้ arcsin 

√2

2
  =  45°  =  arccos 

√2

2
    จรงิ 

 แทน  𝑥 = −
√2

2
 จะได ้ arcsin (−

√2

2
)  =  −45° 

  แต ่ arccos (−
√2

2
)  =  135°    ดงันัน้ − √2

2
  ไมใ่ช่ค  าตอบ 

ดงันัน้ ค าตอบของขอ้นี ้จึงมเีพียง    𝑥  =  
√2

2
 # 

 

แบบฝึกหดั 
1. จงหาคา่ในแตล่ะขอ้ตอ่ไปนี ้

 1. arcsin 
√2

2
 2. arccos 0 

 
 
 

 3. arctan(−√3) 4. arccosec(−1) 

 
 
 

 5. arccos (−
√2

2
) 6. arcsin (−

√2

2
) 

 
 
 
 

2. จงหาคา่ในแตล่ะขอ้ตอ่ไปนี ้

 1. sin (arcsin
1

3
) 2. cos (arcsin

3

4
) 

 
 
 
 
 

 3. sin (arccos (−
2

3
)) 4. sec (arctan −

3

4
) 

 
 
 
 
 

  arcsin 𝑥 =  arccos 𝑥 

  sin(arcsin 𝑥) =  sin(arccos 𝑥) 

  𝑥 =  √1 − 𝑥2 

  𝑥2 =  1 − 𝑥2 

  2𝑥2 =  1 

  𝑥2 =  
1

2
 

  𝑥 =  ±√
1

2
    = ±

√2

2
 

A B 

C 

arccos 𝑥 
𝑥 

1 
= √1 − 𝑥2 
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 5. sin (arcsin
1

3
+ arccos

1

2
) 6. cot (arccot 2 − arccot 3) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 7. tan (arctan 3 + arctan 2 + arccot 1) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

3. จงแกส้มการตอ่ไปนี ้
 1. arcsin 𝑥  =  −

𝜋

3
 2. sin (2arctan 𝑥)  =  

3

5
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 3. arccos 2𝑥 + arccos 𝑥  =  
𝜋

2
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4. ถา้ 𝑥 เป็นจ านวนจรงิที่มากที่สดุ โดยที่ 0 < 𝑥 < 1  และสอดคลอ้งกบั 

 arctan(1 − 𝑥) + arccot(
1

2𝑥
)  =  2arcsec√1 + 2𝑥(1 − 𝑥)  แลว้ คา่ของ cos 𝜋𝑥 เทา่กบัเทา่ไร 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

5. ก าหนดให ้𝑥 เป็นจ านวนจรงิ  ถา้  arcsin 𝑥 =
𝜋

4
  แลว้คา่ของ  sin (

𝜋

15
+ arccos(𝑥2))  อยูใ่นชว่งใด 

 [PAT 1 (ก.ค. 53)/6] 

 1. (0,
1

2
) 2. (

1

2
,

1

√2
) 3. (

1

√2
,

√3

2
) 4. (

√3

2
, 1) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

6. sin(arctan 2 + arctan 3) เทา่กบัเทา่ใด    [A-NET 49/1-7] 
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7. cot (arccos √
2

3
− arccos

1+√6

2√3
)  มีคา่เทา่กบัเทา่ใด    [PAT 1 (มี.ค. 57)/12] 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

8. คา่ของ  sec2 (2 arctan
1

3
+ arctan

1

7
)  เทา่กบัเทา่ใด    [PAT 1 (ต.ค. 55)/28] 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

9. คา่ของ  sec2(arctan 2) + cosec2(arccot 3) + cosec (2 arccot 2 + arccos
3

5
)  เทา่กบัขอ้ใดตอ่ไปนี ้

 [PAT 1 (ต.ค. 58)/6] 

 1. 335

24
 2. 351

24
 3. 375

24
 4. 385

24
 5. 399

24
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10. ถา้  arcsec 𝑥  =  arcsin
1

√17
− 2 arccos

2

√5
    แลว้  cot (

𝜋

2
+ arcsec 𝑥)  เทา่กบัเทา่ใด 

 [PAT 1 (ต.ค. 55)/10] 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

11. คา่ของ  cot(arccot 7 + arccot 13 + arccot 21 + arccot 31)  เทา่กบัเทา่ใด    [PAT 1 (มี.ค. 54)/7] 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

12. คา่ของ  
tan[arccot 

1

5
 − arccot 

1

3
 + arctan 

7

9
]

sin[arcsin 
5

13
+arcsin 

12

13
]

  เทา่กบัเทา่ใด    [PAT 1 (ต.ค. 53)/31] 
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13. ก าหนดให ้ 𝐴 = arcsin (cos
𝜋

3
)  และ  0 < 𝐵 < 

𝜋

2
 

 sin2 𝐵 + sin2(𝐴 + 𝐵) + sin2(5𝐴 + 𝐵)  ตรงกบัขอ้ใดตอ่ไปนี ้   [PAT 1 (ต.ค. 58)/7] 
 1. 0 2. 1 3. 3

2
− sin 2𝐵 

 4. 3

2
− cos 2𝐵 5. 3

2
− 2 cos 2𝐵 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

14. ก าหนดให ้ 0 < 𝜃 < 15°   คา่ของ  𝑦 = arctan (
3 cos 𝜃

1−3 sin 𝜃
) − arccot (

cos 𝜃

3−sin 𝜃
)  เทา่กบัขอ้ใดตอ่ไปนี ้

 [PAT 1 (เม.ย. 57)/12] 
 1. arctan(cot 𝜃) 2. arctan(tan 𝜃) 3. arctan(sin 𝜃) 4. arctan(cos 𝜃) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

15. ถา้  (sin 𝜃 + cos 𝜃)2 =
3

2
  เมื่อ  0 ≤ 𝜃 ≤

𝜋

4
  แลว้  arccos(tan 3𝜃)  มีคา่เทา่ใด    [PAT 1 (ต.ค. 52)/2-6] 
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16. ถา้ arcsin(5𝑥) + arcsin(𝑥) =
𝜋

2
  แลว้คา่ของ tan(arcsin 𝑥) เทา่กบัเทา่ใด    [PAT 1 (ก.ค. 52)/13] 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

17. ก าหนดให ้ 0 < 𝜃 < 
𝜋

2
  โดยที่  𝜃 = arctan (

√𝑥+1

1−√𝑥
) − arctan(√𝑥)  เมื่อ  0 < 𝑥 < 1 

 คา่ของ  tan 𝜃 + cot 𝜃  เทา่กบัเทา่ใด    [PAT 1 (มี.ค. 56)/32] 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

18. ถา้ 𝑥 เป็นจ านวนจรงิที่มากสดุ โดยที่  0 < 𝑥 < 1  และสอดคลอ้งกบั 

 arctan(1 − 𝑥) + arccot (
1

2𝑥
) = 2 arcsec √1 + 2𝑥(1 − 𝑥)  แลว้ คา่ของ  cos 𝜋𝑥  เทา่กบัเทา่ใด 

 [PAT 1 (มี.ค. 56)/10] 
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19. ให ้−1 ≤ 𝑥 ≤ 1 เป็นจ านวนจรงิซึง่ arccos 𝑥 − arcsin 𝑥 =
𝜋

2552
 

 แลว้ คา่ของ sin (
𝜋

2552
) เทา่กบัขอ้ใดตอ่ไปนี ้   [PAT 1 (มี.ค. 52)/13] 

 1. 2𝑥 2. 1 − 2𝑥2 3. 2𝑥2 − 1 4. −2𝑥 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

20. ขอ้ใดถกูตอ้งบา้ง    [A-NET 50/1-12] 

 1. tan 14° + tan 76° = 2 cosec 28° 

 2. ถา้ 𝑥 > 0 และ sin(2 arctan 𝑥) =
4

5
 แลว้ 𝑥 ∈ (

1

3
, 3) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

21. ให ้𝐴 เป็นเซตค าตอบของสมการ  arccos(𝑥)  =  arccos(𝑥√3) + arccos(√1 − 𝑥2) 

 และให ้𝐵 เป็นเซตค าตอบของสมการ  arccos(𝑥)  =  arcsin(𝑥) + arcsin(1 − 𝑥) 

 จ านวนสมาชิกของเซต  𝑃(𝐴 − 𝐵)  เทา่กบัเทา่ใด    เมื่อ 𝑃(𝑆) แทนเพาเวอรเ์ซตของเซต 𝑆 

 [PAT 1 (มี.ค. 55)/29] 
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22. ก าหนดให ้ 𝑐  =  arcsin 
3

5
 + arccot 

5

3
 − arctan 

8

19
 

 ถา้ 𝐴 เป็นเซตค าตอบของสมการ  arccot 
1

2𝑥
 + arccot 

1

3𝑥
  =  𝑐  จงหาผลคณูของสมาชิกใน 𝐴 

 [PAT 1 (ธ.ค. 54)/16] 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

23. ให ้𝛼 และ 𝛽 เป็นมมุแหลมของรูปสามเหลีย่มมมุฉาก โดยที่ tan 𝛼 =
𝑎

𝑏
 

 ถา้ cos (arcsin (
𝑎

√𝑎2+𝑏2
)) + sin (arccos (

𝑎

√𝑎2+𝑏2
)) = 1    แลว้ sin 𝛽 มีคา่เทา่กบัเทา่ใด 

 [PAT 1 (มี.ค. 53)/29] 
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การน าไปใชก้บัสามเหลีย่ม 

 
ในเลขพืน้ฐาน เราไดเ้รยีนวธีิน าความรูใ้นเรือ่งอตัราสว่นตรโีกณมติิไปใชห้าความยาวดา้นของสามเหลีย่มมมุฉากมาแลว้ 

ในเรือ่งนี ้เราจะไดเ้รยีนกฎเก่ียวกบัสามเหลีย่มเพิ่มอกี 2 กฎ คือ กฎของ cos และ กฎของ sin 

ซึง่ 2 กฎนีจ้ะสามารถน าไปใชก้บัสามเหลีย่มอะไรก็ได ้ไมต่อ้งจ าเป็นตอ้งเป็นสามเหลีย่มมมุฉากเหมือนเมื่อก่อน 
 

กฎของ cos 

 
 
 
 
 
 
 

กฎของ sin 

 
 
 
 
 
 
 
 

ตวัอยา่ง  จากรูป จงหา AB 

 
 
 
 

วิธีท า จากกฎของ cos จะได ้ AB2 =  52 + 62 − 2(5)(6) cos 60° 

 =  25 + 36 − 2(5)(6) (
1

2
)    =  31 

ดงันัน้  AB  =  √31 # 

 

ตวัอยา่ง สามเหลีย่ม ABC  มีดา้นทัง้สาม ยาว 3, 5 และ 7 หนว่ย ตามล าดบั จงหาวา่สามเหลีย่ม ABC เป็นสามเหลีย่ม
มมุแหลม, สามเหลีย่มมมุฉาก หรอื สามเหลีย่มมมุปา้น 

วิธีท า ถา้อยากจะรูว้า่เป็นสามเหลีย่มแบบไหน ตอ้งหาวา่มมุทีใ่หญ่ที่สดุของสามเหลีย่ม 
เป็นมมุแหลม มมุฉาก หรอืมมุปา้น 
มมุที่ใหญ่ที่สดุของสามเหลีย่ม ก็คือมมุที่อยูต่รงขา้มดา้นท่ียาวที่สดุนั่นเอง 

เนื่องจาก cos มมุแหลมเป็นบวก  cos มมุฉากเป็นศนูย ์และ cos มมุปา้นเป็นลบ 

เราจะใชก้ฎของ cos เพื่อหาเครือ่งหมายของ cos 𝑥 

 72 = 52 + 32 − 2(3)(5) cos 𝑥 
 2(3)(5) cos 𝑥 = 25 + 9 − 49 

 cos 𝑥 = −
15

60
= −

1

4
 

จะเห็นวา่ cos 𝑥 เป็นลบ ดงันัน้ 𝑥 เป็นมมุปา้น นั่นคือสามเหลีย่ม ABC เป็นสามเหลีย่มมมุปา้นนั่นเอง # 

𝑅 

𝑎 

A B 

C 

𝑏 

𝑐 

𝑎 

A B 

C 

𝑏 

𝑐 

3 

5 

7 

𝑥 

𝑎2  =  𝑏2 + 𝑐2 − 2𝑏𝑐 cos A  
𝑏2  =  𝑎2 + 𝑐2 − 2𝑎𝑐 cos B  
𝑐2  =  𝑎2 + 𝑏2 − 2𝑎𝑏 cos C  

𝑎

sin A
  =  

𝑏

sin B
  =  

𝑐

sin C
 (= 2R) 

60° 

A B 

C 

5 6 
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ตวัอยา่ง  จากรูป ถา้ sin 𝐴 =
1

3
 และก าหนดให ้B เป็นมมุปา้น จงหา cos B 

 
 
 
 
 

วิธีท า ขอ้นี ้ไมรู่ค้วามยาว AB จะใชย้งัไมส่ามารถใชก้ฎของ cos เพื่อหา cos B ได ้
แตจ่ะเห็นวา่ใชก้ฎของ sin เพื่อหา sin B ก่อนได ้ดงันี ้
 

3

sin A
 =

6

sin B
 

 sin B =
6

3
× sin A =

6

3
×

1

3
=

2

3
 

แตจ่ากเอกลกัษณ ์sin2 B + cos2 B = 1 

จะได ้cos B = ±√1 − sin2 B = ±√1 − (
2

3
)

2
= ±√1 −

4

9
= ±

√5

3
 

แตโ่จทยบ์อกวา่มมุ B เป็นมมุปา้น ดงันัน้ cos ตอ้งเป็นลบ ดงันัน้ cos B = −
√5

3
 # 

 
 

แบบฝึกหดั 

1. จากรูป จงหาคา่ 𝑥 
 1.  2.  
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 3.  4.  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 5.   
 
 
 
 
 
 
 

3 
6 

A B 

C 

120° 3 

7 

60° 
4 

5 

𝑥  

𝑥  

30° 

4 

𝑥  

45° 

3 

45° 

75° 

𝑥  

7 

5 

𝑥  

√39  
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2. ก าหนดสามเหลีย่ม ABC  มี  Â = 30°  และ  Ĉ = 105°  จงหาคา่ของ  AC

BC
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

3. ก าหนดให ้ABC เป็นรูปสามเหลีย่มที่มีมมุ A เทา่กบั 60°,    BC = √6  และ  AC = 1 

 คา่ของ cos(2B) เทา่กบัเทา่ใด    [PAT 1 (มี.ค. 52)/12] 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

4. ให ้ABC เป็นรูปสามเหลีย่ม โดยมี 𝑎, 𝑏 และ 𝑐 เป็นความยาวของดา้นตรงขา้มมมุ A มมุ B และ มมุ C ตามล าดบั 

 ถา้มมุ C เทา่กบั 60°    𝑏 = 5   และ   𝑎 − 𝑐 = 2 

 แลว้ความยาวของเสน้รอบรูปสามเหลีย่ม ABC เทา่กบัเทา่ใด    [PAT 1 (มี.ค. 55)/6] 
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5. ก าหนดให ้ ABC เป็นรูปสามเหลีย่มใดๆ ถา้ดา้นตรงขา้มมมุ A ยาว 14 หนว่ย ความยาวของเสน้รอบรูปสามเหลีย่ม
เทา่กบั 30 หนว่ยและ 3 sin 𝐵 = 5 sin 𝐶  แลว้  sin 2𝐴  เทา่กบัเทา่ใด    [PAT 1 (มี.ค. 56)/16] 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

6. ก าหนดให ้ABC เป็นรูปสามเหลีย่มที่มีมมุ B และมมุ C เป็นมมุแหลม  โดยที่  25 cos B − 13 cos C = 15 , 
 65(cos B + cos C) = 77  และดา้นตรงขา้มมมุ C ยาว 20 หนว่ย  ความยาวของเสน้รอบรูปสามเหลีย่ม ABC 

 เทา่กบัเทา่ใด    [PAT 1 (เม.ย. 57)/32] 
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7. ก าหนดให ้𝐴𝐵𝐶 เป็นรูปสามเหลีย่มโดยมีความยาวของดา้นตรงขา้มมมุ 𝐴  มมุ 𝐵  และมมุ 𝐶 เทา่กบั 𝑎 หนว่ย 
𝑏 หนว่ย และ 𝑐 หนว่ย ตามล าดบั  สมมตุิวา่มมุ 𝐴 มีขนาดเป็นสามเทา่ของมมุ 𝐵  และ  𝑎 = 2𝑏 

 ขอ้ใดตอ่ไปนีถ้กูตอ้งบา้ง    [PAT 1 (พ.ย. 57)/3] 
 1. 𝐴𝐵𝐶 เป็นรูปสามเหลีย่มมมุฉาก 

 2. ถา้  𝑎 = 𝑘𝑐  แลว้  𝑘 สอดคลอ้งกบั  3𝑥3 − 9𝑥2 − 𝑥 + 3 = 0 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

8. ก าหนดให ้ ABC  เป็นรูปสามเหลีย่มใดๆ โดยที่มีความยาวของดา้นตรงขา้มมมุ A  มมุ B  และมมุ C  เทา่กบั 𝑎 
หนว่ย  𝑏 หนว่ย  และ 𝑐 หนว่ย ตามล าดบั    ถา้มมุ A มีขนาดมากกวา่ 90°  มมุ B มีขนาด 45° 

และ  √2𝑐 = (√3 − 1)𝑎    แลว้  cos2(A − B − C) + cos2 B + cos2 C  เทา่กบัเทา่ใด 

 [PAT 1 (มี.ค. 57)/33] 
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9. ก าหนดให ้ ABC  เป็นรูปสามเหลีย่มใดๆ  ถา้  𝑎, 𝑏 และ 𝑐  เป็นความยาวดา้นของดา้นตรงขา้มมมุ A  มมุ B  และ 

มมุ C  ตามล าดบั โดยที่  1

𝑎+𝑐
+

1

𝑏+𝑐
 = 

3

𝑎+𝑏+𝑐
  แลว้  sin C  เทา่กบัเทา่ใด    [PAT 1 (ต.ค. 55)/16] 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

10. ก าหนดให ้ABC เป็นรูปสามเหลีย่มซึง่มีดา้นตรงขา้มมมุ A, B, C ยาว 2𝑎,  3𝑎,  4𝑎 ตามล าดบั ถา้ sin A = 𝑘 แลว้ 

 cot B + cot C มีคา่เทา่กบัขอ้ใดตอ่ไปนี ้   [A-NET 50/1-13] 

 1. 1

6𝑘
 2. 𝑘

6
 3. 1

3𝑘
 4. 𝑘

3
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

11. ให ้ ABC  เป็นรูปสามเหลีย่ม ดงัรูป 
 
 
 
 
 
 
 

 ถา้มมุ  AB̂C = 30°    BÂC = 135°  และ AD และ AE แบง่มมุ BÂC  ออกเป็น 3 สว่นเทา่ๆกนั 

 แลว้  EC

BC
  มีคา่เทา่ใด    [PAT 1 (ต.ค. 53)/7] 

 
 
 
 
 
 
 
 

A 

B D E C 
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12. ก าหนดให ้ABC เป็นรูปสามเหลีย่มและ D เป็นจดุกึ่งกลางดา้น BC 

 ถา้ AB = 4 หนว่ย,  AC = 3 หนว่ย และ AD = 
5

2
 หนว่ย แลว้ดา้น BC ยาวเทา่กบัเทา่ใด 

 [PAT 1 (ก.ค. 52)/12] 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

13. ก าหนดให ้ ABC  เป็นรูปสามเหลีย่มที่มีดา้น AB ยาว √2 หนว่ย 

 ถา้ BC3 + AC3 = 2BC + 2AC  แลว้  cot C  มีคา่เทา่กบัเทา่ใด    [PAT 1 (ต.ค. 52)/1-7] 
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14. ในรูปสามเหลีย่ม ABC ใดๆ  ถา้ 𝑎, 𝑏 และ 𝑐 เป็นความยาวของดา้นตรงขา้มมมุ A  มมุ B  และ มมุ C ตามล าดบั 

 แลว้  1
𝑎

cos A +
1

𝑏
cos B +

1

𝑐
cos C  เทา่กบัขอ้ใดตอ่ไปนี ้   [PAT 1 (ก.ค. 53)/7] 

 1. 𝑎2+𝑏2+𝑐2

2𝑎𝑏𝑐
 2. (𝑎+𝑏+𝑐)2

𝑎𝑏𝑐
 3. (𝑎+𝑏+𝑐)2

2𝑎𝑏𝑐
 4. 𝑎2+𝑏2+𝑐2

𝑎𝑏𝑐
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

15. ให ้A, B และ C เป็นจดุยอดของรูปสามเหลีย่ม ABC และ Â < B̂ < Ĉ 

 โดยที่ tan A  tan B  tan C = 3 + 2√3 และ tan B + tan C = 2 + 2√3 

 ขอ้ใดถกูตอ้งบา้ง    [A-NET 51/1-16] 

 1. tan C = 2 + √3 

 2. Ĉ =
5𝜋

12
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16. ก าหนดใหรู้ปสามเหลีย่ม ABC มีดา้นตรงขา้มมมุ A, B, C ยาว 𝑎, 𝑏, 𝑐 ตามล าดบั 

 และ  (sin A − sin B + sin C)(sin A + sin B + sin C)  =  3 sin A sin C 

 จงหาคา่ของ  √3 cosec2 B + 3 sec2 B    [PAT 1 (ธ.ค. 54)/43] 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 

17. ก าหนดให ้ 𝐴𝐵𝐶  เป็นรูปสามเหลีย่มใดๆ มีความยาวตรงขา้มมมุ 𝐴 , 𝐵 และ 𝐶  เป็น 𝑎 , 𝑏 และ 𝑐 หนว่ยตามล าดบั 

 ถา้  𝑎2 + 𝑏2 = 31𝑐2  แลว้คา่ของ  3 tan 𝐶 (cot 𝐴 + cot 𝐵)  เทา่กบัเทา่ใด    [PAT 1 (มี.ค. 54)/32] 
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18. ก าหนด 𝐴𝐵𝐶 เป็นรูปสามเหลีย่ม โดยที่ จดุยอด 𝐴 จดุยอด 𝐵 และจดุยอด 𝐶 อยูบ่นเสน้รอบวงของวงกลมวงหนึง่ มี
รศัมีเทา่กบั 𝑅 หนว่ย  ถา้ความยาวของดา้นตรงขา้มมมุ 𝐴 และมมุ 𝐵 เทา่กบั 𝑎 และ 𝑏 หนว่ยตามล าดบั 

มมุ 𝐴�̂�𝐶 เทา่กบั 18°  และมมุ 𝐴�̂�𝐵 เทา่กบั 36°  แลว้คา่ของ  𝑎 − 𝑏 เทา่กบัขอ้ใดตอ่ไปนี ้
[PAT 1 (มี.ค. 58)/7] 

 1. 𝑅 2. 1

2
𝑅 3. 1

4
𝑅 4. 1

16
𝑅 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

19. ก าหนดให ้ABC เป็นรูปสามเหลีย่ม โดยที่มีความยาวของดา้นตรงขา้มมมุ A  มมุ B  มมุ C เทา่กบั 𝑎 หนว่ย  𝑏 หนว่ย 
และ 𝑐 หนว่ย ตามล าดบั และมมุ A มีขนาดเป็นสองเทา่ของมมุ B  ขอ้ใดตอ่ไปนีถ้กูตอ้ง    [PAT 1 (เม.ย. 57)/11] 

 1. 𝑐2 = 𝑎2 + 𝑎𝑏 2. 𝑐2 = 𝑏2 + 𝑎𝑏 3. 𝑎2 = 𝑏2 + 𝑏𝑐 4. 𝑎2 = 𝑐2 + 𝑏𝑐 
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การวดัมมุในหนว่ยเรเดียน 

 

1. 1. (0, 1) 2. (−1, 0) 3. (−1, 0) 4. ( 
1

2
 , 

√3

2
 ) 

 5. (0, 1) 6. ( 
√2

2
 , 

√2

2
 ) 7. (−

1

2
 , 

√3

2
 ) 8. ( 

1

2
 , −

√3

2
 ) 

 9. (0, −1) 10. (−
√3

2
 , −

1

2
 ) 11. (−

√2

2
 , 

√2

2
 ) 12. ( 

√3

2
 , 

1

2
 ) 

 13. ( 
1

2
 , −

√3

2
 ) 14. (−

√3

2
 , −

1

2
 ) 15. (0, −1) 16. ( 

1

2
 , −

√3

2
 ) 

 

ฟังกช์นัตรโีกณมิต ิ

 

1. 1. 1 2. −1 3. √3 4. √2 

 5. 2 6. 1

√3
 7. −

1

2
 8. 1 

 9. −
1

2
 10. 4

3
 11. หาไมไ่ด ้ 12. 1

3
 

 

การวดัมมุในหนว่ยองศา 

 

1. 1. 420° 2. 144° 3. 18180° 4. −450° 

2. 1. 5𝜋

6
 2. 𝜋 3. 2𝜋

9
 4. −15𝜋 

3. 1. 1

2
 2. −

√3

2
 3. −√3 4. หาคา่ไมไ่ด ้

 

การแปลงมมุเป็นรูปอยา่งง่าย 

 

1. 1. sin 𝜃 2. − cos 𝜃 3. tan 𝜃 4. − cos 𝜃 

 5. cosec 𝜃 6. cos 𝜃 7. − tan 𝜃 8. − sec 𝜃 

 9. − cosec 𝜃 10. − tan 𝜃 11. sec 𝜃 12. sec 𝜃 

 13. − cot 𝜃 14. cot 𝜃 15. sin 𝜃 16. − sin 𝜃 

 17. − cosec 𝜃 18. cos 𝜃 19. tan 𝜃 20. − cosec 𝜃 

 21. − sin 𝜃 22. − tan 𝜃 23. sin 80° 24. − cos 40° 

 25. − tan 15° 26. − sec 10° 27. − cosec 55° 28. − cot 70° 

2. 1. 0 2. 0 

 

3. 0 

สงัเกตวุา่ cos 20°  =  − cos 160°  ดงันัน้  cos3 20° = − cos3 160° 

 cos 40°  =  − cos 140°  ดงันัน้  cos3 40° = − cos3 140° 

 cos 60°  =  − cos 120°  ดงันัน้  cos3 60° = − cos3 120° 

 cos 80°  =  − cos 100°  ดงันัน้  cos3 80° = − cos3 100° 

จะเห็นวา่ ผลบวกที่โจทยถ์าม จะหกักนัไดเ้ป็นคู่ๆ  
ดงันัน้  cos3 20° + cos3 40° + cos3 60° + … + cos3 160° = 0 # 
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ตาราง 
 

1. 1. 0.1880 2. 0.4643 3. 0.6009 4. 0.0904 

 5. 2.77995 6. 1.5052 7. −0.3719 8. −0.7623 

 9. 0.3706 10. 1.9511 11. −68.7501 12. 1.5398 

 

กราฟฟังกช์นัตรโีกณมิต ิ

 

1. 1. 1 2. 1 3. 0.05 4. 3

4
 

2. 1. 2𝜋 2. 2𝜋 3. 𝜋

2
 4. 1 

 5. 2𝜋

3
 6. 1

600
 

3. 𝑦 = 5 ,  𝑥 = 𝜋 4. 𝑦 = −3 ,  𝑡 = 𝜋, 3𝜋 

 

ทบทวนสตูรเกา่ 

 

1. 1. 1 2. √3

2
 3. 1 4. 1

√3
 

 5. 1 6. 1 7. −1 8. −1 

 9. 1 

 

2. LHS = 
1+sin 𝐴+1−sin 𝐴

1−sin2 𝐴
 = 

2

cos2 𝐴
 = 

2(cos2 𝐴+sin2 𝐴)

cos2 𝐴
 = 

2 cos2 𝐴

cos2 𝐴
+

2 sin2 𝐴

cos2 𝐴
 = RHS 

 

3. 19 

=  4(1 − cos2 𝜃) + 11 cos 𝜃 − 1  →  0 = 4 cos2 𝜃 − 11 cos 𝜃 − 3 = (4 cos 𝜃 + 1)(cos 𝜃 − 3)  
จะได ้ cos 𝜃 = −

1

4
 , 3  →  วาดสามเหลีย่ม ได ้ ชิด = −1, ฉาก = 4  →  ขา้ม = ±√15 

ดงันัน้  cot2 (𝜃 +
𝜋

2
) + sec(𝜃 − 3𝜋) = tan2 𝜃 − sec 𝜃 = (±

√15

1
)

2

− (−4) = 19 

 

4. 0 5. 181 6. 373 

 

สตูรผลบวกผลตา่งมมุ 

 

1. 1. −
7

25
 2. −1 3. 24

25
 4. 0 

2. 1. 17

6
 2. 1

18
 3. 6

17
 4. 18 

3. 1. √6−√2

4
 2. √6−√2

4
 3. √6+√2

4
 4. √6+√2

4
 

 5. −2 − √3 6. 2 + √3 

4. 1. cos 𝜃 2. −cos 𝜃 3. sin 𝜃 4. sin 𝜃 

 5. −tan 𝜃 6. −tan 𝜃 

5. 1. √2

2
 2. √2

2
 3. 1

2
 4. 1

2
 

 5. 1

2
 6. √6

2
 7. √2 8. 1 
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 9. 1 10. 2 11. −2 12. 2 

6. 125 7. 16

65
 8. 2 9. 222 

 

สตูรมมุสองเทา่ สามเทา่ ครึง่เทา่ 

 

1. 1. −
4

5
 2. −

24

25
 3. −

7

25
 4. 336

625
 

2. 1. 1

2
 2. √2

4
 3. 1

4
 4. 1

4
 

 5. 1

2
 6. 4 7. 2 8. 1

2
 

3. 1. 4

5
 2. −

3

5
 3. −

4

3
 4. −

3

4
 

4. 1. 117

125
 2. 44

125
 3. 117

44
 4. 44

117
 

5. √6−√2

4
 6. 15

16
 7.  8.  

9.  10. 6 11. 2 12. 4

9
 

13. 2 − 2√2 14. 2 15. 1 16. 4 

17. 1 18. 681 19. 25

126
 

 

20. 1 

สมมติให ้       sec 1° − tan 1° >    sec 2° − tan 2° 

           1

cos 1°
−

sin 1°

cos 1°
 >     

1

cos 2°
−

sin 2°

cos 2°
 

                 1−sin 1°

cos 1°
 >         

1−sin 2°

cos 2°
 

     cos 2° − sin 1° cos 2° >   cos 1° − sin 2° cos 1° 
 sin 2° cos 1° – sin 1° cos 2° >   cos 1° − cos 2° 

                sin (2 − 1)° >   cos 1° − cos 2° 

                     cos 2° >   cos 1° − sin 1° 

                     cos2 2° >   cos2 1° + sin2 1° − 2 sin 1° cos 1° 

                  1 − sin2 2° >   1 − sin 2° 

                       sin 2° >   sin2 2° 

เนื่องจาก  sin 2° < 1  ยิ่งยกก าลงั จะยิ่งนอ้ย  ดงันัน้  sin 2° >  sin2 2°  จึงถกูตอ้ง   ดงันัน้  𝑎 > 𝑏 

ถดัมา เราจะตรวจสอบวา่  𝑎  มากกวา่ 1 หรอืไม ่

สมมติให ้         sec 1° − tan 1° >    1 

                 1−sin 1°

cos 1°
 >    1 

              1 − sin 1° >   cos 1° 

              1 >   sin 1° + cos 1° 

              1 >   sin2 1° + cos2 1° + 2 sin 1° cos 1° 

               0 >                                         2 sin 1° cos 1° 

เนื่องจาก  0  <  2 sin 1° cos 1°  ดงันัน้ที่สมมตไิมถ่กูตอ้ง ดงันัน้  𝑎 < 1  ยิ่งถอดรูทจะยิ่งมาก  ดงันัน้  √𝑎  >  𝑎 

และเนื่องจาก  𝑎  >  𝑏  ดงันัน้  √𝑎  >  √𝑏    ดงันัน้  √𝑎  มากที่สดุ 
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21. 27.25 22. 3 
 

23. 8 

จาก  sin2 𝜃 + cos2 𝜃 = 1  ได ้ sin4 𝜃 + cos4 𝜃 = 1 − 2 sin2 𝜃 cos2 𝜃 

จะได ้LHS =  sin4 𝜃+cos4 𝜃+cos2 𝜃+sin2 𝜃

sin2 𝜃 cos2 𝜃
 = 

2−2 sin2 𝜃 cos2 𝜃

sin2 𝜃 cos2 𝜃
 = 

4−sin2 2𝜃

sin2 2𝜃
 = 7 

แกส้มการ ได ้ sin2 2𝜃 = 
8

9
  ได ้ cos2 2𝜃 = 

1

9
  →  tan2 2𝜃 = 8 

 

24. 178 25. 1, 2 
 

สตูรแปลงผลคณูกบัผลบวกลบ 

 

1. 1. 1

2
 2. 1

4
 3. sin 2𝜃+sin 𝜃

2
 4. −

1

2
 

 5. 1

8
 6. √3

8
 

2. 1. √6

2
 2. −

√2

2
 3. 0 4. 0 

 5. √3 6. 0 

 

3. 3.5 

สงัเกตวา่ cos 20°  =  − cos 160°  ดงันัน้  cos2 20° = cos2 160° 

 cos 40°  =  − cos 140°  ดงันัน้  cos2 40° = cos2 140° 

 cos 60°  =  − cos 120°  ดงันัน้  cos2 60° = cos2 120° 

 cos 80°  =  − cos 100°  ดงันัน้  cos2 80° = cos2 100° 

ดงันัน้ ผลบวก =  2(cos2 20° + cos2 40° + cos2 60° + cos2 80°) 

 =  2(cos2 20° + cos2 40° +       
1

4
         + cos2 80°) 

 =  
1

2
 + 2(cos2 20° + cos2 40° + cos2 80°) 

 =  
1

2
+ 2 (

1+cos 40°

2
+

1+cos 80°

2
+

1+cos 160°

2
) 

 =  
1

2
+ 3 + cos 40° + cos 80° + cos 160° 

 =  
1

2
+ 3 + 2 cos 60° cos 20° + cos 160° 

 =  
1

2
+ 3 +           cos 20°        + cos 160° 

 =  
1

2
 + 3  +                           0                               =  3.5 

4. 1 5. 6 6. 2 7. 1, 2 

8. 55 9. 60 10. 3

4
 11. 2

3
 

 

12. −
1

2
 

= 2 cos 108° cos 36°  = 2 sin 18° cos 36°  = 
2 sin 18° cos 18° cos 36°

cos 18°
  = 

sin 36° cos 36°

cos 18°
  = 

sin 72°

2 cos 18°
  = 

1

2
 

 

13. 2 14. 8 15. 1

2
 16. 2 
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สมการตรโีกณมติ ิ

 

1. 1. 30° , 150° 2. 60° , 300° 3. 45° , 225° 4. 150° , 330° 

2. 1. 𝑛𝜋 + (−1)𝑛 (
𝜋

4
) 2. 2𝑛𝜋 ±

2𝜋

3
 3. 𝑛𝜋 +

𝜋

3
 4. 𝑛𝜋 + (−1)𝑛 (−

𝜋

6
)

 5. 2𝑛𝜋 ±
𝜋

2
  หรอื  𝑛𝜋 + (−1)𝑛 (

𝜋

6
)  

3. 1. 30°, 150°, 210° 2. 180° 3. 0°, 90°, 180°, 270° 

 

4. 2√3 

sin 𝐴 − sin 2𝐴 + sin 3𝐴  =  (sin 𝐴 + sin 3𝐴) − sin 2𝐴  =  2 sin 2𝐴 cos 𝐴 − sin 2𝐴  
=  (2 cos 𝐴 − 1)(sin 2𝐴)  =  0  →  cos 𝐴 = 

1

2
  หรอื  sin 2𝐴 = 0  →  𝐴 = 60°, 0°, 90° 

tan 𝐴 − tan 2𝐴 + tan 3𝐴 = √3 − (−√3) + 0 = 2√3 

 

5. 2 

ตอ้งแกส้มการ  cot 2𝑥 = cot 𝑥  จาก  cot 𝐴 = cot 𝐵 เมือ่  𝐴 = 𝑛𝜋 + 𝐵  จะได ้ 2𝑥 = 𝑛𝜋 + 𝑥  →  𝑥 = 𝑛𝜋 

แต ่ cot 𝑛𝜋 จะหาคา่ไมไ่ด ้ดงันัน้ ขอ้ 1 เท็จ 

sin4 𝑥 + cos4 𝑥 = (sin2 𝑥 + cos2 𝑥)2 − 2 sin2 𝑥 cos2 𝑥 = 1 −
1

2
(2 sin 𝑥 cos 𝑥)2  

= 1 −
1

2
sin2 2𝑥  →  2 จรงิ 

 

6. 1.5 

แกส้มการได ้cos 𝑥 = −
1

2
  →  𝑥 = 120°, 240° 

ทัง้สองมมุ จะได ้ sec 3𝑥 − cos 2𝑥  =  1 − (−
1

2
)  =  

3

2
  เทา่กนั  ดงันีน้  𝐵 = {

3

2
}  →  ผลบวกสมาชิก = 1.5 

 

7. 153 8. 3 9. 20 

10. 1 

 

11. 2𝑛𝜋 +
𝜋

2
 

4 sin 𝑥

1+2 cos 2𝑥
 = 

4 sin 𝑥

3−4 sin2 𝑥
  = 

4 sin2 𝑥

sin 3𝑥
  ท าแบบเดยีวกนัท่ีสองตวัที่เหลอื ได ้ 12 sin2 3𝑥

sin 9𝑥
  กบั  36 sin2 9𝑥

sin 27𝑥
 

ยา้ย  36 sin2 9𝑥

sin 27𝑥
  ไปลบกบั  27

sin 27𝑥
  ทางขวา ได ้ 27−36 sin2 9𝑥

sin 27𝑥
 = 

9(3−4 sin2 9𝑥)

sin 27𝑥
 = 

9 sin 27𝑥 

(sin 27𝑥)(sin 9𝑥)
 = 

9

sin 9𝑥
 

ยา้ย  12 sin2 3𝑥

sin 9𝑥
  ไปลบกบั  9

sin 9𝑥
  ที่เหลอื แบบเดียวกนั ได ้ 3(3−4 sin2 3𝑥)

sin 9𝑥
 = 

3

sin 3𝑥
 

ยา้ย  4 sin2 𝑥

sin 3𝑥
  ไปลบกบั  3

sin 3𝑥
  ที่เหลอื แบบเดียวกนั ได ้ 3−4 sin2 3𝑥

sin 3𝑥
 = 

1

sin 𝑥
 

ดงันัน้ สดุทา้ยเหลอื  0 = 
1

sin 𝑥
− 1  →  sin 𝑥 = 1  →  𝑥 = 2𝑛𝜋 +

𝜋

2
 

 

ฟังกช์นัอารค์ 

 

1. 1. 45° 2. 90° 3. −60° 4. −90° 

 5. 135° 6. −45° 

2. 1. 1

3
 2. √7

4
 3. √5

3
 4. 5

4
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 5. 1+2√6

6
 6. 7 7. 0 

3. 1. −
√3

2
 2. 1

3
 , 3 3. √5

5
 

 

4. 1

2
 

วาดสามเหลีย่มจะได ้ tan(arccot (
1

2𝑥
) ) = 2𝑥  และ  tan(arcsec√1 + 2𝑥(1 − 𝑥)) = √2𝑥(1 − 𝑥) 

ใส ่tan ตลอด ได ้ 1−𝑥+2𝑥

1−(1−𝑥)(2𝑥)
  =  

2√2𝑥(1−𝑥)

1−2𝑥(1−𝑥)
  ตดัสว่นทัง้สองขา้ง  เหลอื  1 + 𝑥 = 2√2𝑥(1 − 𝑥) 

ยกก าลงัสอง ได ้ 1 + 2𝑥 + 𝑥2 = 8𝑥 − 8𝑥2  →  9𝑥2 − 6𝑥 + 1 = 0  →  𝑥 = 
1

3
  →  cos 𝜋𝑥 = 

1

2
 

 

5. 4 6. 1

√2
 7. √3 8. 2 

9. 4 10. 13

16
 11. 13

4
 12. 1 

13. 4 14. 2 15. 0 16. 1

5
 

17. 2 18. 1

2
 19. 2 20. 1, 2 

21. 1 22. 1

6
 23. 0.5 

 

การน าไปใชก้บัสามเหลีย่ม 

 

1. 1. √21 2. 5 3. 60° 4. 4√2 

 5. 3√6

2
 

2. √2 3. 3

4
 4. 45 5. −

√3

2
 

6. 54 7. 1 8. 2 9. √3

2
 

10. 3 11. 1

√3
 12. 5 13. 1

√3
 

14. 1 15. 1, 2 16. 4 17. 0.2 

18. 1 19. 3 
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