
 
 
  ล ำดบัอนนัต ์และ

อนุกรมอนนัต ์

13 Oct 2020 



สารบัญ 

 

ทบทวนล ำดบัเลขคณิต ............................................................................................................................................................ 1 

ทบทวนล ำดบัเรขำคณิต ........................................................................................................................................................... 3 

ทบทวนล ำดบัเวียนเกิด............................................................................................................................................................. 5 

ล ำดบัพหนุำม ........................................................................................................................................................................... 6 

ลมิิตของล ำดบั .......................................................................................................................................................................... 8 

กำรหำลมิติในรูปเศษสว่น ..................................................................................................................................................... 12 

กำรหำผลบวกอนกุรมดว้ยซิกมำ ........................................................................................................................................... 18 

ทบทวนอนกุรมเลขคณิต ....................................................................................................................................................... 26 

ทบทวนอนกุรมเรขำคณิต ...................................................................................................................................................... 29 

อนกุรมเรขำคณิตดดัแปลง .................................................................................................................................................... 31 

อนกุรมเทเลสโคปิค ............................................................................................................................................................... 34 

อนกุรมอนนัต ์......................................................................................................................................................................... 40 

อนกุรมเรขำคณิตอนนัต ์........................................................................................................................................................ 45 

 
 
 



 ล ำดบัอนนัต ์และอนกุรมอนนัต ์ 1 

ทบทวนล ำดบัเลขคณิต 

 
ล ำดบัเลขคณิต คือ ล ำดบัท่ีเพิม่หรอืลดอยำ่งคงที่ โดยกำรบวก 

เรำเรยีกคำ่คงที่ ที่น  ำมำบวก วำ่ “ผลตำ่งรว่ม” ซึง่แทนดว้ยสญัลกัษณ ์ 𝑑 
เช่น 5 , 8 , 11 , 14 →  𝑑 = 3  1 , 3 , 5 , 7 →  𝑑 = 2 

  5 , 3 , 1 , −1 →  𝑑 = −2  5 , 5 , 5 , 5 →  𝑑 = 0 

  1 ,  
3

2
 ,  2 ,  

5

2
 →  𝑑 = 

1

2
 

 

จะเห็นวำ่ ถำ้เอำสองพจนท์ี่อยูต่ดิกนัในล ำดบัเลขคณิต มำลบกนั  (พจนข์วำ ลบ พจนซ์ำ้ย)  จะไดผ้ลลพัธเ์ทำ่กบั  𝑑  เสมอ 
เช่น  ล  ำดบัเลขคณิต  5 , 8 , 11 , 14 , …  จะเห็นวำ่    8 − 5  =  11 − 8  =  14 − 11  =  3  =  𝑑 

 

สตูรพจนท์ั่วไปของล ำดบัเลขคณิต คือ 

 

แบบฝึกหดั 

1. ก ำหนดให ้4 พจนแ์รกของล ำดบัเลขคณิต คือ  2𝑎 + 1 ,  2𝑏 − 1 ,  3𝑏 − 𝑎  และ  𝑎 + 3𝑏  เมื่อ  𝑎 และ 𝑏 เป็น
จ ำนวนจรงิ    พจนท์ี่ 1000 ของล ำดบัเลขคณิตนีเ้ทำ่กบัเทำ่ใด    [PAT 1 (มี.ค. 54)/17] 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

2. จ ำนวนเตม็ที่มีคำ่ตัง้แต ่100 ถึง 999 ที่หำรดว้ย 2 ลงตวั แตห่ำรดว้ย 3 ไมล่งตวั มจี ำนวนเทำ่กบัเทำ่ใด 

 [PAT 1 (ก.ค. 52)/36] 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

𝑎𝑛 = 𝑎1 + (𝑛 − 1)𝑑 
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3. พิจำรณำกำรจดัเรยีงล ำดบัของจ ำนวน  2, 5, 8, 11, 14, …  ในตำรำงดงัตอ่ไปนี ้
 
 
 
 
 
 
 
 

 จ ำนวน  2012  อยูใ่นหลกัที่เทำ่ใด    [PAT 1 (ก.ค. 53)/50] 

 
 
 
 
 
 
 

4. บทนิยำม  ให ้{𝑎𝑛} เป็นล ำดบัของจ ำนวนจรงิ เรยีกพจน ์𝑎𝑛 วำ่ พจนค์ู ่ถำ้ 𝑛 เป็นจ ำนวนคู ่และ 

  เรยีกพจน ์𝑎𝑛 วำ่ พจนค์ี่ ถำ้ 𝑛 เป็นจ ำนวนคี ่
ก ำหนดให ้ {𝑎𝑛} เป็นล ำดบัเลขคณิต โดยที่มีจ ำนวนพจนเ์ป็นจ ำนวนคู ่และผลบวกของพจนค์ี่ทัง้หมด เทำ่กบั 36  
และผลบวกของพจนค์ูท่ัง้หมดเทำ่กบั 56  ถำ้พจนส์ดุทำ้ยมำกกวำ่พจนแ์รก เป็นจ ำนวนเทำ่กบั 38  แลว้ล ำดบัเลข
คณิต {𝑎𝑛} นี ้มีทัง้หมดก่ีพจน ์   [PAT 1 (ต.ค. 53)/38] 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

5. ก ำหนดให ้ 𝑎1, 𝑎2, 𝑎3, 𝑎4, 𝑎5 และ 𝑏1, 𝑏2, 𝑏3, 𝑏4, 𝑏5, 𝑏6  เป็นล ำดบัเลขคณิตของจ ำนวนจรงิบวก 

 โดยที่  𝑎1 = 𝑏2 ,  𝑎5 = 𝑏5  และ  𝑎1 ≠ 𝑎5  ถำ้  (𝑏6−𝑏4)+(𝑏6−𝑏1)
𝑎4−𝑎2

 = 
𝑥

𝑦
  เมื่อ ห.ร.ม. ของ 𝑥 กบั 𝑦 เทำ่กบั 1 

 แลว้  𝑥2 + 𝑦2 เทำ่กบัเทำ่ใด    [PAT 1 (มี.ค. 56)/36] 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

หลกัที่ 
1 

หลกัที่ 
2 

หลกัที่ 
3 

หลกัที่ 
4 

หลกัที่ 
5 

 2 5 8  
23 20 17 14 11 

 26 29 32  
47 44 41 38 35 
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ 
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ทบทวนล ำดบัเรขำคณิต 

 
ล ำดบัเรขำคณิต คือ ล ำดบัท่ีเพิ่มหรอืลด อยำ่งคงที่ โดยกำร “คณู” 
เรำเรยีกคำ่คงที่ ที่น  ำมำคณู วำ่ “อตัรำสว่นรว่ม” ซึง่แทนดว้ยสญัลกัษณ ์𝑟 
เช่น 2 , 6 , 18 , 54 →  𝑟 = 3 3 , −6 , 12 , −24 →  𝑟 =  −2 

  5, 5, 5, 5 →  𝑟 = 1 10, 5, 
5

2
 , 
5

4
 →  𝑟 =  1

2
 

  1, √2 , 2 , 2√2 →  𝑟 = √2 
 

จะเห็นวำ่ ถำ้เอำสองพจนท์ี่อยูต่ดิกนัในล ำดบัเรขำคณิต มำหำรกนั 

โดยเอำพจนข์วำเป็นตวัตัง้ หำรดว้ย พจนซ์ำ้ยที่อยูต่ิดกนั จะไดผ้ลลพัธเ์ทำ่กบั 𝑟 เสมอ 

เช่น ในล ำดบัเรขำคณิต  2 , 6 , 18 , 54 , …  จะเห็นวำ่    6
2
  =  

18

6
  =  

54

18
  =  3  =  𝑟 

 

สตูรพจนท์ั่วไปของล ำดบัเรขำคณิต คือ 

 

แบบฝึกหดั 

1. ถำ้ผลคณูของล ำดบัเรขำคณิต 3 จ ำนวนทีเ่รยีงติดกนั เทำ่กบั 343  และผลบวกของทัง้สำมจ ำนวนนี ้เทำ่กบั 57 

 แลว้คำ่มำกที่สดุในบรรดำ 3 จ ำนวนนี ้เทำ่กบัเทำ่ใด    [PAT 1 (ต.ค. 53)/49] 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

2. ก ำหนดให ้ 𝑓(𝑥) = 𝑥3 − 26𝑥2 + 𝑏𝑥 − 216  เมื่อ  𝑏  เป็นจ ำนวนจรงิ 
 ถำ้  𝑎1, 𝑎2, 𝑎3  เป็นจ ำนวนจรงิสำมจ ำนวนเรยีงกนัแบบล ำดบัเรขำคณิต และเป็นค ำตอบของสมกำร  𝑓(𝑥) = 0 

 แลว้ จงหำคำ่ 𝑏    [PAT 1 (ต.ค. 55)/19*] 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

𝑎𝑛 = 𝑎1𝑟
𝑛−1 
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3. ก ำหนดให ้ 𝑥, 𝑦, 𝑧  เป็นล ำดบัเรขำคณิต มีอตัรำสว่นรว่มเทำ่กบั 𝑟 และ  𝑥 ≠ 𝑦 

 ถำ้  𝑥, 2𝑦, 3𝑧  เป็นล ำดบัเลขคณิต แลว้ คำ่ 𝑟 เทำ่กบัเทำ่ใด    [PAT 1 (ก.ค. 53)/17] 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

4. ให ้ 𝑎 , 𝑏 , 𝑐  เป็นจ ำนวนจรงิ โดยที่  2𝑎 , 3𝑏 , 4𝑐  เป็นล ำดบัเรขำคณิต และ  1
𝑎

 , 
1

𝑏
 , 
1

𝑐
  เป็นล ำดบัเลขคณิต 

 คำ่ของ  𝑎
𝑐
+
𝑐

𝑎
  เทำ่กบัเทำ่ใด    [PAT 1 (มี.ค. 54)/39] 
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ทบทวนล ำดบัเวียนเกิด 
 

ล ำดบัเวียนเกิด คือ ล ำดบัตอ้งใชพ้จนก์่อนหนำ้ในกำรค ำนวณพจนถ์ดัๆไป 

ล ำดบัประเภทนี ้จะยุง่ยำก เพรำะสดุทำ้ย เรำมกัตอ้ง  “ไลห่ำตัง้แต ่𝑎1 ขึน้มำ”  จนกวำ่จะถงึพจนท์ี่เรำตอ้งกำร 
 
 

แบบฝึกหดั 
1. ให ้ {𝑏𝑛}  เป็นล ำดบัของจ ำนวนจรงิ  โดยที่  𝑏1 = −3  และ  𝑏𝑛+1 =

1+𝑏𝑛

1−𝑏𝑛
  ส ำหรบั  𝑛 = 1, 2, 3, … 

 คำ่ของ  𝑏1000  เทำ่กบัเทำ่ใด    [PAT 1 (ต.ค. 53)/39] 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

2. ก ำหนดให ้ 𝑎1, 𝑎2, 𝑎3, …  เป็นล ำดบัของจ ำนวนเตม็ โดยมีสมบตัดิงันี ้
 𝑎𝑘 + 𝑎𝑘+1 + 𝑎𝑘+2  =  2576 − 𝑘  เมื่อ  𝑘 = 1, 2, 3, … 

 ถำ้  𝑎1 = 12 ,  𝑎2 = 2556  และ  𝑎3 = 7  แลว้คำ่ของ  𝑎2558  เทำ่กบัเทำ่ใด    [PAT 1 (เม.ย. 57)/37] 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

3. ก ำหนดให ้𝑎𝑛 เป็นล ำดบัซึง่สอดคลอ้งกบัเง่ือนไข 
1

𝑎𝑛
+

1

𝑎𝑛−1
= 1 ส  ำหรบัทกุจ ำนวนนบั 𝑛 

 ถำ้ 𝑎1 + 𝑎2+. . . +𝑎100 = 250 แลว้ |𝑎2552 − 2.5| มีคำ่เทำ่กบัเทำ่ใด    [PAT 1 (ก.ค. 52)/47] 
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ล ำดบัพหนุำม 

 
เรือ่งนี ้ไมอ่ยูใ่นหลกัสตูร แตน่กัเรยีนสว่นใหญ่นิยมใหส้อน จงึน ำมำรวมในเอกสำรดว้ย 

ในกรณีที่สตูรของ 𝑎𝑛 สำมำรถเขียนเป็นพหนุำมได ้จะมีสตูรกำรหำพจนท์ั่วไปอยู่ 
วิธีนีจ้ะไดส้ตูร 𝑎𝑛 ที่ซบัซอ้นไปนิด แตร่บัประกนัวำ่ไดช้วัร ์ (ถำ้ 𝑎𝑛 สำมำรถเขียนเป็นพหนุำมได)้ 
1. หำผลตำ่งของแตล่ะคูพ่จนท์ี่ตดิกนั ไปเรือ่ยๆ จนกวำ่จะไดผ้ลตำ่งของทกุคูเ่ทำ่กนั 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

2. น ำตวัแรกของแตล่ะแถว ไปแทนในสตูร 
 
 
 
 

 ในกรณีที่ตอ้งท ำ 4 แถวถงึจะเทำ่ ก็บวก  (𝑛−1)(𝑛−2)(𝑛−3)(𝑛−4)
(1)(2)(3)(4)

𝑑4  หรอืตวัอื่นๆ ตอ่ไปไดเ้รือ่ยๆ 
 

ตวัอยำ่ง  จงหำพจนท์ั่วไปของล ำดบั  5, 7, 12, 20, … 

วิธีท ำ หำผลตำ่งของแตล่ะคูไ่ปเรือ่ยๆ จนกวำ่ทกุตวัจะหำ่งกนัคงที่ 
 

5     7     12    20 𝑎1 = 5 
    2     5      8 𝑑1 = 2 
        3     3 𝑑2 = 3 

 

แทนสตูร จะได ้ 𝑎𝑛 =  5 +
(𝑛−1)

(1)
(2) +

(𝑛−1)(𝑛−2)

(1)(2)
(3) 

 =  5 + 2𝑛 − 2 +
3(𝑛2−3𝑛+2)

2
    =  

3𝑛2−5𝑛+12

2
 # 

 

ตวัอยำ่ง  จงหำพจนท์ี่ 10 ของล ำดบั  1, 5, 12, 24, 43, 71, … 

วิธีท ำ หำผลตำ่งของแตล่ะคูไ่ปเรือ่ยๆ จนกวำ่ทกุตวัจะหำ่งกนัคงที่ 
 

1     5     12    24    43    71 𝑎1 = 1 
    4     7     12     19    28 𝑑1 = 4 
        3     5       7       9 𝑑2 = 3 
            2      2      2 𝑑3 = 2 

 

แทนสตูร จะได ้𝑎𝑛  =  1 +
(𝑛−1)

(1)
(4) +

(𝑛−1)(𝑛−2)

(1)(2)
(3) +

(𝑛−1)(𝑛−2)(𝑛−3)

(1)(2)(3)
(2) 

ดงันัน้   𝑎10 =  1 +
(10−1)

(1)
(4) +

(10−1)(10−2)

(1)(2)
(3) +

(10−1)(10−2)(10−3)

(1)(2)(3)
(2) 

 =  1 + (9)(4) +
(9)(8)

(1)(2)
(3) +

(9)(8)(7)

(1)(2)(3)
(2)    =  1 + 36 + 108 + 168  = 313 # 

 

𝑎1    𝑎2    𝑎3    𝑎4   𝑎5    𝑎6 
⋁     ⋁     ⋁      ⋁     ⋁  
𝑑1     ?      ?      ?       ?  
⋁     ⋁     ⋁     ⋁  
𝑑2    ?      ?     ?  
⋁     ⋁      ⋁  
𝑑3    𝑑3    𝑑3 

… 

    𝑎𝑛  =  𝑎1 +
(𝑛−1)

(1)
𝑑1 +

(𝑛−1)(𝑛−2)

(1)(2)
𝑑2 +

(𝑛−1)(𝑛−2)(𝑛−3)

(1)(2)(3)
𝑑3 
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แบบฝึกหดั 
1. จงหำสตูรพจนท์ั่วไปของล ำดบัตอ่ไปนี ้

 1. −6 ,  −3 ,  2 ,  9 ,  18 , … 2. 2 ,  −1 ,  −6 ,  −13 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

2. จงหำ พจนท์ี่ 8 ของล ำดบั  1 ,  3 ,  13 ,  37 ,  81 ,  151 
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ลมิิตของล ำดบั 

 
ในคณิตศำสตรพ์ืน้ฐำน เรำไดรู้จ้กั “ล ำดบัจ ำกดั” และ “ล ำดบัอนนัต”์ ไปแลว้ 

ล ำดบัจ ำกดั คือ ล ำดบัท่ีมีจ ำนวนพจน ์เป็นจ ำนวนจ ำกดั เช่น    3 ,  5 ,  7 ,  9 ,  11 
ล ำดบัอนนัต ์คือ ล ำดบัท่ีมีพจนต์อ่ไปเรือ่ยๆ ไมส่ิน้สดุ เช่น    3 ,  5 ,  7 ,  9 ,  11 ,  … 

จะเห็นวำ่ ล ำดบัอนนัต ์จะมี  “…”  ตอ่ทำ้ย เพื่อบอกวำ่มีพจนต์อ่ไปเรือ่ยๆ 

ในหวัขอ้นี ้เรำจะศกึษำกำรประมำณคำ่ของ “ตวัสดุทำ้ย” ในล ำดบัอนนัต ์
 

จะเห็นวำ่ ล ำดบัอนนัต ์จะมีพจนต์่อทำ้ยไปเรือ่ยๆ  ดงันัน้ ล  ำดบัอนนัต ์จะไมม่ีตวัสดุทำ้ย 

อยำ่งไรก็ตำม เรำสำมำรถ “ประมำณ” ตวัสดุทำ้ยของล ำดบัอนนัต ์“บำง” ล ำดบัได ้

เช่น 1

2
  ,    

1

3
  ,    

1

4
  ,    

1

5
  ,    …  ตวัสดุทำ้ยจะมีคำ่ประมำณ  0  เพรำะ สว่นเพิ่มขึน้เรือ่ยๆ ในขณะที่เศษเป็น 1 ตลอด 

 0.3 ,  0.33 ,  0.333 , … ตวัสดุทำ้ยจะมีคำ่ประมำณ  0.33333333333…  ซึง่จะเทำ่กบั  1
3
 

 3 ,  3 ,  3 ,  3 , … ตวัสดุทำ้ยจะมีคำ่ประมำณ  3 

 

แตอ่ยำ่งไรก็ตำม ล ำดบัอนนัตส์ว่นใหญ่ จะไมส่ำมำรถหำคำ่ประมำณของตวัสดุทำ้ยได ้

เช่น 1 ,  3 ,  5 ,  7 , … ล ำดบันี ้เพิ่มขึน้อยำ่งไมม่ีขอบเขต จึงไมส่ำมำรถประมำณตวัสดุทำ้ยได ้

 −1 ,  −3 ,  −5 ,  −7 , … ล ำดบันี ้ลดลงอยำ่งไมม่ีขอบเขต จึงไมส่ำมำรถประมำณตวัสดุทำ้ยได ้

 3 ,  −3 ,   3 ,  −3 , … ล ำดบันี ้แกวง่ไปแกวง่มำ ท ำใหบ้อกไมไ่ด ้วำ่ตวัสดุทำ้ยประมำณ  3  หรอื  −3 
 

“ลมิิตของล ำดบั” แทนดว้ยสญัลกัษณ ์
n

lim 𝑎𝑛  หมำยถึง คำ่ประมำณของพจนส์ดุทำ้ย ในล ำดบัอนนัต ์ {𝑎𝑛} 

เช่น ล ำดบั    1
2
  ,    

1

3
  ,    

1

4
  ,    

1

5
  ,    …  มีลมิิตของล ำดบั คือ  0 

 ล ำดบั    3 ,  3 ,  3 ,  3 , …  มีลมิิตของล ำดบั คือ  3 

 ล ำดบั    1 ,  3 ,  5 ,  7 , …  หำลมิิตของล ำดบัไมไ่ด ้   เป็นตน้ 
 

ในกรณีที่โจทยใหส้ตูรพจนท์ั่วไปมำ  กำรหำ  
n

lim 𝑎𝑛  จะท ำไดโ้ดยกำรแทน  𝑛  ดว้ย  ∞  ลงไป 

หลกัในกำรค ำนวณคำ่ประมำณ เก่ียวกบั  ∞  จะมีดงันี ้
∞ + ∞  →  ∞ ∞ − ∞  →  ไมรู่ ้
∞ + 𝑘  →  ∞ ∞ − 𝑘  →  ∞ 𝑘 − ∞  →  −∞  

∞ × ∞  →  ∞ ∞ × 𝑘  →  {

∞ เมื่อ  𝑘 เป็นคำ่คงที่บวก 
−∞ เมื่อ  𝑘 เป็นคำ่คงที่ลบ
ไมรู่ ้ เมื่อ  𝑘 ประมำณ 0

 

∞

𝑘
  →  { ∞ เมื่อ  𝑘 เป็นคำ่คงที่บวก 

−∞ เมื่อ  𝑘 เป็นคำ่คงที่ลบ
 

𝑘

∞
  →  0 

∞

∞
  →  ไมรู่ ้

∞𝑘  →  {

∞ เมื่อ  𝑘 เป็นคำ่คงที่บวก 
0 เมื่อ  𝑘 เป็นคำ่คงที่ลบ
ไมรู่ ้ เมื่อ  𝑘 ประมำณ 0

 𝑘∞  →  

{
 
 

 
 ∞ เมื่อ  𝑘 เป็นคำ่คงที่ และ 𝑘 >  1 
1 เมื่อ  𝑘 = 1
0 เมื่อ  เป็นคำ่คงที่ และ 0 < 𝑘 < 1
ไมรู่ ้ เมื่อ  𝑘 ประมำณ 0  หรอื  𝑘 ประมำณ 1
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ถำ้แทน  𝑛  ดว้ย  ∞  แลว้ไดผ้ลเป็น  “ไมรู่”้  แปลวำ่เรำตอ้งจดัรูปเพิ่มก่อน แลว้คอ่ยแทนใหม่ 
ถำ้แทนแลว้ ค ำนวณคำ่ประมำณได ้ ∞  หรอื  −∞  หรอื แกวง่ไปแกวง่มำ ใหต้อบวำ่  

n
lim 𝑎𝑛  หำไมไ่ด ้

เช่น 
n

lim 2𝑛  =  หำไมไ่ด ้
n

lim  
1

3𝑛+1
  =  0 

 
n

lim 3𝑛  =  หำไมไ่ด ้
n

lim  
1

2−5𝑛
  =  0 

 
n

lim 4  =  4 
n

lim  4𝑛2 + 1  =  หำไมไ่ด ้

 
n

lim  (−1)𝑛    =    แกวง่ระหวำ่ง 1 กบั −1    =    หำไมไ่ด ้

 

ตวัอยำ่ง  จงหำคำ่ของ  
n

lim
4𝑛+1

𝑛−1
 

วิธีท ำ ถำ้แทน  𝑛  ดว้ย  ∞  จะได ้ ∞
∞

  ซึง่ประมำณคำ่ตอ่ไมไ่ด ้

ขอ้นี ้เรำจะจดัรูป  4𝑛+1
𝑛−1

  ก่อน  โดยดงึ  𝑛  จำกเศษและสว่นมำตดักนั    →    4𝑛+1
𝑛−1

  =  
𝑛(4+

1

𝑛
)

𝑛(1−
1

𝑛
)
  =  

4+
1

𝑛

1−
1

𝑛

 

จำกนัน้ คอ่ยแทน  𝑛  ดว้ย  ∞  ลงไปใหม ่ จะได ้ 
4+

1

𝑛

1−
1

𝑛

  =  
4+

1

∞

1−
1

∞

   =  
4+0

1−0
  =  4 # 

 
 

ในกรณีที่แทนแลว้ได ้ ∞
∞

  เรำจะมวีธีิจดัรูป โดยกำรดงึ  𝑛𝑘  จำกทัง้เศษและสว่นมำตดักนั 

 

เช่น 
n

lim  
2𝑛

3𝑛+5
 =  

n
lim  

2𝑛

𝑛(3+
5

𝑛
)
 =  

n
lim  

2

3+0
    =  

2

3
 

 
n

lim
𝑛2−3𝑛+4

2𝑛2+5
 =  

n
lim

𝑛2(1−
3

𝑛
+
4

𝑛2
)

𝑛2(2+
5

𝑛2
)

 =  
n

lim
1−0+0

2+0
 =  

1

2
 

 
n

lim  
2𝑛2−𝑛+3

4𝑛3−𝑛2+5𝑛−1
 =  

n
lim  

𝑛2(2−
1

𝑛
+
3

𝑛2
)

𝑛2(4𝑛−1+
5

𝑛
−
1

𝑛2
)
 = 

n
lim

2−0+0

4𝑛−1+0−0
 =  0 

 
n

lim  
2𝑛5+3

𝑛3+2𝑛−2
 =  

n
lim  

𝑛3(2𝑛2+
3

𝑛3
)

𝑛3(1+
2

𝑛2
−
2

𝑛3
)
 =  

n
lim  

2𝑛2+0

1+0−0
 =  หำไมไ่ด ้

 
n

lim  
4𝑛+3

√𝑛2+5𝑛−2
 =  

n
lim  

𝑛(4+
3

𝑛
)

𝑛(√1+
5

𝑛
−
2

𝑛
)

 =  
n

lim
4+0

√1+0−0
 =  4 

 

สดุทำ้ย ตอ้งรูจ้กัค ำศพัท ์2 ค ำ 
 ถำ้ 

n
lim 𝑎𝑛  หำคำ่ได ้ จะเรยีกส ำดบันัน้วำ่เป็นล ำดบั  “คอนเวอรเ์จนต”์ (ล  ำดบัลูเ่ขำ้) 

 ถำ้ 
n

lim 𝑎𝑛  หำไมไ่ด ้ จะเรยีกส ำดบันัน้วำ่เป็นล ำดบั  “ไดเวอรเ์จนต”์  (ล  ำดบัลูอ่อก) 

เช่น 𝑎𝑛 = 
1

3𝑛+1
 เป็นล ำดบัคอนเวอรเ์จนต ์ เพรำะ  

n
lim  

1

3𝑛+1
 หำคำ่ได ้เทำ่กบั  0 

 𝑎𝑛 = 
4𝑛+1

𝑛
 เป็นล ำดบัคอนเวอรเ์จนต ์ เพรำะ  

n
lim

4𝑛+1

𝑛
 หำคำ่ได ้เทำ่กบั  4 

 𝑎𝑛 = 3𝑛 เป็นล ำดบัไดเวอรเ์จนต ์ เพรำะ  
n

lim  3𝑛 หำคำ่ไมไ่ด ้       เป็นตน้ 

 

เรำจะดงึให ้ 𝑛𝑘   ตำม
พหนุำมที่ดีกรนีอ้ยกวำ่ 
ระหวำ่งเศษกบัสว่น 
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แบบฝึกหดั 

1. จงพิจำรณำวำ่ล ำดบัตอ่ไปนี ้เป็นล ำดบัคอนเวอรเ์จนต ์หรอื ไดเวอรเ์จนต ์พรอ้มทัง้หำลมิิตของล ำดบั ในกรณีที่  {𝑎𝑛}  
เป็นล ำดบัคอนเวอรเ์จนต ์

 1. 𝑎𝑛 = 𝑛 2. 𝑎𝑛 = 2𝑛 − 10 

 
 
 
 
 

 3. 𝑎𝑛 =
1

𝑛
 4. 𝑎𝑛 = 3𝑛 

 
 
 
 
 

 5. 𝑎𝑛 = (−2)𝑛 6. 𝑎𝑛 = (−1)2𝑛 

 
 
 
 
 

 7. 𝑎𝑛 =
(−1)𝑛

𝑛
 8. 𝑎𝑛 =  

3𝑛2−2

2𝑛+1
 

 
 
 
 
 
 

 9. 𝑎𝑛 =  
2+2𝑛2−3𝑛

𝑛2−2𝑛+1−2𝑛3
 10. 𝑎𝑛 =  

3𝑛3+2𝑛2−3𝑛+5

2𝑛3−3𝑛2+4𝑛−1
 

 
 
 
 
 
 
 
 

 11. 𝑎𝑛  =  
𝑛+1

√𝑛−2
 12. 𝑎𝑛  =  

√3𝑛+2

√𝑛−2
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2. ก ำหนดให ้ {𝑎𝑛}  เป็นล ำดบัของจ ำนวนจรงิ โดยที่  𝑎1 = 2  และ 

 𝑎𝑛 = (
𝑛+1

𝑛−1
) (𝑎1 + 𝑎2 +⋯+ 𝑎𝑛−1) ส  ำหรบั 𝑛 = 2, 3, …    แลว้คำ่ของ  

n
lim

𝑛

𝑎1+𝑎2+⋯+𝑎𝑛
  เทำ่กบัเทำ่ใด 

 [PAT 1 (ต.ค. 53)/37] 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

3. ก ำหนดให ้ { 𝑎𝑛 }  เป็นล ำดบัของจ ำนวนจรงิ โดยที่ 𝑎1 = 1  และ  𝑎𝑛 + 1 ≤ 𝑎𝑛+1  และ  𝑎𝑛+5 ≤ 𝑎𝑛 + 5  

ส ำหรบั  𝑛 = 1, 2, 3, …  แลว้คำ่ของ  
n

lim
1

𝑛
   

n

k 1

 (𝑎𝑘 + 6 − 𝑘)   เทำ่กบัเทำ่ใด    [PAT 1 (มี.ค. 54)/40] 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

4. ก ำหนดให ้ 𝑡𝑛 = 2𝑛  เมื่อ  𝑛 = 1, 2, 3, …    และ  𝑎𝑛 = 5𝑡𝑛 + 5−𝑡𝑛  เมื่อ 𝑛 = 1, 2, 3, … 

 คำ่ของ  
n

lim  𝑎𝑛+1

𝑎1𝑎2…𝑎𝑛
  เทำ่กบัเทำ่ใด    [PAT 1 (มี.ค. 55)/36] 
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กำรหำลมิติในรูปเศษสว่น 
 
หวัขอ้นี ้จะพดูถึงวิธีหำ 

n
lim 𝑎𝑛  แบบง่ำยๆ  โดยใชว้ิธีดูๆ แลว้ตอบ 

วิธีคือ เรำจะพยำยำมเขียน  𝑎𝑛 ใหอ้ยูใ่นรูปเศษสว่น  แลว้ดวูำ่ ระหวำ่งเศษกบัสว่น ใครชนะ 
โดยเรำจะน ำ “ตวัแรงสดุของเศษ” มำเทยีบกบั “ตวัแรงสดุของสว่น”  โดยใชห้ลกัดงันี ้

 พหนุำมดีกรมีำก  ชนะ  พหนุำมดีกรนีอ้ย        (ดีกร ี= ก ำลงัสงูสดุของ 𝑛 ในพหนุำม) 
 เอกซโ์พเนนเชียลฐำนมำก  ชนะ เอกซโ์พเนนเชียลฐำนนอ้ย 

 เอกซโ์พเนนเชียล ฐำน > 1  ชนะ พหนุำม 

 เอกซโ์พเนนเชียล ฐำน < 1   แพ ้ พหนุำม 

 

เช่น 2𝑛+3𝑛

𝑛2+3𝑛−5
  →  

เอกซโ์พฐำน 3
พหนุำมดีกร ี2  →  เศษชนะ 2𝑛−3𝑛

3𝑛+2∙5𝑛
  →  

เอกซโ์พฐำน 3
เอกซโ์พฐำน 5  →  สว่นชนะ 

 2𝑛+𝑛2

𝑛1000
  →  

เอกซโ์พฐำน 2
พหนุำมดีกรี 1000  →  เศษชนะ 𝑛2

(0.1)𝑛
  →  

พหนุำมดีกรี 2
เอกซโ์พฐำน < 1  →  เศษชนะ 

 
5∙2𝑛+3𝑛

4∙3𝑛+5
  →  

เอกซโ์พฐำน 3
เอกซโ์พฐำน 3  →  เสมอ 23𝑛−5𝑛

810(3𝑛)−7𝑛
  →  

(23)
𝑛

7𝑛
  →  

เอกซโ์พฐำน 8
เอกซโ์พฐำน 7  →  เศษชนะ 

 2𝑛+1

𝑛2−5𝑛+2
  →  

พหนุำมดีกร ี1
พหนุำมดีกร ี2  →  สว่นชนะ 

(𝑛2+1)
3

4𝑛5−1
  →  

(𝑛2)
3

4𝑛5
  →  

พหนุำมดีกร ี6
พหนุำมดีกร ี5  →  เศษชนะ 

 
3𝑛2+1

𝑛2−1
  →  

พหนุำมดีกร ี2
พหนุำมดีกร ี2  →  เสมอ 

4𝑛3+20𝑛2−5𝑛+1

𝑛2−7𝑛3+4𝑛−3
  →  

พหนุำมดีกรี 3
พหนุำมดีกรี 3  →  เสมอ 

 
√𝑛−1

√𝑛+1
3   →  

พหนุำมดีกรี  1
2

พหนุำมดีกรี  1
3

  →  เศษชนะ 
√𝑛3−1

𝑛
  →  

พหนุำมดีกรี  3
2

พหนุำมดีกรี  1  →  เศษชนะ 

 

เมื่อตดัสนิไดแ้ลว้วำ่ใครชนะ  ใหต้อบ
n

lim 𝑎𝑛  ดงันี ้

 ถำ้ เศษชนะ →  ตอบ    หำไมไ่ด ้

 ถำ้ สว่นชนะ →  ตอบ        0 

 ถำ้ เสมอกนั →  ตอบ    สมัประสิทธ์ิตวัแรงสดุของเศษ
สมัประสิทธ์ิตวัแรงสดุของส่วน

            (สมัประสทิธ์ิ = ตวัเลขที่มำคณู) 

 

เช่น 
n

lim  
2𝑛+3𝑛

𝑛2+3𝑛−5
    =    หำไมไ่ด ้

n
lim  

2𝑛−3𝑛

3𝑛+2∙5𝑛
    =    0 

 
n

lim  
2𝑛+5𝑛

3𝑛−7𝑛
    =    0 

n
lim  

23𝑛−5𝑛

810(3𝑛)−7𝑛+5
    =    หำไมไ่ด ้

 
n

lim  
5∙2𝑛+3𝑛

4∙3𝑛+5
    =    

1

4
 

n
lim  

2𝑛+1

𝑛2−5𝑛+2
    =    0 

 
n

lim  
3𝑛2+1

𝑛2−1
    =    

3

1
    =    3 

n
lim  

4𝑛3+20𝑛2−5𝑛+1

𝑛2−7𝑛3+4𝑛−3
    =  

4

−7
    =  −

4

7
 

 
n

lim  
(𝑛2+1)

2

𝑛3−5
    =    หำไมไ่ด ้

n
lim  

(𝑛3+1)
2

2𝑛6−5
    =   

1

2
 

เอกซโ์พ  →  𝑛 เป็นเลขชีก้  ำลงั 
พพนุำม  →  𝑛 เป็นฐำน 
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n

lim  
2𝑛+𝑛2

𝑛1000
    =    หำไมไ่ด ้

n
lim  

(𝑛2+1)
2
+3𝑛4

5𝑛4−5
    =    

4

5
 

 
n

lim  
𝑛2−5𝑛−𝑛3−3

−𝑛2+3
    =    หำไมไ่ด ้

n
lim  

2𝑛2−5𝑛+4

3𝑛3+4𝑛2−2𝑛+5
    =    0 

 
n

lim  
𝑛2−5𝑛−𝑛3−3

−𝑛2+3𝑛3−5
    =    −

1

3
 

n
lim  

(2𝑛+3)(3𝑛−2)

7𝑛2−3
    =    

6

7
 

 
n

lim  
(𝑛)(𝑛2−3𝑛+1)(3𝑛+1)

(2𝑛−1)4
    =    

3

16
 

n
lim  

(𝑛−1)2(2−𝑛2)

7𝑛3−3
    =    หำไมไ่ด ้

 
n

lim  
√𝑛

𝑛2−1
    =    0  

n
lim  

√𝑛−1

√𝑛+1
3     =    หำไมไ่ด ้

 
n

lim  
√𝑛
3

+2

2√𝑛−5
    =    0 

n
lim  

5−𝑛

√𝑛2+1+√4𝑛2−5
    =    −

1

3
 

 
n

lim  (3
2
)
𝑛

  =  
n

lim  3
𝑛

2𝑛
   =   หำไมไ่ด ้

n
lim  

√𝑛3+2

2𝑛−5
  =  หำไมไ่ด ้

 
n

lim  (−
1

2
)
𝑛

    =  
n

lim  
(−1)𝑛

2𝑛
    =    

แกว่ง 1 กบั −1
เอกซโ์พฐำน 2     =    0 

 
 

ในกรณีที่  𝑎𝑛  ไมไ่ดอ้ยูใ่นรูปเศษสว่น เรำจะมวีิธีท ำใหเ้ป็นเศษสว่น โดยกำรคณูดว้ยคอนตเูกต ทัง้เศษและสว่น 

โดยกำรคณูดว้ยคอนจเูกต จะท ำใหเ้ขำ้สตูร    (น+ ล)( น− ล)  =  น2 − ล2    ได ้

 

หมำยเหต ุ: คอนจเูกต คือ ตวัที่เหมือนกนั ยกเวน้เครือ่งหมำยตรงกลำง เปลีย่นเป็นตรงขำ้ม 

 เช่น คอนจเูกต ของ  √𝑛 + 2  คือ  √𝑛 − 2 

  คอนจเูกต ของ  3√𝑛 − 2√𝑛 − 1  คือ  3√𝑛 + 2√𝑛 − 1    เป็นตน้ 
 

ตวัอยำ่ง  จงหำคำ่ของ 
n

lim  √𝑛 + 1 − √𝑛 

วิธีท ำ เปลีย่นรูปใหเ้ป็น เศษสว่น โดยกำรคณูดว้ยคอนจเูกต  =  √𝑛 + 1 + √𝑛  ทัง้เศษและสว่น ดงันี ้
 
 
 
 
 

 
 
 
 

จะเห็นวำ่ขำ้งลำ่งแรงกวำ่  ดงันัน้  
n

lim  √𝑛 + 1 − √𝑛    =    0 # 

 
 
 
 
 
 
 

√𝑛 + 1 − √𝑛 =  
(√𝑛+1−√𝑛)(√𝑛+1+√𝑛)

(√𝑛+1+√𝑛)
 

 =  
(√𝑛+1)

2
−(√𝑛)

2

√𝑛+1+√𝑛
 

 =  
𝑛+1−𝑛

√𝑛+1+√𝑛
 

 =  
1

√𝑛+1+√𝑛
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แบบฝึกหดั 
1. จงพิจำรณำวำ่ล ำดบัตอ่ไปนี ้เป็นล ำดบัคอนเวอรเ์จนต ์หรอื ไดเวอรเ์จนต ์พรอ้มทัง้หำลมิิตของล ำดบั ในกรณีที่  {𝑎𝑛}  

เป็นล ำดบัคอนเวอรเ์จนต ์

 1. 𝑎𝑛 =
1−3𝑛

5∙3𝑛+4
 2. 𝑎𝑛 =

2𝑛+1

2−3𝑛
 

 
 
 
 
 

 3. 𝑎𝑛 = (
2

3
)
𝑛

 4. 𝑎𝑛 =
3𝑛

0.9𝑛
 

 
 
 
 

 5. 𝑎𝑛 =
22𝑛+1−3𝑛

4∙2𝑛+5∙3𝑛
 6. 𝑎𝑛 =

2𝑛−1

3𝑛2−5𝑛+2
 

 
 
 
 
 

 7. 𝑎𝑛 =
4𝑛2+3𝑛−2

2𝑛2+𝑛−1
 8. 𝑎𝑛 =

3+2𝑛2−𝑛

2−3𝑛
 

 
 
 
 

 9. 𝑎𝑛 =
4𝑛3−1

2𝑛−𝑛3
 10. 𝑎𝑛 =

3𝑛+𝑛2+1−𝑛2

2−3𝑛2
 

 
 
 
 

 11. 𝑎𝑛 = 2 − 𝑛 12. 𝑎𝑛 =
1

𝑛
 

 
 
 
 

 13. 𝑎𝑛 =
3𝑛2+2𝑛

(𝑛+1)(𝑛−1)
 14. 𝑎𝑛 =

(𝑛+2)(2𝑛−5)

3𝑛−(2𝑛+1)(2𝑛−1)
 

 
 
 
 
 

 15. 𝑎𝑛 = 5 16. 𝑎𝑛 =
√5𝑛3+2+√𝑛+2

2𝑛√𝑛+1
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2. ก ำหนดให ้𝛽 เป็นจ ำนวนจรงิ และให ้{𝑎𝑛} เป็นล ำดบัของจ ำนวนจรงิทีน่ิยำมโดย  𝑎𝑛 =
𝛽𝑛−7

𝑛+2
 

ส ำหรบั 𝑛 = 1, 2, 3, …  ถำ้ผลบวก 9 พจนแ์รกมีคำ่มำกกวำ่ผลบวก 7 พจนแ์รกของล ำดบั {𝑎𝑛} เป็นจ ำนวนเทำ่กบั 
𝑎108  แลว้

n
lim 𝑎𝑛  มีคำ่เทำ่กบัเทำ่ใด    [PAT 1 (ก.ค. 53)/35] 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

3. พิจำรณำล ำดบั 𝑎𝑛 และ 𝑏𝑛 ตอ่ไปนี ้ ล  ำดบัใดบำ้ง เป็นล ำดบัลูเ่ขำ้    [A-NET 49/1-16] 

 𝑎𝑛 = {
𝑛2

2𝑛+1
เมื่อ 𝑛 ≤ 100

2 เมื่อ 𝑛 > 100
             𝑏𝑛 = {

2 เมื่อ 𝑛 ≤ 100
𝑛2

2𝑛+1
เมื่อ 𝑛 > 100

  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

4. ก ำหนดให ้𝑎𝑛 เป็นล ำดบัเลขคณิตทีส่อดคลอ้งกบัเง่ือนไข 
n

lim (
𝑎𝑛−𝑎1

𝑛
) = 5 

 ถำ้ 𝑎9 + 𝑎5 = 100 แลว้ 𝑎100 เทำ่กบัเทำ่ใด    [PAT 1 (ก.ค. 52)/29] 
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5. ถำ้  𝑎𝑛  เป็นล ำดบัเลขคณิตซึง่ 
n

lim (
𝑎𝑛+1
2 −𝑎𝑛

2

𝑛
) = 4  แลว้  √𝑎17−𝑎9

2
  มีคำ่เทำ่ใด    [PAT 1 (ต.ค. 52)/2-15] 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

6. ก ำหนดให ้ {𝑎𝑛}  เป็นล ำดบัของจ ำนวนจรงิ โดยที่  𝑎1 = 1  และ 

 𝑎𝑛 = (1 −
1

4
) (1 −

1

9
)…(1 −

1

𝑛2
)  ส  ำหรบั 𝑛 = 2, 3, 4, …    คำ่ของ 

n
lim 𝑎𝑛  เทำ่กบัเทำ่ใด 

 [PAT 1 (มี.ค. 58)/44] 
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7. คำ่ของ  
x

lim (√𝑥(𝑥 − 1) − 𝑥 + 2)  เทำ่กบัเทำ่ใด    [PAT 1 (มี.ค. 56)/19] 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

8. ก ำหนดให ้ 𝑎𝑛 = √𝑛2 + 16𝑛 + 3 − √𝑛2 + 2  เมื่อ  𝑛 = 1, 2, 3, …    คำ่ของ  
n

lim √𝑎𝑛
3   เทำ่กบัเทำ่ใด 

 [PAT 1 (มี.ค. 57)/20] 
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กำรหำผลบวกอนกุรมดว้ยซิกมำ 

 
ในคณิตศำสตรพ์ืน้ฐำน เรำไดรู้จ้กัสญัลกัษณ ์∑ ไปแลว้ 

โดย สญัลกัษณ ์
b

ai
   จะหมำยถึงกำรน ำกอ้น  มำบวกซ ำ้ๆกนั หลำยๆกอ้น 

โดยกอ้นแรก ให ้ 𝑖 = 𝑎  และ กอ้นถดัไป ใหเ้พิ่ม 𝑖 ขึน้ทีละ 1 ไปเรือ่ยๆ จนจบกอ้นสดุทำ้ยที่  𝑖 = 𝑏 

เช่น 
6

3

i

 𝑖2 + 1 =  (32 + 1) + (42 + 1) + (52 + 1) + (62 + 1) 

  =  10 + 17 + 26 + 37  =  80 

 
4

1

i

 𝑖(𝑖 + 1) =  (1)(1 + 1) + (2)(2 + 1) + (3)(3 + 1) + (4)(4 + 1) 

  =  2 + 6 + 12 + 20  =  40 

 
และสมบตัิที่ส  ำคญัของ  ∑  มีดงันี ้

 ถำ้หลงั  ∑  เป็นคำ่คงที่ ใหเ้อำคำ่คงทีค่ณูจ ำนวนพจนท์ี่น ำมำบวกกนัไดเ้ลย 

เช่น 
4

1

i

 7   =   7 × 4   =   28 
8

1

i

 5   =   5 × 8   =   40 

 
10

1

i

 −3   =   −3 × 10   =   −30 
9

3

i

 −2   =   −2 × 7   =   −14 

 

 ดงึ “คำ่คงที่” ที่คณูหรอืหำรอยู ่ออกมำคณูหรอืหำร นอก ∑ ได ้

เช่น 
5

1

i

 4𝑖   =   4 
5

1

i
𝑖 

9

1

i

 −2𝑖2   =   −2 
9

1

i
𝑖2 

 
12

9

i

  
𝑖

3
    =    

1

3
 

12

9

i
𝑖 

6

1

i

 −
3𝑖3

4
   =   −

3

4
 

6

1

i
𝑖3 

 

 ∑ กระจำยในกำรบวกลบได ้ แตก่ระจำยในกำรคณูหำรไมไ่ด ้

เช่น 
5

3

i

 2𝑖 − 𝑖 =    
5

3

i
2𝑖  −

  

5

3

i
𝑖 

แต ่
4

3

i

 𝑖(𝑖 + 1) ≠    







 












4

3

4

3
1

ii
ii  

ถำ้จะกระจำย  
4

3

i

 𝑖(𝑖 + 1)  เรำตอ้งเปลีย่น  𝑖(𝑖 + 1)  ใหอ้ยูใ่นรูปของกำรบวกลบก่อน 

เช่น 
4

3

i

 𝑖(𝑖 + 1) =    
4

3

i

 𝑖2 + 𝑖 

  =    
5

3

i
𝑖2  +

  

5

3

i
𝑖 
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ในกำรหำผลบวกของอนกุรมดว้ยซิกมำ เรำตอ้งทอ่งสตูรเพิ่ม 3 สตูร ดงันี ้
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

เช่น 12 + 22 + 32 + 42 + 52 =    
(5)(5+1)(2∙5+1)

6
 =    

(5)(6)(11)

6
 =    55 

   1 + 2 + 3 + … + 12 =    
12

2
(12 + 1) =    6 × 13 =    78 

  13 + 23 + 33 + … + 83 =    [
8

2
(8 + 1)]

2
 =    (4 × 9)2 =    1296 

 

จำกควำมรูท้ัง้หมดที่กลำ่วมำ เรำจะสำมำรถหำผลบวกของอนกุรมบำงชนิดได ้

โดยมีขัน้ตอนง่ำยๆ คือ    เขียน ∑    →    กระจำย    →    ใชส้ตูร 
เช่น ถำ้ตอ้งกำรหำคำ่ของ  9 + 16 + 25 + … + 121  จะมีขัน้ตอนกำรท ำ ดงันี ้
1)  เขียน ∑ : กำรเขยีน ∑  ตอ้งรู ้2 อยำ่ง  คือ  “สตูรพจนท์ั่วไป”  กบั  “จ ำนวนพจน”์ 

โดยเรำตอ้งเอำสตูรพจนท์ั่วไป มำเปลีย่น 𝑛 เป็น 𝑖  แลว้เติมจ ำนวนพจนไ์วข้ำ้งบน  ∑ 
ขอ้นีไ้มใ่ชท้ัง้อนกุรมเลขคณิต หรอือนกุรมเรขำคณิต  ตอ้งเดำสตูรพจนท์ั่วไปเอง  

จะเห็นวำ่  9 + 16 + 25 + … + 121  =  32 + 42 + 52 + … + 112 

จะไดส้ตูรพจนท์ั่วไปคือ  𝑎𝑛 =  (𝑛 + 2)2 

หำจ ำนวนพจนท์ี่บวกกนั โดยแกส้มกำร   
 

ดงันัน้  9 + 16 + 25 + … + 121  =  
9

1

i

 (𝑖 + 2)2   

2)  กระจำย : ขัน้ตอนี ้ตอ้งใชส้มบตัขิอง ∑  กระจำยเขำ้ไปใหล้กึที่สดุ  ดงันี ้
 
 
 
 
 
 
 
 

3)  ใชส้ตูร : 
 
 
 # 
 
 
 

 1 + 2 + 3 + … + 𝑛 = 


n

i 1

𝑖 = 
𝑛

2
(𝑛 + 1) 

 12 + 22 + 32 + … + 𝑛2 = 


n

i 1

𝑖2 = 
(𝑛)(𝑛+1)(2𝑛+1)

6
 

 13 + 23 + 33 + … + 𝑛3 = 


n

i 1

𝑖3 = [
𝑛

2
(𝑛 + 1)]

2
 

(𝑛 + 2)2 =  112 
    𝑛 =   9 

9

1

i

 (𝑖 + 2)2  =  
9

1

i

 𝑖2 + 4𝑖 + 4 

 =  
9

1

i
𝑖2 + 

9

1

i

4𝑖 + 
9

1

i

4 

 =  
9

1

i
𝑖2 + 4

9

1

i
𝑖 + 36 

=   
(9)(10)(19)

6
 + 4 ∙

9

2
∙ 10  +  36 

=   285 + 180 + 36  
=   501  
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ตวัอยำ่ง  จงหำคำ่ของ 
12

1

i

 𝑖(𝑖 + 2) 

วิธีท ำ ขอ้นีใ้จดี ท ำเป็นรูป  ∑  มำใหแ้ลว้ ที่เหลอืก็แค ่เอำไปกระจำยกบัแทนสตูร  ดงันี ้
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 # 

 
 

แบบฝึกหดั 

1. จงหำคำ่ในแตล่ะขอ้ตอ่ไปนี ้

 1. 1 + 2 + 3 + … + 20 2. 13+23+33+...+103

1+2+3+...+10
 

 
 
 
 
 
 
 

 3. 12+22+32+...+𝑘2

𝑘
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

2. จงหำคำ่ของ  (1)(1) + (2)(3) + (3)(5) + … + (8)(15) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

12

1

i

 𝑖(𝑖 + 2)  =  
12

1

i

 𝑖2 + 2𝑖 

 =  
12

1

i
𝑖2 + 

12

1

i
2𝑖 

 =  
12

1

i
𝑖2 + 2

12

1

i
𝑖 

 =   
(12)(13)(25)

6
  +  2 ∙

12

2
∙ 13 

  =   650 + 156 

  =   806 
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3. คำ่ของ  


9999

1n

1

(√𝑛+√𝑛+1)( √𝑛
4 + √𝑛+1

4
)
  เทำ่กบัเทำ่ใด    [PAT 1 (ต.ค. 53)/40] 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

4. ถำ้  {𝑎𝑛}  เป็นล ำดบัของจ ำนวนจรงิที ่ 𝑎𝑛 =
2+4+6+⋯+2𝑛

𝑛2
  ส ำหรบัทกุจ ำนวนเต็มบวก 𝑛 

 แลว้ 
n

lim 𝑎𝑛  มีคำ่เทำ่กบัเทำ่ใด    [PAT 1 (มี.ค. 53)/35] 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

5. ถำ้ 𝐴 = 
n

lim (
2𝑛𝑘

1+8+27+...+𝑛3
) มีคำ่เป็นจ ำนวนจรงิบวกแลว้ แลว้คำ่ของ 𝐴 เทำ่กบัเทำ่ใด 

 [PAT 1 (ก.ค. 52)/30] 
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6. 
n

lim (
3𝑛+12𝑛+27𝑛+ … +3𝑛3

1+8+27+ … +𝑛3
)  มีคำ่เทำ่ใด    [PAT 1 (ต.ค. 52)/2-16] 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

7. ส ำหรบั  𝑛 = 2, 3, 4, …  ให ้ 𝑎𝑛 = 1 + 2 + 3 + … + 𝑛 

 คำ่ของ  
n

lim
𝑎2𝑎3𝑎4…𝑎𝑛

(𝑎2−1)(𝑎3−1)(𝑎4−1)…(𝑎𝑛−1)
  เทำ่กบัเทำ่ใด    [PAT 1 (มี.ค. 56)/37] 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

8. ก ำหนดให ้𝑎𝑛 =
1

𝑛𝑘
[1 + (2 + 2) + (3 + 3 + 3) +⋯+ (𝑛 +⋯+ 𝑛)⏞        

𝑛 พจน์

] โดยที่ 𝑘 เป็นคำ่คงตวัทีท่  ำให ้

n
lim 𝑎𝑛 = 𝐿,    𝐿 > 0    แลว้ 6(𝐿 + 𝑘) มีคำ่เทำ่ใด    [A-NET 51/2-8] 
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9. ก ำหนดให ้ 12+22+32+⋯+𝑛2

1(2)+2(3)+3(4)+⋯+(𝑛−1)𝑛
 = 

231

228
      จงหำคำ่ของ 𝑛    [PAT 1 (ธ.ค. 54)/42] 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

10. ให ้{𝑎𝑛} เป็นล ำดบัเลขคณิต โดยที่  𝑎1 = 2  และ  𝑎1 < 𝑎2 < 𝑎3 < …    สมมตุวิำ่  𝑎2, 𝑎4, 𝑎8  เรียงกนัเป็น

ล ำดบัเรขำคณิต  จงหำคำ่ของ 𝑛 ที่ท  ำให ้ (𝑎1−1)
3+(𝑎2−1)

3+ … +(𝑎𝑛−1)
3

𝑎1
3+𝑎2

3+ … +𝑎𝑛
3   =  

391

450
    [PAT 1 (พ.ย. 57)/38] 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

11. ก ำหนดแบบรูป 
 1,  1,  2,  1,  2,  3,  1,  2,  3,  4,  1,  2,  3,  4,  5, …  
 จ ำนวนในพจนท์ี่ 5060 ของรูปแบบนีม้ีคำ่เทำ่กบัเทำ่ใด    [PAT 1 (มี.ค. 52)/46] 
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12. หนงัสอืเลม่หนึง่มี 500 หนำ้ หนำ้แรกมคี ำผิด 1 ค ำ  เวน้ไป 1 หนำ้ หนำ้ที่สำมมีค ำผิด 1 ค ำ  เวน้ไป 3 หนำ้ หนำ้ที่
เจ็ด มคี  ำผิด 1 ค ำ เวน้ไป 5 หนำ้ เป็นเช่นนีต้อ่ๆไป  จ ำนวนหนำ้ทีไ่มม่ีค  ำผิดจะเพิม่ขึน้ทีละ 2 หนำ้ จ ำนวนค ำผิดใน
หนงัสอืเลม่นีเ้ทำ่กบัเทำ่ใด    [PAT 1 (มี.ค. 57)/44] 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

13. พิจำรณำกำรจดัเรยีงล ำดบัของจ ำนวนคี่  1, 3, 5, 7, 9, …  ในตำรำงดงัตอ่ไปนี ้
 
 
 
 
 
 
 
 

 จำกตำรำงจะเห็นวำ่ จ ำนวน 15 อยูต่  ำแหนง่ที่ 2 (จำกซำ้ย) ของแถวที่ 4 

 อยำกทรำบวำ่ จ ำนวน 361 จะอยูต่  ำแหนง่ใดในแถวทีเ่ทำ่ใด    [PAT 1 (ก.ค. 53)/25] 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

แถวที่ 1      1 

แถวที่ 2     3  5 

แถวที่ 3    7  9  11 

แถวที่ 4   13  15  17  19 

แถวที่ 5  ⋮ ⋮  ⋮  ⋮  ⋮ ⋮ 

⋮  ⋮ ⋮  ⋮  ⋮  ⋮ ⋮ 
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14. พิจำรณำรูปตอ่ไปนี ้
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ใหเ้ตมิจ ำนวนเต็มบวก  1, 2, 3, … , 11  ลงในช่องรูปสีเ่หลีย่มชอ่งละ 1 จ ำนวน โดยใหผ้ลบวกของจ ำนวนในแนวตัง้
เทำ่กบั 43 และผลบวกของจ ำนวนในแนวนอน เทำ่กบั 28  จ ำนวน 𝑥 ในช่องรูปสีเ่หลีย่มมมุ เทำ่กบัเทำ่ใด 

[PAT 1 (มี.ค. 53)/49] 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

15. จำกตำรำงที่ก ำหนดให ้มีช่องวำ่งทัง้หมด 16 ช่อง ดงัรูป 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ใหเ้ตมิจ ำนวนเต็มบวก  1, 2, 3, … , 16  ลงในช่องสีเ่หลีย่มช่องละ 1 จ ำนวน  โดยใหผ้ลบวกของจ ำนวนในแตล่ะแถว 
((ก) และ (ข))  และในแตล่ะหลกั ((ค) และ (ง)) มีคำ่เทำ่ๆกนั 

ถำ้เติมจ ำนวนเตม็บวก  1, 5, 13  ดงัปรำกฏในตำรำงแลว้  จ ำนวน 𝑥 ในตำรำง เทำ่กบัเทำ่ใด 

[PAT 1 (ก.ค. 53)/47] 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

      

      

      

      

      

𝑥      

 

แนวตัง้ 

แนวนอน 

     

 1  5  

     

 𝑥  13  

     

 

หลกั (ค) หลกั (ง) 

แถว (ก) 

แถว (ข) 
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ทบทวนอนกุรมเลขคณิต 

 
สตูรส ำหรบัหำผลบวกของอนกุรมเลขคณิต มี 2 สตูร ดงันี ้
 
 
 
 
 

 เมื่อ 𝑆𝑛  คือ ผลบวกของอนกุรม 
  𝑎1  คือพจนแ์รก  ,    𝑎𝑛  คือพจนส์ดุทำ้ย 

  𝑛  คือจ ำนวนพจนท์ี่น ำมำบวก 

  𝑑  คือผลตำ่งรว่มในล ำดบัเลขคณิต 
 

แบบฝึกหดั 

1. ถำ้ล ำดบัเลขคณิตชดุหนึง่มีผลบวก 10 พจนแ์รกเทำ่กบั 205  และผลบวกอีก 10 พจนถ์ดัไปเทำ่กบั 505 แลว้ 
ผลบวก 55 พจนแ์รกของล ำดบัเลขคณิตนีเ้ทำ่กบัเทำ่ใด    [PAT 1 (ต.ค. 55)/36] 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

2. ก ำหนดให ้ {𝑎𝑛}  เป็นล ำดบัเลขคณิต โดยมีสมบตัิ ดงันี ้
 (ก) 𝑎15 − 𝑎13 = 3 

 (ข) ผลบวก  𝑚  พจนแ์รกของล ำดบัเลขคณิตนี ้เทำ่กบั 325  และ 

 (ค) ผลบวก  4𝑚  พจนแ์รกของล ำดบัเลขคณิตนี ้เทำ่กบั 4900 

 แลว้พจน ์ 𝑎2𝑚 เทำ่กบัเทำ่ใด    [PAT 1 (ต.ค. 53)/17] 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 𝑆𝑛 =  
𝑛

2
(𝑎1 + 𝑎𝑛) (1) 

 𝑆𝑛 =  
𝑛

2
[2𝑎1 + (𝑛 − 1)𝑑] (2) 

สตูรแรก จะใชเ้มื่อเรำรูพ้จนส์ดุทำ้ย 

นอกนัน้ ใชส้ตูรที่สอง 
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3. ก ำหนดอนกุรมเลขคณิต  𝑎1 + 𝑎2 + 𝑎3 + … + 𝑎201    ถำ้  𝑎1 + 𝑎3 + 𝑎5 + … + 𝑎201 = 303 

 แลว้จงหำคำ่ของ  𝑎2 + 𝑎4 + 𝑎6 + … + 𝑎200    [PAT 1 (ธ.ค. 54)/15] 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

4. ให ้{𝑎𝑛} และ {𝑏𝑛} เป็นล ำดบัเลขคณิตของจ ำนวนจรงิ โดยที่  𝑎1+𝑎2+ … +𝑎𝑛
𝑏1+𝑏2+ … +𝑏𝑛

 = 
𝑛+1

2𝑛−1
  ส  ำหรบั 𝑛 = 1, 2, 3, … 

 คำ่ของ  2𝑏100
𝑎100

  เทำ่กบัเทำ่ใด    [PAT 1 (มี.ค. 58)/38] 
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5. ก ำหนดให ้ {𝑎𝑛}  เป็นล ำดบัของจ ำนวนจรงิ โดยที่  𝑎𝑛+1 = 𝑛2 − 𝑎𝑛 ส ำหรบั 𝑛 = 1, 2, 3, … 

 คำ่ของ 𝑎1 ที่ท ำให ้ 𝑎101 = 5100 เทำ่กบัเทำ่ใด    [PAT 1 (มี.ค. 54)/16] 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

6. ถำ้  𝑎1, 𝑎2, 𝑎3, … , 𝑎1000  เป็นล ำดบัของจ ำนวนจรงิที่สอดคลอ้งกบั  
𝑎1

𝑎1+2
 = 

𝑎2

𝑎2+3
 = 

𝑎3

𝑎3+4
 = … = 

𝑎1000

𝑎1000+1001
 

 และ  𝑎1 + 𝑎2 + 𝑎3 + … + 𝑎1000 = 250000  แลว้คำ่ของ  𝑎1 + 𝑎1000  เทำ่กบัเทำ่ใด 

 PAT 1 (เม.ย. 57)/36] 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 ล ำดบัอนนัต ์และอนกุรมอนนัต ์ 29 

ทบทวนอนกุรมเรขำคณิต 

 
สตูรส ำหรบัหำผลบวกของอนกุรมเรขำคณิต จะมี 2 สตูร ดงันี ้
 
 
 
 
 
 

 เมื่อ 𝑆𝑛  คือ ผลบวกของอนกุรม 
  𝑎1  คือพจนแ์รก  ,    𝑎𝑛  คือพจนส์ดุทำ้ย 

  𝑛  คือจ ำนวนพจนท์ี่น ำมำบวก 

  𝑟  คืออตัรำสว่นรว่มในล ำดบัเรขำคณิต 
 

แบบฝึกหดั 

1. ก ำหนดให ้𝑎𝑛 เป็นล ำดบัท่ีสอดคลอ้งกบั 
𝑎𝑛+2

𝑎𝑛
= 2 ส ำหรบัทกุจ ำนวนนบั 𝑛 

 ถำ้ 


10

1n

𝑎𝑛 = 31 แลว้ 


2552

1n

𝑎𝑛 เทำ่กบัเทำ่ใด    [PAT 1 (มี.ค. 52)/30] 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

2. ล ำดบัเรขำคณิตชดุหนึง่ มีอตัรำสว่นรว่มเป็นจ ำนวนจรงิบวก 

 ถำ้ผลบวกของสองพจนแ์รก เทำ่กบั 20 และผลบวกของสีพ่จนแ์รก เทำ่กบั 65 

 แลว้ ผลบวกของหกพจนแ์รก เทำ่กบัเทำ่ใด    [PAT 1 (มี.ค. 55)/34] 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 𝑆𝑛 =  
𝑎1−𝑎𝑛𝑟

1−𝑟
 (1) 

 𝑆𝑛 =  
𝑎1(1−𝑟

𝑛)

1−𝑟
 (2) 

สตูรแรก จะใชเ้มื่อเรำรูพ้จนส์ดุทำ้ย 

นอกนัน้ ใชส้ตูรที่สอง 
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3. ก ำหนดให ้ {𝑎𝑛}  เป็นล ำดบัของจ ำนวนจรงิ โดยทีม่ี  𝑎1 = 2  และ  𝑎𝑛 = 3𝑎𝑛−1 + 1  ส  ำหรบั  𝑛 = 2, 3, 4, … 

 และก ำหนดให ้ 𝑆𝑛 = 𝑎1 + 𝑎2 + 𝑎3 + … + 𝑎𝑛    ขอ้ใดตอ่ไปนีถ้กูตอ้ง    [PAT 1 (มี.ค. 57)/26] 
 1. 2𝑆𝑛 = 5(3𝑛−1) − 2𝑛 + 1 2. 2𝑆𝑛 = 2(3𝑛) + 3𝑛−1 − 𝑛 − 1 

 3. 4𝑆𝑛 = 4(3𝑛) + 3𝑛−1 − 4𝑛 − 1 4. 4𝑆𝑛 = 5(3𝑛) − 2𝑛 − 5 
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อนกุรมเรขำคณิตดดัแปลง 
 
หวัขอ้นี ้จะพดูถึงอนกุรมที่เกิดจำกกำรดดัแปลงอนกุรมเรขำคณิต เอำไปผสมกบัอนกุรมอื่น 
เช่น (3 ∙ 2) + (5 ∙ 22) + (7 ∙ 23) + … + (15 ∙ 27) 

 เกิดจำกกำรผสมระหวำ่งอนกุรมเรขำคณิต  2 ,  22 ,  23 , … ,  27  กบั อนกุรมเลขคณิต  3 ,  5 ,  7 ,  …  , 15 

 

อนกุรมประเภทนี ้ไมส่ำมำรถท ำในขัน้ตอนเดียวเหมือนที่ผำ่นมำได ้

แตต่อ้งใชว้ิธี  “หกักบัตวัมนัเอง”  ใหก้ลำยเป็นอนกุรมเรขำคณิตทีง่ำ่ยขึน้ก่อน ดงันี ้
1. สมมติใหผ้ลบวกที่ตอ้งกำรหำ เทำ่กบั  𝑥 →  สมกำร (1) 

2. คณูหรอืหำรทัง้สองขำ้ง ดว้ย อตัรำสว่นรว่ม (𝑟) ของล ำดบัเรขำคณิต →  สมกำร (2) 

3. เขียน สมกำร (1) กบั (2)  ใหเ้ลขชีก้ ำลงัของ 𝑟 ตรงกนั 

 น ำสมกำร (1) กบั (2) มำลบกนั จะเกิดกำรหกักนั ไดเ้ป็นอนกุรมที่ง่ำยขึน้ 
 

ตวัอยำ่ง  จงหำคำ่ของ  (3 ∙ 2) + (5 ∙ 22) + (7 ∙ 23) + … + (21 ∙ 210) 

วิธีท ำ อนัดบัแรก สมมตใิหผ้ลบวกที่ตอ้งกำรหำ เทำ่กบั  𝑥 

 
 
 

ถดัมำ คณูทัง้สองขำ้ง ดว้ย อตัรำสว่นรว่ม (𝑟) ของล ำดบัเรขำคณิต  จะเห็นวำ่ขอ้นี ้ 𝑟 = 2 
 
 
 

จำกนัน้ เขียน  (1) กบั (2) ใหเ้ลขชีก้ ำลงัตรงกนั  แลว้เอำ (1) − (2)  โดยลบเป็นหลกัๆ 

(ตวัแรกกบัตวัสดุทำ้ย จะไมม่คีูล่บ ใหช้กัลงมำ / เปลีย่นเครือ่งหมำย เหมือนตอนลบพหนุำมตำมปกติ) 
จะเห็นวำ่ผลลบ มีสว่นท่ีเป็นอนกุรมเรขำคณิต และสำมำรถใชส้ตูร  𝑆𝑛 = 

𝑎1−𝑎𝑛𝑟

1−𝑟
  ตอ่ได ้

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ดงันัน้    (3 ∙ 2) + (5 ∙ 22) + (7 ∙ 23) + … + (15 ∙ 27)  =  38914 # 

 
 
 
 
 

(3 ∙ 2) + (5 ∙ 22) + (7 ∙ 23) + … + (19 ∙ 29) + (21 ∙ 210) =      𝑥 (1) 

(3 ∙ 22) + (5 ∙ 23) + (7 ∙ 24) + … + (19 ∙ 210) + (21 ∙ 211) =      2𝑥 (2) 

อนกุรมเรขำคณิต  =  
2∙22−2∙210∙2

1−2
  =  4088 

 (3 ∙ 2) + (5 ∙ 22) + (7 ∙ 23) + (9 ∙ 24) + … + (21 ∙ 210) =      𝑥 (1) 
 (3 ∙ 22) + (5 ∙ 23) + (7 ∙ 24) + … + (19 ∙ 210) + (21 ∙ 211) =      2𝑥 (2) 

(3 ∙ 2) + (2 ∙ 22) + (2 ∙ 23) + (2 ∙ 24) + … + (  2 ∙ 210)  − (21 ∙ 211)   =   −𝑥 

−  

6      +                                       4088                                       −     43008 =   −𝑥 
                                                                                                         −38194 =   −𝑥 
                                                                                                            38194 =     𝑥 
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แบบฝึกหดั 

1. จงหำผลบวกของอนกุรมตอ่ไปนี ้

 1. 1 ∙ 2 + 2 ∙ 22 + 3 ∙ 23 + … + 7 ∙ 27 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 2. 1 ∙ 2 − 2 ∙ 22 + 3 ∙ 23 − … + 7 ∙ 27 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 3. 1 ∙ 1 + 3 ∙ 31 + 5 ∙ 32 + … + 11 ∙ 35 
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 4. 1

20
+
2

2
+

3

22
+⋯+

6

25
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

2. ก ำหนดให ้ 𝑎𝑛 = 
n

k 1


𝑘

2𝑘
  เมื่อ  𝑛 = 1, 2, 3, …    คำ่ของ  

n
lim

2𝑛(6−3𝑎𝑛)

√𝑛2+5𝑛+1
  เทำ่กบัเทำ่ใด 

 [PAT 1 (มี.ค. 57)/37] 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

3. ก ำหนดให ้ 𝑎𝑛 = 
𝑛23𝑛

32𝑛+1
  เมื่อ  𝑛 = 1, 2, 3, …    จงหำคำ่ของ 






1n

 𝑎𝑛    [PAT 1 (ต.ค. 58)/20] 
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อนกุรมเทเลสโคปิค 
 
มีอนกุรมจ ำนวนมำก ที่ไมใ่ช่อนกุรมเลขคณิต ไมใ่ช่อนกุรมเรขำคณิต และใชส้มบตัิของ ∑  ไมไ่ด ้

ถำ้จะหำผลบวกของอนกุรมแบบแปลกๆ เรำจะตอ้งใชเ้ทคนิคอื่นๆมำชว่ย ตำมลกัษณะของอนกุรม 

 

ในหวัขอ้นี ้จะพดูถงึเทคนคิกำร “สอ่ง” พจนร์อบขำ้งมำหกักนั    (Telescope = กลอ้งสอ่ง) 
หวัใจของเรือ่งนี ้คือ กำรจดัรูปแตล่ะพจนใ์นอนกุรม ใหเ้ป็น  “ผลลบ” 
โดยเมื่อแยกเป็นผลลบไดแ้ลว้ เรำจะหวงัวำ่ พจนค์ูท่ี่อยูต่ดิกนั จะมีบำงตวัตดักนัได ้
 

วิธีจดัรูปพจนใ์หเ้ป็นผลลบ จะมีอยู ่2 วิธี คือ กำรใชค้อนจเูกต กบั กำรแตกเศษสว่น 

คอนจเูกต คือ ตวัที่เหมือนกนั ยกเวน้เครือ่งหมำยตรงกลำง เปลีย่นเป็นตรงขำ้ม 

เช่น คอนจเูกต ของ  √𝑛 + 2  คือ  √𝑛 − 2 

 คอนจเูกต ของ  3√𝑛 − 2√𝑛 − 1  คือ  3√𝑛 + 2√𝑛 − 1    เป็นตน้ 
โดยกำรคณูดว้ยคอนจเูกต จะท ำใหเ้ขำ้สตูร    (น+ ล)( น− ล)  =  น2 − ล2    ได ้

 

ตวัอยำ่ง  จงหำคำ่ของ 
99

1

i

 
1

√𝑖+1+√𝑖
 

วิธีท ำ ลองจดัรูปโดยกำรคณูดว้ยคอนจเูกต จะได ้
 
 
 
 

เมื่อเขยีนพจนใ์นรูปผลลบไดแ้ลว้  ใหก้ระจำย  ∑  ดว้ยควำมหวงัวำ่จะมีบำงตวั ตดักนัได ้
 
 
 
 
 
 

จะเห็นวำ่  “ตวัหนำ้ของพจนห์นำ้”  ตดักบั  “ตวัหลงัของพจนห์ลงั”  ไดท้กุคูพ่จน ์

สดุทำ้ย จะตดักนัได ้“เกือบ” หมดทกุตวั  สิง่ที่ยำกก็คือ ตอ้งคิดใหร้อบคอบวำ่ “เหลอืตวัไหน”  
เนื่องจำก  “ตวัหนำ้ของพจนห์นำ้”  ตดักบั  “ตวัหลงัของพจนห์ลงั” 
ดงันัน้ จะเหลอื  “ตวัหลงัของพจนห์นำ้สดุ”  =  −√1    กบั    “ตวัหนำ้พจนห์ลงัสดุ”  =  √100 

ดงันัน้  
99

1

i

 
1

√𝑖+1+√𝑖
   =   −√1 + √100   =   −1 + 10  =  9 # 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

  
1

√𝑖+1+√𝑖
 =  

1

√𝑖+1+√𝑖
∙
√𝑖+1−√𝑖

√𝑖+1−√𝑖
 

 =  
√𝑖+1−√𝑖

(𝑖+1)−(𝑖)
 

 =  √𝑖 + 1 − √𝑖 

99

1

i

 
1

√𝑖+1+√𝑖
 =  

99

1

i

 (√𝑖 + 1 − √𝑖 ) 

  =  (√2 − √1) + (√3 − √2) + (√4 − √3) + (√5 − √4) + … + 

(√98 − √97) + (√99 − √98) + (√100 − √99) 
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นอกจำกคอนจเูกต  อีกวิธีที่แปลงรูปพจนใ์หเ้ป็นผลลบได ้คือ วิธี  “แตกเศษสว่น” 
วิธีนี ้จะคลำ้ยๆกบัตอนที่เรำลบเศษสว่น  เพียงแคค่รำวนีเ้รำจะท ำกลบั เพื่อแตกเศษสว่นใหก้ลำยเป็นผลลบ 

 
 
 
 
 
 
 
 

เช่น 1

(3)(5)
  =  (

1

3
−
1

5
) (

1

2
) 

1

(2)(6)
  =  (

1

2
−
1

6
) (

1

4
) 

 1

(2)(3)
  =  (

1

2
−
1

3
) 

2

(4)(7)
  =  (

1

4
−
1

7
) (

2

3
) 

 5

(4)(9)
  =  (

1

4
−
1

9
) 5

(2)(3)(5)
  =  (

1

(2)(3)
−

1

(3)(5)
) (

5

3
) 

 

เมื่อน ำควำมรูเ้รือ่งกำรแตกเศษสว่นไปใชแ้ปลงพจนใ์หเ้ป็นผลลบ เรำจะหำผลบวกของอนกุรมบำงขอ้ได ้

เช่น 
20

1

i

 
1

(𝑖)(𝑖+1)
 =  

20

1

i

 (
1

𝑖
−

1

𝑖+1
) 

   =  (
1

1
−
1

2
) + (

1

2
−
1

3
) + (

1

3
−
1

4
) + … + (

1

19
−

1

20
) + (

1

20
−

1

21
) 

   =  
1

1
 − 

1

21
        =  

20

21
 

 

  
12

1

i

 
2

(3𝑖−1)(3𝑖+2)
 =  

12

1

i

 (
1

3𝑖−1
−

1

3𝑖+2
) (

2

3
)        =  (

2

3
) 

12

1

i

 (
1

3𝑖−1
−

1

3𝑖+2
) 

   =  (
2

3
) [(

1

2
−
1

5
) + (

1

5
−
1

8
) + (

1

8
−

1

11
) + ⋯+ (

1

32
−

1

35
) + (

1

35
−

1

38
)] 

   =  (
2

3
) [
1

2
−

1

38
] 

   =  
2

3
 ∙ 
18

38
        =  

6

19
 

 

 
8

1

i

 
3

(2𝑖+1)(2𝑖+3)(2𝑖+5)
 =  

8

1

i

 (
1

(2𝑖+1)(2𝑖+3)
−

1

(2𝑖+3)(2𝑖+5)
) (

3

4
) 

  =  (
3

4
) 

8

1

i

 (
1

(2𝑖+1)(2𝑖+3)
−

1

(2𝑖+3)(2𝑖+5)
) 

  =  (
3

4
) [(

1

3∙5
−

1

5∙7
) + (

1

5∙7
−

1

7∙9
) + (

1

7∙9
−

1

9∙11
) + ⋯+

(
1

15∙17
−

1

17∙19
) + (

1

17∙19
−

1

19∙21
)] 

   =  (
3

4
) [

1

3∙5
−

1

19∙21
] 

   =  (
3

4
) [

133−5

5∙19∙21
]       =  

32

665
 

 

 

 1

𝑎𝑏
 = (

1

𝑎
−
1

𝑏
) (

1

𝑏−𝑎
) 

 
1

𝑎𝑏𝑐
 = (

1

𝑎𝑏
−

1

𝑏𝑐
) (

1

𝑐−𝑎
) 

 
1

𝑎𝑏𝑐𝑑
 = (

1

𝑎𝑏𝑐
−

1

𝑏𝑐𝑑
)(

1

𝑑−𝑎
) 

 
1

𝑎
−
1

𝑏
 = 

𝑏−𝑎

𝑎𝑏
 

 
1

𝑎𝑏
−

1

𝑏𝑐
 = 

𝑐−𝑎

𝑎𝑏𝑐
 

 
1

𝑎𝑏𝑐
−

1

𝑏𝑐𝑑
 = 

𝑑−𝑎

𝑎𝑏𝑐𝑑
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8

1

i

 
𝑖2

(2𝑖−1)(2𝑖+1)
 =  

8

1

i

 (
1

2𝑖−1
−

1

2𝑖+1
) (

𝑖2

2
)        =  (

1

2
) 

8

1

i

 (
𝑖2

2𝑖−1
−

𝑖2

2𝑖+1
) 

  =  (
1

2
) [(

12

1
−
12

3
) + (

22

3
−
22

5
) + (

32

5
−
32

7
) +⋯+ (

72

13
−
72

15
) + (

82

15
−
82

17
)] 

  =  (
1

2
) [
12

1
+ (

22

3
−
12

3
) + (

32

5
−
22

5
) +⋯+ (

82

15
−
72

15
) + (−

82

17
)] 

  =  (
1

2
) [
12

1
+
(2−1)(2+1)

3
+
(3−2)(3+2)

5
+⋯+

(8−7)(8+7)

15
+ (−

82

17
)] 

  =  (
1

2
) [1 +        1        +        1        + ⋯+        1        + (−

82

17
)] 

  =  (
1

2
) [8 −

64

17
] 

  =  4 − 
32

17
        =  

68−32

17
        =  

36

17
 

 
 

แบบฝึกหดั 

1. จงหำผลบวกของอนกุรมตอ่ไปนี ้

 1. 1

3∙5
+

1

5∙7
+

1

7∙9
+⋯+

1

13∙15
 2. 

10

1

i

 
3

4𝑖2−1
 

 
 
 
 
 
 
 

2. ส ำหรบั  𝑛 = 1, 2, 3, …  ก ำหนดให ้ 𝑎𝑛 = 1 +
1

𝑛
−

1

𝑛2
  และ  𝑏𝑛 = 1 −

1

𝑛
−

1

𝑛2
 

 จงหำจ ำนวนเต็มบวก  𝑛  ที่ท  ำให ้  𝑎2𝑎3…𝑎𝑛
𝑏2𝑏3…𝑏𝑛

 = 1331    [PAT 1 (ต.ค. 55)/49] 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

3. ก ำหนดให ้ {𝑎𝑛}  เป็นล ำดบัของจ ำนวนจรงิโดยที่  𝑎𝑛 = 
1

4+8+12+⋯+4𝑛
  ส ำหรบั  𝑛 = 1, 2, 3, … 

 ผลบวกของอนกุรม  𝑎1 + 𝑎2 + 𝑎3 +⋯  เทำ่กบัเทำ่ใด    [PAT 1 (มี.ค. 56)/18] 
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4. ส ำหรบั  𝑛 = 1, 2, 3, …  ก ำหนดให ้ 𝑎𝑛 = 2 + 4 + 6 + … + 2𝑛  และ  𝑏𝑛 = 𝑎1 + 𝑎2 + 𝑎3 + … + 𝑎𝑛 

 คำ่ของ  
n

lim [
2

𝑏1
+

3

𝑏2
+

4

𝑏3
+⋯+

𝑛+1

𝑏𝑛
]  เทำ่กบัเทำ่ใด    [PAT 1 (ต.ค. 55)/34] 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

5. ก ำหนดให ้ {𝑎𝑛}  เป็นล ำดบัของจ ำนวนจรงิ โดยที่  𝑎𝑛 = 


n

k 1

𝑘2

(2𝑘−1)(2𝑘+1)
  ส ำหรบั 𝑛 = 1, 2, 3, … 

 
n

lim
16

𝑛
𝑎𝑛  เทำ่กบัเทำ่ใด    [PAT 1 (ต.ค. 53)/16] 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

6. ให ้ 𝑎  เป็นจ ำนวนจรงิบวก และให ้ {𝑏𝑛}  เป็นล ำดบัของจ ำนวนจรงิ โดยที่  𝑏𝑛 = (𝑎 + 𝑛 − 1)(𝑎 + 𝑛)  ส  ำหรบั 

𝑛 = 1, 2, 3, …  ถำ้ 𝑎 สอดคลอ้งกบั 
n

lim (
𝑎+1

𝑏1𝑏2
+
𝑎+2

𝑏2𝑏3
+⋯+

𝑎+𝑛

𝑏𝑛𝑏𝑛+1
) = 

1

312
  แลว้คำ่ของ  𝑎2 + 57  เทำ่กบั

เทำ่ใด    [PAT 1 (พ.ย. 57)/35] 
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7. ก ำหนดให ้ 𝑎𝑛 = 
𝑛2

16𝑛2−4
  เมื่อ  𝑛 = 1, 2, 3, …    ถำ้  

n
lim

𝑎1+𝑎2+𝑎3+ … +𝑎𝑛

𝑛
 = 

𝑎

𝑏
  โดยที่ 𝑎 และ 𝑏 เป็นจ ำนวน

เต็มบวก ซึง่ ห.ร.ม. ของ 𝑎 และ 𝑏 เทำ่กบั 1 แลว้  𝑎2 + 𝑏2 เทำ่กบัเทำ่ใด    [PAT 1 (เม.ย. 57)/20] 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

8. ก ำหนดให ้ 𝑎𝑛 = √1+ (1 +
1

𝑛
)
2
+√1 + (1 −

1

𝑛
)
2
  ส  ำหรบั 𝑛 = 1, 2, 3, … 

 คำ่ของ 1
𝑎1
+

1

𝑎2
+⋯+

1

𝑎20
  เทำ่กบัเทำ่ใด    [PAT 1 (ก.ค. 53)/39] 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

9. จงหำคำ่ของ  
n

lim  1
𝑛
(√1 +

1

12
+

1

22
+√1 +

1

22
+

1

32
+⋯+√1+

1

𝑛2
+

1

(𝑛+1)2
) 

 [PAT 1 (มี.ค. 55)/35] 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 ล ำดบัอนนัต ์และอนกุรมอนนัต ์ 39 

10. ก ำหนดให ้ 𝑏𝑛 = 
n

k 1
 (

𝑘

𝑘4+𝑘2+1
)        จงหำคำ่ 𝑐 ที่ท  ำให ้ 

n
lim (−1 + 𝑐𝑏𝑛) = 4    [PAT 1 (ธ.ค. 54)/37*] 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

11. ถำ้ {𝑎𝑛} และ {𝑏𝑛} เป็นล ำดบัของจ ำนวนจรงิ โดยที่  𝑎𝑛 = 
2𝑛

𝑛(𝑛+2)
  และ  𝑏𝑛 = 

3𝑛

5𝑛+18
  ส  ำหรบั 𝑛 = 1, 2, 3, … 

 แลว้อนกุรม  𝑎1
𝑏1
+
𝑎2

𝑏2
+
𝑎3

𝑏3
+ …  มีผลบวกเทำ่กบัเทำ่ใด    [PAT 1 (มี.ค. 58)/42] 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

12. ถำ้  𝐴  =  
1

1∙2
 + 

1

3∙4
 + … + 

1

(2015)(2016)
    และ  𝐵  =  

1

(1009)(2016)
 + 

1

(1010)(2015)
 + … + 

1

(2016)(1009)
 

 แลว้คำ่ของ  20𝐴
11𝐵

  เทำ่กบัเทำ่ใด    [PAT 1 (เม.ย. 57)/44] 
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อนกุรมอนนัต ์
 
อนกุรมอนนัต ์หมำยถงึ กำรน ำตวัเลขในล ำดบัอนนัต ์มำบวกกนั ไปเรือ่ยๆ อยำ่งไมม่ีที่สิน้สดุ 

เช่น 1 + 3 + 5 + 7 + …  1 + 4 + 9 + 16 + … 

  0.3 + 0.03 + 0.003 + … 
1

2
 + 

1

4
 + 

1

8
 + 

1

16
 + … 

ในเรือ่งนี ้เรำจะไดเ้รยีนวิธีประมำณคำ่ผลบวกของอนกุรมอนนัตเ์หลำ่นี ้
 

อยำ่งไรก็ตำม ตอ้งรูก้่อนวำ่อนกุรมอนนัต ์“สว่นใหญ่” หำคำ่ประมำณของผลบวกไมไ่ด ้

เช่น 1 + 3 + 5 + 7 + … ผลบวกเพิ่มอยำ่งไมม่ีขอบเขต จงึไมส่ำมำรถประมำณคำ่ผลบวกได ้

 1

10
 + 

1

10
 + 

1

10
 + … ถึง  1

10
  จะมีคำ่นอ้ย แตถ่ำ้บวกอยำ่งไมส่ิน้สดุ ผลบวกก็จะเพิ่มอยำ่งไมม่ีขอบเขตได ้

  จึงไมส่ำมำรถประมำณคำ่ผลบวกได ้

 (−1) + (−2) + (−3) + … ผลบวก เป็นคำ่ติดลบอยำ่งไมม่ขีอบเขต จงึไมส่ำมำรถประมำณคำ่ผลบวกได ้

 3 + (−3) + 3 + (−3) + … ผลบวกแกวง่ไปมำระหวำ่ง  3  กบั  0  จึงประมำณคำ่ผลบวกไมไ่ด ้

 1

2
 + 

1

3
 + 

1

4
 + 

1

5
 + 

1

6
 + 

1

7
 + … ผลบวกเพิ่มไดอ้ยำ่งไมม่ีขอบเขต เพรำะ จบักลุม่  1

2
  ก่ีกลุม่ก็ได ้ดงันี ้

 
 
 
 
 
 
 
 

แต ่ 0.3 + 0.03 + 0.003 + … ประมำณคำ่ผลบวกได ้ 0.333333…  = 1
3
 

 
 

 
1

2
 + 

1

4
 + 

1

8
 + 

1

16
 + … ประมำณคำ่ผลบวกได ้ 1  เพรำะ 

 
 
 

ค ำศพัทท์ีใ่ช ้จะใชค้  ำวำ่ คอนเวอรเ์จนต ์กบั ไดเวอรเ์จนต ์คลำ้ยๆกบัในเรือ่งล ำดบัอนนัต ์

 ถำ้สำมำรถหำผลบวกของอนกุรมอนนัตไ์ด ้ จะเรยีกวำ่ อนกุรม “คอนเวอรเ์จนต”์ (อนกุรมลูเ่ขำ้) 
 ถำ้ไมส่ำมำรถหำผลบวกของอนกุรมอนนัตไ์ด ้ จะเรยีกวำ่ อนกุรม “ไดเวอรเ์จนต”์ (อนกุรมลูอ่อก) 

 

เรำจะเคยเจอค ำวำ่ คอนเวอรเ์จนต ์กบั ไดเวอรเ์จนต ์ในเรือ่งล  ำดบัอนนัตม์ำแลว้ 

ในเรือ่งนี ้เรำจะตอ้งสำมำรถบอกควำมสมัพนัธ ์ระหวำ่ง ล ำดบั / อนกุรม ที่เป็น คอนเวอรเ์จนต ์/ ไดเวอรเ์จนต ์ได  ้
ในล ำดบัอนนัต ์เรำจะสนใจ  “ตวัที่ ∞”  แตใ่นเรือ่งอนกุรมอนนัต ์เรำจะสนใจ “ผลบวก ∞ ตวั” 
 
 
 
 
 
 

 คอนเวอรเ์จนต ์ ไดเวอรเ์จนต ์

ล ำดบัอนนัต ์ หำคำ่ประมำณของ ตวัที่ ∞ ได ้ ตวัที่ ∞ มีคำ่มำกสดุๆ, ตดิลบสดุๆ , หรอืแกวง่ 
อนกุรมอนนัต ์ หำคำ่ประมำณของ ผลบวก ∞ ตวั ได ้ ผลบวก ∞ ตวั มีคำ่มำกสดุๆ, ติดลบสดุๆ , หรอืแกวง่ 

 

=  
1

2
+ (

1

3
+
1

4
) + (

1

5
+
1

6
+
1

7
+
1

8
) + ⋯ 

>  
1

2
+ (

1

4
+
1

4
) + (

1

8
+
1

8
+
1

8
+
1

8
) + ⋯ 

=  
1

2
  +      

1

2
       +             

1

2
               +      

1

2
    +    

1

2
   +  … 

=  มำกไดอ้ยำ่งไมม่ีขอบเขต 

1

2
  

1

4
  

1

8
  

1

16
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จำกควำมหมำยดงักลำ่ว จะเห็นวำ่ “อนกุรม คอนเวอรเ์จนตย์ำกกวำ่ ล ำดบั” 
เพรำะอนกุรมอนนัตต์อ้งหำคำ่ของ “ทกุตวับวกกนั”  ในขณะท่ีล ำดบัอนนัต ์หำคำ่ของ “ตวัสดุทำ้ย” ตวัเดียว 

เนื่องจำก “อนกุรม คอนเวอรเ์จนตย์ำกกวำ่ ล ำดบั”  ดงันัน้ ถำ้เขียนแผนภำพ จะไดด้งันี ้
 อนกุรม → คอนยำก → คอนช่องเดียว 

 ล ำดบั → คอนง่ำย → คอน 2 ช่อง 
 

จำกแผนภำพนี ้จะท ำใหเ้รำสรุปควำมสมัพนัธร์ะหวำ่ง ล ำดบั / อนกุรม ที่เป็น คอนเวอรเ์จนต ์/ ไดเวอรเ์จนต ์ไดด้งันี ้
 ล ำดบัไดเวอรเ์จนต ์จะท ำใหเ้กิด อนกุรมไดเวอรเ์จนต ์เสมอ 

 ล ำดบัคอนเวอรเ์จนต ์จะท ำใหเ้กิด อนกุรมคอนเวอรเ์จนต ์หรอื ไดเวอรเ์จนต ์ก็ได ้

 อนกุรมคอนเวอรเ์จนต ์ตอ้งมำจำก ล ำดบัคอนเวอรเ์จนต ์เทำ่นัน้ 

 อนกุรมไดเวอรเ์จนต ์จะมำจำก ล ำดบัคอนเวอรเ์จนต ์หรอื ไดเวอรเ์จนต ์ก็ได ้

 

ตวัอยำ่งของล ำดบัท่ีคอนเวอรเ์จนต ์แตท่ ำใหเ้กิดอนกุรมไดเวอรเ์จนต ์

เช่น ล ำดบั  3
2
 ,  
4

3
 ,  
5

4
 ,  
6

5
 , … → คอนเวอรเ์จนต ์ มีลมิติของล ำดบั = 1 

 อนกุรม  3
2
 + 

4

3
 + 

5

4
 + 

6

5
 + … → ไมค่อนเวอรเ์จนต ์เพรำะทกุตวัทีม่ำบวก เกิน 1 หมด 

บวกไป ∞ ตวั จะมำกขึน้ไดอ้ยำ่งไมม่ีขอบเขต 

หรอื ล ำดบั  1
2
 ,  
1

3
 ,  
1

4
 ,  
1

5
 , … → คอนเวอรเ์จนต ์ มีลมิติของล ำดบั = 0 

 อนกุรม  1
2
 + 

1

3
 + 

1

4
 + 

1

5
 + … → ไมค่อนเวอรเ์จนต ์ เพรำะจบักลุม่  1

2
  ก่ีกลุม่ก็ได ้ดงัแสดงในหนำ้ที่แลว้ 

 
 

ในเรือ่งนี ้เรำนิยมใชส้ญัลกัษณ ์ 𝑆∞  แทนผลบวกของอนกุรมอนนัต ์

นอกจำกนี ้ยงัมีสญัลกัษณอ์ีกหลำยแบบ ที่หมำยถงึ  𝑆∞  ได ้เช่น  





1i
𝑎𝑖   ,    

n
lim 𝑆𝑛    ,    

n
lim

n

i 1
 𝑎𝑖  

ในกำรหำ  𝑆∞  เรำนิยมหำ  𝑆𝑛  แบบไมอ่นนัตท์ี่ติดตวัแปร  𝑛  ออกมำก่อน โดยใชค้วำมรูท้ี่เรยีนมำในบทกอ่นหนำ้ 

แลว้คอ่ยแทน 𝑛 ดว้ย ∞    (หรอืพดูอีกแบบวำ่ “เทคลมิติ ให ้𝑛 → ∞”) 
 

ตวัอยำ่ง  จงหำคำ่ของ  1
2∙3
+

1

3∙4
+

1

4∙5
+⋯ 

วิธีท ำ เรำตอ้งหำผลบวก  𝑛  ตวัแรก หรอื 𝑆𝑛  แบบไมอ่นนัต ์ออกมำก่อน แลว้คอ่ยเทคลมิิตให ้𝑛 → ∞ 

เขียนพจนท์ั่วไปของล ำดบันี ้ออกมำก่อน จะได ้ 𝑎𝑛 = 
1

(𝑛+1)(𝑛+2)
 

ดงันัน้  𝑆𝑛 =
1

2∙3
+

1

3∙4
+

1

4∙5
+⋯+

1

(𝑛+1)(𝑛+2)
 

ขอ้นี ้เป็นอนกุรม Telescopic ตอ้งแยกแตล่ะพจนเ์ป็นผลลบ แลว้ “สอ่ง” ตวัขำ้งๆ มำหกั ดงันี ้
 
 
 
 
 

 
เทคลมิิตให ้𝑛 → ∞ จะได ้ 𝑆∞ = 

1

2
−0 = 

1

2
 # 

 
 

คอน ได 
อนกุรมคอน 

ล ำดบัคอน 
อนกุรมได 
ล ำดบัคอน 

อนกุรมได 
ล ำดบัได 

𝑆𝑛 =  
1

2∙3
+

1

3∙4
+

1

4∙5
+⋯+

1

(𝑛+1)(𝑛+2)
 

 =  (
1

2
−
1

3
) + (

1

3
−
1

4
) + (

1

4
−
1

5
) +⋯+ (

1

𝑛+1
−

1

𝑛+2
) 

 =  
1

2
−

1

𝑛+2
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แบบฝึกหดั 

1. จงพิจำรณำวำ่อนกุรมตอ่ไปนี ้เป็นอนกุรมคอนเวอรเ์จนต ์หรอื อนกุรมไดเวอรเ์จนต ์พรอ้มทัง้หำผลบวกของอนกุรม ใน
กรณีที่เป็นอนกุรมคอนเวอรเ์จนต ์

1. 1 + 2 + 3 + 4 + … 2. 10 + 7 + 3 + (−1) + (−4) + … 

 
 
 
 
 
 
 
 

3. 


1i

7

10𝑖
 4. 



1i

(−1)𝑖 

 
 
 
 
 
 
 
 

5. 


1i

1

(2𝑖−1)(2𝑖+1)
 6. 



1i

1 +
1

2𝑖
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

7. 


1i

1

𝑖2+𝑖
 8. 



2i

1

𝑖2−1
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2. ขอ้ใดตอ่ไปนี ้ถกูตอ้ง 
 1. ล ำดบัคอนเวอรเ์จนต ์จะท ำใหเ้กิดอนกุรมคอนเวอรเ์จนตเ์สมอ 

 2. อนกุรมไดเวอรเ์จนต ์ตอ้งเกิดจำก ล ำดบัไดเวอรเ์จนตเ์ทำ่นัน้ 

 3. ล ำดบัไดเวอรเ์จนต ์จะท ำใหเ้กิดอนกุรมคอนเวอรเ์จนต ์หรอืไดเวอรเ์จนตก็์ได ้
 4. อนกุรมคอนเวอรเ์จนต ์ตอ้งเกิดจำก ล ำดบัคอนเวอรเ์จนตเ์ทำ่นัน้ 
 
 
 
 

3. ขอ้ใดตอ่ไปนีเ้ป็นจรงิ    [PAT 1 (ต.ค. 52)/1-14] 

 1. ถำ้ ล ำดบั  𝑎𝑛  ลูเ่ขำ้ แลว้ อนกุรม 


1n

𝑎𝑛 ลูเ่ขำ้ 

 2. ถำ้ อนกุรม 


1n

𝑎𝑛 ลูเ่ขำ้ แลว้ อนกุรม 


1n

(1 +
𝑎𝑛

2𝑛
) ลูเ่ขำ้ 

 
 
 
 

4. ก ำหนดให ้ 𝑆𝑘 = 13 + 23 + 33 +⋯+ 𝑘3  ส ำหรบั 𝑘 = 1, 2, 3, … 

 คำ่ของ  
n

lim (
1

√𝑆1
+

1

√𝑆2
+

1

√𝑆3
+⋯+

1

√𝑆𝑛
)  เทำ่กบัเทำ่ใด    [PAT 1 (ต.ค. 53)/41] 

 
 
 
 
 
 
 
 

5. ก ำหนดให ้ 𝑆𝑛 = 


n

k 1

(
1

√𝑘(𝑘+1)+𝑘√𝑘+1
)  ส  ำหรบั 𝑛 = 1, 2, 3, …  คำ่ของ 

n
lim 𝑆𝑛  เทำ่กบัเทำ่ใด 

 [PAT 1 (มี.ค. 53)/36] 
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6. ถำ้ 


2n

1

𝑛4−𝑛2
= 𝐴  แลว้ 



2n

1

𝑛2
 มีคำ่เทำ่กบัขอ้ใดตอ่ไปนี ้   [PAT 1 (ก.ค. 52)/31] 

 1. 3

4
+ 𝐴 2. 5

4
+ 𝐴 3. 3

4
− 𝐴 4. 5

4
− 𝐴 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

7. ให ้ {𝑎𝑛}  เป็นล ำดบัของจ ำนวนจรงิ โดยที่  𝑎1 + 𝑎2 + 𝑎3 +⋯+ 𝑎𝑛 = 𝑛2𝑎𝑛  ส  ำหรบั 𝑛 = 1, 2, 3, … 

 ถำ้  𝑎1 = 100  แลว้
n

lim 𝑛2𝑎𝑛  มีคำ่เทำ่กบัเทำ่ใด    [PAT 1 (ก.ค. 53)/34] 
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อนกุรมเรขำคณิตอนนัต ์

 
จะเห็นวำ่บทนี ้ไมม่ีหวัขอ้ “อนกุรมเลขคณิตอนนัต”์ 
เพรำะอนกุรมเลขคณิตอนนัตเ์กือบทัง้หมด จะเป็นอนกุรมไดเวอรเ์จนต ์หำผลบวกไมไ่ด ้   (ยกเวน้  0 + 0 + 0 + … ) 
เพรำะอนกุรมเลขคณิต จะเพิม่หรอืลดอยำ่งคงที่ไปเรือ่ยๆ  ท ำใหผ้ลบวก เพิ่มหรอืลดไปเรือ่ยๆอยำ่งไมม่ีขอบเขต 
เช่น 1 + 3 + 5 + 7 + … → บวกไป ∞ ตวั จะไดผ้ลบวกมีคำ่มำกไดอ้ยำ่งไมม่ีขอบเขต 

 20 + 19 + 18 + … → ตวัหลงัๆ จะติดลบกนัสดุๆ ดงันัน้ ผลบวกมีคำ่ติดลบไดอ้ยำ่งไมม่ขีอบเขต 

 1

100
 + 

1

100
 + 

1

100
 + … → อนันีเ้ป็นอนกุรมเลขคณิต ที่  𝑎1 = 

1

100
  และ  𝑑 = 0 

ถึงแม ้ 1
100

  จะนอ้ย  แตบ่วกไป ∞ ตวั ก็จะยงัไดผ้ลบวกมคีำ่มำกสดุๆได ้
 

ส ำหรบั อนกุรมเรขำคณิตอนนัต ์จะมีบำงอนัคอนเวอรเ์จนต ์บำงอนัไดเวอรเ์จนต ์

 |𝑟| < 1 →  คอนเวอรเ์จนต ์ →  หำผลบวกอนกุรมอนนัตไ์ดจ้ำกสตูร 
 |𝑟| ≥ 1 →  ไดเวอรเ์จนต ์ →  หำผลบวกอนกุรมอนนัตไ์มไ่ด ้

ดงันัน้ ถำ้เจอโจทยอ์นกุรมเรขำคณิตอนนัต ์ก็อยำ่เพิง่รบีใชส้ตูร  แตใ่หเ้ช็คใหแ้นใ่จวำ่  |𝑟| < 1  ก่อน จึงจะใชส้ตูรได ้

ที่ส  ำคญั ตอนใชส้ตูรนี ้ตอ้งแมน่เรือ่งเศษสว่นซอ้น  กลำ่วคือ    
 
𝑎

𝑏
 
𝑐

𝑑

  =  
𝑎

𝑏
÷
𝑐

𝑑
    ,    

 𝑎 
𝑏

𝑐

 = 𝑎 ÷
𝑏

𝑐
    ,    

𝑎

𝑏

 𝑐 
 = 

𝑎

𝑏
÷ 𝑐 

 

เช่น 1

2
+
1

4
+
1

8
+⋯ →    |𝑟| = |

1

2
|  <  1 →    𝑆∞ = 

1

2

1−
1

2

    =  

1

2
1

2

    =  
1

2
×
2

1
    =  1 

 

 1 + (−2) + 4 + (−8) + … →    |𝑟| = |−2|  ≥  1 →    ไดเวอรเ์จนต ์ หำผลบวกไมไ่ด ้
 

 3 − 
6

5
 + 

12

52
 − 

24

53
 + … →    |𝑟| = |−

2

5
|  <  1 →    𝑆∞ = 

3

1−(−
2

5
)
    =  

3
7

2

    =  3 ×
2

7
    =  

6

7
 

 

 





1i
 
2

(−3)𝑖
  =  

2

−3
 + 

2

(−3)2
 + 

2

(−3)3
 + … →    |𝑟| = |

1

−3
|  <  1 

  →    𝑆∞ = 

2

−3

1−(
1

−3
)

    =  
−
2

3
4

3

    =  −
2

3
×
3

4
    =  −

1

2
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

    𝑆∞  =  
𝑎1

1−𝑟
 






1i
 
2𝑖+3

5𝑖−1
 =  






1i
 
2𝑖

5𝑖−1
+

3

5𝑖−1
 

 =  





1i
 
2𝑖

5𝑖−1
  +  






1i
 
3

5𝑖−1
 

 =    
2

1−(
2

5
)
  +  

3

1−(
1

5
)
 

 =    (2 ÷
3

5
)  +  (3 ÷

4

5
) 

 =    
10

3
  +  

15

4
        =    

85

12
 






1i
 
1−(3∙2𝑖)

(−3)𝑖
 =  






1i
 
1

(−3)𝑖
−

3∙2𝑖

(−3)𝑖
 

 =  





1i
 
1

(−3)𝑖
  −  






1i
 
3∙2𝑖

(−3)𝑖
 

 =    

1

−3

1−(
1

−3
)
  −  

3∙2

−3

1−(
2

−3
)

 

 =    (−
1

3
÷
4

3
) − (−2 ÷

5

3
) 

 =    −
1

4
+
6

5
        =    

19

20
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ตวัอยำ่ง  จงหำคำ่ของ  1
2
+
2

4
+
3

8
+

4

16
+⋯ 

วิธีท ำ ขอ้นีเ้ป็นอนกุรมเรขำคณิตดดัแปลงอนนัต ์ โดยมีเศษเป็นอนกุรมเลขคณิต แตส่ว่นเป็นอนกุรมเรขำคณิต 

เทคนิคกำรหำผลบวกของอนกุรมเรขำคณิตดดัแปลง ตอ้งน ำอนกุรมมำ “หกักบัตวัมนัเอง” 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ดงันัน้    1
2
 + 

2

4
 + 

3

8
 + 

4

16
 + …  =  2 # 

 
 

แบบฝึกหดั 

1. จงพิจำรณำวำ่อนกุรมตอ่ไปนี ้เป็นอนกุรมคอนเวอรเ์จนต ์หรอื อนกุรมไดเวอรเ์จนต ์พรอ้มทัง้หำผลบวกของอนกุรม ใน
กรณีที่เป็นอนกุรมคอนเวอรเ์จนต ์

 1. 


1i

2

3𝑖
 2. 



1i

(−
1

2
)
𝑖
 

 
 
 
 
 
 

 3. 


1i

(−1)𝑖 4. 


1i

(
3

2
)
𝑖
 

 
 
 
 
 

 5. 


1i

2𝑖+3𝑖

22𝑖
 6. 



1i

2𝑖+1

3𝑖
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

𝑆∞ =  
1

1−
1

2

  =  
1
1

2

  =  2 

ใหส้ิง่ที่ตอ้งกำรหำ เทำ่กบั 𝑥 
1

2
+
2

4
+
3

8
+

4

16
+⋯ =   𝑥 (1) 

 

คณูสองขำ้งดว้ย 2 1 +
2

2
+
3

4
+
4

8
+⋯ =  2𝑥 (2) 

 

(2) − (1) 1 +
1

2
+
1

4
+
1

8
+⋯ =   𝑥 
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2. ก ำหนดใหอ้นกุรมตอ่ไปนี ้

 𝐴 = 


1000

1k

(−1)𝑘            𝐵 = 


20

3k

𝑘2            𝐶 = 


100

1k

𝑘            𝐷 = 


1k

2 (
1

2
)
𝑘

 

 คำ่ของ  𝐴 + 𝐵 + 𝐶 + 𝐷  เทำ่กบัเทำ่ใด    [PAT 1 (ก.ค. 53)/23] 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

3. ให ้ 𝑇(𝑥)  =  sin 𝑥 − cos2 𝑥 + sin3 𝑥 − cos4 𝑥 + sin5 𝑥 − cos6 𝑥 + … 

 แลว้คำ่ของ  3𝑇 (𝜋
3
)  เทำ่กบัเทำ่ใด    [PAT 1 (ต.ค. 53)/6] 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

4. ถำ้ 
1

𝑎
+
1

3
+

𝑎

32
+
𝑎2

33
+⋯ เป็นอนกุรมเรขำคณิต ซึง่มีผลบวกเทำ่กบั 4

3
 แลว้ 𝑎 มีคำ่เทำ่ใด    [A-NET 49/2-7] 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

5. ถำ้ 𝑎1, 𝑎2, 𝑎3, … เป็นล ำดบัเรขำคณิตซึง่ 


1n

𝑎𝑛 = 4  แลว้  จงเขยีน  𝑎2  ในรูปของ  𝑟 
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6. ผลบวกของอนกุรม  3 + 11

4
+
33

16
+⋯+

3𝑛+2𝑛−2

4𝑛−1
+⋯  เทำ่กบัเทำ่ใด    [PAT 1 (มี.ค. 53)/17] 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

7. ก ำหนดให ้𝑎𝑛 =
2𝑛+1+3𝑛−1

4𝑛
 และ 𝑏𝑛 =

1

1+2+⋯+𝑛
 ถำ้ 𝐴 และ 𝐵 เป็นผลบวกของอนกุรม 



1n

 𝑎𝑛 และ 


1n

 𝑏𝑛 

ตำมล ำดบั แลว้ 𝐴 + 𝐵 เทำ่กบัเทำ่ใด    [A-NET 50/1-19] 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

8. ถำ้ 
n

lim
𝑛2𝑏+1

2𝑛2𝑎−1
= 1 แลว้ผลบวกของอนกุรม 



1n

(
𝑎𝑏

𝑎2+𝑏2
)
𝑛
 เทำ่กบัเทำ่ใด    [PAT 1 (มี.ค. 52)/29] 
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9. ให ้𝑘 เป็นคำ่คงที่ และถำ้
n

lim
𝑘(𝑛5+𝑛)+3𝑛4+2

(𝑛+2)5
= 15 + 6 +

12

5
+⋯+ 15(

2

5
)
𝑛−1

+⋯ 

 แลว้ 𝑘 มีคำ่เทำ่กบัเทำ่ใด    [PAT 1 (ก.ค. 53)/40] 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

10. ก ำหนดให ้ 𝑎𝑛  =  
1+2+22+23+ … +2𝑛

32𝑛
  เมื่อ  𝑛 = 1, 2, 3, … 

 คำ่ของ  
n

lim  (𝑎1 + 𝑎2 + 𝑎3 + … + 𝑎𝑛)  เทำ่กบัเทำ่ใด    [PAT 1 (ต.ค. 58)/23] 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

11. ก ำหนดให ้ {𝑎𝑛}  และ  {𝑏𝑛}  เป็นล ำดบัของจ ำนวนจรงิ 
 โดยที่  3𝑎𝑛+1 = 𝑎𝑛  และ  2𝑛𝑏𝑛 = 𝑎𝑛 ส  ำหรบั 𝑛 = 1, 2, 3, … 

 ถำ้  𝑎5 = 2  แลว้ อนกุรม  𝑏1 + 𝑏2 + 𝑏3 + …  มีผลบวกเทำ่กบัเทำ่ใด    [PAT 1 (มี.ค. 59)/35] 
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12. ก ำหนดให ้  𝑎𝑛 = 
2

4𝑛2−1
− (−

1

3
)
𝑛

  ส ำหรบั 𝑛 = 1, 2, 3, …      จงหำคำ่ของ 





1n

𝑎𝑛    [PAT 1 (มี.ค. 59)/24] 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

13. ก ำหนดให ้ 𝑎1, 𝑎2, 𝑎3, … , 𝑎𝑛, …  เป็นล ำดบัเลขคณิตของจ ำนวนจรงิ 

 โดยที่  
25

1


n

𝑎𝑛 = 1900  และ  





1n

𝑎𝑛

4𝑛−1
 = 8        คำ่ของ 𝑎100 ตรงกบัขอ้ใดตอ่ไปนี ้   [PAT 1 (มี.ค. 59)/20] 
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14. ก ำหนดให ้ {𝑎𝑛}  เป็นล ำดบัของจ ำนวนจรงิ โดยที่  𝑎1 = 
1

6
  และ  𝑎𝑛 = 𝑎𝑛−1 −

1

3𝑛
  ส ำหรบั  𝑛 = 2, 3, 4, … 

 ขอ้ใดถกูตอ้งบำ้ง    [PAT 1 (พ.ย. 57)/20] 
 1. 

n
lim  𝑎𝑛 = 0 

 2. อนกุรม  𝑎1 + 𝑎2 + 𝑎3 + …  เป็นอนกุรมลูเ่ขำ้ มผีลบวกเทำ่กบั 0.75 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

15. ขอ้ใดตอ่ไปนีถ้กูตอ้ง    [PAT 1 (มี.ค. 55)/15] 

 1. ส ำหรบั 𝑎 และ 𝑏 เป็นจ ำนวนเต็มบวก จะไดว้ำ่  





1n

𝑎𝑛+𝑏𝑛

(𝑎+𝑏)𝑛
  =  

𝑎2+𝑏2

𝑎𝑏
 

 2. ถำ้ 𝑎1, 𝑎2, 𝑎3, … เป็นล ำดบัเลขคณิตของจ ำนวนจรงิ โดยที่  
𝑎1+𝑎2+⋯+𝑎𝑛

𝑎1+𝑎2+𝑎3+⋯+𝑎𝑚
 = 

𝑛2

𝑚2 

  ส ำหรบัจ ำนวนเตม็บวก 𝑛 และ 𝑚 ที่แตกตำ่งกนั แลว้  𝑎𝑚
𝑎𝑛

 = 
2𝑚−1

2𝑛−1
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16. ก ำหนดให ้ 𝑎1, 𝑎2, 𝑎3, … , 𝑎𝑛 , …  เป็นล ำดบัเรขำคณิตของจ ำนวนจรงิบวก โดยมี 𝑟 เป็นอตัรำสว่นรว่ม และ 

 𝑎1+𝑎3

𝑎2+𝑎4
 + 

𝑎3+𝑎5

𝑎4+𝑎6
 + 

𝑎5+𝑎7

𝑎6+𝑎8
 + … + 

𝑎2011+𝑎2013

𝑎2012+𝑎2014
 = 2012 

 คำ่ของ  1 + 5𝑟 + 12𝑟2 + 22𝑟3 +⋯  เทำ่กบัเทำ่ใด    [PAT 1 (มี.ค. 56)/34] 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

17. จงหำคำ่  𝑥 > 0  ที่ท ำให ้ 1 + 6

1+𝑥
+

15

(1+𝑥)2
+

28

(1+𝑥)3
+⋯  =  

27

4
    [PAT 1 (ธ.ค. 54)/36] 
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ทบทวนล ำดบัเลขคณิต 

 

1. 4001 2. 300 3. 2 4. 20 

5. 205 
 

ทบทวนล ำดบัเรขำคณิต 

 

1. 49 2. 156 3. 1

3
 4. 2.5 

 

ทบทวนล ำดบัเวียนเกิด 
 

1. 2 2. 1704 3. √5

2
 

 

ล ำดบัพหนุำม 

 

1. 1. 𝑎𝑛 = 𝑛2 − 7 2. 𝑎𝑛 = 3 − 𝑛2 

2. 393 

 

ลมิิตของล ำดบั 

 

1. 1 ได 2. ได 3. คอน ,  0 4. ได 

 5. ได 6. คอน ,  1 7. คอน ,  0 8. ได 

 9. คอน ,  0 10. คอน ,  3
2
 11. ได 12. คอน ,  √3 

2. 0 3. 6 4. 24.96 
 

กำรหำลมิติในรูปเศษสว่น 

 

1. 1. คอน ,  − 1

5
 2. คอน ,  0 3. คอน ,  0 4. ได 

 5. ได 6. คอน ,  0 7. คอน ,  2 8. ได 

 9. คอน ,  −4 10. คอน ,  0 11. ได 12. คอน ,  0 

 13. คอน ,  3 14. คอน ,  −
1

2
 15. คอน ,  5 16. คอน ,  √5

2
 

2. 2 3. 𝑎𝑛 4. 515 5. 2√2
4

 

6. 0.5 7. 3

2
 8. 2 

 

กำรหำผลบวกอนกุรมดว้ยซิกมำ 

 

1. 1. 210 2. 55 3. (𝑘+1)(2𝑘+1)

6
 

2. 372 3. 9 4. 1 5. 8 

6. 4 7. 3 8. 20 9. 115 
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10. 14 11. 10 12. 22 13. 10, 19 

14. 5 15. 9 
 

ทบทวนอนกุรมเลขคณิต 

 

1. 4840 2. 121

2
 3. 300 4. 3.97 

5. 50 6. 500 
 

ทบทวนอนกุรมเรขำคณิต 

 

1. 21276 − 1 2. 166.25 3. 4 
 

อนกุรมเรขำคณิตดดัแปลง 
 

1. 1. 1538 2. 626 3. 3646 4. 15

4
 

2. 3 3. 24 

 

อนกุรมเทเลสโคปิค 

 

1. 1. 2

15
 2. 10

7
 

2. 36 3. 1

2
 4. 2.25 5. 4 

6. 201 7. 257 8. 7 9. 1 

10. 10 11. 8 12. 2750 

 

อนกุรมอนนัต ์

 

1. 1. ได 2. ได 3. คอน ,  0.777… 4. ได 

 5. คอน ,  1
2
 6. ได 7. คอน ,  1 8. คอน ,  3

4
 

2. 4 3. - 4. 2 5. 1 

6. 3 7. 200 
 

อนกุรมเรขำคณิตอนนัต ์

 

1. 1. คอน ,  1 2. คอน ,  − 1

3
 3. ได 4. ได 

 5. คอน ,  4 6. คอน ,  2 

2. 7917 3. 6√3 − 1 4. 1.5 5. 4𝑟 − 4𝑟2 

6. 40

3
 7. 5 8. 2

3
 9. 25 

10. 25
56

 11. 97.2 12. 5
4
 13. 598 

14. 1 15. 1, 2 16. 16 17. 2 
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