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คูอ่นัดบั 
 
คูอ่นัดบั คือ การน าสองสิง่มาเขียนเป็นคูอ่ยา่งมีล าดบั เช่น  (3, 2) ,  (−1, 0) ,  ( 

3

2
 , 𝑎) ,  (สมชาย, 5)  เป็นต้น 

การสลบัต าแหนง่ของคา่ในคูอ่นัดบั จะท าให้กลายเป็นคนละอนั กลา่วคอื  (3, 2) ≠ (2, 3) 

กลา่วคอื คูอ่นัดบั 2 คู ่จะเทา่กนัได้ ก็เมื่อ สมาชิกตวัหน้าเทา่กนั และ สมาชิกตวัหลงัเทา่กนั 
 

ตวัอยา่ง  จงหาคา่ 𝑥 และ 𝑦 ที่ท าให้  (3, 𝑥 + 𝑦) = (𝑦 + 1, 5𝑦) 
วิธีท า คูอ่นัดบัจะเทา่กนัได้ เมื่อสมาชิกตวัหน้าเทา่กนั และสมาชิกตวัหลงัเทา่กนั 

 
 
 
 
 
 

ดงันัน้ ค าตอบ คือ  𝑥 = 8  และ  𝑦 = 2 # 

 

ตวัอยา่ง  จงหาคา่ 𝑥 และ 𝑦 ที่ท าให้ (3𝑥, 2𝑦 + 1) = (8 − 2𝑦, 2𝑥 − 𝑦) 
วิธีท า ข้อนีท้ าเหมือนเดิม เพียงแตส่มการยุง่ขึน้ 

นัน่คือ จะได้    3𝑥  =  8 − 2𝑦    และ    2𝑦 + 1  =  2𝑥 − 𝑦 
3𝑥 = 8 − 2𝑦 จดัรูปได้เป็น 3𝑥 + 2𝑦 =  8 (1) 

2𝑦 + 1 = 2𝑥 − 𝑦 จดัรูปใหม ่ได้เป็น 2𝑥 − 3𝑦 =  1 (2) 

 
 
 
 
 
 
 
 

ดงันัน้ ค าตอบ คือ  𝑥 = 2  และ  𝑦 = 1 # 

 

แบบฝึกหดั 

1. จงหาคา่  𝑥  และ  𝑦  ที่ท าให้คูอ่นัดบัตอ่ไปนีเ้ทา่กนั 

 1. (𝑥 ,  𝑥 − 𝑦)  =  (2𝑥 − 3 ,  𝑥 + 𝑦) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

3  =  𝑦 + 1 
2  =  𝑦 

𝑥 + 𝑦 =  5𝑦  
𝑥 + 2 =  10 
   𝑥 =  8 

(3, 𝑥 + 𝑦) = (𝑦 + 1, 5𝑦) 

2 × (1): 6𝑥 + 4𝑦 =  16 (3) 

3 × (2): 6𝑥 − 9𝑦 =    3 (4) 

(3) − (4):    13𝑦 =  13 

      𝑦 =    1 

(1): 3𝑥 + 2 =   8 

     3𝑥 =   6 

       𝑥 =   2 
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 2. (2𝑥 − 𝑦 ,  𝑥 + 2𝑦)  =  (−4 ,  1 + 𝑦) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

2. ถ้า  𝐴 = {(1, 1), (1, 2), (1, 3)}  ,  𝐵 = {(1, 1), (2, 1), (3, 1)}   จงหา  𝑛(𝐴 ∪ 𝐵) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

3. ถ้า  𝐴 = {(1, (1, 1)), (1, (1, 2)), (2, (1, 1))}  ,  𝐵 = {((1, 1), 1), ((1, 2), 1), ((2, 1), 1)} 

 จงหา  𝑛(𝐴 ∪ 𝐵) 
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ผลคณูคาร์ทีเซยีน 

 
“ผลคณูคาร์ทีเซียน” ระหวา่ง เซต 𝐴 กบั เซต 𝐵  แทนได้ด้วยสญัลกัษณ์ 𝐴 × 𝐵 

หมายถึง “เซตของคูอ่นัดบั” ทัง้หมดที่ “ตวัหน้ามาจาก 𝐴”  และ “ตวัหลงัมาจาก 𝐵” 
เช่น {1, 2, 3} × {𝑎, 𝑏} =  {(1, 𝑎), (1, 𝑏), (2, 𝑎), (2, 𝑏), (3, 𝑎), (3, 𝑏)} 

  {𝑎, 𝑏} × {𝑎, 𝑏} =  {(𝑎, 𝑎), (𝑎, 𝑏), (𝑏, 𝑎), (𝑏, 𝑏)} 

  {𝑎, 𝑏} × {0, 1} =  {(𝑎, 0), (𝑎, 1), (𝑏, 0), (𝑏, 1)} 

  {0, 1} × {𝑎, 𝑏} =  {(0, 𝑎), (0, 𝑏), (1, 𝑎), (1, 𝑏)} 

   {1, 2} × {𝑎, {𝑎}} =  {(1, 𝑎), (1, {𝑎}), (2, 𝑎), (2, {𝑎})} 

  {1, 2, 3} × { } =  { } 

  {1, 2, 3} × { { } } =  {(1, { }), (2, { }), (3, { })} 

 

ปกติแล้ว  𝐴 × 𝐵  จะไมเ่ทา่กบั  𝐵 × 𝐴 
เพราะล าดบัก่อนหลงัในคูอ่นัดบัมีความส าคญั  กลา่วคือ  (𝑏, 1) ≠ (1, 𝑏) 
อยา่งไรก็ตาม  𝐴 × 𝐵  อาจเทา่กบั  𝐵 × 𝐴  ได้ ในกรณีที่  𝐴 = ∅  หรือ  𝐵 = ∅   หรือ  𝐴 = 𝐵 

 

จะเห็นวา่  𝐴 × 𝐵  จะมีจ านวนสมาชิก  =  จ านวนสมาชิกใน 𝐴  × จ านวนสมาชิกใน 𝐵 
ซึง่เขยีนเป็นสญัลกัษณ์ได้วา่  𝑛(𝐴 × 𝐵) = 𝑛(𝐴) ∙ 𝑛(𝐵) 

เช่น ถ้า  𝐴 มีสมาชิก 4 ตวั  และ  𝐵 มีสมาชิก 9 ตวั  แล้ว  𝐴 × 𝐵 จะมีสมาชิก  4 × 9 = 36  ตวั เป็นต้น 
 

และสดุท้ายที่ควรรู้ (แตไ่มต้่องจ า) คือ ผลคณูคาร์ทีเซียน สามารถกระจายใน  ∪  ,  ∩  และ  −  ได้  กลา่วคือ 

 𝐴 × (𝐵 ∪ 𝐶) = (𝐴 × 𝐵) ∪ (𝐴 × 𝐶) 
 𝐴 × (𝐵 ∩ 𝐶) = (𝐴 × 𝐵) ∩ (𝐴 × 𝐶) 
 𝐴 × (𝐵 − 𝐶) = (𝐴 × 𝐵) − (𝐴 × 𝐶) 
 

ตวัอยา่ง  จงหาจ านวนสมาชิกของ  {{1, 3}, { }} × {1, {1}, {1, {2}}}  พร้อมทัง้เขียนผลลพัธ์ 
วิธีท า ก่อนอื่น ต้องรู้ก่อนวา่เซตทีม่าคณูกนั มีสมาชิกก่ีตวั อะไรบ้าง 

 {{1, 3}, { }} มีสมาชิก 2 ตวั คือ  {1, 3}  และ  { } 

 {1, {1}, {1, {2}}} มีสมาชิก 3 ตวั คือ  1  และ  {1}  และ  {1, {2}} 
ดงันัน้ ผลคณูของสองเซตนี ้จะต้องมีสมาชิก  2 × 3 = 6  ตวั 
 

ซึง่จะวาดเป็นแผนภาพการจบัคูไ่ด้เป็น 

 
 

ดงันัน้ ผลคณู = { ({1, 3}, 1) ,  ({1, 3}, {1}) ,  ({1, 3}, {1, {2}}) , 

 (   { } ,   1) ,  (  { } ,    {1}) ,  ( { },      {1, {2}}) } # 
 
 
 
 
 

1 

{1} 

{1, {2}} 

{1, 3} 
 

{ } 
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แบบฝึกหดั 
1. จงหาจ านวนสมาชิกในแตล่ะข้อตอ่ไปนี ้

 1. {𝑎, 𝑏, 𝑐} × {𝑎, 𝑐} 2. {1, 2, 3, … , 10} × {1, 2, 3, … , 10} 

 
 

 3. {1, 2} × {1, {2, 3}} 4. {1, {1}, {1, 2}} × {{1, 2}} 

 
 

 5. {สมชาย , สมปอง} × {สมหญิง , สมชาย} 6. {1, 2} × {1, (2, 3)} 

 
 
 

2. จงหาผลคณูคาร์ทีเซียนตอ่ไปนี ้

 1. {𝑎, 𝑏, 𝑐} × {𝑎, 𝑐} 2. {1, {2}} × {2, {1}} 

 
 
 
 
 
 
 

 3. {สมชาย , สมปอง} × {สมชาย} 4. {1, 2} × {1, (2, 3)} 

 
 
 
 
 
 
 
 

3. ข้อใดถกูต้อง 
 1. (𝑎, 2)  ∈  {𝑎, 𝑏, 𝑐} × {1, 2, 3} 2. (𝑎, 2)  ∈  {𝑎, 2, 𝑐} × {1, 𝑏, 3} 

 
 
 
 

 3. (𝑎, 2)  ∈  {1, 𝑏, 3} × {𝑎, 2, 𝑐} 4. (𝑎, 2)  ∈  {𝑎, 2, 𝑐} × {𝑎, 2, 𝑐} 

 
 
 
 
 

4. ก าหนดให้ 𝐴 = {1, 2}  และ 𝐵 = {𝑎, 𝑏}  คูอ่นัดบัในข้อใดตอ่ไปนี ้เป็นสมาชิกของผลคณูคาร์ทีเซียน 𝐴 × 𝐵 

 [O-NET 52/12]  
 1. (2, 𝑏) 2. (𝑏, 𝑎) 3. (𝑎, 1) 4. (1, 2) 
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ความสมัพนัธ์ 

 
ความสมัพนัธ์ คือ ความเก่ียวข้องกนั ระหวา่งกลุม่สองกลุม่ 

เช่น ความสมัพนัธ์ “แอบชอบ” ระหวา่ง กลุม่ผู้ชาย ซึง่ประกอบด้วย สมชาย สมหวงั สมปอง และ สมบตัิ 
 ไปยงั กลุม่ผู้หญิง ซึง่ประกอบด้วย สมหญิง สมศรี และสมหมาย 

โดย สมชาย แอบชอบ สมหญิง 
 สมหวงั แอบชอบ สมหญิง 
และ สมบตัิ แอบชอบ สมศรีและสมหญิง 
เราจะสามารถเขยีนแผนภาพความสมัพนัธ์ “แอบชอบ” 
ระหวา่งกลุม่ผู้ชาย ไปยงักลุม่ผู้หญิง ได้ดงัรูป 
 

สิง่ที่ต้องระวงัคือ ความสมัพนัธ์สว่นใหญ่ “สลบัท่ีไมไ่ด้” 
นัน่คือ การท่ี สมชาย แอบชอบ สมหญิง  ไมไ่ด้แปลวา่ สมหญิง แอบชอบ สมชาย 

 

และในบางกรณี กลุม่หน้า กบั กลุม่หลงั อาจเป็นกลุม่เดียวกนัได้ด้วย 
เช่น ในการแขง่ขนัชกมวยแบบแบทเทิลรอยลั ในกลุม่ผู้ชาย 
พบวา่ สมชาย ชกโดน สมหวงัและสมบตัิ 
และ สมบตัิ ชกโดนสมปอง 
จะสามารถเขยีนแผนภาพได้กลุม่หน้ากบักลุม่หลงัเป็นกลุม่เดียวกนั ดงัรูป 

ในกรณีที่ กลุม่หน้ากบักลุม่หลงัเป็นกลุม่เดียวกนั เราจะเรียกวา่ ความสมัพนัธ์ “ในกลุม่” 
 

ในเร่ืองนี ้เรานิยมใช้สญัลกัษณ์  𝑟  เป็นตวัแปรแทนความสมัพนัธ์ 

เช่น ความสมัพนัธ์  “แอบชอบ” จะแทนด้วย  𝑟แอบชอบ 
 ความสมัพนัธ์   “ชกโดน” จะแทนด้วย  𝑟ชกโดน 

 

นอกจากการวาดเป็นแผนภาพแล้ว เรายงัสามารถใช้  “เซตของคูอ่นัดบั”  มาชว่ยเขียนความสมัพนัธ์ได้ด้วย 
โดย คูอ่นัดบั (𝑥, 𝑦) จะมีความหมายวา่ 𝑥 สมัพนัธ์กบั 𝑦 
เช่น 𝑟แอบชอบ =  {(สมชาย, สมหญิง), (สมหวงั, สมหญิง), (สมบตัิ, สมหญิง), (สมบตัิ, สมศรี)} 

 𝑟ชกโดน =  {(สมชาย, สมหวงั), (สมชาย, สมบตัิ), (สมบตั,ิ สมปอง)} 
 

โดยเราสามารถเขียนเซตเหลา่นี ้ “แบบบอกเง่ือนไข”  ได้ด้วย 

เช่น 𝑟แอบชอบ =  {(𝑥, 𝑦) | 𝑥 แอบชอบ 𝑦} 

 𝑟ชกโดน =  {(𝑥, 𝑦) | 𝑥 ชกโดน 𝑦} 

 

และ เราสามารถใช้ผลคณูคาร์ทีเซียน เพื่อชว่ยบอกขอบเขตของความสมัพนัธ์ได้ด้วย 
เช่น 𝑟แอบชอบ = {(𝑥, 𝑦) ∈ เซตของผู้ชาย × เซตของผู้หญิง | 𝑥 แอบชอบ 𝑦} 

 
 

สมชาย 

สมหวงั 
สมปอง 
สมบตั ิ

สมหญิง 
สมศรี 

สมหมาย 

เอาเฉพาะ 𝑥 ในกลุม่ผู้ชาย มาสมัพนัธ์กบั 𝑦 ในกลุม่ผู้หญิง 

สมชาย 

สมหวงั 
สมปอง 
สมบตั ิ

สมชาย 

สมหวงั 
สมปอง 
สมบตั ิ
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 𝑟ชกโดน = {(𝑥, 𝑦) ∈ เซตของผู้ชาย × เซตของผู้ชาย | 𝑥 ชกโดน 𝑦} 

 
 
 

อยา่งไรก็ตาม ความสมัพนัธ์ทีเ่ราจะเจอในเร่ืองนี ้สว่นใหญ่จะเป็นความสมัพนัธ์ระหวา่งตวัเลข 

เช่น 𝑟ยกก าลงัสอง ระหวา่ง N ไปยงั R =  { (𝑥, 𝑦) ∈ N × R  |  𝑥2 = 𝑦 } 

  =  { (1, 1), (2, 4), (3, 9), … } 

𝑟มากกวา่ ระหวา่ง I ไปยงั N =  { (𝑥, 𝑦) ∈ I × N  |  𝑥 > 𝑦 } 

  =  { (2, 1), (3, 1), (3, 2), (4, 1), (4, 2), (4, 3), … } 

𝑟หารลงตวั ภายใน N =  { (𝑥, 𝑦) ∈ N × N  |  𝑥 หาร 𝑦 ลงตวั } 

  =  { (1, 1), (1, 2), (1, 3), … , (2, 2), (2, 4), (2, 6), …, (3, 3), (3, 6), (3, 9), … } 

 

ตวัอยา่ง  ก าหนดให้  𝐴 = {1, 2, 3, 4, 5}  ,    𝐵 = {3, 4, 5, 6, 7}  จงเขยีนความสมัพนัธ์  “บวกกนัได้ 6”  ระหวา่ง 𝐵 
ไปยงั 𝐴  ทัง้แบบแจกแจงสมาชิก และแบบบอกเงื่อนไข 
วิธีท า ข้อนี ้ระวงัให้ดี โจทย์ต้องการความสมัพนัธ์ ระหวา่ง 𝐵 ไปยงั 𝐴    ดงันัน้ ต้องเอา 𝐵 ขึน้ก่อน 

 

จะเห็นวา่ 3 + 3 = 6 

  4 + 2 = 6 

และ 5 + 1 = 6 

 

ดงันัน้ เขียนความสมัพนัธ์แบบแจกแจงได้เป็น 𝑟 = { (3, 3), (4, 2), (5,1) } 

และ เขียนแบบบอกเง่ือนไขได้เป็น 𝑟 = { (𝑥, 𝑦) ∈ B × A  |  𝑥 + 𝑦 = 6 } # 

 
 

แบบฝึกหดั 

1. ก าหนดให้  A = {1, 2, 3, … , 10} ,  𝐵 = {2, 4, 6, … , 20}  จงเขยีนความสมัพนัธ์ตอ่ไปนี ้แบบแจกแจงสมาชิก 

 1. 𝑟 = {(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐴 × 𝐵 | 𝑦  =  3𝑥} 2. 𝑟 = {(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐴 × 𝐵 | 𝑦  =  3𝑥 − 1} 

 
 
 
 
 
 
 
 

 3. 𝑟 = {(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐴 × 𝐴 | 𝑦  =  3𝑥} 4. 𝑟 = {(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐵 × 𝐵 | 𝑦  <  𝑥 − 15} 

 
 
 
 
 
 
 
 

เอาเฉพาะ 𝑥 ในกลุม่ผู้ชาย มาสมัพนัธ์กบั 𝑦 ในกลุม่ผู้ชาย 

3 
4 
5 
6 
7 

1 
2 
3 
4 
5 
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 5. 𝑟 = {(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐴 × 𝐴 | 𝑦  >  2𝑥 + 5} 6. 𝑟 = {(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐵 × 𝐵 | 𝑦  =  
𝑥

3
+ 𝑥} 

 
 
 
 
 
 

 7. 𝑟 = {(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐴 × 𝐵 | 𝑦  =  |𝑥 − 5|} 8. 𝑟 = {(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐵 × 𝐴 | 𝑦  =  6𝑥 − 1} 

 
 
 
 
 
 
 

 9. 𝑟 = {(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐵 × 𝐴 | 𝑥 − 𝑦  =  −1} 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

2. ก าหนดให้ 𝐴  =  {1, 2, 3, 4, 5, 6} 

  𝐵  =  {1, 2, 3, … , 11, 12}  

  𝑆  =  {(𝑎,  𝑏) ∈ 𝐴 × 𝐵 | 𝑏 = 2𝑎 +
𝑎

2
}  

 จ านวนสมาชิกของ 𝑆 เทา่กบัเทา่ไร    [O-NET 51/7] 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

3. ถ้า 𝐴 = {1,  2,  3,  4} และ 𝑟 = {(𝑚,  𝑛) ∈ 𝐴 × 𝐴 | 𝑚 ≤ 𝑛} แล้ว จ านวนสมาชิกในความสมัพนัธ์ 𝑟 เทา่กบั
เทา่ไร    [O-NET 50/9] 
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4. ก าหนดให้  𝐴 = {1, 2, 3}  และ  𝐵 = {2, 3, 5} 

 ถ้า  𝑟 = { (𝑎, 𝑏) ∈ 𝐴 × 𝐵 | 𝑎 ≥ 𝑏 − 1 }  แล้ว  𝑟 มีจ านวนสมาชิกก่ีตวั    [O-NET 57/33] 
 
 
 
 
 
 

5. ก าหนดให้  𝑛(𝐴)  แทนจ านวนสมาชิกของเซต 𝐴 

 ถ้า  𝑟1 = {(−1,  − 2),  (0,  − 1),  (1,  2),  (2,  − 3),  (3,  4)} 

 และ  𝑟2 = {(𝑥,  𝑦) | |𝑦 + 1| = 𝑥}    แล้ว  𝑛(𝑟1 ∩ 𝑟2)  เทา่กบัเทา่ใด    [O-NET 49/2-10] 

 
 
 
 
 
 
 

6. ขบวนพาเหรดรูปสีเ่หลีย่มผืนผ้าขบวนหนึง่ ประกอบด้วยผู้ เดินเป็นแถว แถวละเทา่ๆกนั (มากกวา่ 1 แถว และแถวละ
มากกวา่ 1 คน) โดยมีเฉพาะผู้อยูริ่มด้านนอกทัง้สีด้่านของขบวนเทา่นัน้ ที่สวมชดุสแีดง ซึง่มีทัง้หมด 50 คน  ถ้า 𝑥 
คือจ านวนแถวของขบวนพาเหรด และ 𝑁 คือจ านวนคนที่อยูใ่นขบวนพาเหรดแล้ว ข้อใดถกูต้อง    [O-NET 53/15] 

 1. 31𝑥 − 𝑥2 = 𝑁 2. 29𝑥 − 𝑥2 = 𝑁 

 3. 27𝑥 − 𝑥2 = 𝑁 4. 25𝑥 − 𝑥2 = 𝑁 

 
 
 
 
 
 
 
 

7. กลัยามีธุรกิจให้เชา่หนงัสอื เธอพบวา่ ถ้าคิดคา่เชา่หนงัสอืเลม่ละ 10 บาท จะมีหนงัสอืถกูเชา่ไป 100 เลม่ตอ่วนั แต่
ถ้าเพิม่คา่เชา่เป็น 11 บาท จ านวนหนงัสอืที่ถกูเช่าจะเป็น 98 เลม่ตอ่วนั และถ้าเพิ่มคา่เชา่เป็น 12 บาท จ านวน
หนงัสอืที่ถกูเช่าจะเป็น 96 เลม่ตอ่วนั กลา่วคือ จ านวนหนงัสอืที่ถกูเชา่ตอ่วนัจะลดลง 2 เลม่ทกุๆ 1 บาทของคา่เช่าที่
เพิ่มขึน้  ถ้า 𝑥 คือจ านวนเงินสว่นท่ีเพิ่มขึน้ของคา่เชา่ตอ่เลม่  และ 𝑦 คือรายได้จากคา่เชา่หนงัสอืตอ่วนั (หนว่ย : บาท) 
แล้ว จงหาสมการแสดงรายได้ตอ่วนัจากธุรกิจนีข้องกลัยา    [O-NET 56/10] 
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กราฟของความสมัพนัธ์ 

 
ในหวัข้อที่ผา่นมา เราได้เรียนวิธีในการเขยีนความสมัพนัธ์ ไป 3 วิธี 

ซึง่ได้แก่ แผนภาพการจบัคู ่,  เซตแจกแจงคูอ่นัดบั ,  และ  เซตแบบบอกเงื่อนไข 

ในกรณีที่เป็นความสมัพนัธ์ระหวา่งตวัเลข เรายงัเขยีนความสมัพนัธ์โดยใช้ “กราฟ” บนระนาบ X-Y  ได้ด้วย 
โดยถ้า 𝑎 สมัพนัธ์กบั 𝑏 ก็จะมีจดุ (𝑎, 𝑏) อยูบ่นกราฟของความสมัพนัธ์ 

 

ตวัอยา่ง  ก าหนดให้  𝐴 = {−2, −1, 0, 1, 2}    จงเขียนกราฟของความสมัพนัธ์  𝑟 = {(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐴 × 𝐴 | 𝑦 = 𝑥 + 1} 
วิธีท า ข้อนี ้ (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐴 × 𝐴  ดงันัน้  𝑥 ∈ 𝐴  และ  𝑦 ∈ 𝐴  โดย  𝑥 จะสมัพนัธ์กบั 𝑦 เมื่อ  𝑦 = 𝑥 + 1 

ดงันัน้ เขียน  𝑟 แบบแจกแจงสมาชิกได้เป็น   𝑟  =  {(−2, −1), (−1, 0), (0, 1), (1, 2)} 

ซึง่จะเขียนกราฟได้ 
 
 
 
 
 
 # 

 

ตวัอยา่ง  จงเขยีนกราฟของความสมัพนัธ์  𝑟 = {(𝑥, 𝑦) ∈ R × R | 𝑦 = 𝑥 + 1} 
วิธีท า ข้อนีส้มการเหมือนกบัข้อที่แล้ว คอื  𝑦 = 𝑥 + 1    ตา่งกนัตรงที่คราวนี ้𝑥 กบั 𝑦 เป็นอะไรก็ได้ใน R 

นัน่คือ ข้อนี ้𝑥 กบั 𝑦 เป็นเศษสว่น ทศนิยม ติดรูท ได้หมด  ขอแค ่ 𝑦 = 𝑥 + 1 

ดงันัน้ ข้อนีจ้ะมจีดุอื่นๆ ที่พิกดั 𝑥 , 𝑦 เป็นทศนิยม แทรกอยูร่ะหวา่ง 4 จดุจากข้อที่แล้ว 

เช่น  (−2.9, −1.9) , (−2.8, −1.8) , (−2.75, −1.75) , (−2.722, −1.722), … 

 
 

ถ้าน าจดุเหลา่นีไ้ปพลอ็ตกราฟ 
จะเห็นวา่จดุจะเรียงเป็นตบั เกิดเป็น “เส้น” 
 
 

ซึง่จะได้กราฟของความสมัพนัธ์ ดงัรูป # 
 
 

ในกรณีที่เป็นความสมัพนัธ์ ใน R  เราสามารถละ  {(𝑥, 𝑦) ∈ R × R | … }  ในฐานท่ีเข้าใจได้ 

เช่น ถ้าโจทย์พดูถึง “ความสมัพนัธ์  𝑦 = 𝑥 + 1”  โดยไมบ่อกขอบเขตอะไรมาให้ 
 ก็ต้องรู้ วา่หมายถงึความสมัพนัธ์  {(𝑥, 𝑦) ∈ R × R | 𝑦 = 𝑥 + 1} 
 

และในกรณีที่เป็นความสมัพนัธ์ ใน R  เรามกัจะได้กราฟ “เป็นเส้น” 
วิธีวาดกราฟ คือ ให้หาคูอ่นัดบัท่ีสอดคล้องกบัความสมัพนัธ์มาซกัสามสีต่วั เพื่อดแูนวโน้มของเส้นกราฟ 

เมื่อได้แนวโน้มของกราฟแล้ว คอ่ยลากเส้น 
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ตวัอยา่ง  จงเขยีนกราฟของความสมัพนัธ์  𝑦 = |𝑥| 
วิธีท า ข้อนีไ้มบ่อกขอบเขตอะไรมาให้  ดงันัน้ ขอบเขตคือ  (𝑥, 𝑦) ∈ R × R  และจะได้กราฟ “เป็นเส้น” 

เราจะหาคูอ่นัดบัท่ีสอดคล้องกบัความสมัพนัธ์ดงักลา่วมาซกัสามสีต่วั เพื่อดแูนวโน้มของกราฟ 

จะได้  𝑟 = { … , (−2, 2), (−1, 1), (0, 0), 

(1, 1), (2, 2) , … } 
 
 
 

เมื่อได้แนวโน้มของกราฟ จึงคอ่ยลากเส้น # 

 

ท านองกลบักนั ถ้าโจทย์ให้กราฟของความสมัพนัธ์มา เราต้องอา่นการจบัคูข่องความสมัพนัธ์ได้ 

เช่น 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

สงัเกตวา่ จดุที่กราฟอยูเ่หนือ แกน X จะมีพิกดั 𝑦 > 0 

 จดุที่กราฟ  อยูใ่ต้ แกน X จะมีพิกดั 𝑦 < 0 

 จดุที่กราฟ    ตดั แกน X  จะมีพิกดั 𝑦 = 0 จดุที่กราฟตดัแกน Y  จะมีพิกดั 𝑥 = 0 
 

ตวัอยา่ง  จงหาจดุที่กราฟ  𝑦 = 2 + 𝑥 − 𝑥2  ตดัแกน X  พร้อมทัง้หาคา่ 𝑥 ที่กราฟอยูเ่หนือแกน X 

วิธีท า จดุที่กราฟตดัแกน X จะมีคา่ 𝑦 = 0 จดุที่กราฟอยูเ่หนือแกน X จะมีคา่ 𝑦 > 0 

 
 
 
 
 
 
 
 

ดงันี ้กราฟจะตดัแกน X ที ่ (2, 0) , (−1, 0)  และจะอยูเ่หนือแกน X เมื่อ  𝑥  ∈  (−1, 2) # 

 
 

แบบฝึกหดั 

1. จงพิจารณาวา่ กราฟในข้อใด ผา่นจดุ (−1, 1) 

 1. 3𝑦 = 1 − 2𝑥 2. 𝑦 = 𝑥2 + 1 

 
 
 
 

𝑥 =   2 จบัคูก่บั  𝑦 = −1 

𝑥 = −1 จบัคูก่บั  𝑦 =   2 

𝑥 = 0 จบัคูก่บั  𝑦 = 1 

𝑥 = 2 จบัคูก่บั  𝑦 = 0 
𝑥 = 0 จบัคูก่บั  𝑦 =  2 , −2 

𝑥 = 2 ไมไ่ด้จบัคูก่บั 𝑦 ตวัไหนเลย 

    0  =  2 + 𝑥 − 𝑥2 
  𝑥2 − 𝑥 − 2 = 0  
(𝑥 − 2)(𝑥 + 1) = 0 
    𝑥  =  2 , −1 

    0  <  2 + 𝑥 − 𝑥2 
  𝑥2 − 𝑥 − 2 < 0  
(𝑥 − 2)(𝑥 + 1) < 0 

−1 2 

+           −           + 
𝑥  ∈  (−1, 2) 
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 3. 𝑥2 + 𝑦2 = 2 4. 𝑦 = 2𝑥 − 3 

 
 
 

2. จงหาจดุตดัแกน X และ จดุตดัแกน Y ของกราฟตอ่ไปนี ้

 1. 𝑥

3
 + 

𝑦

2
 = 1 2. 𝑦 = 2𝑥 + 1 

 
 
 
 
 
 
 

 3. 𝑦 + 2 = |𝑥 + 1| 4. |𝑦| − 2 = |𝑥 − 1| 

 
 
 
 
 
 
 

 5. 𝑦 = 𝑥2 − 1 6. 𝑦2 = 𝑥 − 1 

 
 
 
 
 
 
 
 

3. จงหาคา่ 𝑥 ที่กราฟอยูเ่หนือแกน X 

 1. 𝑦 = 2𝑥 + 1 2. 𝑦 = 2𝑥2 − 𝑥 − 3 

 
 
 
 
 
 
 
 

4. จงหาคา่ 𝑥 ที่กราฟอยูใ่ต้แกน X 

 1. 𝑦 = 4𝑥2 + 7𝑥 − 2 2. 2𝑥 + 3𝑦 = 6 
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5. คา่ของ 𝑎 ที่ท าให้กราฟของฟังก์ชนั 𝑦 = 𝑎(2𝑥) ผา่นจดุ (3, 16) คือเทา่ไร    [O-NET 52/16] 

 
 
 
 
 
 

6. กราฟของฟังก์ชนัในข้อใดตอ่ไปนี ้ตดัแกน X มากกวา่ 1 จดุ    [O-NET 50/24] 

 1. 𝑦 = 1 + 𝑥2 2. 𝑦 = |𝑥| − 2 

 3. 𝑦 = |𝑥 − 1| 4. 𝑦 = (
1

2
)

𝑥
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

7. ทกุ 𝑥 ในช่วงใดตอ่ไปนีท้ี่กราฟของสมการ 𝑦 = −4𝑥2 − 5𝑥 + 6 อยูเ่หนือแกน X    [O-NET 51/8] 

 1. (−
2

3
,  −

1

3
) 2. (−

5

2
,  −

3

2
) 

 3. (
1

4
,  

6

7
) 4. (

1

2
,  

3

2
) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

8. เมื่อเขยีนกราฟของ  𝑦 = 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐  โดยที่ 𝑎 ≠ 0 เพื่อหาต าตอบของสมการ 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐 = 0 กราฟใน
ข้อใดตอ่ไปนีแ้สดงวา่สมการไมม่คี าตอบทีเ่ป็นจ านวนจริง    [O-NET 52/22] 

 

 1. 2.  

 
 
 
 

 3. 4.  
 
 
 
 
 
 
 

5 

5 
−5 

−5 

5 

5 
−5 

−5 

5 

5 
−5 

−5 

5 

5 
−5 

−5 
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รูปกราฟที่ควรจ า 

 
กราฟเส้นตรง 
 
 
 
 
 
 
 
 

กราฟพาราโบลา 
 
 
 
 
 
 
 
 

กราฟรูท 

 
 
 
 
 
 
 
 

กราฟคา่สมับรูณ์ 
 
 
 
 
 
 
 
 

กราฟอื่นๆ 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

𝑥2 + 𝑦2 = 𝑘2 

𝑘 

|𝑥| + |𝑦| = 𝑘 

𝑘 

𝑥𝑦 = 𝑘 𝑥𝑦 = −𝑘 

𝑦 = 𝑚𝑥 + 𝑘 

𝑘  

ชนั = 𝑚 

𝑥 = 𝑎 

𝑎  

𝑦 = 𝑏 

𝑏  

𝑦 = 𝑥2 𝑦 = −𝑥2 𝑥 = 𝑦2 𝑥 = −𝑦2 

𝑦 = √𝑥 𝑥 = √𝑦 𝑦 = −√𝑥 

𝑦 = |𝑥| 𝑦 = −|𝑥| 𝑥 = |𝑦| 𝑥 = −|𝑦| 

𝑥 = −√𝑦 
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แบบฝึกหดั 

1. จงวาดกราฟของความสมัพนัธ์ตอ่ไปนี ้

 1. 𝑥 = −2 2. 𝑦 = |𝑥| 

 
 
 
 
 
 
 

 3. 𝑦 = 𝑥2 4. 𝑦 = √𝑥 
 
 
 
 
 
 
 

 5. 𝑥2 + 𝑦2  =  4 6. |𝑥| + |𝑦|  =  4 
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กราฟของอสมการ 
 
หวัข้อนี ้จะพดูถึงกรณีทีม่ีเคร่ืองหมาย  >  หรือ  <  ในเง่ือนไขของความสมัพนัธ์ 
 

ตวัอยา่ง  ก าหนดให้  𝐴 = {−2, −1, 0, 1, 2}  จงเขยีนกราฟของความสมัพนัธ์  𝑟 = {(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐴 × 𝐴 | 𝑦 ≥ 𝑥 + 1} 
วิธีท า เขียน 𝑟 แบบแจกแจงสมาชิก ได้  𝑟 = { (−2, −1), (−2, 0), (−2, 1), (−2, 2), (−1, 0), (−1, 1),

 (−1, 2), (0, 1), (0, 2), (1, 2) } 
 
 

ซึง่จะน ามาเขยีนกราฟได้ดงัรูป 
 
 
 
 
 # 

 

ตวัอยา่ง จงเขียนกราฟของความสมัพนัธ์  𝑟 = {(𝑥, 𝑦) ∈ R × R | 𝑦 ≥ 𝑥 + 1} 
วิธีท า ข้อนี ้อสมการเหมือนกบัข้อที่แล้ว คือ  𝑦 ≥ 𝑥 + 1    ตา่งกนัตรงทีค่ราวนี ้𝑥 กบั 𝑦 เป็นอะไรก็ได้ใน R 

นัน่คือ ข้อนี ้𝑥 กบั 𝑦 เป็นเศษสว่น ทศนิยม ติดรูท ได้หมด  ขอแค ่ 𝑦 ≥ 𝑥 + 1 

ดงันัน้ ข้อนีจ้ะมจีดุอื่นๆ ที่พิกดั 𝑥 , 𝑦 เป็นทศนิยม แทรกอยูร่ะหวา่งจดุจากข้อทีแ่ล้ว 

เช่น  (−1.9, −1.2) , (−0.8, 0.5) , (1.75, 2.53) , (2.722, 4.722), … 

ถ้าน าจดุเหลา่นีไ้ปพลอ็ตกราฟ 
จะเห็นวา่จดุจะเรียงเป็นตบั เกิดเป็น “พืน้ท่ี” 
 
 
 

ซึง่จะได้กราฟของความสมัพนัธ์ ดงัรูป # 
 

ตวัอยา่ง จงเขียนกราฟของความสมัพนัธ์  𝑟 = {(𝑥, 𝑦) ∈ R × R | 𝑦 > 𝑥 + 1} 
วิธีท า ข้อนีค้ล้ายข้อที่แล้ว เพียงแตค่ราวนี ้เปลีย่น  ≥  เป็น  > 

กราฟท่ีได้ ก็จะคล้ายข้อทีแ่ล้ว แตห่กัจดุที่  𝑦 = 𝑥 + 1 ออก 

ซึง่จดุที่ท าให้  𝑦 = 𝑥 + 1  ก็คือจดุตรงบริเวณเส้นแบง่เขตนัน่เอง 
 
 

เราจะใช้ “เส้นประ” เพื่อบง่บอกวา่ “ไมเ่อา” จดุบริเวณเส้นแบง่เขต ดงัรูป # 
 

วิธีวาดกราฟของความสมัพนัธ์ทีม่ีเง่ือนไขเป็น “อสมการ”  จะมีหลกัดงันี ้
 1. วาดเส้นกราฟด้วยวิธีเดิมแบบสมการ ออกมาก่อน 

 ถ้าเป็น  >  หรือ  <  ให้วาดเส้นกราฟด้วยเส้นประ 

 ถ้าเป็น  ≥  หรือ  ≤  ให้วาดเส้นกราฟด้วยเส้นทบึ 
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 2. กราฟท่ีได้ จะแบง่ระนาบ X-Y ออกเป็นสว่นๆ  สุม่จดุไหนก็ได้มาแทนในอสมการ 
  ถ้าจดุจากสว่นไหนแทนแล้วอสมการเป็นจริง ให้แรเงาสว่นนัน้ 

 

ตวัอยา่ง  จงเขยีนกราฟของความสมัพนัธ์ 𝑦 < 𝑥2 
วิธีท า ขัน้แรก เขียนกราฟ  𝑦 = 𝑥2  ก่อน 

เนื่องจากข้อนีเ้ป็นเคร่ืองหมาย  <  จึงต้องเขยีนด้วยเส้นประ 

 
 
 
 

จะเห็นวา่ กราฟแบง่พืน้ท่ีออกเป็น 2 สว่น คือ กบั 
 

จากนัน้ สุม่จดุไหนก็ได้จากแตล่ะสว่น มาแทน 
สว่นท่ี 1: สุม่จดุ (0, 1) มาแทนในอสมการ ได้  1 < 02  ซึง่เป็นเทจ็  ดงันัน้ ไมแ่รเงา สว่นท่ี 1 

สว่นท่ี 2: สุม่จดุ (1, 0) มาแทนในอสมการ ได้  0 < 12  ซึง่เป็นจริง  ดงันัน้   แรเงา   สว่นท่ี 2 

 
 
 

ดงันัน้ กราฟของความสมัพนัธ์  𝑦 < 𝑥2  คือ # 

 
 

ตวัอยา่ง  จงเขยีนกราฟของความสมัพนัธ์  −1 ≤ 𝑥 < 2 
วิธีท า ข้อนี ้เป็นอสมการแบบ 3 ทอ่น  เราจะซอยมนัเป็นอสมการยอ่ย 2 อนั คือ   −1 ≤ 𝑥   กบั   𝑥 < 2 

 
 

−1 ≤ 𝑥  ต้องเขียนด้วยเส้นทบึ 
    𝑥 < 2  ต้องเขยีนด้วยเส้นประ 
 
 
 

จะเห็นวา่ กราฟแบง่พืน้ท่ีออกเป็น 3 สว่น คือ 
 

จากนัน้ สุม่จดุไหนก็ได้จากแตล่ะสว่น มาแทน 
สว่นท่ี 1: สุม่จดุ (−2, 0) มาแทนในอสมการ ได้  −1 ≤ −2 < 2 ซึง่ไมจ่ริง ดงันัน้  ไมเ่อา สว่นท่ี 1 

สว่นท่ี 2: สุม่จดุ   (0, 0) มาแทนในอสมการ ได้  −1 ≤   0  < 2 ซึง่ จริง ดงันัน้    เอา สว่นท่ี 2 

สว่นท่ี 3: สุม่จดุ   (3, 0) มาแทนในอสมการ ได้  −1 ≤   3  < 2 ซึง่ไมจ่ริง ดงันัน้  ไมเ่อา สว่นท่ี 3 

 
 
 

ดงันัน้ กราฟของความสมัพนัธ์  −1 ≤ 𝑥 < 2  คือ # 

 
 
 

สว่นที่ 1 สว่นที่ 2 สว่นที่ 3 

สว่นที่ 1 สว่นที่ 2 
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แบบฝึกหดั 

1. จงวาดกราฟของความสมัพนัธ์ตอ่ไปนี ้

 1. 𝑦  >  𝑥 2. 𝑥 + 𝑦  ≤  2 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 3. 𝑦  ≥  𝑥2 4. 𝑥2 + 𝑦2  <  4 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 5. 𝑦  >  |𝑥| 6. |𝑦|  ≤  𝑥 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 7. −1  <  𝑥  <  2 8. 1  <  𝑦   ≤ 2 
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 9. −2  ≤  𝑥 + 𝑦  ≤  2 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

2. ข้อใดตอ่ไปนีเ้ป็นความสมัพนัธ์ทีม่ีกราฟเป็นบริเวณที่แรเงา    [O-NET 54/9] 

 
 
 
 
 
 
 
 

 1. { (𝑥, 𝑦) | |𝑦| ≥ 𝑥 } 2. { (𝑥, 𝑦) | |𝑦| ≤ 𝑥 } 

 3. { (𝑥, 𝑦) | 𝑦 ≥ |𝑥| } 4. { (𝑥, 𝑦) | 𝑦 ≤ |𝑥| } 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

3. ถ้า  𝐴 = { (𝑥, 𝑦)| |𝑥 + 1| ≤ 𝑦  และ  y ≤ 2 }  แล้ว พืน้ท่ีของบริเวณ 𝐴 เทา่กบัก่ีตารางหนว่ย 

 [O-NET 57/34] 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

0 1 

𝑦 = 𝑥 

𝑦 = −𝑥 



 ความสมัพนัธ์ และฟังก์ชนั 19 

4. บริเวณที่แรเงาเป็นกราฟของความสมัพนัธ์ในข้อใด    [O-NET 57/12] 
 1. { (𝑥, 𝑦) | 𝑥2 − 𝑦 < 0 และ 𝑦 ≤ 1 } 
 2. { (𝑥, 𝑦) | 𝑥2 − 𝑦 < 0 และ 𝑦 ≥ 1 } 
 3. { (𝑥, 𝑦) | 𝑥2 − 𝑦 ≥ 0 และ 𝑦 < 1 } 

 4. { (𝑥, 𝑦) | 𝑥2 − 𝑦 ≥ 0 และ 𝑦 > 1 } 
 5. { (𝑥, 𝑦) | 𝑥2 − 𝑦 > 0 และ 𝑦 ≤ 1 } 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

5. บริเวณที่แรเงาในข้อใดเป็นกราฟของความสมัพนัธ์  { (𝑥, 𝑦) | 𝑥 ≤ 𝑦2, 0 ≤ 𝑦 ≤ 1 }    [O-NET 56/13] 

 
 

 1.  2.  3.  

 
 
 
 

 4.  5.  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

𝑦  
𝑦 = 𝑥2 

𝑦 = 1 

𝑥  

𝑥  

𝑦  

0 

1 

𝑥  

𝑦  

0 

1 

𝑥  

𝑦  

0 

1 

𝑥  

𝑦  

0 

1 

𝑥  

𝑦  

0 

1 
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โดเมน และ เรนจ์ 

 
“โดเมน” ของความสมัพนัธ์  𝑟 แทนด้วยสญัลกัษณ์  D𝑟    หมายถึง เซตกลุม่ตวัหน้า  “เฉพาะตวัที่ได้โยง” 
 “เรนจ์”  ของความสมัพนัธ์  𝑟 แทนด้วยสญัลกัษณ์  R𝑟    หมายถึง เซตกลุม่ตวัหลงั  “เฉพาะตวัที่ถกูโยง” 
เช่น ถ้าย้อนกลบัไปดคูวามสมัพนัธ์  𝑟แอบชอบ  กบั  𝑟ชกโดน  ในหวัข้อก่อนหน้า  จะได้โดเมน และ เรนจ์ ดงันี ้
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 

ตวัอยา่ง  ก าหนดให้  𝐴 = {−2, −1, 0, 1, 2}  และ  𝑟 = { (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐴 × 𝐴 | 𝑦 = |𝑥| }    จงหา D𝑟 และ R𝑟 
วิธีท า จะเขียน 𝑟 เป็นแผนภาพก็ได้ หรือจะเขียนแบบแจกแจงสมาชิกก็ด้ 

ถ้าเขยีนความสมัพนัธ์  𝑟  แบบแจกแจงสมาชิก จะได้  𝑟 = { (−2, 2), (−1, 1), (0, 0), (1, 1), (2, 2) } 

ดงันัน้ D𝑟  =  {−2, −1, 0, 1, 2}  =  𝐴 

  R𝑟  =  { 0, 1, 2} # 

 

ตวัอยา่ง  ก าหนดให้  𝑟 = { (𝑥, 𝑦) ∈ N × N | 𝑦 = 3𝑥 + 2 }    จงหา D𝑟 และ R𝑟 
วิธีท า ก่อนอื่น ต้องรู้วา่ N คือ จ านวนนบั  (ซึง่ก็คือ จ านวนเต็มบวกนัน่เอง) 

เขียนความสมัพนัธ์  𝑟  แบบแจกแจงสมาชิก จะได้  𝑟 = { (1, 5), (2, 8), (3, 11), … } 

ดงันัน้ D𝑟  =  {1, 2, 3, …}  =  N 

  R𝑟  =  {5, 8, 11, …} # 

 

ตวัอยา่ง  ก าหนดให้  𝑟 = { (𝑥, 𝑦) ∈ R × R | 𝑦 = 2𝑥 }    จงหา D𝑟 และ R𝑟 
วิธีท า R  คือ จ านวนจริง  ดงันัน้  𝑥 กบั 𝑦 เป็นได้หมด ไมว่า่จะเป็น เศษสว่น  ทศนิยม  ติดรูท 

ตวัอยา่งคูอ่นัดบัท่ีอยูใ่น  𝑟  เช่น  (0, 0) ,  (2,4) , (√3, 2√3) ,  ( 
3

2
 , 3) , (−

7

2
 , −7) 

จะเห็นวา่  𝑥 กบั 𝑦  เป็นอะไรก็ได้  เราหาคูใ่ห้ทกุตวั ได้เสมอ 
ดงันัน้    D𝑟 = R    และ    R𝑟 = R # 

 

ตวัอยา่ง  ก าหนดให้  𝑟 = { (𝑥, 𝑦) ∈ R × R | 𝑦 = 𝑥2 }    จงหา D𝑟 และ R𝑟 
วิธีท า ตวัอยา่งคูอ่นัดบัท่ีอยูใ่น  𝑟  เช่น  (1, 1) ,  (−3, 9) ,  (√2, 2) ,  (−√3, 3) 

จะเห็นวา่ 𝑥  เป็นอะไรก็ได้ เราเอา 𝑥 มายกก าลงัสองก็จะได้คา่ 𝑦 ที่เป็นคูใ่ห้มนัโยงได้ 
         แต่ 𝑦  เป็นเลขติดลบไมไ่ด้ เพราะ ไมม่ ี𝑥 ไหนเลย ที่จะยกก าลงัสองแล้วตดิลบ 
ดงันัน้    D𝑟 = R    และ    R𝑟 = R+ ∪ {0} # 

 
 

สมชาย 

สมหวงั 
สมปอง 
สมบตั ิ

สมหญิง 
สมศรี 

สมหมาย 

สมชาย 

สมหวงั 
สมปอง 
สมบตั ิ

สมชาย 

สมหวงั 
สมปอง 
สมบตั ิ

D𝑟 = { สมชาย , สมหวงั , สมบตั ิ} 

R𝑟 = { สมหญิง , สมศรี } 

D𝑟 = { สมชาย , สมบตัิ } 

R𝑟 = { สมหวงั , สมปอง , สมบตัิ } 
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ในกรณีที่ขอบเขตเป็น  R × R  เรามีขัน้ตอนในการหาโดเมน และ เรนจ์  ดงันี ้
ขัน้ท่ี 1: จดัรูปสมการ ถ้าจะหาโดเมน ต้องจดัรูปสมการ แยก  𝑦  ทิง้ไปอีกฝ่ัง 

 ถ้าจะหาเรนจ์   ต้องจดัรูปสมการ แยก  𝑥  ทิง้ไปอีกฝ่ัง 
สมการสว่นใหญ่ที่โจทย์ให้ จะมี 𝑦 แยกทิง้ไปอีกฝ่ังอยูแ่ล้ว  ถ้าจะหาโดเมนก็ไมต้่องจดัรูป 
เช่น        𝑦 = 𝑥 + 1    ,        𝑦 =

2𝑥+1

𝑥−2
    ,        𝑦 = √𝑥 + 2     จะเป็นรูปท่ีหาโดเมนได้เลย 

แตถ้่าจะหาเรนจ์ เรามกัต้องออกแรงแยก  𝑥  ทิง้ไปอีกฝ่ัง 
เช่น 

 
 
 
 
 
 
 
 

เวลาจดัรูป ให้ระวงัเคร่ืองหมายบวกลบให้ดี เนื่องจาก  √   ติดลบไมไ่ด้ 
โดยเฉพาะตอนที่ยกก าลงัสองทัง้สองข้าง หรือ ถอดรูททัง้สองข้าง  เช่น 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

ขัน้ท่ี 2: หาวา่ 𝑥 กบั 𝑦 เป็นอะไรได้บ้าง →  สว่น หรือ ตวัหาร ห้ามเป็นศนูย์ 

 →  ข้างใน  √   ห้ามติดลบ 

เช่น 𝑦 =
5𝑥

𝑥−3
 → 𝑥 − 3 ≠ 0 

    𝑥 ≠  3 →  D𝑟  =  R − {3} 

  𝑥 = √𝑦 + 2 → 𝑦 + 2 ≥ 0 

    𝑦 ≥  −2 →  R𝑟  =  [−2, ∞) 

  𝑥 =
3𝑦

√𝑦+2
 → 𝑦 + 2 > 0 

    𝑦 >  −2 →  R𝑟  =  (−2, ∞) 

 

การตอบค าถามในเร่ืองโดเมนและเรนจ์ มกัจะต้องใช้สญัลกัษณ์จากเร่ืองเซต และชว่ง อยูบ่อ่ยๆ 

เช่น R − {2, 3} →  จ านวนจริงทกุตวั ยกเว้น 2 กบั 3 

R+ ∪ {0} →  จ านวนจริงบวกทกุตวั รวม 0 ด้วย 

[2, 5] →  ทกุจ านวน ตัง้แต ่2 ถึง 5  (รวม 2 กบั 5 ด้วย) 
[2, 5) →  ทกุจ านวน ตัง้แต ่2 ถึง 5  (รวม 2 แตไ่มร่วม 5) 
(2, 5] →  ทกุจ านวน ตัง้แต ่2 ถึง 5  (ไมร่วม 2 แตร่วม 5) 

ยกก าลงัสองทัง้สองข้าง 
 𝑦 = √𝑥2 + 1 
 𝑦2 = 𝑥2 + 1 ; 𝑦 ≥ 0 

ต้องเขียน เพราะก่อนยก 
𝑦 เป็นลบไมไ่ด้ 

ถอดรูททัง้สองข้าง 
 𝑥2 = 𝑦2 − 1 

 𝑥 = ±√𝑦2 − 1 

ต้องมี ± เพราะก่อนถอด 
𝑥 เป็นได้ทัง้บวกและลบ 

    𝑦 =  𝑥 + 1 

𝑦 − 1 =  𝑥 
       𝑦 =  

2𝑥+1

𝑥−2
 

𝑥𝑦 − 2𝑦 =  2𝑥 + 1 

𝑥𝑦 − 2𝑥 =  2𝑦 + 1 

𝑥(𝑦 − 2) =  2𝑦 + 1 

      𝑥 =  
2𝑦+1

𝑦−2
 

       𝑦 =  √𝑥 + 2 

      𝑦2 =  𝑥 + 2         ; 𝑦 ≥ 0 

𝑦2 − 2 =  𝑥 
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(2, 5) →  ทกุจ านวน ระหวา่ง 2 กบั 5  (ไมร่วม 2 ไมร่วม 5) 
(−∞, 1]  →  ทกุจ านวน ท่ี  ≤ 1 [1, ∞) →  ทกุจ านวน ท่ี  ≥ 1 
(−∞, 1)  →  ทกุจ านวน ท่ี  < 1 (1, ∞) →  ทกุจ านวน ท่ี  >1 

(−∞, 2) ∪ [5, ∞)    →  ทกุจ านวน ท่ี  < 2  หรือ  ≥ 5 

 

ตวัอยา่ง  จงหาโดเมน และ เรนจ์ ของความสมัพนัธ์  𝑦 =
3𝑥+1

2𝑥−1
 

วิธีท า สมการท่ีให้มา แยก  𝑦  ทิง้ไปอีกฝ่ังอยูแ่ล้ว  ดงันัน้ หาโดเมนได้เลย 
เนื่องจากตวัหารห้ามเป็นศนูย์ ดงันัน้ 2𝑥 − 1 ≠  0 

 𝑥 ≠  
1

2
 จะได้  D𝑟  =  R − {

1

2
} 

 

หาเรนจ์ ต้องจดัรูปสมการ แยก  𝑥  ทิง้ไปอีกฝ่ังก่อน 

 
 
 
 
 
 

เนื่องจากตวัสว่นห้ามเป็นศนูย์  ดงันัน้ 2𝑦 − 3 ≠  0 

 𝑦 ≠  
3

2
 จะได้  R𝑟  =  R − {

3

2
} # 

 

ตวัอยา่ง  จงหาโดเมน และ เรนจ์ ของความสมัพนัธ์  𝑥 = √𝑦2 − 4 

วิธีท า สมการท่ีโจทย์ให้ อยูใ่นรูปท่ีหา เรนจ์ ได้เลย 
เนื่องจากข้างใน  √   ห้ามติดลบ ดงันัน้ 

 
 
 
 

จะได้  R𝑟  =  (−∞, −2] ∪ [2, ∞) 

ถดัมา หาโดเมน  ต้องจดัรูปใหม ่แยก  𝑦  ทิง้ไปอีกฝ่ัง 
 
 
 
 

ใน  √   ห้ามติดลบ ดงันัน้ 

 
 
 

จะได้  D𝑟  =  [0, ∞) # 

 

ตวัอยา่ง  จงหาโดเมน และ เรนจ์ ของความสมัพนัธ์  𝑦 = 𝑥2 − 6𝑥 + 5 

วิธีท า สมการท่ีโจทย์ให้ อยูใ่นรูปท่ีหาโดเมนได้เลย 

จะเห็นวา่ข้อนี ้𝑥 ไมเ่ป็นตวัหาร และ ไมอ่ยูใ่น √   ดงันัน้ 𝑥 เป็นได้ทกุอยา่ง  จะได้  D𝑟 = R 

 

 𝑥 =  √𝑦2 − 4 
 𝑥2 =  𝑦2 − 4        ; 𝑥 ≥ 0 
 𝑥2 + 4 =  𝑦2 

 ±√𝑥2 + 4 =  𝑦 

        𝑦 =  
3𝑥+1

2𝑥−1
 

  2𝑥𝑦 − 𝑦 =  3𝑥 + 1 

 2𝑥𝑦 − 3𝑥 =  𝑦 + 1 

𝑥(2𝑦 − 3) =  𝑦 + 1 

        𝑥 =  
𝑦+1

2𝑦−3
 

        𝑦2 − 4 ≥  0 
(𝑦 − 2)(𝑦 + 2) ≥  0 

−2 2 

+           −           + 

 𝑥2 + 4  ≥  0 และ    𝑥  ≥  0 

 (จริงเสมอ) 
 𝑥 ∈ R 
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ถดัมา หาเรนจ์  ต้องจดัรูป แยก  𝑥  ทิง้ไปอีกฝ่ัง 
ข้อนี ้จดัรูปยากหนอ่ย เพราะมีทัง้ 𝑥 ก าลงัสอง และ 𝑥 ก าลงัหนึง่ 
เราต้องใช้ก าลงัสองสมบรูณ์ มารวบ 𝑥2 กบั 4𝑥 เข้าด้วยกนั ให้เหลอื  𝑥  เดียวก่อน ดงันี ้
 
 
 
 

จากนัน้ จงึจดัรูป แยก  𝑥  ทิง้ไปอีกฝ่ัง ดงันี ้
 
 
 

เนื่องจากใน √  ห้ามตดิลบ ดงันัน้ 𝑦 + 4 ≥  0 

 𝑦 ≥  −4        จะได้  R𝑟 =  [−4, ∞) # 

 
 

แบบฝึกหดั 
1. จงหาโดเมน และ เรนจ์ ของความสมัพนัธ์ตอ่ไปนี ้

 1. 𝑦 = 
𝑥+1

𝑥
 2. 𝑦 = 

2𝑥+1

3𝑥−2
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 3. 𝑥 = 
2𝑦+3

2−𝑦
 4. 𝑥(𝑦 − 1) = 2 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

𝑦 =  𝑥2 − 6𝑥 + 5 
𝑦 =  𝑥2 − 2(𝑥)(3) + 32 − 32 + 5 

𝑦 =  (𝑥 − 3)2 − 4 

น2 ± 2นล + ล2  =  (น ± ล)2 

       𝑦 + 4 =  (𝑥 − 3)2 

±√𝑦 + 4 =  𝑥 − 3 

±√𝑦 + 4 + 3 =  𝑥 
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 5. 𝑥𝑦 − 3𝑥 + 𝑦 + 2 = 0 6. 𝑦 = 𝑥2 + 3 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 7. 𝑦 = 𝑥2 + 4𝑥 − 6 8. 𝑦 = √𝑥 + 1 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 9. 𝑦 = √𝑥2 − 4 10. 𝑦 = √1 − 𝑥2 
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 11. 𝑦 = −√𝑥 12. 𝑦 = −√4 − 𝑥2 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 13. 𝑦 = √4 − 𝑥2 + 1 14. 𝑦 = 2 − √𝑥2 − 1 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

2. จงหาโดเมนของความสมัพนัธ์ตอ่ไปนี ้

 1. 𝑦 = √𝑥2 − 3𝑥 + 2 2. 𝑦 = √
𝑥+2

𝑥
 

 
 
 
 
 
 
 

 3. 𝑦 = √
(𝑥+1)(2−𝑥)

(𝑥+3)
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โดเมนและเรนจ์ จากการพิจารณาช่วงคา่ 

 
อีกเทคนิคหนึง่ในการหา โดเมน หรือ เรนจ์ คือ การ “พิจารณาช่วงคา่ที่เป็นไปได้” ของพจน์ตา่งๆ ในสมการความสมัพนัธ์ 
หลกัของวิธีนี ้คือ 1. เร่ิมจาก  “พจน์ก าลงัสอง  ≥  0”  หรือ  “คา่สมับรูณ์  ≥  0” 
 2. คอ่ยๆปรับเตมิ ให้ได้เป็นพจน์ที่ปรากฏในสมการความสมัพนัธ์ 
 

ตวัอยา่ง  จงหาโดเมน และ เรนจ์ ของความสมัพนัธ์  𝑦 = (𝑥 − 3)2 − 4 
วิธีท า จะเห็นวา่ มีพจน์ก าลงัสอง คือ  (𝑥 − 3)2  ดงันัน้ เราจะใช้วิธีการพิจารณาชว่งคา่ที่เป็นไปได้ 

โดยเร่ิมจาก  “พจน์ก าลงัสอง  ≥  0”    แล้วปรับเติมจนได้เป็นพจน์ที่ปรากฏในสมการความสมัพนัธ์ 
 
 
 
 
 

เนื่องจาก  𝑦 ≥ −4  ดงันัน้ จะได้  R𝑟 = [−4, ∞) 

 

ส าหรับโดเมน  เนื่องจากสมการที่โจทย์ให้ อยูใ่นรูปพร้อมหาโดเมนแล้ว 

เนื่องจาก  𝑥  ไมเ่ป็นตวัหาร และ ไมอ่ยูใ่น √   ดงันัน้  D𝑟 = R # 

 
 

ตวัอยา่ง  จงหาโดเมน และ เรนจ์ ของความสมัพนัธ์  𝑦 = 2 − |𝑥 + 5| 
วิธีท า จะเห็นวา่ มีพจน์คา่สมับรูณ์ คือ  |𝑥 + 5|  ดงันัน้ เราจะใช้วิธีการพิจารณาช่วงคา่ที่เป็นไปได้ 

โดยเร่ิมจาก 

 
 
 
 

เนื่องจาก  𝑦 ≤ 2  ดงันัน้ จะได้  R𝑟 = [−∞, 2) 

 

ส าหรับโดเมน  เนื่องจากสมการที่โจทย์ให้ อยูใ่นรูปพร้อมหาโดเมนแล้ว 

เนื่องจาก  𝑥  ไมเ่ป็นตวัหาร และ ไมอ่ยูใ่น √   ดงันัน้  D𝑟 = R # 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

       |𝑥 + 5| ≥  0 

    −|𝑥 + 5| ≤  0 

2 − |𝑥 + 5| ≤  2 

         𝑦 ≤  2 

บวก 2 ทัง้สองข้าง 

คณู −1 ทัง้สองข้าง 

เพราะ 𝑦 = 2 − |𝑥 + 5| 

(𝑥 − 3)2 ≥    0 

(𝑥 − 3)2 − 4 ≥  −4 

          𝑦 ≥  −4 

ลบ 4 ทัง้สองข้าง 

เพราะ 𝑦 = (𝑥 − 3)2 − 4 
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ตวัอยา่ง  จงหาโดเมน และ เรนจ์ ของความสมัพนัธ์  |𝑥 − 2| + |𝑦| = 5 

วิธีท า ข้อนี ้มีทัง้  |𝑥 − 2|  และ  |𝑦|  เราจะแยกท าทีละตวั 
 
 
 
 
 
 

เนื่องจาก  −5  ≤  𝑦  ≤  5    ดงันัน้  R𝑟 =  [−5, 5] 

 
 
 
 
 
 
 
 

เนื่องจาก  −3  ≤  𝑥  ≤  7    ดงันัน้  D𝑟 =  [−3, 7] # 

 
 

แบบฝึกหดั 

1. จงหาโดเมน และ เรนจ์ ของความสมัพนัธ์ตอ่ไปนี ้

 1. 𝑥 = (𝑦 + 2)2 + 5 2. 𝑦 = 3 − (2 − 𝑥)2 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 3. 𝑦 = |𝑥 + 5| − 2 4. |𝑥 + 3| = 𝑦 − 1 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

|𝑥 − 2| ≥   0 

|𝑥 − 2| + |𝑦| ≥  |𝑦| 

             5 ≥  |𝑦| 

       −5   ≤   𝑦   ≤   5 

เพราะ |𝑥 − 2| + |𝑦| = 5 

บวก |𝑦| ทัง้สองข้าง 

จากสมบตัิของคา่สมับรูณ์ 

                   |𝑦| ≥   0 

|𝑥 − 2| + |𝑦| ≥  |𝑥 − 2| 

             5 ≥  |𝑥 − 2| 

      −5 ≤   𝑥 − 2 ≤   5 

      −3 ≤       𝑥 ≤   7 

เพราะ |𝑥 − 2| + |𝑦| = 5 

บวก |𝑥 − 2| ทัง้สองข้าง 

จากสมบตัิของคา่สมับรูณ์ 

บวก 2 ตลอด 



28    ความสมัพนัธ์ และฟังก์ชนั 

 5. 𝑦 = −1 − |3 − 𝑥| 6. |𝑦| + |1 − 𝑥| = 1 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 7. |𝑦| − |1 − 𝑥| = 1 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 ความสมัพนัธ์ และฟังก์ชนั 29 

โดเมนและเรนจ์ จากกราฟ 

 
ในกรณีที่โจทย์ให้ความสมัพนัธ์มาในรูปกราฟ  เราจะมีวธีิหาโดเมนและเรนจ์ได้งา่ยๆ 

โดยดวูา่กราฟท่ีให้ คลมุแกน X (โดเมน) และ แกน Y (เรนจ์) ในชว่งบริเวณใดบ้าง 
 

ถ้าบนเส้นกราฟมวีงกลมโบ๋ๆ  (  ) หมายความวา่ “ไมม่”ี จดุนัน้อยูบ่นกราฟ 

แตถ้่าบนกราฟมวีงกลมทบึๆ (  ) หมายความวา่ “ม”ี จดุนัน้อยูบ่นกราฟ 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 

D𝑟 = R − {0} 
R𝑟 = R − {0} 

D𝑟 = [0, ∞) 
R𝑟 = R 

D𝑟 = R 
R𝑟 = R 

D𝑟 = R 
R𝑟 = [0, ∞) 

D𝑟 = [0, ∞) 
R𝑟 = [0, ∞) 

D𝑟 = [−3, 3] 
R𝑟 = [−2, 2] 

D𝑟 = [−3, 3] 
R𝑟 = [−3, 3] 

D𝑟 = R 
R𝑟 = [−2, 2] 

D𝑟 = R − {0} 
R𝑟 = {−2, 1} 

D𝑟 = (−3, 2) 
R𝑟 = [−2, 2) 

D𝑟 = [−1, 3) 
R𝑟 = (1, 3] 

D𝑟 = R 
R𝑟 = R 

D𝑟 = R − {0} 
R𝑟 = R − {2} 

D𝑟 = R 
R𝑟 = R 

D𝑟 = (−∞,−2] ∪ [2, ∞) 
R𝑟 = R 

D𝑟 = R 
R𝑟 = (0, ∞) 
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แบบฝึกหดั 

1. จงหาโดเมนและเรนจ์ ของความสมัพนัธ์ตอ่ไปนี ้

 1. 2. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 3. 4. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 5. 6.  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 7. 8. 
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อินเวอร์ส 

 
อินเวอร์สของความสมัพนัธ์  𝑟  แทนด้วยสญัลกัษณ์  𝑟−1  หมายถงึ ความสมัพนัธ์ที่ “โยงกลบัทาง” กบั  𝑟 

เช่น อินเวอร์สของ  𝑟แอบชอบ  ก็คือความสมัพนัธ์ “ถกูชอบ”  ซึง่แทนด้วยสญัลกัษณ์  𝑟แอบชอบ−1 

 

 
 
 
 
 
 
 

จะเห็นวา่ โดเมน และ เรนจ์ ของ  𝑟−1  จะสลบักนักบั โดเมนและเรนจ์ของ  𝑟 
กลา่วคอื    D𝑟 = R𝑟−1    และ    R𝑟 = D𝑟−1  
 

ตวัอยา่ง  ก าหนดให้  𝑟 = {(1, 6), (2, 2), (3, 6), (4, 8)}  จงหา 𝑟−1 
วิธีท า 𝑟−1  คือ ความสมัพนัธ์ที่โยงกลบัทางกนักบั 𝑟 

 
 
 
 
 
 

จะได้  𝑟−1 =  {(6, 1), (2, 2), (6, 3), (8, 4)} # 

 

จะเห็นวา่  𝑟−1  ก็คือการสลบั 𝑥 กบั 𝑦 ในคูอ่นัดบันัน่เอง 
ดงันัน้  ถ้าโจทย์ให้  𝑟  แบบบอกเงื่อนไข แล้วให้หา  𝑟−1  เราก็แคส่ลบั 𝑥 กบั 𝑦 
เช่น 𝑟  =  {(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐴 × 𝐵 | 𝑦 = 2𝑥 + 1} 

 𝑟−1 =  {(𝑦, 𝑥) ∈ 𝐵 × 𝐴 | 𝑦 = 2𝑥 + 1}        (อยา่ลมืเปลีย่น  𝐴 × 𝐵  เป็น 𝐵 × 𝐴 ด้วย) 
 

ถ้าบางคนไมช่อบสลบั 𝑥 𝑦 ในคูอ่นัดบั  จะไปสลบั 𝑥 𝑦 ตรงเง่ือนไขก็ได้ 

เช่น 𝑟−1 =  {(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐵 × 𝐴 | 𝑥 = 2𝑦 + 1} 
และถ้าจะให้สวย ควรจดัรูปสมการให้  𝑦  แยกไปอยูต่วัเดยีว 
 
 
 

จะได้  𝑟−1 = {(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐵 × 𝐴 | 𝑦 = 
𝑥−1

2
 } 

 

ตวัอยา่ง  ก าหนดให้  𝑟 = {(𝑥, 𝑦) ∈ R+ × R | 𝑦  =  𝑥2 + 1}  จงหา  𝑟−1 
วิธีท า จะสลบั 𝑥 𝑦 ในคูอ่นัดบั แล้วตอบ  𝑟−1 = {(𝑦, 𝑥) ∈ R × R+ | 𝑦 = 𝑥2 + 1}  ก็ได้ 

แตไ่มค่อ่ยเป็นท่ีนิยม เพราะ การใช้ตวัแปร 𝑦 แทนพิกดัแกน X  และใช้ตวัแปร 𝑥 แทนพิกดัแกน Y จะท าให้สบัสน 
คนสว่นใหญ่ นิยมเปลีย่น  𝑥 𝑦 ตรงเง่ือนไข แล้วจดัรูปให้  𝑦  แยกไปอยูต่วัเดียวมากกวา่ 

𝑟แอบชอบ 

สมชาย 

สมหวงั 
สมปอง 
สมบตั ิ

สมหญิง 
สมศรี 

สมหมาย 

   𝑥 = 2𝑦 + 1 

𝑥 − 1 = 2𝑦 

 
𝑥−1

2
 =  𝑦 

สมชาย 

สมหวงั 
สมปอง 
สมบตั ิ

สมหญิง 
สมศรี 

สมหมาย 

𝑟แอบชอบ
−1 

1 
2 
3 
4 

𝑟 

2 
4 
6 
8 

2 
4 
6 
8 

𝑟−1 

1 
2 
3 
4 
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นัน่คือ  𝑟−1 = {(𝑥, 𝑦) ∈ R × R+ | 𝑥  =  𝑦2 + 1} 

จดัรูปให้สวยงาม 

 
 

ดงันัน้  𝑟−1 = {(𝑥, 𝑦) ∈ R × R+ | 𝑦  = ±√𝑥 − 1} # 
 

ตวัอยา่ง  จงหาอินเวอร์สของความสมัพนัธ์  𝑦 = √𝑥 − 2 
วิธีท า ข้อนีใ้ห้มาแตส่มการความสมัพนัธ์  เราต้องรู้เองวา่โจทย์หมายถงึ  𝑟 = {(𝑥, 𝑦) ∈ R × R | 𝑦 = √𝑥 − 2 } 

ดงันัน้  𝑟−1 = {(𝑥, 𝑦) ∈ R × R | 𝑥 = √𝑦 − 2 } 

จดัรูปให้สวยงาม 

 
 
 

ดงันัน้  𝑟−1 =  {(𝑥, 𝑦) ∈ R × R | 𝑦 = 𝑥2 + 2  และ  𝑥 ≥ 0 } 

หรือตอบสัน้ๆ วา่  𝑟−1  คือ  𝑦 = 𝑥2 + 2  โดยที่  𝑥 ≥ 0 # 
 
 

แบบฝึกหดั 

1. จงหาอินเวอร์สของความสมัพนัธ์ตอ่ไปนี ้

 1. 𝑟 = {(1, 4), (2, 2), (3, 2)} 2. 𝑟 = {(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐴 × 𝐵 │ 𝑦 = 𝑥2 } 

 
 
 
 
 
 
 
 

 3. 𝑟 = {(𝑥, 𝑦) ∈ R × R+ │ 𝑦 = 
𝑥+1

2
 } 4. 𝑦 = 

2

𝑥+1
 

 
 
 
 
 
 
 
 

 5. 𝑦 = 
2𝑥+1

𝑥−3
 6. 𝑦 = 2 − 𝑥 

 
 
 
 
 
 
 
 

          𝑥 =  𝑦2 + 1 
      𝑥 − 1 =  𝑦2 

±√𝑥 − 1 =  𝑦 

     𝑥 = √𝑦 − 2  

     𝑥2 =    𝑦 − 2        ; 𝑥 ≥ 0 

𝑥2 + 2 =    𝑦 
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 7. 𝑦 = 2𝑥2 + 1 8. 𝑦 = √2𝑥 + 1 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 9. 𝑥2 + 𝑦2 = 1 10. 𝑦 = √4 − 𝑥2 
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กราฟของอินเวอร์ส 

 
จากหวัข้อที่แล้ว อินเวอร์สของความสมัพนัธ์ จะได้จากการสลบัท่ี 𝑥 กบั 𝑦 ในคูอ่นัดบั 
เช่น  คูอ่นัดบั  (2, −1) ใน 𝑟  จะกลายเป็น  (−1, 2)  ใน  𝑟−1  เป็นต้น 
 
 
 
 
 
 
 

เนื่องจาก  𝑟  กบั  𝑟−1  จะมี  𝑥 กบั 𝑦 สลบักนั 
ดงันัน้ กราฟของ  𝑟  กบั  𝑟−1  จะสมมาตรกนัตามแนว  45°  (คือแนว ) เสมอ 

 
 

ดงันัน้ ถ้าให้กราฟของ  𝑟  มา เราจะวาดกราฟของ  𝑟−1  ได้โดยการสะท้อน  𝑟  ไปตามแนว  45° 

เช่น 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

𝑟−1 𝑟  

𝑦 = 𝑥  

𝑦 = 𝑥2 𝑥 = 𝑦2 

𝑦 = √−𝑥 𝑥 = √−𝑦 𝑦 = 1 − |𝑥| 𝑥 = 1 − |𝑦| 

𝑟 𝑟−1 𝑟 𝑟−1 

𝑟 𝑟−1 

𝑟 𝑟−1 

𝑟 𝑟−1 
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แบบฝึกหดั 

1. จงวาดกราฟอินเวอร์สของความสมัพนัธ์ตอ่ไปนี ้

 1. 2. 
 
 
 
 
 
 

 3. 4. 
 
 
 
 
 
 

 5. 6. 
 
 
 
 
 
 

 7. 8. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

𝑟 𝑟−1 𝑟 𝑟−1 

𝑟 𝑟−1 

𝑟 𝑟−1 𝑟 𝑟−1 

𝑟 𝑟−1 

𝑟 𝑟−1 𝑟 𝑟−1 

𝑟 𝑟−1 𝑟 𝑟−1 
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ฟังก์ชนั 

 
ฟังก์ชนั คือ ความสมัพนัธ์ที่    “ 𝑥 แตล่ะตวั ห้าม จบัคูก่บั 𝑦 เกิน 1 ตวั “ 
เช่น 𝑟 = {(1, 2), (2, 4), (2, 6), (3, 8)} →  ไมเ่ป็นฟังก์ชนั 

 𝑟 = {(1, 2), (2, 4), (3, 6), (4, 7)} →  เป็นฟังก์ชนั 

 𝑟 = {(1, 2), (2, 2), (3, 2), (4, 2)} →  เป็นฟังก์ชนั 
 

ตวัอยา่ง  จงพิจารณาวา่ ความสมัพนัธ์  𝑦2 = 𝑥  เป็นฟังก์ชนัหรือไม ่
วิธีท า ต้องคดิ วา่มี  𝑥  ตวัไหนที่จบัคูก่บั  𝑦  หลายตวัไหม 

จะเห็นวา่ มี 𝑦2 อยูใ่นสมการความสมัพนัธ์  ดงันัน้  𝑦 เป็นบวก กบั 𝑦 เป็นลบ จะยกก าลงัสองได้เทา่กนั 
เช่น  𝑦 = 1  กบั  𝑦 = −1  จะค านวณคา่ 𝑥 ได้ 1 
นัน่คือ มี  𝑥 = 1  ที่จบัคูก่บั  𝑦 = 1, −1  ดงันัน้ ความสมัพนัธ์  𝑦2 = 𝑥  ไมเ่ป็นฟังก์ชนั # 

 

ปกติแล้ว ในสมการความสมัพนัธ์ ถ้า 𝑦 ถกูยกก าลงัคู ่หรือ อยูใ่นเคร่ืองหมายคา่สมับรูณ์  มกัจะไมใ่ช่ฟังก์ชนั 

เพราะ 𝑦 เป็นบวก กบั 𝑦 เป็นลบ จะค านวณออกมาได้คา่เทา่กนั ท าให้มี 𝑥 หนึง่คา่ ท่ีคูก่บั 𝑦 ได้สองตวั 
เช่น 𝑥 = (𝑦 + 1)2 →  ไมเ่ป็นฟังก์ชนั เพราะ ม ี(1, 0) กบั (1, −2) ในความสมัพนัธ์ 
 𝑦 = 𝑥2 + 2𝑥 + 5 →  เป็นฟังก์ชนั 
 𝑥2 + 𝑦2 = 4 →  ไมเ่ป็นฟังก์ชนั เพราะ ม ี(0, 2) กบั (0, −2) ในความสมัพนัธ์ 

 4𝑥 = |𝑦 + 1| →  ไมเ่ป็นฟังก์ชนั เพราะ ม ี(1, 3) กบั (1, −5) ในความสมัพนัธ์ 
 𝑥𝑦 = 1 →  เป็นฟังก์ชนั 
 𝑦 = 𝑥3 →  เป็นฟังก์ชนั 
 𝑥 = 2𝑦 + 5 →  เป็นฟังก์ชนั 
 |𝑥| + |𝑦| = 1 →  ไมเ่ป็นฟังก์ชนั เพราะ ม ี(0, 1) กบั (0, −1) ในความสมัพนัธ์ 

 (𝑥 − 𝑦)(𝑥 + 𝑦) = 1 →  ไมเ่ป็นฟังก์ชนั เพราะจดัรูปได้เป็น  𝑥2 − 𝑦2 = 1 
   มี (2, √3) กบั (2, −√3) ในความสมัพนัธ์ 
 

ในกรณีที่โจทย์ให้กราฟของความสมัพนัธ์มา แล้วถามวา่ความสมัพนัธ์ดงักลา่ว เป็นฟังก์ชนัหรือไม ่
วิธีดงูา่ยๆคือ ถ้าสามารถลากเส้นดิ่ง ตดักราฟได้มากกวา่ 1 จดุ แปลวา่ไมใ่ช่ฟังก์ชนั 

เพราะเส้นดิง่ที่ตดักราฟหลายจดุ แปลวา่ มี  𝑥 หนึง่ตวั ท่ีคูก่บั 𝑦 หลายตวั 
เช่น 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

เป็นฟังก์ชนั ไมเ่ป็นฟังก์ชนั เป็นฟังก์ชนั ไมเ่ป็นฟังก์ชนั 
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แบบฝึกหดั 

1. ความสมัพนัธ์ในข้อใดตอ่ไปนี ้เป็นฟังก์ชนั 
 1. {(1, 2), (2, 3), (3, 4), (4, 1)} 2. {(1, 1), (2, 2), (3, 3), (4, 4)} 

 
 

 3. {(1, 1), (1, 2), (1, 3), (1, 4)} 4. {(1, 1), (2, 1), (3, 1), (4, 1)} 

 
 

 5. {(1, 0), (2, 4), (3, 1), (3, 3)} 

 
 
 

2. สมการความสมัพนัธ์ในข้อใดตอ่ไปนี ้เป็นฟังก์ชนั 
 1. 𝑦 = 2𝑥 + 3 2. 𝑦 = 2𝑥2 + 3 

 
 
 

 3. |𝑥| + |𝑦| = 1 4. 𝑦 = √𝑥 
 
 
 

 5. 𝑥 = 𝑦2 − 2𝑦 + 3 6. 𝑥 = 𝑦2 
 
 
 

 7. 𝑥 = 𝑦2    และ    𝑦 ≥ 0 8. 𝑥2 + 𝑦2 = 1 

 
 
 
 

 9. 𝑥2 + 𝑦2 = 1    และ    𝑥 ≥ 0 10. 𝑥2 + 𝑦2 = 1    และ    𝑦 ≥ 0 

 
 
 
 

 11. 𝑥2 + 𝑦2 = 1    และ    𝑥𝑦 > 0 

 
 
 
 

เป็นฟังก์ชนั ไมเ่ป็นฟังก์ชนั ไมเ่ป็นฟังก์ชนั 
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3. กราฟความสมัพนัธ์ในข้อใดตอ่ไปนี ้เป็นฟังก์ชนั 

 1. 2. 3. 4. 
 
 
 
 
 
 

 5. 6. 7. 8. 
 
 
 
 
 
 

 9. 
 
 
 
 
 
 
 

4. ความสมัพนัธ์ในข้อใดเป็นฟังก์ชนั    [O-NET 54/8] 

 1. { (0, 1), (0, 2), (2, 1), (1, 3) } 2. { (0, 2), (1, 1), (2, 2), (3, 0) } 

 3. { (1, 1), (2, 0), (2, 3), (3, 1) } 4. { (1, 2), (0, 3), (1, 3), (2, 2) } 

 
 
 
 
 

5. ความสมัพนัธ์ในข้อใดเป็นฟังก์ชนั    [O-NET 53/11] 
 1. {(1, 2), (2, 3), (3, 2), (2, 4)} 2. {(1, 2), (2, 3), (3, 1), (3, 3)} 

 3. {(1, 3), (1, 2), (1, 1), (1, 4)} 4. {(1, 3), (2, 1), (3, 3), (4, 1)} 
 
 
 
 
 

6. ก าหนดให้ 𝐴 = {𝑎,  𝑏,  𝑐} และ 𝐵 = {0,  1} ฟังก์ชนัในข้อใดตอ่ไปนี ้เป็นฟังก์ชนัจาก 𝐵 ไป 𝐴 

 [O-NET 49/1-4]  
 1. {(𝑎,  1),  (𝑏,  0),  (𝑐,  1)} 2. {(0,  𝑏),  (1,  𝑎),  (1,  𝑐)} 

 3. {(𝑏,  1),  (𝑐,  0)} 4. {(0,  𝑐),  (1,  𝑏)} 
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7. แผนภาพของความสมัพนัธ์ในข้อใดเป็นฟังก์ชนัท่ีมี  {1, 2, 3, 4, 5} เป็นโดเมน และ  {1, 2, 3, 4} เป็นเรนจ์ 

 [O-NET 56/12]  
 

 
 1.  2.  3.  

 
 
 
 
 

 4.  5.  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

8. ให้ 𝐴 = {1, 99} ความสมัพนัธ์ใน 𝐴 ในข้อใดไมเ่ป็นฟังก์ชนั    [O-NET 52/13] 

 1. เทา่กบั 2. ไมเ่ทา่กบั 3. หารลงตวั 4. หารไมล่งตวั 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

9. ก าหนดให้ 𝑟 = {(𝑎,  𝑏) | 𝑎 ∈ 𝐴,  𝑏 ∈ 𝐵 และ 𝑏 หารด้วย 𝑎 ลงตวั} ถ้า 𝐴 = {2,  3,  5} แล้ว ความสมัพนัธ์ 𝑟 จะ
เป็นฟังก์ชนั เมื่อ 𝐵 เทา่กบัเซตใดตอ่ไปนี ้   [O-NET 50/22] 

 1. {3,  4,  10} 2. {2,  3,  15} 3. {0,  3,  10} 4. {4,  5,  9} 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

1 

2 

3 

4 

5 

1 

2 

3 

4 

1 

2 

3 

4 

5 

1 

2 

3 

4 

1 

2 

3 

4 

5 

1 

2 

3 

4 

1 

2 

3 

4 

5 

1 

2 

3 

4 

1 

2 

3 

4 

5 

1 

2 

3 

4 



40    ความสมัพนัธ์ และฟังก์ชนั 

10. จากความสมัพนัธ์ 𝑟 ที่แสดงด้วยกราฟดงัรูป 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 ข้อใดตอ่ไปนีถ้กูต้อง    [O-NET 52/14] 

 1. 𝑟 เป็นฟังก์ชนั เพราะ (1, 1), (2, 2) และ (3, 3) อยูใ่นแนวเส้นตรงเดยีวกนั 
 2. 𝑟 เป็นฟังก์ชนั เพราะมจี านวนจดุเป็นจ านวนจ ากดั 
 3. 𝑟 ไมเ่ป็นฟังก์ชนั เพราะมจีดุ (3, 3) และ (3, −1) อยูบ่นกราฟ 
 4. 𝑟 ไมเ่ป็นฟังก์ชนั เพราะมจีดุ (1, 1) และ (−1, 1) อยูบ่นกราฟ 
 
 
 
 
 
 

11. กราฟในข้อใดแสดงวา่ 𝑦 เป็นฟังก์ชนัของ 𝑥    [O-NET 57/13] 

 

 1.  2.  3.  

 
 
 
 
 

 4.  5.  
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𝑥  

𝑦  

𝑥  

𝑦  
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สญัลกัษณ์แทนฟังก์ชนั 

 
ปกติ เรานยิมใช้ตวัแปร  𝑟  แทนความสมัพนัธ์ 
แตถ้่าความสมัพนัธ์ไหน เป็นฟังก์ชนั เราจะนิยมใช้ตวัแปร  𝑓 ,  𝑔 ,  ℎ  แทน 
เช่น    𝑓 = {(1, 2), (2, 4), (3, 6)}    ,    𝑔 = {(1, 3), (2, 3), (3, 4)}    ,    ℎ = {(2, 3), (5, 6)} 
 

นอกจากนี ้เรายงัใช้สญัลกัษณ์  𝑓(𝑥)  ,  𝑔(𝑥)  ,  ℎ(𝑥)  แทน  𝑦  ได้ด้วย 

เช่น  ฟังก์ชนั  𝑦  =  2𝑥2 + 1  จะเขยีนอีกแบบได้เป็น  𝑓(𝑥)  =  2𝑥2 + 1 
และ  𝑓(𝑘)  จะหมายถงึ คา่  𝑦  เมื่อ  𝑥 = 𝑘    เช่น 𝑓(1) =  คา่ 𝑦  เมื่อ 𝑥 = 1 

 𝑓(0) =  คา่ 𝑦  เมื่อ 𝑥 = 0 
 𝑓(−2) =  คา่ 𝑦  เมื่อ 𝑥 = −2       เป็นต้น 
เช่น ถ้า  𝑓 = { (−1, 2) , (0, 5) , (1, 4) , (2, −1) , (3, 6) , (4, 3) } 

 จะได้  𝑓(3)  =  6    ,    𝑓(0)  =  5    และ    𝑓(−1)  =  2        เป็นต้น 
และในกรณีที่โจทย์ให้สมการของ  𝑓(𝑥)  มา เราสามารถหา 𝑓(𝑘)  ได้โดยแทนคา่  𝑥 = 𝑘  ลงไปในสมการ  𝑓(𝑥) 

เช่น ถ้า  𝑓(𝑥)  =  2𝑥 − 1 จะได้ 𝑓(3) =  2(3) − 1  =  5 

    𝑓(1) =  2(1) − 1  =  1 

 

 ถ้า  𝑓(𝑥)  =  𝑥2 + 1 จะได้ 𝑓(3) =  32 + 1  =  10 𝑓(0) =  02 + 1  =  1 

    𝑓(−1) =  (−1)2 + 1  =  2 𝑓(𝑎) =  𝑎2 + 1 

  นอกจากนี ้ยงัแทนคา่ 𝑥 เป็นอะไรอยา่งอื่นอยา่งอื่นแบบแปลกๆก็ได้ เช่น 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

ท านองกลบักนั ถ้าโจทย์ให้  𝑓(𝑥)  แบบที่แทนคา่ 𝑥 แบบแปลกๆไปเรียบร้อยแล้ว 

เราต้องสามารถ “แปลงกลบั” ให้เป็น  𝑓(𝑥) แบบปกติ ก่อนแทน ได้ 

เพื่อปอ้งกนัการสบัสนระหวา่ง 𝑥 ก่อนแทน กบั 𝑥 หลงัแทน  เรามกัใช้ตวัแปร 𝑘 เข้ามาคัน่ แล้วแปลงกลบัเป็น 𝑥 ตอนจบ 

 
ตวัอยา่ง  ก าหนดให้  𝑓(1 − 𝑥)  =  𝑥2 − 2𝑥 + 2  จงหา  𝑓(𝑥) 

วิธีท า ข้อนี ้เราต้องเปลีย่น  𝑓(1 − 𝑥)  ให้กลายเป็น  𝑓(𝑥)    โดยจะเปลีย่น  𝑓(1 − 𝑥)  เป็น  𝑓(𝑘)  ก่อน 
ให้ ดงันัน้ 
 
 
 

จะได้  𝑓(𝑘)  =  𝑘2 + 1        เปลีย่นตวัแปร 𝑘 เป็น 𝑥 ก่อนตอบ จะได้  𝑓(𝑥) = 𝑥2 + 1 # 

𝑓(3𝑏) =  (3𝑏)2 + 1 
 =    9𝑏2 + 1 

𝑓(−𝑥) =  (−𝑥)2 + 1 
 =    𝑥2 + 1 

𝑓(√𝑥 + 1) =  √𝑥 + 1
2

 + 1 

 =   𝑥 + 2    ;  𝑥 ≥ −1 

𝑓(𝑔(𝑥))  =  (𝑔(𝑥))
2

+ 1 

𝑓(1 − 𝑥) =  (1 − 𝑥)2 + 1 
 =   12 − 2𝑥 + 𝑥2 + 1 
 =  𝑥2 − 2𝑥 + 2 

 𝑓(1 − 𝑥) =  𝑥2 − 2𝑥 + 2 
 𝑓(𝑘) =  (−𝑘 + 1)2 − 2(−𝑘 + 1) + 2 
  =  𝑘2 − 2𝑘 + 1 + 2𝑘 − 2 + 2 
  =  𝑘2 + 1 

 1 − 𝑥 =   𝑘 
 −𝑥 =   𝑘 − 1 
 𝑥 =  −𝑘 + 1 
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ตวัอยา่ง  ก าหนดให้  𝑓 (
𝑥−1

2
)  =  𝑥2 − 1  จงหา  𝑓(𝑥) 

วิธีท า ข้อนี ้เราต้องเปลีย่น  𝑓 (
𝑥−1

2
)  ให้กลายเป็น 𝑓(𝑥)    โดยจะเปลีย่น  𝑓 (

𝑥−1

2
)   เป็น  𝑓(𝑘)  ก่อน 

ให้ ดงันัน้ 
 
 
 
 

จะได้  𝑓(𝑘)  =  4𝑘2 + 4𝑘        เปลีย่นตวัแปร 𝑘 เป็น 𝑥  จะได้  𝑓(𝑥)  =  4𝑥2 + 4𝑥 # 
 

ตวัอยา่ง  ก าหนดให้  𝑓(√𝑥 + 1)  =  𝑥2 + 1  จงหา  𝑓(2) 

วิธีท า ข้อนี ้จะท าแบบข้อที่แล้ว คือหา  𝑓(𝑥)  ออกมาก่อน แล้วคอ่ยแทน  𝑥 = 2  ก็ได้ 
แตว่ิธีทีง่่ายกวา่ คือ หา  𝑓(2)  โดยตรงเลย ดงันี ้
โจทย์ก าหนดให้ 𝑓(√𝑥 + 1) =  𝑥2 + 1 

เราจะหา 𝑓 (   2   ) 

ดงันัน้ ต้องเทียบ 
 
 

ดงันัน้  𝑓(2)  =  10 # 

 
 

เนื่องจากฟังก์ชนั เป็นความสมัพนัธ์ชนิดหนึง่  ดงันัน้ โจทย์ในเร่ืองความสมัพนัธ์ ก็จะน ามาถามกบัฟังก์ชนัได้ 
 

ตวัอยา่ง  จงหาโดเมน และ เรนจ์ ของฟังก์ชนั  𝑓(𝑥) = 𝑥2 + 1 
วิธีท า ข้อนี ้ท าเหมือนกบัหาโดเมน และเรนจ์ ของความสมัพนัธ์  𝑦 = 𝑥2 + 1 

จะเห็นวา่สมการท่ีโจทย์ให้ อยูใ่นรูปท่ีหาโดเมนได้เลย 

เนื่องจาก  𝑥  ไมเ่ป็นตวัหาร และ ไมอ่ยูใ่น √   ดงันัน้  D𝑓 = R 

ถดัมา หาเรนจ์  เนื่องจาก มี 𝑥2  อยูใ่นสมการความสมัพนัธ์ ดงันัน้ เราจะใช้วิธีพิจารณาช่วงคา่ทีเ่ป็นไปได้ 
 
 

ดงันัน้  R𝑓 = [1, ∞) # 
 
 

แบบฝึกหดั 

1. ก าหนดให้  𝑓 = {(1, 2), (2, 4), (3, 2), (4, 1)}  จงหาคา่ในแตล่ะข้อตอ่ไปนี ้
 1. 𝑓(1) 2. 𝑓(2) + 1 

 

 3. 𝑓(2 + 1) 4. 𝑓(22) 

 

 5. (𝑓(2))
2

 6. 𝑓(𝑓(1)) 
 
 
 

𝑥2 ≥  0 
𝑥2 + 1 ≥  1 
    𝑦 ≥  1 

 
𝑥−1

2
 =  𝑘 

 𝑥 − 1 =  2𝑘 
 𝑥 =  2𝑘 + 1 

 𝑓 (
𝑥−1

2
) =  𝑥2 − 1 

 𝑓(𝑘) =  (2𝑘 + 1)2 − 1 
 𝑓(𝑘) =  4𝑘2 + 4𝑘 + 1 − 1 
  =  4𝑘2 + 4𝑘 

√𝑥 + 1 =  2 
   𝑥 + 1 =  4 
       𝑥 =  3 

แทนใน  𝑥2 + 1  ได้  32 + 1  → 10 
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2. ก าหนดกราฟของฟังก์ชนั  𝑓  ดงัรูป 

 จงหาคา่ในแตล่ะข้อตอ่ไปนี ้

 
 1. 𝑓(0) 2. 𝑓(−1) 

 
 

 3. 𝑓(𝑓(3)) 4. 𝑓(−10) 

 
 
 

3. จงหา  D𝑓  และ  R𝑓 

 1. 𝑓(𝑥)  =  2𝑥 + 1 2. 𝑓(𝑥)  =  √𝑥 − 4 + 1 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 3. 𝑓(𝑥)  =  |𝑥 + 1| 4. 𝑓(𝑥)  =  𝑥2 + 6𝑥 + 1 

 
 
 
 
 
 
 

 
 

4. ก าหนดให้  𝑓(𝑥)  =  1 − 2𝑥 − 𝑥2  จงหา 
 1. 𝑓(2) 2. 𝑓(−𝑥) 

 
 
 
 
 

 3. 𝑓(𝑥2) 4. 𝑓(1 − 𝑥) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 



44    ความสมัพนัธ์ และฟังก์ชนั 

5. ก าหนดให้  𝑓(𝑥)  =  2𝑥 + 1  จงหา  𝑓(𝑓(𝑥)) 

 
 
 
 
 
 
 

6. ก าหนดให้  𝑓(2𝑥 + 1)  =  4𝑥 + 3    จงหา 𝑓(𝑥) 

 
 
 
 
 
 
 
 

7. ก าหนดให้  𝑓(𝑥 − 1)  =  2𝑥    จงหา 𝑓(𝑥 + 1) 

 
 
 
 
 
 
 
 

8. ก าหนดให้  𝑓(√𝑥2 + 1)  =  𝑥2 − 1  จงหา  𝑓(2) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

9. ก าหนดให้  𝑓 (
𝑥

𝑥−1
) =

1

𝑥
  เมื่อ  𝑥 ≠ 0  และ  𝑥 ≠ 1    จงหา 𝑓(𝑥) 
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10. ให้ 𝑓 เป็นฟังก์ชนัซึง่มีโดเมนและเรนจ์เป็นสบัเซตของเซตของจ านวนจริง โดยที่  𝑓(2𝑥 + 1) = 4𝑥2 + 14𝑥 

 จงหา  𝑓(𝑥) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

11. ถ้า 𝑓 = {(1,  0),  (2,  1),  (3,  5),  (4,  3),  (5,  2)} แล้ว 𝑓(2) + 𝑓(3) มีคา่เทา่ใด    [O-NET 49/2-1] 
 
 
 
 
 
 

12. ก าหนดให้กราฟของฟังก์ชนั 𝑓 เป็นดงันี ้
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 คา่ของ 11𝑓(−11) − 3𝑓(−3)𝑓(3) คือเทา่ไร    [O-NET 53/13] 
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13. ฟังก์ชนั  𝑦 = 𝑓(𝑥) ในข้อใดมีกราฟดงัรูปตอ่ไปนี ้   [O-NET 49/1-7] 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 1. 𝑓(𝑥) = 1 − |𝑥| 2. 𝑓(𝑥) = 1 + |𝑥| 

 3. 𝑓(𝑥) = |1 − 𝑥| 4. 𝑓(𝑥) = |1 + 𝑥| 

 
 
 

14. ถ้า  𝑓(𝑥 − 2)  =  2𝑥 − 1  แล้ว  𝑓(𝑥2)  มีคา่เทา่กบัเทา่ไร    [O-NET 54/11] 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

15. จ านวนในข้อใดตอ่ไปนีเ้ป็นสมาชิกของโดเมนของฟังก์ชนั  𝑦 =
𝑥

𝑥2+3𝑥+2
+

2𝑥−1

𝑥2−1
     [O-NET 52/15] 

 1. −2 2. −1 3. 0 4. 1 

 
 
 
 
 
 
 
 

16. ถ้า  𝑓(𝑥) = 3 − √4 − 𝑥2  แล้ว จงหา D𝑓 และ R𝑓    [O-NET 54/10] 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

X 

Y 

(0, 1) 

𝑦 = 𝑓(𝑥) 

−1 0 1 
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17. ถ้า  𝑓(𝑥) = √3 − 𝑥  และ  𝑔(𝑥) = −2 + |𝑥 − 4|  แล้ว  D𝑓 ∪ R𝑔 คือข้อใด    [O-NET 53/12] 

 1. (−∞, 3] 2. [−2, ∞) 3. [−2, 3] 4. (−∞, ∞) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

18. ถ้า  𝑓(𝑥) = 
1

|𝑥|−1
  แล้ว เรนจ์ของ 𝑓 คือเซตในข้อใด    [O-NET 56/14] 

 1. { 𝑦 | −1 < 𝑦 ≤ 0 } 2. { 𝑦 | −1 ≤ 𝑦 < 0 } 3. { 𝑦 | 𝑦 < −1 หรือ 𝑦 > 0 } 

 4. { 𝑦 | 𝑦 < −1 หรือ 𝑦 ≥ 0 } 5. { 𝑦 | 𝑦 ≤ −1 หรือ 𝑦 > 0 } 
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ฟังก์ชนัก าลงัสอง 
 
ฟังก์ชนัก าลงัสอง คือ ฟังก์ชนัท่ีอยูใ่นรูป  𝑓(𝑥) = 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐  เมื่อ 𝑎, 𝑏, 𝑐 เป็นตวัเลขอะไรก็ได้ ท่ี 𝑎 ≠ 0 

เช่น 𝑓(𝑥) = 2𝑥2 − 𝑥 + 5 →  𝑎 =  2 , 𝑏 = −1 , 𝑐 = 5 

  𝑓(𝑥) = 3 + 2𝑥 − 𝑥2 →  𝑎 = −1 , 𝑏 =  2 , 𝑐 = 3 

  𝑓(𝑥) = 𝑥2 →  𝑎 =  1 , 𝑏 =  0 , 𝑐 = 0 

 

ถ้าน าฟังก์ชนัก าลงัสอง ไปวาดกราฟ จะได้กราฟท่ีเรียกวา่ “พาราโบลา”  ซึง่จะมีลกัษณะเป็นเส้นโค้งที่มีการวกกลบั 

 ถ้า  𝑎  เป็นบวก จะได้พาราโบลา “หงาย” 
ถ้า  𝑎  เป็นลบ จะได้พาราโบลา “คว า่” 

 จดุที่พาราโบลา วกกลบั เรียกวา่ “จดุยอด”    สตูรหาพิกดัของจดุยอด คือ  (−
𝑏

2𝑎
,

4𝑎𝑐−𝑏2

4𝑎
) 

 
 
 
 
 
 
 
 

 เรียกแนวเส้นตรงที่ผา่กลางพาราโบลาวา่ “แกนสมมาตร” 

เวลาตอบแกนสมมาตร ให้ตอบเป็นสมการ  𝑥 = −
𝑏

2𝑎
 

 
 

ตวัอยา่ง  จงวาดกราฟของฟังก์ชนั  𝑓(𝑥) = 𝑥2 + 2𝑥 − 5  พร้อมทัง้บอกสมการแกนสมมาตร 
วิธีท า จะได้  𝑎 = 1 ,  𝑏 = 2 ,  𝑐 = −5 

เนื่องจาก  𝑎 = 1  เป็นบวก ดงันัน้ เป็นกราฟหงาย 

จดุยอด เป็นจดุต ่าสดุ และมีพกิดั =  (−
𝑏

2𝑎
,

4𝑎𝑐−𝑏2

4𝑎
) 

 =  (−
2

2(1)
 ,

4(1)(−5)−22

4(1)
) 

 =  (−1 ,
−24

4
) 

 =  (−1 , −6) 

สมการแกนสมมาตร คือ  𝑥 = −1 # 
 

ตวัอยา่ง  จงวาดกราฟของฟังก์ชนั  𝑔(𝑥) = 4 − 𝑥2  พร้อมทัง้บอกสมการแกนสมมาตร 
วิธีท า จะได้  𝑎 = −1 ,  𝑏 = 0 ,  𝑐 = 4 

เนื่องจาก  𝑎 = −1  เป็นลบ ดงันัน้ เป็นกราฟคว ่า 

จดุยอด เป็นจดุสงูสดุ และมีพิกดั =  (−
𝑏

2𝑎
,

4𝑎𝑐−𝑏2

4𝑎
) 

 =  (−
0

2(−1)
 ,

4(−1)(4)−02

4(−1)
) 

 =  (0, 4) 

สมการแกนสมมาตร คือ  𝑥 = 0 # 

หงาย คว ่า 

จดุยอด = จดุต ่าสดุ 

ไมมี่จดุสงูสดุ 

เพราะสงูได้เร่ือยๆ 

หงาย 

จดุยอด = จดุสงูสดุ 

ไมมี่จดุต ่าสดุ 

เพราะต ่าได้เร่ือยๆ 

คว ่า 

= พิกดัตวัหน้าของจดุยอด 

(−1, −6) 

(0, 4) 
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อีกรูปหนึง่ของฟังก์ชนัก าลงัสองที่นิยมใช้ คือ  𝑓(𝑥) = 𝑎(𝑥 − ℎ)2 + 𝑘 

เช่น 𝑓(𝑥) = 2(𝑥 − 1)2 + 5 →  𝑎 =  2 , ℎ =  1 , 𝑘 =  5 

  𝑓(𝑥) = −(𝑥 + 2)2 →  𝑎 = −1 , ℎ = −2 , 𝑘 =  0 

  𝑓(𝑥) = 2𝑥2 − 5 →  𝑎 =  2 , ℎ =  0 , 𝑘 = −5 

  𝑓(𝑥) = 3 − (𝑥 + 2)2 →  𝑎 = −1 , ℎ = −2 , 𝑘 =  3 

 

ถ้าโจทย์ให้สมการในรูปนี ้จะมีวิธีวาดกราฟดงันี ้
 ถ้า 𝑎 เป็นบวก จะได้พาราโบลาหงาย        ถ้า 𝑎 เป็นลบ จะได้พาราโบลาคว า่ 

 จดุยอด มีพิกดั คือ  (ℎ, 𝑘) 

 สมการแกนสมมาตร คือ  𝑥 = ℎ 
 

ตวัอยา่ง  จงวาดกราฟของฟังก์ชนั  𝑓(𝑥) = −(𝑥 + 1)2 + 2  พร้อมทัง้บอกสมการแกนสมมาตร 
วิธีท า จะได้  𝑎 = −1 ,  ℎ = −1 ,  𝑘 = 2 

เนื่องจาก  𝑎 = −1  เป็นลบ ดงันัน้ เป็นกราฟคว ่า 
จดุยอด เป็นจดุสงูสดุ และมีพิกดั  =  (ℎ, 𝑘)  = (−1, 2) 

สมการแกนสมมาตร คือ  𝑥 = −1 # 

 

ตวัอยา่ง  จงหาโดเมน และ เรนจ์ ของฟังก์ชนั  𝑔(𝑥) = 𝑥2 − 5  จากกราฟ 
วิธีท า ข้อนี ้บงัคบัวา่ให้หาโดเมนและเรนจ์ จากกราฟ ดงันัน้ ต้องวาดกราฟให้ได้ก่อน 

ข้อนีจ้ะมองในรูป  𝑓(𝑥) = 𝑎(𝑥 − ℎ)2 + 𝑘 ก็ได้ →  𝑎 = 1 ,    ℎ = 0 ,    𝑘 = −5 

 เป็นกราฟหงาย    ,    จดุยอด = (0, −5) 

 

หรือจะมองในรูป  𝑓(𝑥) = 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐  ก็ได้ →  𝑎 = 1 ,    𝑏 = 0 ,    𝑐 = −5 

 เป็นกราฟหงาย    ,    จดุยอด = (−
0

2(1)
 ,

4(1)(−5)−02

4(1)
) 

  = (0, −5) 
 

จากกราฟ จะได้ D𝑓 = R 

  R𝑓 = [−5, ∞) # 

 

อีกอยา่งที่โจทย์จะถามได้ คือ “จดุตดัแกน”  ซึง่มีอยู ่2 ประเภท คือ จดุตดัแกน X  กบั  จดุตดัแกน Y 

 จดุตดัแกน X  คือจดุที่ พาราโบลา ตดักบัแกน X    ปกติจะตดั 2 จดุ    แตบ่างทก็ีตดัจดุเดียว หรือไมต่ดัเลย 

 จดุตดัแกน Y  คือจดุที่ พาราโบลา ตดักบัแกน Y    พาราโบลาทกุรูป จะตดัแกน Y หนึง่จดุเสมอ 

 
 
 
 
 
 
 
 

ไมต่ดัแกน X 

ตดัแกน Y หนึ่งจดุ 
ตดัแกน X หนึ่งจดุ  (สมัผสัแกน X) 

ตดัแกน Y หนึ่งจดุ 
ตดัแกน X สองจดุ 

ตดัแกน Y หนึ่งจดุ 

(−1, 2) 

(0, −5) 
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เรามวีิธีหาพกิดัของจดุตดัแกน ดงันี ้
 หาจดุตดัแกน X  ให้แทน 𝑦 = 0  แล้วหา 𝑥    (เพราะจดุตดัแกน X จะมีพกิดั Y เป็นศนูย์เสมอ) 
 หาจดุตดัแกน Y  ให้แทน 𝑥 = 0  แล้วหา 𝑦    (เพราะจดุตดัแกน Y จะมีพกิดั X เป็นศนูย์เสมอ) 

 

ตวัอยา่ง  จงหาจดุตดัแกน X และจดุตดัแกน Y ของ  𝑓(𝑥) = 𝑥2 − 3𝑥 − 4 
วิธีท า หาจดุตดัแกน X ต้องแทน  𝑦 = 0 

 
 
 

 ดงันัน้ จดุตดัแกน X คือ  (4, 0) และ (−1, 0) 

หาจดุตดัแกน Y ต้องแทน  𝑥 = 0 

 
 

 ดงันัน้ จดุตดัแกน Y คือ  (0, −4) # 

 

จะเห็นวา่ จดุตดัแกน Y  จะหางา่ยกวา่ เพราะแคแ่ทนคา่ คิดเลข 
จดุตดัแกน X  มกัจะต้องแก้สมการก าลงัสอง และมกัต้องแยกตวัประกอบ 

ในกรณีที่แยกตวัประกอบไมไ่ด้ อาจต้องใช้สตูร  𝑥 =
−𝑏±√𝑏2−4𝑎𝑐

2𝑎
 

และถ้าใน √  ติดลบ  แปลวา่สมการไมม่ีค าตอบ  ซึง่แปลได้วา่กราฟไมต่ดัแกน X นัน่เอง 
 

ตวัอยา่ง  จงหาจดุตดัแกน X  และจดุตดัแกน Y ของ  𝑓(𝑥) = 𝑥2 + 4𝑥 − 3 

วิธีท า หาจดุตดัแกน X ต้องแทน  𝑦 = 0 
 
 
 
 

 ดงันัน้ จดุตดัแกน X คือ  (−2 + √7 , 0) และ (−2 − √7 , 0) 
หาจดุตดัแกน Y ต้องแทน  𝑥 = 0 
 
 

 ดงันัน้ จดุตดัแกน Y คือ  (0, −3) # 

 

ตวัอยา่ง  จงหาวา่  𝑓(𝑥) = 𝑥2 + 2𝑥 + 3  ตดัแกน X ก่ีจดุ 
วิธีท า หาจดุตดัแกน X ต้องแทน  𝑦 = 0 

 
 
 
 
 

 จะเห็นวา่ในรูทติดลบ ดงันัน้ กราฟไมต่ดัแกน X # 

 
 
 

 𝑓(𝑥) = 𝑥2 − 3𝑥 − 4 
   0 = 𝑥2 − 3𝑥 − 4 
   0 = (𝑥 − 4)(𝑥 + 1) 
              𝑥  =  4 , −1 

 𝑓(𝑥) = 𝑥2 − 3𝑥 − 4 
   𝑦 = 02 − 3(0) − 4 
   𝑦 = −4 

 𝑓(𝑥) = 𝑥2 + 4𝑥 − 3 
   0 = 𝑥2 + 4𝑥 − 3 

 𝑥 =  
−4±√42−4(1)(−3)

2
 

 =  −2 ± √7 

 𝑓(𝑥) = 𝑥2 + 4𝑥 − 3 
   𝑦 = 02 − 4(0) − 3 
   𝑦 = −3 

 𝑓(𝑥) = 𝑥2 + 2𝑥 + 3 
   0 = 𝑥2 + 2𝑥 + 3 

 𝑥 =  
−2±√22−4(1)(3)

2
 

 =  
−2±√−8

2
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นอกจากนี ้เรายงัต้องอา่นและวิเคราะห์กราฟพาราโบลา ให้เป็นด้วย 

สว่นใหญ่ เราจะต้องการดวูา่ คา่ 𝑦 ที่บริเวณตา่งๆในกราฟเป็นอยา่งไร 
 

ตวัอยา่ง  ก าหนด  𝑓(𝑥) = 𝑥2 − 2𝑥 − 3  จงพิจารณาวา่ข้อใดผิด 
1. กราฟของ 𝑓 อยูใ่ต้แกน X ส าหรับทกุ 𝑥 ที่อยูใ่นชว่ง (0, 2) 

2. 𝑓(𝑥) ≥ −5 ส าหรับทกุจ านวนจริง 𝑥 
3. 𝑓(1 + √2) = 𝑓(1 − √2) 

4. 𝑓(2 + √2) < 𝑓(2 − √2) 
วิธีท า จากสมการกราฟท่ีโจทย์ให้ จะได้  𝑎 = 1 ,    𝑏 = −2 ,    𝑐 = −3    →  เป็นกราฟหงาย 

จดุยอด = (−
−2

2(1)
 ,

4(1)(−3)−(−2)2

4(1)
)  =  (1, −4) 

 
 

หาจดุตดัแกน X: 

 
 
 

ข้อ 1  จะเห็นวา่ บริเวณ  𝑥 ∈ (0, 2)  กราฟอยูใ่ต้แกน X    ดงันัน้ ข้อ 1 ถกู 

ข้อ 2  จากกราฟ คา่ 𝑦 ที่ต ่าที่สดุคอื −4  ซึง่ > −5   ดงันัน้ ข้อ 2 ถกู 
ข้อ 3  เนื่องจากจดุยอด มีพิกดั 𝑥 = 1    ดงันัน้ กราฟจะสมมาตรรอบๆ  𝑥 = 1 

นัน่คือ ที่  𝑥 = 1 + 𝑘  กบัท่ี  𝑥 = 1 − 𝑘  กราฟจะมีคา่  𝑦  เทา่กนั 
ดงันัน้ คา่  𝑦  ตรง  𝑥 = 1 + √2  ก็จะต้องเทา่กบั คา่ 𝑦 ตรง  𝑥 = 1 − √2 

ดงันัน้ ข้อ 3 จริง 
ข้อ 4  จากกราฟ จะเห็นวา่ ตรง 𝑥 = 2  กราฟเป็นช่วงขาขึน้ 

หมายความวา่ ท่ี  𝑥 = 2 + 𝑘  กราฟจะสงูขึน้  แตท่ี่  𝑥 = 2 − 𝑘  กราฟจะต ่าลง 
ดงันัน้ คา่ 𝑦 ตรง  𝑥 = 2 + √2  ก็จะต้องสงูกวา่ คา่ 𝑦 ตรง  𝑥 = 2 − √2 

ดงันัน้ ข้อ 4 จึงผิด # 

 
 

แบบฝึกหดั 

1. จงหา ลกัษณะกราฟ (คว ่า/หงาย), จดุยอด, แกนสมมาตร, จดุตดัแกน X, จดุตดัแกน Y, จดุสงูสดุ/ต ่าสดุ, คา่สงูสดุ/
ต ่าสดุ ของพาราโบลาตอ่ไปนี ้พร้อมทัง้วาดรูปกราฟอยา่งคร่าวๆ และหาโดเมน, เรนจ์ จากกราฟ 

 1. 𝑦  =  𝑥2 − 4𝑥 + 3 

  ลกัษณะกราฟ:  จดุยอด:  

  แกนสมมาตร:  

  จดุตดัแกน X:  จดุตดัแกน Y:  

  จดุสงูสดุ:  จดุต า่สดุ:  

  คา่สงูสดุ:  คา่ต า่สดุ:  

  โดเมน:  เรนจ์:  

0 = 𝑥2 − 2𝑥 − 3 

0 = (𝑥 − 3)(𝑥 + 1) 

        𝑥  =  3 , −1 

𝑥 = 2 

𝑥 = 1 
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 2. 𝑦 + 2  =  −(𝑥 + 1)2 

  ลกัษณะกราฟ:  จดุยอด:  

  แกนสมมาตร:  

  จดุตดัแกน X:  จดุตดัแกน Y:  

  จดุสงูสดุ:  จดุต า่สดุ:  

  คา่สงูสดุ:  คา่ต า่สดุ:  

  โดเมน:  เรนจ์:  

 
 

2. พาราโบลารูปหนึง่เป็นกราฟของฟังก์ชนั  𝑓(𝑥) = 2𝑥2 − 4𝑥 − 6    ข้อใดถกูต้อง    [O-NET 54/12] 

 1. พาราโบลารูปนีม้ีแกนสมมาตรคอืเส้นตรง  𝑥 = −1 

 2. พาราโบลารูปนีม้ีจดุวกกลบัอยูใ่นจตภุาคที่สี ่
 
 
 
 
 
 
 
 
 

3. ถ้า P เป็นจดุวกกลบัของพาราโบลา 𝑦 = −𝑥2 + 12𝑥 − 38 และ O เป็นจดุก าเนิด แล้ว ระยะหา่งระหวา่งจดุ P 
และจดุ O เทา่กบัเทา่ไร    [O-NET 49/1-6] 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

4. ถ้ากราฟของ 𝑦 = 𝑥2 − 2𝑥 − 8 ตดัแกน X ที่จดุ A, B และมี C เป็นจดุวกกลบั แล้ว รูปสามเหลีย่ม ABC มีพืน้ท่ี
เทา่กบัเทา่ไร    [O-NET 50/25] 
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อีกหวัข้อในเร่ืองพาราโบลาที่นิยมท าไปออกข้อสอบ คือ เร่ืองคา่มากสดุ - น้อยสดุ 
วิธีหา คือ ให้หาจดุสงูสดุ หรือ จดุต ่าสดุ  แล้วเอาคา่ 𝑦 ไปตอบ 

 ในกราฟหงาย จะไมม่ีจดุสงูสดุ  จดุยอดจะเป็นจดุต า่สดุ โดยคา่ 𝑦 ตรงจดุยอด คอื คา่น้อยสดุ 
 ในกราฟคว า่ จะไมม่ีจดุต า่สดุ  จดุยอดจะเป็นจดุสงูสดุ โดยคา่ 𝑦 ตรงจดุยอด คือ คา่มากสดุ 

หมายเหต:ุ เวลาที่โจทย์พดูค าวา่ “คา่” เฉยๆ ให้หมายถึง คา่  𝑦 

 

ตวัอยา่ง  จงหาคา่มากสดุ หรือ คา่น้อยสดุ ของ  𝑔(𝑥) = 2(𝑥 − 1)2 − 3   
วิธีท า ข้อนีม้าในรูป 𝑎(𝑥 − ℎ)2 + 𝑘   โดยที่ 𝑎 = 2 ,  ℎ = 1 ,  𝑘 = −3 

เนื่องจาก 𝑎 เป็นบวก ดงันัน้ เป็นกราฟหงาย  จะได้จดุยอดเป็นจดุต า่สดุ และมีพิกดัคือ (1, −3) 

ดงันัน้ คา่น้อยสดุ คือ −3  แตค่า่มากสดุ หาไมไ่ด้ # 
 
 

แบบฝึกหดั 

5. ก าหนดให้ 𝑓(𝑥) = −𝑥2 + 4𝑥 − 10 ข้อความใดตอ่ไปนีถ้กูต้อง    [O-NET 49/1-5] 

 1. 𝑓 มีคา่ต า่สดุเทา่กบั −6 2. 𝑓 ไมม่ีคา่สงูสดุ 

 3. 𝑓 มีคา่สงูสดุเทา่กบั 6 4. 𝑓 (√
9

2
) < −6 

 
 
 
 
 

6. ก าหนดให้  𝑓(𝑥) = (𝑥 − 3)2 − 4  ข้อใดถกูต้องบ้าง    [O-NET 57/14] 
 1. กราฟของ 𝑓 เป็นพาราโบลาหงาย 

 2. ถ้า 𝑥 ∈ (1, 4] แล้ว 𝑓(𝑥) < 0 

 3. ถ้ากราฟของ 𝑓 ตดัแกน 𝑦 ที่จดุ (0, 𝑎) และคา่ต ่าสดุของ 𝑓 คือ 𝑏 แล้ว 𝑎 + 𝑏 = 1 

 
 
 
 
 
 
 

7. ถ้าเส้นตรง 𝑥 = 3 เป็นเส้นสมมาตรของกราฟของฟังก์ชนั 𝑓(𝑥) = −𝑥2 + (𝑘 + 5)𝑥 + (𝑘2 − 10) เมื่อ 𝑘 เป็น
จ านวนจริง แล้ว 𝑓 มีคา่สงูสดุเทา่กบัเทา่ไร    [O-NET 51/10] 
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8. ถ้า  𝑓(𝑥) = −𝑥2 + 𝑥 + 2  แล้ว ข้อสรุปใดถกูต้อง    [O-NET 53/10] 
 1. 𝑓(𝑥) ≥ 0 เมื่อ −1 ≤ 𝑥 ≤ 2 

 2. จดุวกกลบัของกราฟของฟังก์ชนั 𝑓  อยูใ่นจตภุาคที่สอง 
 3. ฟังก์ชนั 𝑓 มีคา่สงูสดุเทา่กบั 2 

 4. ฟังก์ชนั 𝑓 มีคา่ต า่สดุเทา่กบั 2 
 
 
 
 
 
 
 
 

9. ก าหนดให้ 𝑓(𝑥) = 𝑥2 − 2𝑥 − 15 ข้อใดตอ่ไปนีผิ้ด    [O-NET 51/30] 
 1. 𝑓(𝑥) ≥ −17 ทกุจ านวนจริง 𝑥 

 2. 𝑓(−3 − √2 − √3) > 0 

 3. 𝑓(1 + √3 + √5) = 𝑓(1 − √3 − √5) 

 4. 𝑓(−1 + √3 + √5) > 𝑓(−1 − √3 − √5) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

10. พาราโบลารูปหนึง่มเีส้นสมมาตรขนานกบัแกน Y และมีจดุสงูสดุอยูท่ี่จดุ (𝑎, 𝑏) 

 ถ้าพาราโบลานีต้ดัแกน X ที่จดุ (– 1,  0) และ (5,  0) แล้ว 𝑎 มีคา่เทา่กบัเทา่ไร    [O-NET 50/10] 
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นอกจากนี ้เร่ืองคา่มาสดุน้อยสดุ ยงัสามารถออกเป็นโจทย์ปัญหาแบบที่เด็กสว่นใหญ่ไมค่อ่ยชอบได้ 

โดยโจทย์มกัจะสร้างเร่ืองราวสลบัซบัซ้อนมาให้ แล้วสดุท้ายให้หา พืน้ท่ีมากสดุ ต้นทนุน้อยสดุ ก าไรมากสดุ ฯลฯ 
วิธีท าโจทย์ประเภทนี ้คือ 

1. ให้  𝑦  เป็นสิง่ที่โจทย์ต้องการหาคา่มากสดุน้อยสดุ 

2. สมมติให้  𝑥  แทนปริมาณซกัตวั ท่ีมีผลตอ่คา่  𝑦 

3. เขียนปริมาณอื่นๆที่เก่ียวข้อง ให้อยูใ่นเทอมของ  𝑥 
4. เขียนสมการของ  𝑦  ให้เป็นฟังก์ชนัก าลงัสองของ  𝑥 

5. สดุท้าย ใช้ความรู้เร่ืองจดุยอดของพาราโบลาเพื่อหาคา่มากสดุน้อยสดุ 

 

ตวัอยา่ง  มีลวดยาว 20 เมตร ต้องการล้อมทีด่ินริมแมน่ า้ให้เป็นรูปสีเ่หลีย่มมมุฉาก  โดยล้อมแค ่3 ด้าน เว้นด้านท่ีติดริม
แมน่ า้ไมต้่องล้อม จงหาวา่จะล้อมได้พืน้ท่ีมากที่สดุเทา่ไร 
วิธีท า ข้อนีต้้องการพืน้ท่ีมากสดุ ดงันัน้ ให้ 𝑦 แทนพืน้ท่ี  และ ให้ 𝑥 แทนปริมาณซกัอยา่ง ท่ีมีผลตอ่พืน้ท่ี 

ในข้อนี ้เราจะให้ 𝑥 แทนด้านกว้าง 
เนื่องจากมีลวดยาว 20 เมตร 
ดงันัน้ เหลอืลวดส าหรับด้านยาว = 20 − 2𝑥 
เนื่องจาก พืน้ท่ี = กว้าง × ยาว ดงันัน้ จะได้สมการ คือ 

 
 

จะเห็นวา่ 𝑦 เป็นฟังก์ชนัก าลงัสอง ซึง่มี  𝑎 = −2 ,    𝑏 = 20 ,    𝑐 = 0    →  เป็นกราฟคว า่ 

จะได้จดุยอดเป็นจดุสงูสดุ ซึง่มีพกิดั  =  (−
20

2(−2)
 ,

4(−2)(0)−202

4(−2)
)  =  (5, 50) 

ดงันัน้  𝑦  มีคา่มากสดุ คือ 50  เมื่อ 𝑥 = 5 

นัน่คือ จะได้พืน้ท่ีมากสดุ 50 ตารางเมตร 
โดยต้องล้อมให้กว้าง 5 เมตร และยาว  20 − 2(5)  =  10 เมตร # 

 
 

แบบฝึกหดั 

11. โยนลกูบอลขึน้ในแนวดิง่ ถ้าความสงูของลกูบอล (ฟตุ) ท่ีโยนขึน้  𝑓(𝑡) = −𝑡2 + 6𝑡  เมื่อ  𝑡  แทนเวลา (วินาท)ี 
 1. ที่วินาทีท่ี 2 ลกูบอลอยูส่งูจากพืน้ท่ีได 2. นานเทา่ใดลกูบอลจงึจะอยูส่งูจากพืน้ 5 ฟตุ 

 
 
 
 
 
 

 3. ในขณะท่ีลกูบอลอยูท่ี่จดุสงูสดุจากพืน้ ใช้เวลานานเทา่ได 

 
 
 
 
 
 

𝑥  𝑥  

20 − 2𝑥  

𝑦 =  𝑥(20 − 2𝑥) 

 =  20𝑥 − 2𝑥2 

 = −2𝑥2 + 20𝑥 
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 4. ลกูบอลขึน้สงูสดุ ก่ีฟตุ 

 
 
 
 
 

 5. นานเทา่ไรลกูบอลจงึจะตกสูพ่ืน้ 

 
 
 
 
 
 

12. เจ้าของโรงงานผลติตุ๊กตา พบวา่ผลก าไร  𝑓(𝑥)  มีความสมัพนัธ์กบัจ านวนตุ๊กตา  𝑥  ดงันี ้
 𝑓(𝑥) = −20𝑥2 + 400𝑥  จงหา 

 1. จ านวนตุ๊กตาที่ท าให้โรงงานมีผลก าไร 
 
 
 
 
 

 2. จ านวนตุ๊กตาที่ท าให้โรงงานมกี าไรสงูสดุ 

 
 
 
 
 
 

 3. ผลก าไรมากที่สดุ 

 
 
 
 
 
 
 

13. ถ้าต้นทนุในการผลติของเลน่ 𝑥 ชิน้ เทา่กบั  1
3

𝑥2 − 20𝑥 − 200  บาท  โดยขายของเลน่ในราคาชิน้ละ 180 บาท  
ถ้าต้องการผลติก าไรสงูสดุ บริษัทต้องผลติของเลน่ก่ีชิน้ 
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14. ก าหนดให้  𝑥  เป็นจ านวนนบั เมื่อรวมกบัอีกจ านวนหนึง่เทา่กบั 10  จงหาคา่สงูสดุของผลคณูระหวา่งจ านวนนบัสอง
จ านวนดงักลา่ว 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

15. ลวดเส้นหนึง่ ยาว 20 ซ.ม. น ามาดดัเป็นรูปสีเ่หลีย่มมมุฉาก จงหาพืน้ท่ีมากสดุที่เป็นไปได้ ของสีเ่หลีย่มนี ้
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

16. เมธาวีต้องการล้อมรัว้ที่ดินรูปสีเ่หลีย่มมมุฉากเพื่อเลีย้งเป็ด โดยที่ดินด้านหนึง่ติดแมน่ า้ ไมต้่องล้อมรัว้ ถ้าเธอมีลวด
ยาว 60 เมตร และเป็ดตวัหนึง่ ต้องใช้พืน้ท่ี 5 ตารางเมตร จงหาวา่ เมธาวจีะเลีย้งเป็ดได้มากที่สดุ ก่ีตวั 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

17. ถ้าคะแนนสอบของนชัชาและวนัวิสาข์ รวมกนัได้ 10 คะแนน อยากทราบวา่ผลบวกของก าลงัสองของคะแนนสอบ
ของทัง้สองคน มีคา่น้อยสดุเทา่ไร 
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18. ฟาร์มแหง่หนึง่ กัน้รัว้เป็นรูปสีเ่หลีย่มผืนผ้า โดยด้านทิศใต้ติดริมน า้ ไมต้่องกัน้รัว้ และรัว้ด้านทิศเหนือ ต้องเปิดเป็น
ช่องกว้าง 10 เมตร ถ้ามีไม้ส าหรับท ารัว้ยาว 110 เมตร จะสามารถเลีย้งววัได้มากที่สดุก่ีตวั เมื่อววั 1 ตวั ต้องใช้พืน้ท่ี
อยา่งน้อย 20 ตารางเมตร 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

19. ถ้า  𝑦2 − 𝑥 = 1  แล้ว  𝑥𝑦2  มีคา่น้อยที่สดุเทา่กบัเทา่ใด    [O-NET 56/15] 
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ฟังก์ชนัเอกซ์โพเนนเชียล 

 
ฟังก์ชนัเอกซ์โพเนนเชียล คือฟังก์ชนัท่ีอยูใ่นรูป  𝑓(𝑥) = 𝑎𝑥   เมื่อ 𝑎 เป็นตวัเลขอะไรก็ได้ ท่ีมากกวา่ 0 และไมเ่ทา่กบั 1 

ที่ผา่นมา 𝑥 จะเป็นฐานของการยกก าลงัซะสว่นใหญ่  แตใ่นเร่ืองนี ้𝑥 จะถกูใช้เป็น “เลขชีก้ าลงั” 
 

ก่อนอื่น ต้องรู้วา่ ยิ่งยกก าลงัมาก ไมไ่ด้แปลวา่จะได้ผลลพัธ์มากขึน้เสมอไป 

เช่น 
 
 

ดงันัน้ ใน  𝑓(𝑥) = 𝑎𝑥  จะเห็นวา่ 
 ถ้า 𝑎 > 1    ยิ่งยกก าลงัมาก ก็จะยิง่ได้คา่มาก 

 ถ้า 𝑎 < 1    ยิ่งยกก าลงัมาก กลบัจะได้คา่น้อยลง 
 

เนื่องจากในเร่ืองนีจ้ะสนใจเฉพาะ  𝑎  ที่มากกวา่ 0  และไมเ่ทา่กบั 1 
ดงันัน้ จะแยกพิจารณาได้เป็น 2 กรณี คือ กรณี 𝑎 > 1 กบั กรณี 0 < 𝑎 < 1 

 

กรณี  𝑎 > 1  เช่น  𝑦 = 2𝑥 กรณี  0 < 𝑎 < 1  เช่น  𝑦 = 0.1𝑥 

𝑥  ยิ่งมาก จะได้  𝑦  ที่มากขึน้ 𝑥  ยิ่งมาก กลบัจะได้  𝑦  ที่น้อยลง 
 
 
 
 
 
 
 
 

 เมื่อ 𝑥 เป็นบวกมากๆ คา่ 𝑦 จะเพิ่มสดุๆ  เมื่อ 𝑥 เป็นลบมากๆ คา่ 𝑦 จะเพิ่มสดุๆ  
 เมื่อ 𝑥 เป็นศนูย์ จะได้ 𝑦 = 1  เมื่อ 𝑥 เป็นศนูย์ จะได้  𝑦 = 1 
 เมื่อ 𝑥 เป็นลบมากๆ คา่ 𝑦 จะเกือบเป็น 0  เมื่อ 𝑥 เป็นบวกมากๆ คา่ 𝑦 จะเกือบเป็น 0 

 

ไมว่า่จะเป็นกรณีไหนก็ตาม จะเห็นวา่ เมือ่  𝑥 = 0  จะได้คา่  𝑦 = 𝑎0 = 1 เสมอ นัน่คือ กราฟจะผา่นจดุ (0, 1) เสมอ 
และจากกราฟของทัง้สองกรณี จะได้    D𝑓 = R    และ    R𝑓 = R+ 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

22 = 4 

23 = 8        มากขึน้ 
(0.1)2 = 0.01 

(0.1)3 = 0.001        น้อยลง 

𝑥 เพ่ิม  →  𝑦 เพ่ิม  ↑ 

(0, 1) 

𝑥 เพ่ิม  →  𝑦 ลด  ↓ 

(0, 1) 
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แบบฝึกหดั 

1. ก าหนดให้ 𝑎 และ 𝑏 เป็นจ านวนจริงบวก ถ้ากราฟของฟังก์ชนั 𝑦1 = 1 + 𝑎𝑥  และ 𝑦2 = 1 + 𝑏𝑥 มีลกัษณะแสดง
ในภาพตอ่ไปนีแ้ล้ว 

      
ข้อใดตอ่ไปนีเ้ป็นจริง    [O-NET 51/9] 

 1. 1 < 𝑎 < 𝑏 2. 𝑎 < 1 < 𝑏 

 3. 𝑏 < 1 < 𝑎 4. 𝑏 < 𝑎 < 1 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

2. ถ้า 𝑥 = sin 65° แล้ว อสมการในข้อใดตอ่ไปนีเ้ป็นจริง    [O-NET 49/1-19] 

 1. 𝑥 < 𝑥2 <
𝑥

1+𝑥
 2. 𝑥 <

𝑥

1+𝑥
<

𝑥2

1+𝑥2  

 3. 𝑥2 < 𝑥 <
𝑥2

1+𝑥2 4. 𝑥2

1+𝑥2 < 𝑥2 < 𝑥 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  

X 

Y 

1 

2 

𝑦2 = 1 + 𝑏𝑥 𝑦1 = 1 + 𝑎𝑥  
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คูอ่นัดบั 

 

1. 1. 𝑥 = 3 ,  𝑦 = 0 2. 𝑥 = −1 ,  𝑦 = 2 

2. 5 3. 6 

 

ผลคณูคาร์ทีเซยีน 

 

1. 1. 6 2. 100 3. 4 4. 3 

 5. 4 6. 4 

2. 1. {(𝑎, 𝑎), (𝑎, 𝑐), (𝑏, 𝑎), (𝑏, 𝑐), (𝑐, 𝑎), (𝑐, 𝑐)} 2. {(1, 2), (1, {1}), ({2}, 2), ({2}, {1})} 

 3. {(สมชาย , สมชาย), (สมปอง , สมชาย)} 4. {(1, 1), (1, (2, 3)), (2, 1), (2, (2, 3))} 

3. 1, 4 4. 1 
 

ความสมัพนัธ์ 

 

1. 1. {(2, 6), (4, 12), (6, 18)} 2. {(1, 2), (3, 8), (5, 14), (7, 20)} 

 3. {(1, 3), (2, 6), (3, 9)} 4. {(20, 2), (20, 4), (18, 2)} 
 5. {(1, 8), (1, 9), (1, 10), (2, 10)} 6. {(6, 8), (12, 16)} 

 7. {(1, 4), (3, 2), (7, 2), (9, 4)} 8. { } 

 9. {(2, 3), (4, 5), (6, 7), (8, 9)} 
2. 2 3. 10 4. 5 5. 2 

6. 3 7. 𝑦 = 1000 + 80𝑥 − 2𝑥2 

 

กราฟของความสมัพนัธ์ 

 

1. 1, 3 

2. 1. X : (3, 0) 2. X : (−
1

2
 , 0) 3. X : (1, 0), (−3, 0) 4. X : ไมต่ดั 

   Y : (0, 2)  Y : (0, 1)  Y : (0, −1)  Y : (0, 3), (0, −3) 

 5. X : (1, 0), (−1, 0) 6. X : (1, 0) 
  Y : (0, −1)  Y : ไมต่ดั 

3. 1. (−
1

2
 , ∞) 2. (−∞ , −1) ∪ ( 

3

2
 , ∞) 

4. 1. (−2, 
1

4
 ) 2. (3, ∞) 

5. 2 6. 2 7. 1 8. 4 
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รูปกราฟที่ควรจ า 

 

1. 1. 2. 3. 4. 
 
 
 
 

 5. 6.  
 
 
 
 
 
 

กราฟของอสมการ 
 

1. 1. 2. 3. 4.  

 
 
 
 

 5. 6. 7. 8.  
 
 
 
 

 9. 
 
 
 
 

2. 1 3. 4 4. 1 5. 3 
 

โดเมน และ เรนจ์ 

 

1. 1. R − {0} ,  R − {1} 2. R − {
2

3
} ,  R − {

2

3
} 

 3. R − {−2} ,  R − {2} 4. R − {0} ,  R − {1} 

 5. R − {−1} ,  R − {3} 6. R ,  [3, ∞) 

 7. R ,  [−10, ∞) 8. [0, ∞) ,  [1, ∞) 
 9. (−∞, −2] ∪ [2, ∞) ,  [0, ∞) 10. [−1, 1] ,  [0, 1] 

 11. [0, ∞) ,  (−∞, 0] 12. [−2, 2] ,  [−2, 0] 

 13. [−2, 2] ,  [1, 3] 14. (−∞, −1] ∪ [1, ∞) ,  (−∞, 2] 
2. 1. (−∞, 1] ∪ [2, ∞) 2. (−∞, −2] ∪ (0, ∞) 

 3. (−∞, −3) ∪ [−1, 2] 

−2  

2 4 
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โดเมนและเรนจ์ จากการพิจารณาช่วงคา่ 

 

1. 1. [5, ∞) ,  R 2. R ,  (−∞, 3] 

 3. R ,  [−2, ∞) 4. R ,  [1, ∞) 

 5. R ,  (−∞, −1] 6. [0, 2] ,  [−1, 1] 

 7. R ,  (−∞, −1] ∪ [1, ∞) 
 

โดเมนและเรนจ์ จากกราฟ 

 

1. 1. [0, 2] ,  [−1, 3] 2. (−∞, 0] ,  R 

 3. R ,  (−∞, −2] ∪ [2, ∞) 4. (−3, 3) ,  (−3, 3) 

 5. (−2, 2] ,  (−2, 3) 6. R ,  [0, ∞) 

 7. R ,  (1, ∞) 8. R ,  R 

 

อินเวอร์ส 

 

1. 1. {(4, 1), (2, 2), (2, 3)} 2. {(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐵 × 𝐴 │ 𝑦 = ±√𝑥 } 

 3. {(𝑥, 𝑦) ∈ R+ × R │ 𝑦 = 2𝑥 − 1} 4. 𝑦 = 
2−𝑥

𝑥
 

 5. 𝑦 = 
3𝑥+1

𝑥−2
 6. 𝑦 = 2 − 𝑥 

 7. 𝑦 = ±√
𝑥−1

2
 8. 𝑦 = 

𝑥2−1

2
    และ  𝑥 ≥ 0 

 9. 𝑥2 + 𝑦2 = 1 10. 𝑦 = ±√4 − 𝑥2  และ  𝑥 ≥ 0 
 

กราฟของอินเวอร์ส 

 

1. 1. 2. 3. 4. 
 
 
 
 
 

 5. 6. 7. 8. 
 
 
 
 
 

ฟังก์ชนั 

 

1. 1, 2, 4 2. 1, 2, 4, 7, 10, 11 3. 2, 4, 5, 6, 7 4. 2 

5. 4 6. 4 7. 1 8. 3 
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9. 4 10. 3 11. 2 

 

สญัลกัษณ์แทนฟังก์ชนั 

 

1. 1. 2 2. 5 3. 2 4. 1 

 5. 16 6. 4 

2. 1. 1 2. 2 3. 1 4. 11 

3. 1. R ,  R 2. [4, ∞) ,  [1, ∞) 3. R ,  [0, ∞) 4. R ,  [−8, ∞) 

4. 1. −7 2. 1 + 2𝑥 − 𝑥2 3. 1 − 2𝑥2 − 𝑥4 4. −2 + 4𝑥 − 𝑥2 
5. 4𝑥 + 3 6. 2𝑥 + 1 7. 2𝑥 + 4 8. 2 

9. 1 −
1

𝑥
 10. 𝑥2 + 5𝑥 − 6 11. 6 12. 86 

13. 2 14. 2𝑥2 + 3 15. 3 16. [−2, 2] ,  [1, 3] 

17. 4 18. 5 

 

ฟังก์ชนัก าลงัสอง 
 

1. 1. ลกัษณะกราฟ: หงาย จดุยอด: (2, −1) 

  แกนสมมาตร: 𝑥 = 2 

  จดุตดัแกน X: (1, 0), (3, 0) จดุตดัแกน Y: (0, 3) 

  จดุสงูสดุ: ไมม่ี จดุต า่สดุ: (2, −1) 

  คา่สงูสดุ: ไมม่ี คา่ต า่สดุ: −1 

  โดเมน: R เรนจ์: [−1, ∞) 

 

 2. ลกัษณะกราฟ: คว ่า จดุยอด: (−1, −2) 

  แกนสมมาตร: 𝑥 = −1 

  จดุตดัแกน X: ไมม่ี จดุตดัแกน Y: (0, −3) 

  จดุสงูสดุ: (−1, −2) จดุต า่สดุ: ไมม่ี 
  คา่สงูสดุ: −2 คา่ต า่สดุ: ไมม่ี 
  โดเมน: R เรนจ์: (−∞, −2] 

2. 2 3. 2√10 4. 27 5. 4 

6. 1, 2, 3 7. 0 8. 1 9. 4 

10. 2 

11. 1. 8 2. 1, 5 3. 3 4. 9 

 5. 0, 6 

12. 1. 1,2, … , 19 2. 10 3. 2000 
13. 300 14. 25 15. 25 16. 90 

17. 50 18. 90 19. −
1

4
 

(2, −1) 

(−1, −2) 
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ฟังก์ชนัเอกซ์โพเนนเชียล 

 

1. 3 2. 4 

 

เครดิต 

ขอบคณุ คณุ Gunta Serikijcharoen 

 คณุ Chaiyaklit Adsavavichairote 

 คณุครูเบิร์ด จาก กวดวิชาคณิตศาสตร์ครูเบิร์ด ยา่นบางแค 081-8285490 

 คณุ Theerat Piyaanangul ที่ช่วยตรวจสอบความถกูต้องของเอกสารครับ 

 


