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 ทฤษฎีจ านวน 1 

การหารลงตวั 

 
เราเคยได้ยินค าวา่ “หารลงตวั” มาบ้างแล้วในอดีต 

เร่ืองนี ้จะพดูถึงทฤษฎีตา่งๆมากมายเก่ียวกบัการหารลงตวั  และจะได้ฝึกในเร่ืองของการพิสจูน์ 

โดยเราจะสนใจแต ่“จ านวนเต็ม” เทา่นัน้  ไมม่ีเศษสว่นหรือทศนิยมเข้ามาเก่ียวข้อง 

 

 “𝑎หาร 𝑏 ลงตวั”  แทนด้วยสญัลกัษณ์  “𝑎 | 𝑏”  แปลวา่  มีจ านวนเต็มซกัตวัทีค่ณู 𝑎  แล้วได้ 𝑏 

เช่น 3  |  15 2  |  −8 −4  |  12 −7  |  −21 

 
 

แต ่ 3 ∤ 10  เพราะ ไมม่ีจ านวนเตม็ไหนเลย ท่ีคณู 3 แล้วได้ 10 

 

มีทฤษฎีมากมายทีเ่ก่ียวกบัการหารลงตวั 

เช่น ถ้า  𝑎 | 𝑏  แล้ว 𝑎 | 𝑏𝑐    เมื่อ 𝑐 เป็นจ านวนเต็มอะไรก็ได้ 
 ถ้า  𝑎 | 𝑏  และ 𝑎 | 𝑐  แล้ว 𝑎 | 𝑏 + 𝑐 

 ถ้า  𝑎 | 𝑏  และ 𝑎 | 𝑐  แล้ว 𝑎 | 𝑚𝑏 + 𝑛𝑐เมื่อ 𝑚กบั𝑛 เป็นจ านวนเต็มอะไรก็ได้ 

 

ในกรณีที่โจทย์ถามข้อใดถกูข้อใดผิด ให้ลองพยายามแทนตวัเลขหลายๆแบบลงไปดกู่อน แล้วคอ่ยตดัสนิใจ 
นอกจากนี ้ยงัมเีร่ืองของการพิสจูน์ซึง่มกัจะอยูใ่นรูป  “ถ้า  แล้ว ” 
หลกัคือเราจะสมมติให้  เป็นจริง แล้วพยายามจดัรูปให้   เป็นจริงให้ได้ 
 

ตวัอยา่ง  จงพิสจูน์วา่ ถ้า  𝑎 | 𝑏  แล้ว 𝑎 | 𝑏𝑐    เมื่อ 𝑐 เป็นจ านวนเต็มอะไรก็ได้ 
วิธีท า สมมติให้  𝑎 | 𝑏  ดงันัน้ จะมจี านวนเต็ม 𝑚ที่  𝑚𝑎 = 𝑏 

สิง่ที่ต้องการ คือ  𝑎 | 𝑏𝑐  นัน่คือ เราต้องท าให้ได้วา่ มีจ านวนเต็มซกัตวั ท่ี คณู 𝑎 แล้วได้ 𝑏𝑐 

เรามี 𝑚𝑎 = 𝑏  แตส่ิง่ที่เราต้องการเก่ียวข้องกบั 𝑏𝑐 

ดงันัน้ เราจะคณูทัง้ 2 ข้างด้วย 𝑐 

จดัรูปนิดหนอ่ย จะได้วา่มี 𝑚𝑐 ที่คณู 𝑎 แล้วได้ 𝑏𝑐 

ดงันัน้ จะได้  𝑎 | 𝑏𝑐 # 

 

ตวัอยา่ง  จงพิสจูน์วา่ ถ้า  𝑎 | 𝑏  และ 𝑎 | 𝑐  แล้ว 𝑎 | 𝑏 + 𝑐 
วิธีท า สมมติให้ 𝑎 | 𝑏  ดงันัน้ จะมีจ านวนเต็ม 𝑚 ที่  𝑚𝑎 = 𝑏 

 𝑎 | 𝑐  ดงันัน้ จะมีจ านวนเต็ม 𝑛 ที่  𝑛𝑎 = 𝑐 

สิง่ที่ต้องการ คือ  𝑎 | 𝑏 + 𝑐  นัน่คือ เราต้องท าให้ได้วา่ มีจ านวนเต็มซกัตวั ท่ี คณู 𝑎 แล้วได้ 𝑏 + 𝑐 

เรามี 𝑚𝑎 = 𝑏 กบั 𝑛𝑎 = 𝑐 แตเ่ราต้องการเก่ียวกบั 𝑏 + 𝑐 

ดงันัน้ เราจะเอาสองสมการมาบวกกนั 

จดัรูปนิดหนอ่ย จะได้วา่มี 𝑚 + 𝑛 ที่คณู 𝑎 แล้วได้ 𝑏 + 𝑐 

ดงันัน้ จะได้ 𝑎 | 𝑏 + 𝑐 # 

 

× 5 × −4 × −3 × 3 

 𝑚𝑎 =  𝑏 
 𝑚𝑎𝑐 =  𝑏𝑐 
 (𝑚𝑐)𝑎 =  𝑏𝑐 

คณู 𝑎 แล้วได้ 𝑏𝑐 

 𝑚𝑎 =  𝑏 (1) 
 𝑛𝑎 =  𝑐 (2) 
(1) + (2): 𝑚𝑎 + 𝑛𝑎 =  𝑏 + 𝑐 
 (𝑚 + 𝑛)𝑎 =  𝑏 + 𝑐 

คณู 𝑎 แล้วได้ 𝑏 + 𝑐 



2   ทฤษฎีจ านวน 

ตวัอยา่ง  จงพิสจูน์วา่ ถ้า  𝑎 | 𝑏  และ 𝑎 | 𝑐  แล้ว 𝑎 | 𝑚𝑏 + 𝑛𝑐 เมื่อ 𝑚 กบั 𝑛 เป็นจ านวนเต็มอะไรก็ได้ 
วิธีท า สมมติให้ 𝑎 | 𝑏  ดงันัน้ จะมีจ านวนเต็ม 𝑥 ที่  𝑥𝑎 = 𝑏 

 𝑎 | 𝑐  ดงันัน้ จะมีจ านวนเต็ม 𝑦 ที่  𝑦𝑎 = 𝑐 

สิง่ที่ต้องการ คือ  𝑎 | 𝑚𝑏 + 𝑛𝑐  นัน่คือ เราต้องท าให้ได้วา่ มีจ านวนเต็มซกัตวั ท่ี คณู 𝑎 แล้วได้ 𝑚𝑏 + 𝑛𝑐 

เรามี 𝑥𝑎 = 𝑏 กบั 𝑦𝑎 = 𝑐 แตเ่ราต้องการเก่ียวกบั 𝑚𝑏 + 𝑛𝑐 

ดงันัน้ เราสมการ 𝑏 มาคณู 𝑚เอาสมการ 𝑐 มาคณู 𝑛 

แล้วเอาสมการท่ีคณูแล้วมาบวกกนั 

จดัรูปนิดหนอ่ย จะได้วา่มี 𝑚𝑥 + 𝑛𝑦 ที่คณู 𝑎 แล้วได้ 𝑚𝑏 + 𝑛𝑐 

ดงันัน้ จะได้ 𝑎 | 𝑚𝑏 + 𝑛𝑐 # 

 

ตวัอยา่ง  จงพิสจูน์วา่ ถ้า  𝑎 | 𝑏  และ 𝑏 | 𝑐  แล้ว 𝑎 | 𝑐 
วิธีท า สมมติให้ 𝑎 | 𝑏  ดงันัน้ จะมีจ านวนเต็ม 𝑚 ที่  𝑚𝑎 = 𝑏 

 𝑏 | 𝑐  ดงันัน้ จะมีจ านวนเต็ม 𝑛 ที่  𝑛𝑏 = 𝑐 

สิง่ที่ต้องการ คือ  𝑎 | 𝑐  นัน่คือ เราต้องท าให้ได้วา่ มีจ านวนเต็มซกัตวั ท่ี คณู 𝑎 แล้วได้ 𝑐 

เรามี 𝑚𝑎 = 𝑏 กบั 𝑛𝑏 = 𝑐 แตเ่ราต้องการความเก่ียวข้องกนัของ 𝑎 กบั 𝑐 
จะเห็นวา่ เราจะใช้ 𝑏 เพื่อเช่ือมสองสมการนีเ้ข้าด้วยกนัได้ 

โดยแทน  𝑏 = 𝑚𝑎  ในสมการ  𝑛𝑏 = 𝑐 
จดัรูปนิดหนอ่ย จะได้วา่มี 𝑛𝑚 ที่คณู 𝑎 แล้วได้ 𝑐 

ดงันัน้ จะได้ 𝑎 | 𝑐 # 

 
 

แบบฝึกหดั 

1. ข้อใดถกูต้อง 
 1. ถ้า  𝑎 | 𝑏  แล้ว  𝑎 ≤ 𝑏 2. ถ้า  𝑎 | 𝑏  แล้ว  𝑎𝑐 | 𝑏 

 

 3. ถ้า  𝑎 | 𝑏  แล้ว  𝑏 | 𝑎 4. ถ้า  𝑎 | 𝑏 และ 𝑏 | 𝑎  แล้ว  𝑎 = 𝑏 

 

 5. ถ้า  𝑎|𝑏และ 𝑎|𝑐  แล้ว  𝑎 | 𝑏 − 𝑐 6. ถ้า  𝑎 | 𝑏 + 𝑐  แล้ว  𝑎 | 𝑏 และ 𝑎 | 𝑐 

 

 7. ถ้า  𝑎 | 𝑏𝑐  แล้ว  𝑎 | 𝑏 หรือ 𝑎 | 𝑐 8. ถ้า  𝑎 | 𝑏 และ 𝑐 | 𝑏  แล้ว  𝑎𝑐 | 𝑏 

 
 

2. จงหาคา่ 𝑘 ที่มากที่สดุ ที่  𝑘 − 2 หาร 24 ลงตวั 
 
 
 
 
 
 
 

คณู 𝑎 แล้วได้ 𝑚𝑏 + 𝑛𝑐 

 𝑥𝑎 =  𝑏 (1) 
 𝑦𝑎 =  𝑐 (2) 
𝑚 × (1): 𝑚𝑥𝑎 =  𝑚𝑏 (3) 
𝑛 × (2): 𝑛𝑦𝑎 =  𝑛𝑐 (4) 
(3) + (4): 𝑚𝑥𝑎 + 𝑛𝑦𝑎 =  𝑚𝑏 + 𝑛𝑐 
 (𝑚𝑥 + 𝑛𝑦)𝑎 =  𝑚𝑏 + 𝑛𝑐 

 𝑛𝑏 =  𝑐 
 𝑛(𝑚𝑎) =  𝑐 
 (𝑛𝑚)𝑎 =  𝑐 

คณู 𝑎 แล้วได้ 𝑐 

𝑚𝑎=  𝑏 
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3. จงพิสจูน์ข้อความตอ่ไปนี ้

 1. ถ้า  𝑎 | 𝑏  แล้ว  𝑎𝑐 | 𝑏𝑐 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 2. ถ้า  𝑎 | 𝑏 และ 𝑐 | 𝑑  แล้ว  𝑎𝑐 | 𝑏𝑑 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

4. ส าหรับ 𝑎 และ 𝑏 เป็นจ านวนเต็มบวกใดๆ  นิยาม 𝑎 ∗ 𝑏 หมายถงึ  𝑎 = 𝑘𝑏  ส าหรับบางจ านวนเต็มบวก 𝑘 

 ถ้า  𝑥 , 𝑦 และ 𝑧  เป็นจ านวนเต็มบวก แล้วข้อใดตอ่ไปนีเ้ป็นจริง    [PAT 1 (ต.ค. 53)/25] 
 1. ถ้า  𝑥 ∗ 𝑦  และ  𝑦 ∗ 𝑧  แล้ว  (𝑥 + 𝑦) ∗ 𝑧 2. ถ้า  𝑥 ∗ 𝑦  และ  𝑥 ∗ 𝑧  แล้ว  𝑥 ∗ (𝑦𝑧) 

 3. ถ้า  𝑥 ∗ 𝑦  และ  𝑥 ∗ 𝑧  แล้ว  𝑥 ∗ (𝑦 + 𝑧) 4. ถ้า  𝑥 ∗ 𝑦  แล้ว  𝑦 ∗ 𝑥 
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5. ให้ 𝑎 และ 𝑏 เป็นจ านวนเต็มบวก  นิยาม 𝑎R𝑏 หมายถงึ 𝑎 หารด้วย 𝑏 ลงตวั  ข้อใดตอ่ไปนีถ้กูต้องบ้าง 
 [PAT 1 (พ.ย. 57)/4] 
 1. ถ้า  𝑥R𝑦  และ  𝑦R𝑧  แล้ว  𝑥R(𝑦 + 𝑧)  ส าหรับทกุจ านวนเตม็บวก 𝑥, 𝑦 และ 𝑧 

 2. ถ้า  𝑤R𝑥  และ  𝑦R𝑧  แล้ว  (𝑤𝑦)R(𝑥𝑧)  ส าหรับทกุจ านวนเตม็บวก 𝑤, 𝑥, 𝑦 และ 𝑧 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

6. ก าหนดให้  𝑟 = { (𝑥, 𝑦) ∈ I × I | 𝑦 =
2𝑥2−8

𝑥2+1
}  เมื่อ  I  แทนเซตของจ านวนเต็ม 

 ให้  D𝑟 = { 𝑥 | (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑟 }  และ  R𝑟 = { 𝑦 | (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑟 } 
 จ านวนสมาชิกของเซต  D𝑟 − R𝑟  เทา่กบัเทา่ใด    [PAT 1 (ต.ค. 55)/7] 
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จ านวนเฉพาะ 

 
“จ านวนเฉพาะ”  คือ จ านวนเตม็บวกที่มากกวา่ 1 ที่ไมม่ีตวัไหนหารมนัได้ลงตวั ยกเว้น  1 , −1,  ตวัมนัเอง ,  −ตวัมนัเอง 
เช่น  2 ,  3 ,  5 ,  7 ,  11 ,  13 ,  17 ,  19 ,  23 ,  29 ,  … 

 

“จ านวนประกอบ”  คือ จ านวนบวกที่มากกวา่ 1 ที่ไมใ่ชจ่ านวนเฉพาะ 

เช่น  4 ,  6 ,  8 ,  9 ,  10 ,  12 ,  14 ,  15 ,  16 ,  18 ,  20 ,  … 

 

“การแยกตวัประกอบ”  คือ การเขียนให้อยูใ่นรูปผลคณูของจ านวนตา่งๆ 

โดยเรามกัจะแยกตวัประกอบจนสดุ ให้อยูใ่นรูปผลคณูของจ านวนเฉพาะ 
เช่น 6 =  2 × 3 50 =  2 × 52 
 72 =  23 × 32 84 =  22 × 3 × 7 
 1305 =  32 × 5 × 29 6615 =  33 × 5 × 72 
 
 

โจทย์ที่นิยมออกในเร่ืองนีค้ือ “สมการจ านวนเต็ม” 
ซึง่จะมีลกัษณะคล้ายกบัสมการปกติ เพียงแตต้่องการค าตอบที่เป็นจ านวนเต็มเทา่นัน้ 

หลกัในการแก้คือ 1. จดัตวัแปรมาอยูฝ่ั่งเดียวกนั  (อีกฝ่ังเป็นตวัเลขอะไรก็ได้) 
 2. แยกตวัประกอบฝ่ังทีเ่ป็นตวัแปร  (ถ้าแยกไมไ่ด้ อนญุาตให้เตมิตวัเลขอะไรก็ได้ทัง้สองฝ่ัง จนกวา่

จะแยกได้) 
 3. อ้างวา่ ฝ่ังที่เป็นตวัเลข แยกตวัประกอบได้แคไ่มก่ี่แบบ แล้วเทียบแตล่ะแบบกบัฝ่ังตวัแปร 
 

ตวัอยา่ง  จงหา จ านวนเต็ม 𝑥 และ 𝑦 ทัง้หมดที่สอดคล้องกบัสมการ  𝑥𝑦 + 𝑦  =  𝑥 + 6 
วิธีท า จดัรูปให้ตวัแปรมาอยูฝ่ั่งเดยีวกนั จะได้  𝑥𝑦 + 𝑦 − 𝑥  =  6 

จะเห็นวา่ฝ่ังซ้าย ดงึตวัร่วมได้เป็น      𝑦(𝑥 + 1) − 𝑥  =  6 

จะเห็นวา่ ถ้าเตมิ −1 ให้ฝ่ังซ้าย จะสามารถจบักลุม่ดงึตวัร่วมตอ่ได้  ดงันัน้ เราจะเตมิ −1 ทัง้สองข้าง 
 
 
 
 

5 ทางฝ่ังขวา จะแยกตวัประกอบได้แค ่4 แบบ คือ   (1)(5)  ,    (−1)(−5)  ,    (5)(1)  ,    (−5)(−1) 

 กรณี  𝑥 + 1 = 1 , 𝑦 − 1 = 5 จะได้  𝑥 = 0 ,  𝑦 = 6 

 กรณี  𝑥 + 1 = −1 , 𝑦 − 1 = −5 จะได้  𝑥 = −2 ,  𝑦 = −4 

 กรณี  𝑥 + 1 = 5 , 𝑦 − 1 = 1 จะได้  𝑥 = 4 ,  𝑦 = 2 

 กรณี  𝑥 + 1 = −5 , 𝑦 − 1 = −1 จะได้  𝑥 = −6 ,  𝑦 = 0 

ดงันัน้ จะมีทัง้หมด 4 ค าตอบ คือ  (0, 6) ,  (−2, −4) ,  (4, 2) ,  (−6, 0) # 

 
 
 
 
 

หนงัสือบางเลม่ จะยอมให้จ านวนเฉพาะ
กบัจ านวนประกอบ เป็นจ านวนเต็มลบได้ 

𝑦(𝑥 + 1) − 𝑥 − 1 =  6 – 1 
𝑦(𝑥 + 1) − (𝑥 + 1) =     5 
(𝑥 + 1)(𝑦 − 1) =     5 
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“ตวัประกอบของ 𝑛”  คือ จ านวนทีห่าร 𝑛 ลงตวั 
เช่น ตวัประกอบของของ  6  คือ  ±1 ,  ±2 ,  ±3 ,  ±6 

 ตวัประกอบของของ  30  คือ  ±1 ,  ±2 ,  ±3 ,  ±5 ,  ±6 ,  ±10 ,  ±15 ,  ±30 

 ตวัประกอบของของ  72  คือ  ±1 ,  ±2 ,  ±3 ,  ±4 ,  ±6 ,  ±8 ,  ±9 ,  ±12 ,  ±18 ,  ±24 ,  ±36 ,  ±72 

 

ถ้าอยากรู้วา่เขียนตวัประกอบครบหรือเปลา่ ให้แยกตวัประกอบ 𝑛 เป็นผลคณูของจ านวนเฉพาะ 

แล้วเอา (เลขชีก้ าลงั +1) มาคณูกนัจะได้เทา่กบัจ านวนตวัประกอบของ 𝑛  (แบบไมน่บัเคร่ืองหมาย ±) 
เช่น 200  =  23 × 52 จะมีตวัประกอบ  (3+1)(2+1) = 12 ตวั 
 450  =  2 × 32 × 52 จะมีตวัประกอบ  (1+1)(2+1)(2+1) = 18 ตวั 
 64  =  26 จะมีตวัประกอบ  (6 + 1) = 7 ตวั 
 72  =  23 × 32 จะมีตวัประกอบ  (3 + 1)(2 + 1) = 12 ตวั 
หมายเหต:ุ ถ้าโจทย์ถาม “จ านวนตวัประกอบทัง้หมด” ให้คณู 2 เข้าไปด้วย เพราะต้องนบัทัง้ตวัประกอบที่เป็นบวกและลบ 

 

ทฤษฎีเก่ียวกบัจ านวนเฉพาะที่ควรรู้ได้แก่ 
 ถ้า  𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะ และ 𝑝 | 𝑚𝑛  แล้ว  𝑝 | 𝑚  หรือ  𝑝 | 𝑛 

 
 

แบบฝึกหดั 

1. จงหาจ านวนตวัประกอบทัง้หมดของจ านวนตอ่ไปนี ้

 1. 12 2. 23 

 
 
 
 

 3. 360 4. 3750 

 
 
 
 
 
 

2. ให้  I  แทนเซตของจ านวนเต็ม  ถ้า  𝐴 = { (𝑥, 𝑦) ∈ I × I | 𝑥𝑦 − 21 = 𝑦 − 4𝑥 } 

 แล้วจงหาจ านวนสมาชิกของเซต 𝐴    [PAT 1 (มี.ค. 57)/21] 
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3. ให้ 𝐴 แทนเซตของจ านวน  𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2 + 𝑑2  โดยที่  𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑  เป็นจ านวนเต็มบวกที่มีสมบตัิ ดงันี ้
 (ก) 𝑎  =  𝑏 + 𝑑  

 (ข) (𝑎 + 𝑏 + 𝑐 + 𝑑)𝑏  =  (𝑎 − 𝑐)𝑑 

 (ค) 2 + 𝑐𝑑  =  𝑎(𝑐 − 1) 

 ถ้า  𝑀  แทนคา่มากที่สดุในเซต 𝐴  และ  𝑚 แทนคา่น้อยที่สดุในเซต 𝐴  แล้วคา่  𝑀 − 𝑚  เทา่กบัเทา่ใด 
 [PAT 1 (เม.ย. 57)/45] 
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ขัน้ตอนวิธีการหาร 
 
เราเรียนเร่ืองการหารลงตวัไปแล้ว คราวนีม้าเรียนการหารแบบไมล่งตวักนับ้าง 

ในเร่ืองนี ้จะมีตวัที่เก่ียวข้องอยู ่4 ตวั คือ  “ตวัตัง้”  ,  “ตวัหาร”  ,  “ผลหาร”  ,  “เศษ” 
โดยความสมัพนัธ์ของทัง้ 4 ตวันี ้คือ    ตวัตัง้  =  (ตวัหาร × ผลหาร)  +  เศษ 
กฎคือ  “เศษห้ามเป็นลบ”  และ  “เศษต้องน้อยกวา่ |ตวัหาร|” 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ดงันัน้ จ านวนท่ี หารด้วย 𝑛 เหลอืเศษ 𝑟  คือ จ านวนที่สามารถเขียนได้ในรูป 𝑛𝑘 + 𝑟เมื่อ 𝑘 เป็นจ านวนเตม็ซกัตวั 

เช่น จ านวนที่หารด้วย 3 เหลอืเศษ 1  เขียนแทนด้วย  3𝑘 + 1 
 จ านวนที่หารด้วย 7 เหลอืเศษ 4  เขียนแทนด้วย  7𝑘 + 4เป็นต้น 
 

และเนื่องจากเราแบง่ เลขคู ่- เลขคี่ จากการหารด้วย 2  ดงันัน้จะได้วา่ 

 เลขคูค่ือ จ านวนที่สามารถเขียนได้ในรูป 2𝑘 เมื่อ 𝑘 เป็นจ านวนเต็มซกัตวั 
 เลขคี่คือ จ านวนที่สามารถเขียนได้ในรูป 2𝑘 + 1 เมื่อ 𝑘 เป็นจ านวนเต็มซกัตวั 

 

ตวัอยา่ง  จงหาผลหาร และเศษเหลอื จากการหาร  −125  ด้วย  −7 

วิธีท า ลองพยายามเขียน  −125  ในรูป  (−7 × 𝑞) + 𝑟  โดย  0 ≤ 𝑟 < |−7|  ด ู
 −125  =  (−7 × 17) + (−6) เศษเป็นลบ ใช้ไมไ่ด้ 
 −125  =  (−7 × 18) + 1 0 ≤ 1 < |−7|ใช้ได้เลย 

ดงันัน้ −125  หารด้วย  −7  ได้ผลลพัธ์ 18  เหลอืเศษ  1 # 

 

ตวัอยา่ง  ถ้า 𝑛 เป็นเลขคี่  จงหาเศษเหลอื เมื่อหาร 3𝑛2 ด้วย 6 

วิธีท า เนื่องจาก 𝑛 เป็นเลขคี่  ดงันัน้ 𝑛 ต้องสามารถเขียนได้ในรูป  2𝑘 + 1 
ดงันัน้  3𝑛2  =  3(2𝑘 + 1)2 =  3((2𝑘)2 + 2(2𝑘)(1) + 12) 

  = 3(4𝑘2 + 4𝑘 + 1)  =  12𝑘2 + 12𝑘 + 3 

โจทย์ต้องการเศษเหลอืจากการหารด้วย 6  ดงันัน้ เราต้องจดัให้อยูใ่นรูป  6( ) + 𝑟  แล้วเอา 𝑟 ไปตอบ 
เนื่องจาก  12𝑘2 + 12𝑘 + 3  =  6(2𝑘2 + 2𝑘) + 3ดงันัน้ จะได้เศษเทา่กบั 3 # 

 

𝑚 = 𝑛𝑞 + 𝑟โดยที่  0 ≤ 𝑟 < |𝑛| 

 

 3 
7     30 

21 
9 

 

4 
7     30 

28 
2 

 

 5 
7     30 

35 
−5 

30 = (7 × 4) + 2 
 

−4 
5     −27 

−20 
−7 

 

−5 
5     −27 

−25 
−2 

 

−6 
5     −27 

−30 
3 

−27 = (5 × −6) + 3 

 

−5 
−9     58 

45 
13 

 

−6 
−9     58 

54 
4 

 

−7 
−9     58 

63 
−5 

58 = (−9 × −6) + 4 
 

 6 
−6    −40 

−36 
−4 

 

 7 
−6    −40 

−42 
2 

 

 8 
−6    −40 

−48 
8 

−40 = (−6 × 7) + 2 
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เทคนิคที่ควรทราบในการหาเศษ จากการหารด้วยคา่ตา่งๆ มีดงันี ้
เศษจากการหารด้วย 2 หรือ 5 :  ให้ดวูา่ หลกัสดุท้าย หารด้วย 2 หรือ 5 เหลอืเศษเทา่ใด 

เศษจากการหารด้วย 4 :  ให้ดวูา่ สองหลกัท้าย หารด้วย 4 เหลอืเศษเทา่ใด 

เศษจากการหารด้วย 8 :  ให้ดวูา่ สามหลกัท้าย หารด้วย 8 เหลอืเศษเทา่ใด 

เช่น 679 หารด้วย 2 เหลอืเศษ 1 เพราะ หลกัหนว่ย 9 หารด้วย 2 เหลอืเศษ 1 

 487 หารด้วย 4 เหลอืเศษ 3 เพราะ สองหลกัท้าย 87 หารด้วย 4 เหลอืเศษ 3 

 1152 หารด้วย 8 ลงตวั เพราะ สามหลกัท้าย 152 หารด้วย 8 ลงตวั 

 

เศษจากการหารด้วย 3 หรือ 9 :  ให้บวกเลขโดดทกุตวั (จะแบง่กลุม่เลขโดดยงัไงก็ได้)  แล้วดวูา่ผลบวกหารด้วย 3 หรือ 9 
เหลอืเศษเทา่ใด 

เช่น 7820 →  7 + 8 + 2 + 0 = 17  →  1 + 7 = 8  ดงันัน้ หารด้วย 3 เหลอืเศษ 2 ,  หารด้วย 9 เหลอืเศษ 8 

  →  จะแบง่เป็น  78 + 20 ,  7 + 820 ,  7 + 82 + 0  ได้หมดทกุแบบ 

 

เศษจากการหารด้วย 11 :  ให้เอา เลขโดดหลกัคี่บวกกนั – เลขโดดหลกัคูบ่วกกนั  แล้วดวูา่ผลลบหารด้วย 11 เหลอืเศษ
เทา่ใด เช่น  35267  →  (3 + 2 + 7) – (5 + 6) = 1  →  ดงันัน้  35267 หารด้วย 11 เหลอืเศษ 1 

 

เทคนิคอีกอยา่งหนึง่ในการหาเศษจากการหาร คือ เราสามารถ “กระจายการหาเศษเข้าไปใน  +, −, ×  และ ฐานของการ
ยกก าลงัได้ เช่น ถ้าต้องการหาเศษจากการหาร  (125)(57) + 1213  ด้วย 11 

เราสามารถหาเศษจากการหาร 125, 57, และ 12 ด้วย 11 ก่อน ได้ 4, 2 และ 1  แล้วคอ่ยคิด (4)(2) + 113 = 9 
ดงันัน้ เศษจากการหาร  (125)(57) + 1213  ด้วย 11 คือ 9 

หมายเหต ุ: เราไมส่ามารถท าแบบนีก้บั “เลขชีก้ าลงั” (เช่น 13 ในตวัอยา่งข้างบน) ได้ 
 

ตวัอยา่ง  จงหาจ านวนเตม็บวก 𝑛 ที่น้อยที่สดุ ที่ท าให้ 7 หาร 30𝑛 เหลอืเศษ5 

วิธีท า เราจะกระจายการหารเหลอืเศษ เข้าไปในการคณู  เนื่องจาก 30 หารด้วย 7 เหลอืเศษ 2  

 ดงันัน้ เศษจากการหาร 30𝑛 ด้วย 7  จะเทา่กบัเศษจากการหาร 2𝑛 ด้วย 7 

 เราจะแทน 𝑛 ไปเร่ือยๆ จนกวา่จะได้เศษ = 5 

 สงัเกตวา่ 2𝑛 เพิ่มขึน้ทีละ 2  ดงันัน้ เราแคบ่วกเพิม่ไปทีละ 2 
 และเนื่องจาก เราสนใจแคเ่ศษ 

 ดงันัน้ ถ้าบวกเพิ่มแล้วเกิน 7  ก็เอา 7 หกัออกได้ ดงัตาราง 
ซึง่จากตาราง จะเห็นวา่ 𝑛 = 6  จะได้เศษ = 5 # 

 
 

แบบฝึกหดั 

1. จงหาผลหาร และเศษเหลอืของการหารในแตล่ะข้อตอ่ไปนี ้

 1. 31 ÷6 2. 100 ÷(−6) 

 
 
 
 

𝑛 2𝑛 ÷7 เหลอืเศษ 
1  2 
2  4 
3  6 
4  8  → 1 
5   3 
6   5 

 

+2 

+2 

+2 

+2 

+2 
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 3. (−50) ÷11 4. (−154) ÷(−9) 

 
 
 
 
 

 5. 1442 ÷ (−17) 6. (−1109) ÷ (−3) 

 
 
 
 
 
 
 

2. ถ้า 𝑛 หารด้วย 4 เหลอืเศษ 3  แล้ว  5𝑛 + 1  หารด้วย 10 จะเหลอืเศษเทา่ไร 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

3. จงหาจ านวนเต็มบวก 𝑛 ที่น้อยที่สดุ ที่ท าให้  11 หาร 91𝑛 เหลอืเศษ 7 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

4. จงพิสจูน์วา่  ถ้า  𝑎  เป็นจ านวนคี่ แล้ว  4 | 𝑎2 − 1 
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5. จงพิสจูน์วา่  𝑎  เป็นจ านวนคี่ ก็ตอ่เมื่อ  𝑎 + 1  เป็นจ านวนคู ่
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

6. ก าหนดให้ 𝑎 เป็นจ านวนเต็ม  จงพสิจูน์วา่  𝑎  เป็นจ านวนคี่  ก็ตอ่เมื่อ  𝑎3  เป็นจ านวนคี ่
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

7. จงพิสจูน์วา่  ถ้า  𝑎𝑏  เป็นจ านวนคู ่ แล้ว  𝑎 หรือ 𝑏  เป็นจ านวนคู ่
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8. จงพิสจูน์วา่  𝑎 + 𝑏 ,  𝑏 + 𝑐  และ  𝑎 + 𝑐  จะมีอยา่งน้อยหนึง่จ านวนเป็นจ านวนคู ่
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

9. ก าหนดให้ 𝑛 เป็นจ านวนนบัใดๆ และ 𝑟 เป็นเศษเหลอืจากการหาร 𝑛2 ด้วย 11 

 จ านวนในข้อใดตอ่ไปนีเ้ป็นคา่ของ 𝑟 ไมไ่ด้    [PAT 1 (มี.ค. 52)/47] 
 1. 1 2. 3 3. 5 4. 7 
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การแปลงเลขฐาน 

 
เร่ืองนีจ้ะทบทวนเร่ืองการแปลงฐานเลข ระหวา่งฐาน 10 กบัฐานอื่นๆ 
ถ้ามเีลขฐาน 10 แล้วจะแปลงเป็นเลขฐาน 𝑛  ให้ตัง้หารสัน้ไปเร่ือยๆจนสดุ  แล้วเขียนย้อนจากลา่งขึน้บน 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

แตถ้่าจะแปลงฐานอื่นๆให้เป็นเลขฐาน 10  ก็ให้กระจายด้วยคา่ประจ าหลกัดงันี ้

 11110012 =  1 ∙ 26 + 1 ∙ 25 + 1 ∙ 24 + 1 ∙ 23 + 0 ∙ 22 + 0 ∙ 21 + 1 ∙ 20 
  =  64 + 32 + 16 + 8 + 0 + 0 + 1 
  =  121 

 2421025 =  2 ∙ 55 + 4 ∙ 54 + 2 ∙ 53 + 1 ∙ 52 + 0 ∙ 51 + 2 ∙ 50 
  =  6250 + 2500 + 250 + 25 + 0 + 2 
  =  9027 

 25D5CF16 =  2 ∙ 165 + 5 ∙ 164 + 13 ∙ 163 + 5 ∙ 162 + 12 ∙ 161 + 15 ∙ 160 
  =  2097152 + 327680 + 53248 + 1280 + 192 + 15 
  =  2479567 
 

ในกรณีที่ต้องการแปลงจากฐานที่ไมใ่ช่ 10 เป็นฐานอื่นที่ไมใ่ช่ 10  เรามกัต้องแปลงเป็นฐาน 10 ก่อน 

เช่น ถ้าต้องการแปลง 1325เป็นเลขฐาน 3  เราต้องแปลง 1325  เป็นฐาน 10 ก่อน  แล้วคอ่ยแปลงฐาน 10 เป็นฐาน 3 

 1325  =  1 ∙ 52 + 3 ∙ 51 + 2 ∙ 50  =  25 + 15 + 2  =  42 

 

 จากนัน้ แปลง 42 เป็นฐาน 3 

  

 ได้ 11203 

 ดงันัน้  1325แปลงเป็นเลขฐาน 3  ได้ 11203 

 

ในกรณีที่เราต้องการแปลงระหวา่งเลขฐาน  2  กบัฐาน 4, 8, 16  เราจะมีวิธีลดั โดย “จบักลุม่แปลง” 
 ฐาน 2 ↔ฐาน 4: จบักลุม่ 2 หลกั 
 ฐาน 2 ↔ฐาน 8: จบักลุม่ 3 หลกั 
 ฐาน 2 ↔ฐาน 16: จบักลุม่ 4 หลกั 
เช่น 11110012 =  1  11  10  012 =  13214 110111012 =  11  011  1012 =  3358 

 10111012 =  101  11012 =  5D16 7308  =  111  011  0002        เป็นต้น 

C 1100 
D 1101 
E 1110 
F 1111 

 

8 1000 
9 1001 
A 1010 
B 1011 

 

4 100 
5 101 
6 110 
7 111 

 

0 00 
1 01 
2 10 
3 11 

 

แปลง  121  เป็นเลขฐาน 2 

 2  121   
 2  60 เศษ 1 

 2  30 เศษ 0 

 2  15 เศษ 0 

 2  7 เศษ 1 

 2  3 เศษ 1 

 1 เศษ 1 

 

ดงันัน้  121 = 11110012 

แปลง  9027  เป็นเลขฐาน 5 

 5  9027   
 5  1805 เศษ 2 

 5  361 เศษ 0 

 5  72 เศษ 1 

 5  14 เศษ 2 

 2 เศษ 4 

 

ดงันัน้  9027 = 2421025 

แปลง  2479567  เป็นเลขฐาน 16 

 16  2479567   
 16  154972 เศษ 15 

 16  9685 เศษ 12 

 16  605 เศษ 5 

 16  37 เศษ 13 

 2 เศษ 5 

 

ดงันัน้  2479567 = 25D5CF16 

0 0 

1 1 

2 2 

3 3 

4 4 

5 5 

6 6 

7 7 

8 8 

9 9 

10 A 

11 B 

12 C 

13 D 

14 E 

15 F 

 

 3  42   
 3  14 เศษ 0 

 3  4 เศษ 2 

 1 เศษ 1 
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แบบฝึกหดั 

1. จงแปลงฐานของตวัเลขในแตล่ะข้อตอ่ไปนี ้

 1. แปลง  54  ให้เป็นเลขฐาน 3 2. แปลง  14  ให้เป็นเลขฐาน 4 

 
 
 
 
 
 
 
 

 3. แปลง  12013 ให้เป็นเลขฐาน 10 4. แปลง 1A16 ให้เป็นเลขฐาน 2 
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ตวัหารร่วมมาก 

 
ตวั “หารร่วม” ของ 𝑎 และ 𝑏  คือ  จ านวนที่หารทัง้ 𝑎 และ 𝑏 ลงตวั 

เช่น 6  เป็นตวัหารร่วมของ  24  และ  36 เพราะ  6  หาร  24  และ  36  ลงตวั 
 5  เป็นตวัหารร่วมของ  20 ,  35  และ  50 เพราะ  5  หาร  20 ,  35  และ  50  ลงตวั 
 13  เป็นตวัหารร่วมของ  52  และ  78 เพราะ  13  หาร  52  และ  78  ลงตวั 
 −2  เป็นตวัหารร่วมของ  52  และ  78 เพราะ  −2  หาร  52  และ  78  ลงตวั 
 1  เป็นตวัหารร่วมของ  52  และ  78 เพราะ  1  หาร  52  และ  78  ลงตวั 
 

จะเห็นวา่ ตวัหารร่วมเป็นเลขติดลบได้ และ 1 สามารถเป็นตวัหารร่วมของทกุจ านวน    (เพราะ 1 หารทกุจ านวน ลงตวั) 
โดยตวัหารร่วม อาจมีได้หลายตวัสดุๆเช่น  ตวัหารร่วมของ  24  และ  36  คือ  ±1 ,  ±2 ,  ±3 ,  ±4 ,  ±6 ,  ±12 

หรืออาจจะมีแคไ่มก่ี่ตวั เช่น ตวัหารร่วมของ  55  และ  72  มีแค ่ ±1  เทา่นัน้ 
 

ตวั “หารร่วมมาก”  (หรือเรียกสัน้ๆวา่ ห.ร.ม.)  ของ 𝑎 และ 𝑏”  แทนด้วยสญัลกัษณ์ (𝑎, 𝑏) 

หมายถึง จ านวนที่มากที่สดุ ที่หารทัง้ 𝑎 และ 𝑏 ลงตวั 

เช่น ห.ร.ม. ของ  24  และ  36  คือ  12 เพราะ  12  เป็นจ านวนที่มากที่สดุที่หาร  24  และ  36  ลงตวั 
 ห.ร.ม. ของ  55  และ  72  คือ  1 เพราะ  1  เป็นจ านวนที่มากที่สดุที่หาร  55  และ  72  ลงตวั 
 

สมบตัิอยา่งแรกที่ควรรู้ คือ “ตวัหารร่วม” หาร “ตวัหารร่วมมาก” ลงตวัเสมอ 

เช่น ตวัหารร่วมของ 24 และ 36 คือ  ±1 ,  ±2 ,  ±3 ,  ±4 ,  ±6 ,  ±12 

 ตวัหารร่วมมากของ 24 และ 36 คือ 12 

 จะเห็นวา่ทกุตวัใน  ±1 ,  ±2 ,  ±3 ,  ±4 ,  ±6 ,  ±12  ตา่งก็หาร  12  ลงตวั 
 

ในกรณีที่ ห.ร.ม. =1  เราจะเรียกจ านวนนัน้ๆวา่เป็น “จ านวนเฉพาะสมัพทัธ์” กนั 

เช่น 55 และ 72 เป็นจ านวนเฉพาะสมัพทัธ์กนั  เพราะ ห.ร.ม. ของ 55 และ 72  คือ  1 

 55 และ 85ไมเ่ป็นจ านวนเฉพาะสมัพทัธ์กนั  เพราะมี 5 เป็นตวัหารร่วม 

 

เมื่อตอนประถม เราได้เรียนวิธีหา ห.ร.ม. มาบ้างแล้ว 

เช่น ถ้าจะหา ห.ร.ม. ของ  888  และ  1200  จะมีวธีิดงันี ้
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ในกรณีที่เลขเยอะๆ แล้วหาตวัหารร่วมไมเ่จอ เรามกันยิมใช้วธีิตัง้สองแถวมากกวา่ 

 

วิธีที่ 2  ตัง้สองแถว 

2 888 1200 1 
 624 888  

5 264 312 1 
 240 264  
 24 48 2 
  48  

ห.ร.ม.  =  24 

วิธีที่ 1  ตัง้หารสัน้ไปจนไมมี่ตวัหารร่วม 

 2    888 1200 
 2    444 600 
 2    222 300 
 3    111 150 
 37 50 

 ห.ร.ม. =  2 × 2 × 2 × 3 

  =  24 
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หรือในกรณีที่ต้องการหา ห.ร.ม. ของ จ านวน 3 จ านวน  จะมวีิธีดงันี ้
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

อยา่งไรก็ตาม ในเร่ืองนีเ้ราจะน าวิธีตัง้สองแถว มาเขียนในอีกรูปแบบหนึง่ซึง่เรียกวา่ “ขัน้ตอนวิธีของยคูลดิ” 
หลกัคือ แทนที่จะเขยีนในรูปตัง้หารยาว ก็เขยีนในรูป  ตวัตัง้ =(ตวัหาร)(ผลหาร) + เศษ  จนกวา่เศษจะเป็น 0  ดงันี ้
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ตวัอยา่ง  จงหาจ านวนท่ีมากที่สดุ ที่หาร  3848  และ  2775  ลงตวั 
วิธีท า ข้อนีต้้องหา ห.ร.ม. ของ  3848  และ  2775  นัน่เอง 

เราจะใช้ขัน้ตอนวิธีของยคูลดิ ตัง้หารในรูป  ตวัตัง้ =(ตวัหาร)(ผลหาร) + เศษ  ไปเร่ือยๆ จนกวา่เศษจะเป็น 0 

 
 
 
 
 
 
 

ดงันัน้ ห.ร.ม. ของ  3848  และ  2775  คือ  37 # 

 
 

จะเห็นวา่ที่ผา่นมา ห.ร.ม. เป็นคา่ที่เก่ียวข้องกบัการหารลงตวั 

แตถ้่าโจทย์ถามเก่ียวกบัการหารไมล่งตวั บางทเีราจะยงัสามารถแปลงให้เป็นเร่ืองการหารลงตวัได้ 
หลกัคือ ถ้าหกั “เศษ” ออกจาก “ตวัตัง้”  ก็จะท าให้การหารนัน้ ลงตวั ได้ 

เช่น 7 หาร 𝑛 เหลอืเศษ 3 จะเหมือนกนักบัประโยค    7 หาร (𝑛 − 3) ลงตวั 

 𝑎 หาร 159 เหลอืเศษ 7 จะเหมือนกนักบัประโยค    𝑎 หาร 152 ลงตวั 

 3 หาร 𝑚 และ 𝑛 เหลอืเศษเทา่กนั จะเหมือนกนักบัประโยค    3 หาร (𝑚 − 𝑛) ลงตวั 
 
 
 
 

 1200 =  (888)(1) + 312 

 888 =  (312)(2) + 264 

 312 =  (264)(1) + 48 

 264 =  (48)(5) + 24 

 48 =  (24)(2) 

2 888 1200 1 
 624 888  

5 264 312 1 
 240 264  
 24 48 2 
  48  

 

 3848 =  (2775)(1) + 1073 
 2775 =  (1073)(2) + 629 
 1073 =  (629)(1) + 444 
 629 =  (444)(1) + 185 
 444 =  (185)(2) + 74 
 185 =  (74)(2) + 37 
 74 =  (37)(2) 

วิธีที่ 1  ตัง้หารสัน้  (ตวัหาร ต้องหารทกุจ านวนลงตวั) 

 2    888 1200 1524 
 2    444 600 762 
 3    222 300 381 
 74 100 127 

 ห.ร.ม.  =  2 × 2 × 3    =  12 

วิธีที่ 2  ตัง้สองแถว  (เอา ห.ร.ม คูแ่รก ไปหา ห.ร.ม. กบัตวัที่เหลือ) 

2 888 1200 1  2 24 1524 63 
 624 888    24 1512  

5 264 312 1    12  
 240 264       
 24 48 2   ห.ร.ม  =  12  

  48       
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ตวัอยา่ง  จงหาจ านวนท่ีมากที่สดุ ที่หาร 267 เหลอืเศษ 3  และหาร 317 เหลอืเศษ 5 
วิธีท า เราจะแปลงประโยคการหารเหลอืเศษ ให้เป็นเร่ืองการหารลงตวั ดงันี ้

 “หาร 267 เหลอืเศษ 3”   แปลวา่    “หาร 264 ลงตวั” 
 “หาร 317 เหลอืเศษ 5”แปลวา่    “หาร 312 ลงตวั” 

ดงันัน้ เราต้องหาจ านวนที่มากทีส่ดุ ที่หาร 264 และ 312 ลงตวันัน่คือ หา ห.ร.ม. ของ 264 และ 312 นัน่เอง 
 
 
 
 

ดงันัน้ จะได้ค าตอบคือ 24 # 

 

ตวัอยา่ง  จงหาจ านวนท่ีมากที่สดุ ที่หาร 214 ,  301  และ  446  แล้วเหลอืเศษเทา่กนั 
วิธีท า ข้อนี ้เราจะแยกเป็นคู่ๆ  คือ แยกเป็นคูข่อง 214 กบั 301  และคูข่อง 301 กบั 446 

 “หาร 214 และ 301 เหลอืเศษเทา่กนั”   แปลวา่    “หาร  301 − 214 = 87  ลงตวั” 
 “หาร 301 และ 446 เหลอืเศษเทา่กนั”   แปลวา่    “หาร  446 − 301 = 145  ลงตวั” 

ดงันัน้ เราต้องหาจ านวนที่มากทีส่ดุที่หาร 87 และ 145 ลงตวั    นัน่คือ หา ห.ร.ม. ของ 87 และ 145 นัน่เอง 
 
 
 
 

ซึง่จะได้ค าตอบคือ 29 # 
 

สิง่สดุท้ายทีเ่ราควรท าได้ คือ การเขียน ห.ร.ม. ในรูป “ผลรวมเชิงเส้น” ของตวัตัง้ 
กลา่วคอื ถ้า 𝑑 เป็น ห.ร.ม. ของ 𝑎 กบั 𝑏 แล้ว  เราต้องรู้วธีิหาตวัเลขมาเติมประโยค  (? )𝑎 + (? )𝑏  =  𝑑ให้ได้ 
เช่น ห.ร.ม. ของ 8 กบั 14 คือ 2    เราต้องหาตวัเลขมาเติมประโยค  (? )8 + (? )14  =  2  ให้ได้ 

 ลองสุม่ๆด ูจะได้  (2)8 + (−1)14  =  16− 14  =  2 

หรือ ห.ร.ม. ของ 9 กบั 14 คือ 1    เราต้องหาตวัเลขมาเติมประโยค  (? )9 + (? )14  =  1  ให้ได้ 

 ลองสุม่ๆด ูจะได้  (−3)9 + (2)14  =  −27 + 28  =  1 

 

จะเห็นวา่ถ้าตวัเลขเร่ิมเยอะ จะเร่ิมสุม่ไมไ่หว 

เช่น ห.ร.ม. ของ 363 กบั 135 คือ 3เราต้องหาตวัเลขมาเติมประโยค  (? )363 + (? )135  =  3  ให้ได้ 

 สุม่ยงัไงก็คงไมไ่ด้วา่  (16)363 + (−43)135  =  4944 −4941  =  3 

 

ในกรณีนี ้เราจะเอาขัน้ตอนวิธีของยคูลดิ มา “ลยุย้อน” จากลา่งขึน้บนโดยมีขึน้ตอนดงันี ้
1. หา ห.ร.ม. ด้วยขัน้ตอนวิธีของยคูลดิ  จากนัน้ เอาแถวรองสดุท้าย (ที่ ห.ร.ม. เป็นเศษ) มาย้ายข้างให้ ห.ร.ม. อยูต่วั

เดียว เดีย่วๆ 
 
 
 
 
 

 312 =  (264)(1) + 48 
 264 =  (48)(5) + 24 
 48 =  (24)(2) 

 145 =  (87)(1) + 58 
 87 =  (58)(1) + 29 
 58 =  (29)(2) 

 363 = (135)(2) + 93 
 135 = (93) (1) + 42 
 93 = (42) (2) + 9 
 42 = (9) (4) + 6 
 9 = (6) (1) + 3 
 6 = (3) (2) 

3  =  9 − (6)(1) 



18   ทฤษฎีจ านวน 

2. จากนัน้ เราจะย้ายข้างแบบเดียวกนัในแถวก่อนหน้า เช่น 6 = 42 – (9)(4) แล้วแทนคา่ย้อนกลบัไปเร่ือยๆ โดย
ระหวา่งที่ท า เราจะไมค่ณูตวัเลขในหลกัซ้าย (363, 135, 93, 42, 9, 6) แตจ่ะท าเหมือนวา่มนัเป็นตวัแปร เช่น 
9 + (9)(4) จะคิดเหมือน 𝑥 + 𝑥(4) ซึง่จะได้ 5𝑥 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ดงันัน้ จะสามารถเขียน 3 เป็นผลรวมเชิงเส้นได้เป็น  (16)363 + (−43)135 # 

 
 

แบบฝึกหดั 

1. จงหาตวัหารร่วมมากของจ านวนตอ่ไปนี ้
 1. 84 และ 108 2. 576 และ 648 

 
 
 
 
 
 
 

 3. 45 ,  75 และ 105 4. 413 ,  531 และ 649 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

2. จ านวนในข้อใดตอ่ไปนี ้เป็นจ านวนเฉพาะสมัพทัธ์กนั 

1. 126  และ  77 2. 311  และ  215 

 
 
 
 
 
 
 

3 =  9 − (6)(1) 
 =  9 − (42 − (9)(4)) 
 =  9 − 42 + (9)(4) 
 =  (9)(5) − 42 

 =  (93 − (42)(2))(5) − 42 

 =  (93)(5) − (42)(10) − 42 
 =  (93)(5) − (42)(11) 

 =  (93)(5) − (135 − (93)(1))(11) 

 =  (93)(5) − (135)(11) + (93)(11) 
 =  (93)(16) − (135)(11) 

 =  (363 − (135)(2))(16) − (135)(11) 

 =  (363)(16) − (135)(32) − (135)(11) 
 =  (363)(16) − (135)(43) 

จากแถวที่ 4 จะได้ 6 = 42 – 9(4) 

จากแถวที่ 3 จะได้ 9 = 93 – (42)(2) 

จากแถวที่ 2 จะได้ 42 = 135 – (93)(1) 

จากแถวที่ 1 จะได้ 93 = 363 – (135)(2) 
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3. จงหาจ านวนท่ีมากที่สดุ ที่หาร 390 เหลอืเศษ 6  แตห่าร 224 ลงตวั 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

4. จงหาจ านวนท่ีมากที่สดุ ที่หาร  313 ,  514 และ 782  เหลอืเศษเทา่กนั 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

5. จ านวนเตม็บวกที่หาร  51 และ 75  เหลอืเศษเทา่กนั  มีทัง้หมดจ านวน 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

6. จงหา ห.ร.ม. ของจ านวนตอ่ไปนี ้พร้อมทัง้เขยีน ห.ร.ม. ในรูปผลรวมเชิงเส้น 

 1. 48 และ 123 
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 2. 391 และ 160 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

7. ถ้า 𝑎 เป็น ห.ร.ม. ของ 403 และ 465    และ 𝑏 เป็น ห.ร.ม. ของ 431 และ 465    แล้ว  𝑎 − 𝑏 มีคา่เทา่ใด 

 [PAT 1 (ต.ค. 52)/2-2] 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

8. มีกองลกูหินสดี าจ านวน 221 ลกู และกองลกูหินสขีาวจ านวน 260 ลกู ต้องการแบง่ลกูหินทัง้สองกองนีอ้อกเป็นกอง
เลก็ๆ โดยที ่

 (1) แตล่ะกองมีสเีดียวกนั 

 (2) ลกูหินแตล่ะกองมีจ านวนเทา่กนั 
 ถ้าต้องการให้จ านวนลกูหินในกองเลก็ๆเหลา่นีม้จี านวนมากที่สดุ  แล้วจะแบง่ได้ก่ีกอง    [PAT 1 (มี.ค. 53)/46] 
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9. ถ้า 𝑑 เป็นจ านวนเต็มบวกที่มากกวา่ 1 และจ านวน 1059 , 1417 และ 2312 หารด้วย 𝑑 แล้วมีเศษเหลอืเทา่กนั 
คือ 𝑟  แล้วคา่ของ 𝑑 + 𝑟 เทา่กบัเทา่ใด    [PAT 1 (มี.ค. 55)/47] 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

10. ถ้า 𝑑 เป็นจ านวนเต็มบวกที่มากกวา่ 1  และจ านวน 3456 , 2561 และ 1308 หารด้วย 𝑑 มีเศษเหลอืเทา่กนั คือ 𝑟  
แล้ว  𝑑 + 𝑟  เทา่กบัเทา่ใด    [PAT 1 (มี.ค. 54)/31] 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

11. ก าหนดให้ 𝑛 เป็นจ านวนเต็มที่มคีา่มากที่สดุ ซึง่มีสมบตัวิา่ 𝑛 หาร 551 และ 731 เหลอืเศษ 𝑟 เทา่กนั หาร 1093 

เหลอืเศษ 𝑟 + 2 แล้ว 𝑟−1

𝑛
 มีคา่เทา่กบัเทา่ใด    [A-NET 51/1-4] 
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ตวัคณูร่วมน้อย 

 
เร่ืองนีจ้ะกลบักนักบัเร่ืองที่แล้วนดิหนอ่ย โดยจะเปลีย่นจากตวัหาร เป็นตวัตัง้แทน 

ตวั “คณูร่วม” ของ 𝑎 และ 𝑏  คือ  จ านวนที่เป็นตวัตัง้ให้ทัง้ 𝑎 และ 𝑏 หารลงตวั 

 

เช่น 154  เป็นตวัคณูร่วมของ  12  และ  9 เพราะ  12 และ 9  หาร  154  ลงตวั 
 60  เป็นตวัคณูร่วมของ  2 ,  3  และ  5 เพราะ  2 ,  3  และ  5  หาร  60  ลงตวั 
 72  เป็นตวัคณูร่วมของ  8  และ  12 เพราะ  8  และ  12  หาร  72  ลงตวั 
 24  เป็นตวัคณูร่วมของ  8  และ  12 เพราะ  8  และ  12  หาร  24  ลงตวั 
 240  เป็นตวัคณูร่วมของ  8  และ  12 เพราะ  8  และ  12  หาร  240  ลงตวั 
 

ตวั “คณูร่วมน้อย”  (หรือเรียกสัน้ๆวา่ ค.ร.น.)  ของ 𝑎 และ 𝑏”  แทนด้วยสญัลกัษณ์ [𝑎, 𝑏] 

หมายถึง จ านวนบวกที่น้อยที่สดุ ที่เป็นตวัตัง้ให้ทัง้ 𝑎 และ 𝑏 หารลงตวั 

เช่น ค.ร.น. ของ  12  และ  9  คือ  36 เพราะ  36  เป็นจ านวนที่น้อยที่สดุที่  12  และ  9  หารลงตวั 
 ค.ร.น. ของ  10  และ  21  คือ  210 เพราะ  210  เป็นจ านวนที่น้อยที่สดุที่  10  และ  21  หารลงตวั 
 

จะเห็นวา่ “ตวัคณูร่วมน้อย” หาร “ตวัคณูร่วม” ลงตวัเสมอ 

เช่น ตวัคณูร่วมของ 8 และ 12 คือ  24 ,  48 ,  72 ,  96 ,  120 ,  144 , … 

 ตวัคณูร่วมน้อยของ 8 และ 12 คือ 24 

 จะเห็นวา่ 24 หารทกุตวัใน  24 ,  48 ,  72 ,  96 ,  120 ,  144 , …  ลงตวั 
ดงันัน้ ถ้าต้องการหา “ตวัคณูร่วม”  ก็ให้หา ค.ร.น. ออกมาก่อน แล้วคอ่ยทวคีณู ค.ร.น. ไปเร่ือยๆ 

เช่น ค.ร.น. ของ 10 และ 12 คือ 60    ดงันัน้ ตวัคณูร่วมของ 10 และ 12 จะต้องอยูใ่นรูป 60𝑘 

 จะได้ตวัคณูร่วมของ 10 และ 12 คือ  60 ,120 ,  180 ,  240 ,  300 ,  … 

 
 

วิธีหา ค.ร.น. เราจะตัง้หารสัน้ 

โดยแตล่ะแถว ต้องมีตวัตัง้อยา่งน้อย 2 ตวั หารลงตวั 

ตวัที่หารไมล่งตวั ก็ชกัลงมาเฉยๆ 
ตอนจบ ให้เอาตวัหารทกุตวั กบั ตวัตัง้ที่เหลอื มาคณูกนั 

 

จะเห็นวา่ ค.ร.น. จะมีหลายๆอยา่งคล้ายกบั ห.ร.ม.  คือเป็นตวัเลขที่เก่ียวข้องกบัการหารลงตวั 

และถ้าโจทย์ถามเก่ียวกบัการหารไมล่งตวั ก็สามารถใช้วิธีหกั “เศษ” ออกจาก “ตวัตัง้”  เหมือนเมื่อก่อน 

สิง่ที่ต้องระวงัคือ ในเร่ืองนี ้เรามตีวัตัง้ร่วมคือ ค.ร.น. แคค่า่เดียว  ดงันัน้ ถ้ามี “เศษหลายคา่” จะไมม่ีวิธีงา่ยๆ 

ในกรณีที่มเีศษหลายคา่ มกัจะต้องใช้แรงไลแ่ทนจนกวา่จะเจอคา่ที่ต้องการ 
 

สดุท้าย ในกรณีที่มี 𝑎 กบั 𝑏 แค ่2 จ านวน จะมีสมบตัิที่ควรรู้คือ 
 (ห.ร.ม. ของ 𝑎 และ 𝑏) × (ค.ร.น. ของ 𝑎 และ 𝑏)  =  𝑎 × 𝑏 
 

 2    90 108 168 
 2    45 54 84 
 3    45 27 42 
 3    15 9 14 
 5 3 14 

ค.ร.น. =  2 × 2 × 3 × 3 × 5 × 3 × 14 

 =  7560 
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ตวัอยา่ง  จงหาจ านวนเตม็บวกทีน้่อยที่สดุ ที่  70  และ  105  หารลงตวั 
วิธีท า ข้อนีต้้องหา ค.ร.น. ของ  70  และ  105  นัน่เอง 

 
 
 
 

จะได้ ค.ร.น. คือ  5 × 7 × 2 × 3  =  210 # 

 

ตวัอยา่ง  จงหาจ านวนเตม็บวกทีน้่อยที่สดุ ที่  24 ,  75  และ  90  หารเหลอืเศษ 3 

วิธีท า หาจ านวนท่ี  24 ,  75  และ  90  หารลงตวัออกมาก่อนแล้วคอ่ยเอามาบวก 3 ก็จะได้จ านวนที่หารเหลอืเศษ 3 

 
 
 
 
 

จะได้ ค.ร.น. คือ  2 × 3 × 5 × 4 × 5 × 3  =  1800 

ดงันัน้ จ านวนท่ี  24 ,  75  และ  90  หารเหลอืเศษ 3 คือ  1803 # 

 

ตวัอยา่ง  จงหาจ านวนเตม็บวกทีน้่อยที่สดุ ซึง่  8 หารเหลอืเศษ 3  แต ่11 หารเหลอืเศษ 4 

วิธีท า ข้อนีล้ าบากหนอ่ย เพราะเศษของการหารทัง้ 2 ครัง้ ไมเ่ทา่กนั  ครัง้แรกเหลอืเศษ 3 แตค่รัง้หลงัเหลอืเศษ 4 

ในกรณีนี ้จะไมม่วีิธีง่ายๆ ต้องใช้วิธีไลแ่ทนเอา 

โดยจะ (1) ไลเ่ขียนจ านวนที่ 8 หารเหลอืเศษ 3 ออกมา แล้วหาวา่ตวัไหน 11 หารเหลอืเศษ 4 

หรือจะ (2) ไลเ่ขียนจ านวนที่ 11 หารเหลอืเศษ 4 ออกมา แล้วหาวา่ตวัไหน 8 หารเหลอืเศษ 3  ก็ได้ 

ปกติ เรานยิม (2) มากกวา่ เพราะเลขเพิ่มทีละ 11 จะท าให้ไปถึงค าตอบเร็วกวา่ 
จ านวนที่หารด้วย 11 เหลอืเศษ 4 จะอยูใ่นรูป  11𝑛 + 4 เมื่อ 𝑛 = 0, 1, 2, … 

นัน่คือ เราต้องหา  𝑛 ที่ท าให้ 11𝑛 + 4  หารด้วย 8 เหลอืเศษ 3 

เนื่องจาก 11 หารด้วย 8 เหลอืเศษ 3 

ดงันัน้  11𝑛+4

8
  จะเหลอืเศษเทา่กบั  3𝑛+4

8
 

สงัเกตวา่ 3𝑛 + 4  เพิ่มทีละ 3 ดงันัน้ เราแคบ่วกเพิม่ไปทีละ 3 

และเนื่องจากเราสนใจแคเ่ศษ ดงันัน้ ถ้า +3 แล้วเกิน 8  ก็เอา 8 หกัออกได้ 
จะเห็นวา่เมื่อ 𝑛 = 5  จะได้เศษ = 3  ดงันัน้ ตอบ 11(5) + 4 = 59 # 

 

ตวัอยา่ง  จงหาจ านวนเตม็บวก 𝑛 ที่น้อยที่สดุ ซึง่  10 , 12 และ 15 หาร 𝑛 − 3 ลงตวั แต ่11 หารเหลอืเศษ 10 

วิธีท า ข้อนีล้ าบากอกีแล้ว เพราะเศษของการหารทัง้ 2 ครัง้ ไมเ่ทา่กนั 
ดงันัน้ เราจะหา 𝑛 ที ่10 , 12 และ 15 หาร 𝑛 − 3 ลงตวัก่อน แล้วคอ่ยไลแ่ทนวา่ตวัไหน 11 หารเหลอืเศษ 10 

จะเห็นวา่ ค.ร.น. ของ 10, 12, 15  คือ 60 

ดงันัน้ จ านวนท่ี 10, 12, 15 หารลงตวั ต้องอยูใ่นรูป 60𝑘 

ดงันัน้  𝑛 − 3 = 60𝑘  จะได้  𝑛 = 60𝑘 + 3 

เราต้องหา 𝑘 ที่ท าให้  60𝑘+3

11
  เหลอืเศษ 10 

 5    70 105 
 7    14 21 
 2 3 

 2    24 75 90 
 3    12 75 45 
 5    4 25 15 
 4 5 3 

𝑛 
3𝑛+4

8
 เหลอืเศษ 

0    4 
1    7 
2  10 → 2 
3  5 
4  8  → 0 
5  3 

 

+3 
+3 

+3 
+3 

+3 

 2    10 12 15 
 3    5 6 15 
 5   5 2 5 
 1 2 1 

ค.ร.น.  =  2 × 3 × 5 × 2  =  60 



24   ทฤษฎีจ านวน 

เนื่องจาก 60 หารด้วย 11 เหลอืเศษ 5  ดงันัน้ 60𝑘+3

11
  เหลอืเศษเทา่กบั 5𝑘+3

11
 

โดย 5𝑘 + 3 จะเพิ่มทีละ 5  และเราสนใจแคเ่ศษจากการหารด้วย 11  ดงันัน้ ถ้าเกิน 11 ก็ลบ 11 ออกได้ 
 
 
 
 
 

จะได้เศษ 2 เมื่อ 𝑘 = 8   ดงันัน้ จ านวนนัน้คือ  60𝑘 + 3  =  (60)(8) + 3  =  483 # 
 
 

แบบฝึกหดั 

1. จงหา ค.ร.น. ของจ านวนตอ่ไปนี ้

 1. 15 และ 24 2. 12 ,  15 และ 30 

 
 
 
 
 
 
 

2. จงหาจ านวนเต็มบวกที่น้อยที่สดุ ซื่งสอดคล้องกบัเง่ือนไขตอ่ไปนี ้

 1. หารด้วย 20, 24, และ 25 เหลอืเศษ 2 2. หารด้วย 9 เหลอืเศษ 6 แตห่ารด้วย 11 เหลอืเศษ 5 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 3. หารด้วย 10 และ 15 ลงตวั 4. หารด้วย 5 และ 7 เหลอืเศษ 2 

  แตห่ารด้วย 7 เหลอืเศษ 1  แตห่ารด้วย 11 เหลอืเศษ 3 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

𝑘  0 1 2 3 4 5 6 7 8 
60𝑘+3

11
 เหลอืเศษ 3 8 2 7 1 6 0 5 10 

 +5 +5 
−11 

+5 +5 +5 
−11 

+5 +5 
−11 

+5 
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 5. หารด้วย 12 เหลอืเศษ 11 แตห่ารด้วย 15 เหลอืเศษ 14 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

3. ถ้า (𝑥, 27) = 9  และ  [𝑥, 27] = 135 แล้ว จงหาคา่ 𝑥 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

4. ให้ 𝑎 เป็นจ านวนคูบ่วก และ 𝑏 เป็นจ านวนคี่บวก ข้อใดตอ่ไปนีถ้กู    [A-NET 49/1-1] 
 1. 𝑎 และ 𝑏 เป็นจ านวนเฉพาะสมัพทัธ์ 

 2. 𝑎 + 𝑏 เป็นจ านวนเฉพาะ 
 3. ห.ร.ม. ของ 𝑎 และ 𝑏 เทา่กบั ห.ร.ม. ของ 𝑎 และ 2𝑏 

 4. ค.ร.น. ของ 𝑎 และ 𝑏 เทา่กบั ค.ร.น. ของ 𝑎 และ 2𝑏 
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5. ถ้า 𝑥 เป็นจ านวนเต็มบวกที่น้อยทีส่ดุ ซึง่ 9, 12 และ 15 หาร 𝑥 ลงตวั แต ่11 หาร 𝑥 เหลอืเศษ 7 แล้ว 𝑥 มีคา่เทา่กบั
เทา่ใด    [A-NET 49/2-10] 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

6. ก าหนดให้ 𝑛 เป็นจ านวนเต็มบวกที่มีคา่น้อยที่สดุ ซึง่หารด้วย 7 แล้วมีเศษเหลอืเทา่กบั 4     ถ้า 9 และ 11 ตา่งก็หาร 
𝑛 − 2 ลงตวัแล้ว 𝑛 คือจ านวนใด    [A-NET 50/2-1] 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
7. ถ้า  𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒  เป็นจ านวนเตม็บวก โดยที่  5𝑎 = 4𝑏 = 3𝑐 = 2𝑑 = 𝑒  และ  𝑎 + 2𝑏 + 3𝑐 + 4𝑑 + 5𝑒  เป็น

จ านวนเตม็บวกที่น้อยที่สดุ  แล้วคา่ของ  𝑎 + 4𝑏 + 3𝑐 + 4𝑑 + 𝑒  เทา่กบัเทา่ใด    [PAT 1 (มี.ค. 57)/29] 
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การหารลงตวั 

 

1. 5 2. 26 3. - 4. 1 

5. 2 6. 4 

 

จ านวนเฉพาะ 

 

1. 1. 12 2. 4 3. 48 4. 40 

2. 4 3. 384 

 
 

ขัน้ตอนวิธีการหาร 
 

1. 1. 5 เศษ 1 2. −16 เศษ 4 3. −5 เศษ 5 4. 18 เศษ 8 

 5. −84 เศษ 14 6. 370 เศษ 1 
2. 6 3. 6 

 

4. สมมติให้ 𝑎  เป็นจ านวนคี่ ดงันัน้  𝑎 = 2𝑚 + 1  ดงันัน้  𝑎2 − 1 = (2𝑚 + 1)2 − 1 

= 4𝑚2 + 4𝑚 + 1 − 1  = 4(𝑚2 + 𝑚)  ดงันัน้ มี  𝑚2 + 𝑚  ซึง่  𝑎2 − 1 = (4)(𝑚2 + 𝑚) 

ดงันัน้  4 | 𝑎2 − 1 

 

5. สมมติให้  𝑎  เป็นจ านวนคี่ ดงันัน้ จะมี 𝑚 ∈ I  ซึง่  𝑎 = 2𝑚 + 1  ดงันัน้  𝑎 + 1 = 2𝑚 + 1 + 1 = 2(𝑚 + 1) 

ดงันัน้ มี  𝑚 + 1  ซึง่  𝑎 + 1 = (2)(𝑚 + 1)  ดงันัน้  𝑎 + 1  เป็นจ านวนคู ่
สมมติให้  𝑎 + 1  เป็นจ านวนคู ่ ดงันัน้ จะมี 𝑚 ∈ I  ซึง่  𝑎 + 1 = 2𝑚  ดงันัน้  𝑎 = 2𝑚 − 1 = 2(𝑚 − 1) + 1 

ดงันัน้  𝑎  เป็นจ านวนคี ่
 

6. สมมติให้  𝑎  เป็นจ านวนคี่  จะได้  𝑎 = 2𝑚 + 1 

ดงันัน้  𝑎3 = 8𝑚3 + 12𝑚2 + 6𝑚 + 1 = 2(4𝑚3 + 6𝑚2 + 3𝑚) + 1  เป็นจ านวนคี ่
สมมติให้  𝑎  ไมเ่ป็นจ านวนคี่  จะได้  𝑎 = 2𝑚 

ดงันัน้  𝑎3 = 8𝑚3 = 2(4𝑚3)  ดงันัน้  𝑎3  ไมเ่ป็นจ านวนคี่ 
 

7. จะพิสจูน์วา่  ถ้า  𝑎 และ 𝑏 เป็นจ านวนคี่  แล้ว  𝑎𝑏 เป็นจ านวนคี ่
จะได้  (2𝑚 + 1)(2𝑛 + 1) = 4𝑚𝑛 + 2𝑚 + 2𝑛 + 1 = 2(2𝑚𝑛 + 𝑚 + 𝑛) + 1  เป็นจ านวนคี ่
 

8. สมมติให้ ทัง้ 3 จ านวนเป็นจ านวนคี่ 
จะได้ (𝑎 + 𝑏) + (𝑏 + 𝑐) + (𝑎 + 𝑐) = (2𝑘 + 1) + (2𝑚 + 1) + (2𝑛 + 1) 

 2𝑎 + 2𝑏 + 2𝑐 =  2𝑘 + 2𝑚 + 2𝑛 + 3  
จะเห็นวา่ฝ่ังซ้ายเป็นจ านวนคู ่แตฝ่ั่งขวาเป็นจ านวนคี่  เกิดการขดัแย้ง 
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9. 4 

 
 

การแปลงเลขฐาน 

 

1. 1. 20003 2. 324 3. 46 4. 110102 

 

ตวัหารร่วมมาก 

 

1. 1. 12 2. 72 3. 15 4. 59 

2. 2 3. 32 4. 67 5. 8 

6. 1. 3 = (18)(48) + (−7)(123) 2. 1 = (−9)(391) + (22)(160) 

7. 30 8. 37 9. 343 10. 234 

11. 1

18
 

 

ตวัคณูร่วมน้อย 

 

1. 1. 120 2. 60 

2. 1. 602 2. 60 3. 120 4. 212 

 5. 59 

3. 45  4. 4 5. 1800 6. 200 

7. 312 
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