
 
 
  ระบบสมการเชิงเส้น 

และเมทริกซ์ 

25 Oct 2019 



สารบัญ 

 

เมทรกิซ ์..................................................................................................................................................................................... 1 

เมทรกิซค์ณูเมทรกิซ ์................................................................................................................................................................. 5 

ดีเทอรม์ิแนนต ์....................................................................................................................................................................... 10 

อินเวอรส์การคณู ................................................................................................................................................................... 21 

สมการเมทรกิซ ์...................................................................................................................................................................... 30 

เมทรกิซแ์ตง่เติม .................................................................................................................................................................... 34 

ระบบสมการเชิงเสน้ .............................................................................................................................................................. 37 

กฎของเครเมอร ์..................................................................................................................................................................... 40 
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เมทรกิซ ์
 
เมทรกิซ ์คอื กลุม่ของตวัเลขอะไรก็ได ้ท่ีเรยีงเป็นสีเ่หลีย่ม ภายในเครือ่งหมาย   [   ] 

ตวัอยา่งของเมทรกิซ ์เช่น        [2 0 −1
1 3 2

]    ,        [
−1 0
0 3

−2 3
]    ,        [

√2 3

4 −
5

3

]    ,        [
0
0
]    ,        [−5] 

 

เราจะ เรยีกตวัเลขแตล่ะตวัในเมทรกิซว์า่ “สมาชิก” 
เรยีกแตล่ะช่องในแนวนอนวา่ “แถว” 
เรยีกแตล่ะช่องในแนวตัง้วา่ “หลกั” 
และเรยีก “แถว × หลกั”  วา่  “มิติ” หรอื “ขนาด” 

 

เช่น จากตวัอยา่งขา้งบน สมาชิกแถวที่ 3 หลกัที่ 2 คือ  2 สมาชิกแถวที่ 1 หลกัที่ 4 คือ  2 

 สมาชิกแถวที่ 2 หลกัที่ 1 คือ  4 สมาชิกแถวที่ 4 หลกัที่ 4  หาคา่ไมไ่ด ้
 และ มิติ ของเมทรกิซน์ี ้คือ 3 × 4 

 

เรานิยมแทนเมทรกิซ ์ดว้ยตวัอกัษรภาษาองักฤษตวัใหญ่  เช่น    𝐴 = [
2 0 −1
1 3 2

]  ,    𝐵 = [
−1 0
0 3

−2 3
] 

และนิยมแทนสมาชิกในเมทรกิซ ์ดว้ยตวัอกัษรเดียวกนัตวัเลก็ หอ้ยดว้ยหมายเลขแถวกบัหลกั 

เช่น 𝑎21  =  สมาชิกแถวที่ 2 หลกัที่ 1 ของ 𝐴  =  1 

 𝑏32  =  สมาชิกแถวที่ 3 หลกัที่ 2 ของ 𝐵  =  3 

  𝑎11 + 𝑎12 + 𝑎13  =  2 + 0 + (−1)  =  1 

 𝑏31 − 𝑏22 + 𝑏11  =  (−2) − 3 + (−1)  =  −6   เป็นตน้ 
 

เมทรกิซจ์ตัรุสั คือ เมทรกิซท์ี่มจี  านวนแถวกบัจ านวนหลกัเทา่กนั เช่น  [1 2
3 4

] ,  [
−1 2 1
0 1 1
3 1 4

] ,  [6] 

และ เมทรกิซท์ี่มี 𝑚 แถว  𝑛 หลกั  สามารถแทนไดด้ว้ยสญัลกัษณ ์ [𝑎𝑖𝑗]𝑚×𝑛
 

เช่น [𝑎𝑖𝑗]3×2
  เป็นสญัลกัษณแ์ทนเมทรกิซข์นาด 3 แถว  2 หลกั เป็นตน้ 

 

ตวัอยา่ง  จงเขยีนเมทรกิซ ์ [𝑎𝑖𝑗]3×2
  เมื่อก าหนดให ้ 𝑎𝑖𝑗 = 2𝑖 + 𝑗 

วิธีท า [𝑎𝑖𝑗]3×2
 จะเป็นเมทรกิซข์นาด 3 แถว  2 หลกั  →  [

𝑎11 𝑎12

𝑎21 𝑎22

𝑎31 𝑎32

] 

โจทยก์ าหนดให ้ 𝑎𝑖𝑗 = 2𝑖 + 𝑗    ดงันัน้ 𝑎11 = 21 + 1 = 3 𝑎12 = 21 + 2 = 4 

  𝑎21 = 22 + 1 = 5 𝑎22 = 22 + 2 = 6 

  𝑎31 = 23 + 1 = 9 𝑎32 = 23 + 2 = 10 

ดงันัน้ เมทรกิซใ์นขอ้นี ้คือ   [
3 4
5 6
9 10

] # 

 
 
 

[

3 −1 2 2

4 3 0 5

−1 2 −1 3

] 

แถวที่ 1 

แถวที่ 2 

แถวที่ 3 

หลกัที่ 1 หลกัที่ 2 หลกัที่ 3 หลกัที่ 4 
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เมทรกิซส์องเมทรกิซ ์จะเทา่กนั เมื่อสมาชิกทกุต าแหนง่เทา่กนั  (ต าแหนง่ตอ่ต าแหนง่) 
กลา่วคอื การสลบัต าแหนง่ของสมาชิก จะกลายเป็นอกีเมทรกิซ ์ซึง่ไมเ่ทา่กบัเมทรกิซเ์ดิม 

เช่น        [1 2
3 4

]  ≠  [1 3
2 4

]    ,        [1 2 3]  ≠  [
1
2
3
]        เป็นตน้ 

 

ตวัอยา่ง  ก าหนดให ้ [4 𝑥 + 𝑦
𝑥 𝑥 + 𝑧

]  =  [
4 5
2 𝑦

]  จงหาคา่ของ  𝑥 , 𝑦 , 𝑧 

วิธีท า เมทรกิซจ์ะเทา่กนัได ้ สมาชิกทกุต าแหนง่ตอ้งเทา่กนั  (ต าแหนง่ตอ่ต าแหนง่) 
นั่นคือ 

 
 
 
 
 

แกร้ะบบสมการดงักลา่ว จะได ้ 𝑥 = 2  ,    𝑦 = 3  ,    𝑧 = 1 # 

 

เมทรกิซส์องเมทรกิซ ์จะบวกลบกนัได ้เมื่อมจี านวนแถวเทา่กนั และจ านวนหลกัเทา่กนั 

โดยผลลพัธจ์ะไดจ้ากการน าสมาชิกที่ต  าแหนง่ตรงกนั มาบวกลบกนั 

เช่น [
1 2
3 4

] + [
1 3
2 4

]  =  [
2 5
5 8

] [
1
2
3
] − [

1
1

−1
]  =  [

0
1
4
] 

 [3] + [5]  =  [8] [1 0] − [0 1]  =  [1 −1] 

แต ่ [2 1] + [
0
1
]  →  บวกกนัไมไ่ด ้ [

2
1
] − [

1 2
3 4

]  =  ลบกนัไมไ่ด ้
 

เราสามารถน าตวัเลข มาคณูเมทรกิซไ์ด ้โดยใหแ้จกแจงตวัเลขทีม่าคณูเขา้ไปคณูสมาชิกทกุตวัของเมทรกิซ  ์

เช่น 3 × [
1 2
3 4

]  =  [
3 6
9 12

] −1 ∙ [
−1
2

−3
]  =  [

1
−2
3

] 

 (
1

2
) [

−4
3

]  =  [
−2
3

2

]   2[
−1 2
3 −4

]  =  [
−2 4
6 −8

] 

 [
1 0
0 1

] ∙ 2  =  [
2 0
0 2

] 0 ∙ [
−1 1 −2
2 1 0

]  =  [
0 0 0
0 0 0

] 

 

หมายเหต:ุ “เมทรกิซศ์นูย”์  คือ เมทรกิซท์ี่สมาชิกทกุตวั = 0    เช่น  [0 0
0 0

]  ,  [0 0 0]  ,  [
0
0
0
]  ,  [0] ,  … 

เราจะแทนเมทรกิซศ์นูย ์ดว้ยสญัลกัษณ ์ 0 

จะเห็นวา่ ไมว่า่ 𝐴 เป็นเมทรกิซอ์ะไรก็ตาม    0 ∙ 𝐴 = 𝐴 ∙ 0 = 0    และ    0 + 𝐴 = 𝐴 + 0 = 𝐴  เสมอ 
และเนื่องจาก    0 + 𝐴  =  𝐴 + 0  =  𝐴    ดงันัน้  0  เป็น “เอกลกัษณก์ารบวก” ของเมทรกิซ ์

 

และสดุทา้ย “𝐴 ทรานสโพส”  แทนดว้ยสญัลกัษณ ์ 𝐴𝑡  คือ การน าเมทรกิซ ์ 𝐴  มาสลบัแถวกบัหลกั 

เช่น [
1 2
3 4
5 6

]

𝑡

  =  [
1 3 5
2 4 6

] [
1 −1
2 1

]
𝑡

  =  [
1 2

−1 1
] 

[
4 𝑥 + 𝑦
𝑥 𝑥 + 𝑧

]  =  [
4 5
2 𝑦

] 

= = 

= = 

    4 = 4 
𝑥 + 𝑦  =  5 
    𝑥 =  2 
𝑥 + 𝑧 =  𝑦 
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 [
−1 0 2
2 1 −1
3 0 1

]

𝑡

 =  [
−1 2 3
0 1 0
2 −1 1

] [
1 2 3
2 3 4
3 4 5

]

𝑡

 =  [
1 2 3
2 3 4
3 4 5

] 

 [3]𝑡  =  [3] [
1 3
3 2

]
𝑡

  =  [
1 3
3 2

] 

 

และถา้ทรานสโพสซอ้นสองครัง้ จะท าใหก้ลบัมาเป็นเมทรกิซเ์ดิม 

เช่น    ([
0 2
3 1

−1 2
]

𝑡

)

𝑡

    =    ([
0 3 −1
2 1 2

])
𝑡

    =    [
0 2
3 1

−1 2
] 

 
 

แบบฝึกหดั 

1. จงหาคา่ของ 

 1. [
1
2
] − 2 [

2
3
] + 3 [

−1
0

] 2. [
0 −1
1 2

]
𝑡

− (2 [
1 2
2 1

])
𝑡

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

2. ถา้  [1 𝑎
1 1

]
𝑡

− 2 [
−1 𝑏
𝑐 −4

] = [
𝑐 𝑐 − 𝑏

𝑏 + 𝑑 3𝑑
]  แลว้  จงหาคา่ 𝑎 , 𝑏 , 𝑐 , 𝑑 
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3. ให ้ 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑  เป็นจ านวนจรงิ  ถา้  3 [
5𝑎 𝑏
2𝑐 𝑑

] = [
5𝑎 6

𝑑 − 1 3
] + [

4 5𝑎 + 𝑏
2𝑐 2𝑑

] 

 แลว้คา่ของ  𝑏 + 𝑐  เทา่กบัเทา่ใด    [PAT 1 (ก.ค. 53)/30] 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

4. ถา้ 𝑥 และ 𝑦 เป็นจ านวนจรงิที่สอดคลอ้งกบั  [|𝑥| 1
2 𝑥 − |𝑦|

] + 2 [
𝑦 3

−1 |𝑦|
] = [

10 + 𝑥 0
7 7 − 𝑦

]
𝑡

 

 แลว้คา่ของ  𝑥 + 𝑦  เทา่กบัเทา่ใด    [PAT 1 (พ.ย. 57)/36] 
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เมทรกิซค์ณูเมทรกิซ ์

 
หวัขอ้ที่แลว้ ไดพ้ดูเก่ียวกบัการคณูเมทรกิซก์บัตวัเลขไปแลว้ 

หวัขอ้นีจ้ะพดูถึงการคณูเมทรกิซก์บัเมทรกิซ ์ซึง่จะมวีิธีคดิที่ยุง่ยากกวา่มาก 

ก่อนอื่น ตอ้งรูก้่อนเลยวา่ ผลคณูจะไมไ่ดม้าจากการน าสมาชิกทีต่  าแหนง่ตรงกนั มาคณูกนั 

เช่น    [2 3
4 5

] × [
4 3
2 1

]  ≠  [8 9
8 5

]        ,        [
2
3
] ∙ [

4
1
]  ≠  [8

3
] 

 

งานแรกทีต่อ้งท า ก่อนจะลงมือคณูเมทรกิซ ์คือ ตอ้งพจิารณาวา่เมทรกิซท์ี่ก าหนด “คณูกนัไดห้รอืไม”่ 
เมทรกิซส์องเมทรกิซ ์จะคณูกนัได ้เมื่อ “ตวัหลงัของมิติหนา้” เหมอืนกนักบั “ตวัหนา้ของมิติหลงั” 
และมิติของผลคณู จะเทา่กบั “ตวัหนา้ของมิติหนา้” คณู “ตวัหลงัของมิติหลงั” 
เช่น [ ] 2×3  ×  [ ] 3×4  =  [ ] 2×4 [ ] 3×1  ×  [ ] 1×2  =  [ ] 3×2 

  [ ] 3×2  ×  [ ] 3×3  =  คณูกนัไมไ่ด ้ [ ] 3×3  ×  [ ] 3×2  =  [ ] 3×2 

  [ ] 2×3  ×  [ ] 2×1  =  คณูกนัไมไ่ด ้ [ ] 1×3  ×  [ ] 3×1  =  [ ] 1×1 

  [ ] 1×2  ×  [ ] 3×2  =  คณูกนัไมไ่ด ้ [ ] 2×2  ×  [ ] 2×2  =  [ ] 2×2 

 

หมายเหต ุ: เรานิยมเปรยีบการคณูคณูเมทรกิซ ์เหมือนการตอ่จิก๊ซอว ์

 คือ มนัจะตอ่กนัได ้เมื่อดา้นหลงัของตวัหนา้ เหมือนกบัดา้นหนา้ของตวัหลงั 

 
 
 
 
 
 

ถา้คณูไมไ่ด ้ก็ตอบคณุครูวา่คณูไมไ่ด ้   แตถ่า้คณูกนัได ้ก็ตอ้งนั่งคิดกนัตอ่ โดยผลคณูจะตอ้งคอ่ยๆหาทีละตวั  
ผลลพัธใ์นแถวที่ 𝑖 หลกัที่ 𝑗 จะไดจ้าก  “แถวที่ 𝑖 ทัง้แถวของตวัตัง้” กบั “หลกัที่ 𝑗 ทัง้หลกัของตวัคณู”  มา “คณูๆๆ บวก” กนั 

เช่น ถา้ตอ้งการหา  [2 −1 2
3 1 −1

] × [
1 2 −2
0 1 −1

−1 3 2
] 

 เนื่องจาก  [ ] 2×3  ×  [ ] 3×3  จะไดผ้ลลพัธเ์ป็นเมทรกิซม์ติิ 2 × 3 

 ดงันัน้    [2 −1 2
3 1 −1

] × [
1 2 −2
0 1 −1

−1 3 2
]  =  [

𝑎11 𝑎12 𝑎13

𝑎21 𝑎22 𝑎23
] 

 โดยเรามีวิธีหา  𝑎11 ,  𝑎12 , … , 𝑎23  ดงันี ้
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

[ ] 2×3 [ ] 3×4 [ ] 2×4 

×  = 
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 ดงันัน้    [2 −1 2
3 1 −1

] × [
1 2 −2
0 1 −1

−1 3 2
]  =  [

0 9 1
4 4 −9

] 

 
 

แบบฝึกหดั 

1. จงหาผลลพัธใ์นแตล่ะขอ้ตอ่ไปนี ้

 1. [
1 0 2

−1 2 1
] × [

1 2 −1
0 1 1
1 2 0

] 2. [
1 2 −1
0 1 1
1 2 0

] × [
1 0 2

−1 2 1
] 

 
 
 
 
 
 
 
 

 3. [
1 −2
3 4

] × [
0 2
1 −1

] 4. [
1 2 2

−1 1 3
] ∙ [

2
−1

] 

 
 
 
 
 
 
 

𝑎13 = แถวท่ี 1 ตวัตัง้  ×  หลกัที่ 3 ตวัคณู 

 =  [2 −1 2] × [
−2
−1
2

]  

 = (2)(−2) + (−1)(−1) + (2)(2) 
 =     −4       +         1         +     4 
 =     1 

𝑎11 = แถวท่ี 1 ตวัตัง้  ×  หลกัที่ 1 ตวัคณู 

 =  [2 −1 2] × [
1
0

−1
]  

 = (2)(1) + (−1)(0) + (2)(−1) 
 =     2       +        0       +      −2 
 =     0 

𝑎12 = แถวท่ี 1 ตวัตัง้  ×  หลกัที่ 2 ตวัคณู 

 =  [2 −1 2] × [
2
1
3
]  

 = (2)(2) + (−1)(1) + (2)(3) 
 =     4       +      −1       +     6 
 =     9 

𝑎21 = แถวท่ี 2 ตวัตัง้  ×  หลกัที่ 1 ตวัคณู 

 =  [3 1 −1] × [
1
0

−1
]  

 = (3)(1) + (1)(0) + (−1)(−1) 
 =     3       +        0       +      1 
 =     4 

[
2 −1 2
3 1 −1

]
2×3

× [
1 2 −2
0 1 −1

−1 3 2
]

3×3

  = [
𝑎11 𝑎12 𝑎13

𝑎21 𝑎22 𝑎23
]
2×3

  

𝑎23 = แถวท่ี 2 ตวัตัง้  ×  หลกัที่ 3 ตวัคณู 

 =  [3 1 −1] × [
−2
−1
2

]  

 = (3)(−2) + (1)(−1) + (−1)(2) 
 =     −6       +      −1       +     −2 
 =     −9 

𝑎22 = แถวท่ี 2 ตวัตัง้  ×  หลกัที่ 1 ตวัคณู 

 =  [3 1 −1] × [
2
1
3
]  

 = (3)(2) + (1)(1) + (−1)(3) 
 =     6       +      1       +      −3 
 =     4 
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 5. [0 1 2] × [
−1
−1
−1

] 6. [−4] ∙ [−2] 

 
 
 
 
 
 

 7. [2] × [
2

−1
] 8. [

2 −1
−3 3

] × [
1 1
1 1

] 

 
 
 
 
 
 
 

 9. [
1 0 0
0 1 0
0 0 1

] ∙ [
−1 2 −2
2 3 1
2 4 −3

] 10. [1 −1
2 0

]
2

 

 
 
 
 
 
 
 
 

 11. [1 0
0 1

]
3

 

 
 
 
 
 
 
 

2. ให ้ 𝐴 = [
1 −1
0 2

]  ,   𝐵 = [
4 1
2 −1

]  และ  𝐶 = [
0 2

−1 1
]  จงหาผลลพัธใ์นแตล่ะขอ้ตอ่ไปนี ้

 1. 𝐴𝐵 2. 𝐵𝐴 

 
 
 
 
 

 3. (𝐴𝐵)𝐶 4. 𝐴(𝐵𝐶) 
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 5. 𝐵(𝐴 + 𝐶) 6. 𝐵𝐴 + 𝐵𝐶 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 7. (𝐴𝐵)𝑡 8. 𝐴𝑡𝐵𝑡 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

3. ให ้ 𝑥, 𝑦, 𝑧 และ 𝑤  สอดคลอ้งกบัสมการ  [ 1 0
−1 𝑤

] [
𝑥 −1
0 𝑦

] = [
2𝑦 −1
𝑧 2

] [
1 0

−1 𝑤
] 

 คา่ของ  4𝑤 − 3𝑧 + 2𝑦 − 𝑥  เทา่กบัเทา่ใด    [PAT 1 (มี.ค. 53)/32] 
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สรุปสมบตัิที่ควรทราบเก่ียวกบัการคณูเมทรกิซ ์มดีงันี ้
 • สลบัท่ีการคณู “ไมไ่ด”้  นั่นคือ โดยปกติแลว้  𝐴𝐵 ≠ 𝐵𝐴 

 • เปลีย่นกลุม่การคณู “ได”้  กลา่วคือ  (𝐴𝐵)𝐶  =  𝐴(𝐵𝐶) 

  เช่น  ถา้มี  [2 5] × [
2 1 −1
1 3 1

] × [
1 2
0 1
3 −1

]    จะคณูคูไ่หนก่อนก็ได ้แตห่า้มสลบัท่ี 

 • กระจายในการบวกลบได ้ กลา่วคือ 𝐴(𝐵 + 𝐶)  =  𝐴𝐵 + 𝐴𝐶 

   (𝐴 − 𝐵)𝐶  =  𝐴𝐶 − 𝐵𝐶  
  แตต่อนกระจาย หา้มสลบัซา้ยขวา  นั่นคือ ถา้กระจายมาจากทางไหน ก็ตอ้งเขา้มาคณูทางนัน้ 

  และเนื่องจากเมทรกิซส์ลบัท่ีการคณูไม่ได ้ดงันัน้ สตูรหลายสตูร จะไมเ่ป็นจรงิในเรือ่งเมทรกิซ ์

  เช่น    (𝐴 + 𝐵)2 =  𝐴2 + 𝐴𝐵 + 𝐵𝐴 + 𝐵2 (𝐴 − 𝐵)(𝐴 + 𝐵) =  𝐴2 + 𝐴𝐵 − 𝐵𝐴 − 𝐵2 

   ≠  𝐴2 + 2𝐴𝐵 + 𝐵2  ≠  𝐴2 − 𝐵2 

 • (𝐴𝐵)𝑡 = 𝐵𝑡𝐴𝑡    เช่น  ([
1 3 5
5 1 7

] × [
4
2
6
])

𝑡

 =          [
4
2
6
]

𝑡

    ×  [
1 3 5
5 1 7

]
𝑡

 

   =  [4 2 6] ×    [
1 5
3 1
5 7

] 

 • “เอกลกัษณก์ารคณู”  ไดแ้ก่    [1]    ,    [
1 0
0 1

]    ,    [
1 0 0
0 1 0
0 0 1

]    ,    [

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

]    ,    … 

  ถา้เอาเมทรกิซเ์หลา่นี ้ไปคณูกบัอะไรก็ตาม ไมว่า่จะคณูจากฝ่ังไหน จะไดผ้ลลพัธเ์ทา่เดมิเสมอ 

  เช่น    [2 3
4 5

] ∙ [
1 0
0 1

]  =  [
1 0
0 1

] ∙ [
2 3
4 5

]  =  [
2 3
4 5

] 

  เรานิยมแทนเอกลกัษณก์ารคณูดว้ยสญัลกัษณ ์ I 
  นั่นคือ ไมว่า่ 𝐴 จะเป็นเมทรกิซอ์ะไรก็ตาม จะไดว้า่  𝐴 ∙ I  =  I ∙ 𝐴  =  𝐴 
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ดีเทอรม์ิแนนต ์

 
“ดีเทอรม์ิแนนต ์ของเมทรกิซจ์ตัรุสั 𝐴”  แทนดว้ยสญัลกัษณ ์ det(𝐴)  หมายถึงตวัเลขที่หาไดจ้ากสตูรตอ่ไปนี ้
(เฉพาะเมทรกิซจ์ตัรุสัเทา่นัน้ ที่หาคา่ดีเทอรม์แินนตไ์ด)้ 
 

• กรณี 1 × 1:  ถา้  𝐴 = [ 𝑎 ]  จะได ้ det(𝐴) = 𝑎 

 เช่น det([ 3 ])  =  3 det([ −1 ])  =  −1 

   det([ 0 ])  =  0 det([ −√2 ])  =  −√2 
 

• กรณี 2 × 2:  ถา้  𝐴 = [
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

]  จะได ้ det(𝐴) = 𝑎𝑑 − 𝑏𝑐 

 เช่น det ( [
4 1
2 3

] )  =  12 − 2  = 10 

  det ( [
−2 −4
−1 3

] )  =  −6 − 4  =  −10 

 หมายเหต:ุ เรานิยมแทนสญัลกัษณ ์ det([ ])  ดว้ย  | | 

 เช่น |
2 1

−1 −3
|  =  −6 − (−1)  =  −5 

 และสงัเกตวา่ det(𝐴) = det(𝐵)  ได ้ ถึงแมว้า่  𝐴 ≠ 𝐵  เช่น    |
1 2
3 4

|  =  −2  =   |
2 2
2 1

| 

  det(𝐴) = 0  ได ้ถึงแมว้า่  𝐴 ≠ 0  เช่น  |1 2
3 6

|  =  0 

 

• กรณี 3 × 3:  ถา้  𝐴 = [

𝑎 𝑏 𝑐
𝑑 𝑒 𝑓
𝑔 ℎ 𝑖

]  จะได ้ det(𝐴) = (𝑎𝑒𝑖 + 𝑏𝑓𝑔 + 𝑐𝑑ℎ) − (𝑔𝑒𝑐 + ℎ𝑓𝑎 + 𝑖𝑑𝑏) 

 เช่น |
2 −1 1
1 2 3

−2 1 2
|  =  (8 + 6 + 1) − (−4 + 6 − 2)  =  15 

  |
0 2 −3
1 1 0
2 −1 1

|  =  (0 + 0 + 3) − (−6 + 0 + 2)  =  7 

 

• กรณี 4 × 4 ขึน้ไป สตูรส าหรบัหา det จะเริม่ซบัซอ้น และไมม่ใีหท้อ่ง 
 
 

แบบฝึกหดั 
1. จงหาดีเทอรม์แินนต ์ของเมทรกิซต์อ่ไปนี ้

 1. [
−2 3
1 5

] 2. [
2 −1
3 2

] 

 
 
 
 
 

 3. [21] 4. [−
1

2
] 

 
 
 

𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

  

คณูลง 

คณูขึน้ 

 →  คณูลง − คณูขึน้ 

[

𝑎 𝑏 𝑐
𝑑 𝑒 𝑓
𝑔 ℎ 𝑖

]   
𝑎 𝑏
𝑑 𝑒
𝑔 ℎ

 

 →  คณูลง − คณูขึน้ 
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 5. [
4 −1 2
1 2 3
0 1 2

] 6. [
1 1 −2
1 −3 0
2 1 −1

] 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 7. [
0 0 0

−1 −2 3
4 5 −6

] 8. [
9 12 0

−15 21 0
14 51 0

] 
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นอกจากนี ้เรายงัมีอกีวิธีทีจ่ะหา  det  ได ้แตต่อ้งรูค้  าศพัทเ์พิ่มอีก 2 ค า คือ  “ไมเนอร”์  และ  “โคแฟกเตอร”์ 
ไมเนอร ์ของ 𝑎𝑖𝑗   แทนดว้ยสญัลกัษณ ์ M𝑖𝑗(𝐴)  หาไดจ้ากการตดัแถวกบัหลกัของ 𝑎𝑖𝑗  ทิง้  แลว้หา det ของสว่นที่เหลอื 

เช่น ถา้  𝐴 = [
4 2 1
3 5 6
7 8 9

]    จะได ้ ไมเนอร ์ของ 4  =  M11(𝐴)  =  |
4 2 1
3 5 6
7 8 9

|  =  |
5 6
8 9

| =  −3 

 ไมเนอร ์ของ 6  =  M23(𝐴)  =  |
4 2 1
3 5 6
7 8 9

|  =  |
4 2
7 8

| =  18 

 ไมเนอร ์ของ 5  =  M22(𝐴)  =  |
4 2 1
3 5 6
7 8 9

|  =  |
4 1
7 9

| =  29 

 

ถา้  𝐵 = [

1 0 2 −1
1 −2 0 1
2 0 2 3
0 1 3 2

]    จะได ้ M32(𝐵) =  [
1 2 −1
1 0 1
0 3 2

] 

  =  (0 + 0 − 3) − (0 + 3 + 4)    =  −10 

 M24(𝐵)  =  [
1 0 2
2 0 2
0 1 3

] 

  =  (0 + 0 + 0) − (0 + 2 + 0)    =  −2 
 

 ถา้  𝐶 = [
−1 2
3 −4

]    จะได ้   M11(𝐶)  =  −4    ,        M21(𝐶)  =  2    เป็นตน้ 
 
 

แบบฝึกหดั 

2. ก าหนดให ้ 𝐴 = [
2 −3
4 1

]  ,   𝐵 = [
1 3 −1
0 2 1
2 0 −1

]   และ   𝐶 = [

2 −1 0 2
0 2 −1 1
0 1 2 2
1 −1 −1 0

]    จงหาคา่ของ 

 1. M11(𝐵) 2. M12(𝐴) 

 
 
 
 
 
 

 3. M22(𝐵) 4. M14(𝐶) 
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โคแฟกเตอร ์ของ 𝑎𝑖𝑗   แทนดว้ยสญัลกัษณ ์C𝑖𝑗(𝐴)  หาไดจ้ากการน าไมเนอร ์ M𝑖𝑗(𝐴)  มาคณูกบั  (−1)𝑖+𝑗 
นั่นคือ ถา้  𝑖 + 𝑗  เป็นคี่ ใหต้อบ  −M𝑖𝑗(𝐴)    แตถ่า้เป็นคู ่ใหต้อบ  M𝑖𝑗(𝐴)  เหมือนเดิม 
จะเห็นวา่ ต าแหนง่ที่  𝑖 + 𝑗  เป็นคี่  ก็คือ ต าแหนง่ตารางหมากฮอสดงัรูป นั่นเอง 

เช่น ถา้  𝐴 = [
7 5 6
2 8 3
1 4 9

]  จะได ้ โคแฟกเตอร ์ของ 4  =  C32(𝐴)  =  −M32(𝐴)  =  −(21 − 12)  =  −9 

 โคแฟกเตอร ์ของ 7  =  C11(𝐴)  =  M11(𝐴)  =  72 − 12  =  60 

 

ถา้  𝐵 = [

0 −1 3 0
1 2 −1 1

−1 1 0 2
0 1 2 1

]    จะได ้C12(𝐵)  =  −M12(𝐵)  =  −((−2) − (4 + 1))  =  7 

 C22(𝐵)  =  M22(𝐵)  =  (0) − (−3)  =  3 
 

ถา้  𝐶 = [
3 −2

−1 0
]    จะได ้ C21(𝐵)  =  −M21(𝐵)  =  −(−2)  =  2 

  C22(𝐵)  =  M22(𝐵)  =  3 

 
 

แบบฝึกหดั 

3. ก าหนดให ้ 𝐴 = [
2 −3
4 1

]  ,   𝐵 = [
1 3 −1
0 2 1
2 0 −1

]   และ   𝐶 = [

2 −1 0 2
0 2 −1 1
0 1 2 2
1 −1 −1 0

]    จงหาคา่ของ 

 1. C21(𝐵) 2. C21(𝐴) 

 
 
 
 
 
 

 3. C11(𝐵) 4. C22(𝐶) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

+ − + −
− + − +
+ − + −
− + − +
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หลงัจากที่รูจ้กักบัโคแฟกเตอรแ์ลว้ เราจะมวีิธีหา det เพิ่มอีกหนึง่วิธี 
โดยขอ้ดีของวิธีนี ้คือ สามารถหา det ของเมทรกิซ ์ 4 × 4 ,  5 × 5 ,  6 × 6 ,  …  ไดด้ว้ย  ซึง่จะมีขัน้ตอนดงันี ้
1. เลอืกแถวหรอืหลกัที่จะใชห้า det   โดยจะใชแ้ถวไหนหรอืหลกัไหนก็ได ้แตค่วรเลอืกแถวหรอืหลกัทีม่ี 0 เยอะๆ 

เช่น  ถา้จะหา  |
4 −2 −1
0 2 −4

−3 1 3
|  จะใชแ้ถวที่หนึง่ก็ได ้ แตถ่า้ใชแ้ถวที่สอง หรอืหลกัที่หนึง่ จะคดิเลขนอ้ยกวา่  

2. ในแถวหรอืหลกัที่เลอืก ใหเ้อาแตล่ะตวั คณูกบัโคแฟกเตอรข์องมนั  ไดเ้ทา่ไหร ่เอามาบวกกนั ตอบเป็นคา่ det 

 และ ถา้สมาชิกตวัไหนเป็น 0  ใหเ้ราขา้มตวันัน้ไปเลย ไมต่อ้งหาโคแฟกเตอร ์
เช่น ถา้เลอืกแถวที่หนึง่ โคแฟกเตอรข์อง 4 =  10 

 โคแฟกเตอรข์อง −2 =  −(−12)  =  12 

 โคแฟกเตอรข์อง −1 =  6 

 ดงันัน้  det =  (4)(10) + (−2)(12) + (−1)(6) 

  =  10 

ถา้เลอืกแถวที่สอง โคแฟกเตอรข์อง 0 =  ?    (ไมต่อ้งหา) 
 โคแฟกเตอรข์อง 2 =  9 

 โคแฟกเตอรข์อง −4 =  −(−2)  =  2 

 ดงันัน้  det =  (0)(? ) + (2)(9) + (−4)(2) 

  =  10    เทา่กนักบัแบบแรก 

ถา้เลอืกหลกัที่หนึง่ โคแฟกเตอรข์อง 4 =  10 

 โคแฟกเตอรข์อง 0 =  ?    (ไมต่อ้งหา) 
 โคแฟกเตอรข์อง −3 =  10 

 ดงันัน้  det =  (4)(10) + (0)(? ) + (−3)(10) 

  =  10    เทา่กนักบัสองแบบแรก 

 จะเห็นวา่ ไมว่า่เราเลอืกแถวไหน หรอืหลกัไหน ก็จะไดค้า่ det เทา่กนัหมด 

 ดงันัน้ เพื่อใหค้ิดเลขนอ้ยๆ เราจะนิยมเลอืกแถวหรอืหลกัที่มี 0 เยอะๆ 
 

ตวัอยา่ง  จงหาคา่ของ  |
1 1 0 1
0 2 −2 3

−1 0 1 1
−1 1 0 1

| 

วิธีท า ขอ้นีเ้ป็น  4 × 4  ไมม่ีสตูร    ดงันัน้ ตอ้งหา det ดว้ยโคแฟกเตอร ์
จะเห็นวา่ควรใชห้ลกัที่สาม เพราะมีศนูยเ์ยอะที่สดุ 

det 𝐴 =   (−2)(−1)|
1 1 1

−1 0 1
−1 1 1

| + (1)(1)|
1 1 1
0 2 3

−1 1 1
| 

 =  (−2)(−1) [(−1 − 1) − (1 − 1)] + (1)(1)[(2 − 3) − (−2 + 3)]  =  −6 # 
 
 
 
 

|
4 −2 −1
0 2 −4

−3 1 3
| 

|
4 −2 −1
0 2 −4

−3 1 3
| 

|
4 −2 −1
0 2 −4

−3 1 3
| 

|

1 1 0 1
0 2 −2 3

−1 0 1 1
−1 1 0 1

|  
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แบบฝึกหดั 

4. จงหาดีเทอมแินนตข์องเมทรกิซต์อ่ไปนีด้ว้ยวิธีโคแฟกเตอร ์

 1. [
2 1 −1
1 0 2
2 −1 1

] 2. [
0 2 1
1 −1 2
0 1 3

] 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 3. [

1 −1 2 1
0 2 −1 0
1 1 0 −1
2 −1 1 2

] 4. 

[
 
 
 
 
0 2 0 0 0
2 1 2 −1 1
0 −1 3 0 0
1 0 3 3 0
2 −1 2 0 1]

 
 
 
 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

และสดุทา้ย สมบตัิของ det  มีดงันี ้
• det  กระจายในคณู หรอื ยกก าลงั ได ้ แตก่ระจายในบวกลบไมไ่ด ้

 เช่น det ([
2 1
3 1

] ∙ [
1 2
0 −1

] ∙ [
2 1

−3 −1
])  =  det [

2 1
3 1

] ∙ det [
1 2
0 −1

] ∙ det [
2 1

−3 −1
] 

  det ([
−1 2
2 −3

]
5

)  =  (det [
−1 2
2 −3

])
5

 

 แต ่ det ([
2 1
3 1

] + [
1 2
0 −1

] − [
2 1

−3 −1
])  ≠  det [

2 1
3 1

] + det [
1 2
0 −1

] − det [
2 1

−3 −1
] 

 

• det(𝐴) = det(𝐴𝑡)  เช่น    |
1 2 −1
0 −2 1
3 −1 0

|  =  |
1 0 3
2 −2 −1

−1 1 0
| 

 

• ถา้  𝐴  มีแถวหนึง่เป็นศนูยท์ัง้แถว  (หรอืมีหลกัหนึง่เป็นศนูยท์ัง้หลกั)  จะได ้ det(𝐴) = 0  ทนัที 

 เช่น    |
2 3 3
1 −2 −1
0 0 0

|  =  0    ,        |
0 0 3

−2 0 1
3 0 −2

|  =  0 
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• ถา้  𝐴  มีสองแถวไหนซ า้กนั  (หรอืมีสองหลกัไหนซ า้กนั)  จะได ้ det(𝐴) = 0  ทนัที 

 เช่น    |
−2 3 −1
−2 3 −1
4 −5 3

|  =  0    ,        |
2 −2 2

−1 3 −1
−1 5 −1

|  =  0 

 

• ถา้สลบัสองแถวไหน  (หรอืสองหลกัไหน)  จะท าใหค้า่ det เปลีย่นเป็นลบของ det เดิม ตอ่การสลบั 1 ครัง้ 

 เช่น  ถา้ก าหนดให ้ |
3 −2 2

−2 2 1
1 −1 1

|  =  3 จะได ้ |
3 −2 2
1 −1 1

−2 2 1
|  =  −3 

  และ |
2 −2 3
1 −1 1
1 2 −2

|  =  3 

 

• ถา้แถวใดแถวหนึง่ (หรอืหลกัใดหลกัหนึง่)  เพิ่มเป็น 𝑘 เทา่ จะท าใหค้า่ det เปลีย่นเป็น 𝑘 เทา่ของ det เดิม 

 เช่น  ถา้ก าหนดให ้ |
−2 1 −1
−1 3 2
1 1 1

|  =  5 จะได ้ |
−2 1 −2
−1 3 4
1 1 2

|  =  10 

  และ |
−2 1 −2
3 −9 −12
1 1 2

|  =  −30 

 

• det(𝑘𝐴)  =  𝑘𝑛 det(𝐴)    เมื่อ  𝐴 เป็นเมทรกิซข์นาด 𝑛 × 𝑛    และ  𝑘 เป็นตวัเลขอะไรก็ไดท้ีม่าคณูเมทรกิซ ์

 เพราะ  𝑘𝐴  คือ เอา 𝑘 คณูทกุแถว  ท าให ้ det(𝑘𝐴) เพิ่มเป็น  𝑘𝑛  เทา่ของของเดิม 

 เช่น ถา้ก าหนดให ้ det(𝐴)  =  |
−2 1 −1
−1 3 2
1 1 1

|  =  5 

  จะได ้ det(2𝐴) = |
−4 2 −2
−2 6 4
2 2 2

|  =  23 × 5  =  40 

 

• ถา้  𝐴 มีสมาชิกใตแ้นวเฉียงลง เป็น 0 หมด (หรอืเหนือแนวเฉียงลง เป็น 0 หมด) 
 จะได ้ det(𝐴) = ผลคณูสมาชิกในแนวเฉียงลง 

 เช่น |
2 2 1
0 −3 −1
0 0 5

|  =  (2)(−3)(5)  =  −30 

  |

−1 0 0 0
2 −2 0 0

−1 5 2 0
−2 3 0 3

|  =  (−1)(−2)(2)(3)  =  12 

 

• ถา้  เอาแถวหนึง่ บวกหรอืลบดว้ย (𝑘 คณูอีกแถว)   หรอื  เอาหลกัหนึง่ บวกหรอืลบดว้ย (𝑘 คณูอีกหลกั) 

 เมื่อ 𝑘 เป็นตวัเลขอะไรก็ตาม  จะไมท่ าให ้คา่ det เปลีย่น 

 เช่น  เมทรกิซ ์ [
1 3 −1

−1 3 2
−2 −1 3

]  เอาแถว 3 บวกดว้ย 2 คณูแถว 1 จะไดเ้ป็น  [
1 3 −1

−1 3 2
0 5 1

] 

 จากสมบตัิขอ้นี ้จะได ้ [
1 3 −1

−1 3 2
−2 −1 3

]  และ  [
1 3 −1

−1 3 2
0 5 1

]  มี det เทา่กนั 

 ประโยชนข์องสตูรนี ้เพื่อใชเ้ปลีย่นรูปเมทรกิซท์ีจ่ะหา det ให ้“มี 0 เยอะๆ” ก่อน  เพื่อหา det ไดง้่ายขึน้ 
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 หมายเหต ุ:  เรานิยมใช ้ 𝑅  เป็นสญัลกัษณแ์ทน “แถว”  และ  𝐶  เป็นสญัลกัษณแ์ทน “หลกั” 
 เช่น 𝑅1  แทน แถวที่ 1  ,    𝑅3  แทน แถวที่ 3  ,    𝐶2  แทน หลกัที่ 2 
  𝑅3 + 2𝑅1  แทน  “เอาแถว 3 บวกดว้ย 2 คณูแถว 1” 
 ตวัอยา่งการใชส้ญัลกัษณ ์ในสมบตัินี ้เช่น 

 |
1 3 −1

−1 3 2
−2 −1 3

|    𝑅3 + 2𝑅1

=
    |

1 3 −1
−1 3 2
0 5 1

| 𝐶2 − 3𝐶1

=
    |

1 0 −1
−1 6 2
0 5 1

| 

   𝑅2 + 𝑅1

=
     |

1 0 −1
0 6 1
0 5 1

| 

 

ตวัอยา่ง  จงหาคา่ของ  |
1 1 2 −3
1 2 1 −1

−2 −1 1 3
0 −1 2 −1

| 

วิธีท า ขอ้นี ้เป็น  4 × 4  ตอ้งหาดว้ยโคแฟกเตอร ์ โดยเราจะเปลีย่นรูปเมทรกิซใ์หม้ี 0 เยอะๆ ก่อน ดงันี ้

 |

1 1 2 −3
1 2 1 −1

−2 −1 1 3
0 −1 2 −1

|    
𝑅2 − 𝑅1

𝑅3 + 2𝑅1

=
    |

1 1 2 −3
0 1 −1 2
0 1 5 −3
0 −1 2 −1

|    
𝑅3 − 𝑅2

𝑅4 + 𝑅2

=
    |

1 1 2 −3
0 1 −1 2
0 0 6 −5
0 0 1 1

| 

หา det โดยใชห้ลกัที่ 1  จะได ้ C11(𝐴)  =  M11(𝐴)  =  (6) − (−5)  =  11 
ดงันัน้  det  =  (1)(11)  =  11  # 

 
 

แบบฝึกหดั 

5. ก าหนดให ้ 𝐴 = [
1 2
3 4

] ,  𝐵 = [
0 1

−1 2
]  และ  𝐶 = [

−1 0
0 2

]    คา่ของ  det[𝐴(𝐵 + 𝐶)]  เทา่กบัเทา่ใด 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

6. ก าหนดให ้ 𝐴 = [
0 1
0 1

]    𝐵 = [
1 1
0 0

]  และ  𝐶 = [
1 −1
0 2

] 

 คา่ของ  det(2𝐴𝑡 + 𝐵𝐶2 + 𝐵𝑡𝐶)  เทา่กบัเทา่ได    [PAT 1 (ก.ค. 53)/12] 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



18    ระบบสมการเชิงเสน้ และเมทรกิซ ์

7. ก าหนดเมทรกิซ ์𝐴 และ 𝐵 ดงันี ้

 𝐴 = [
𝑥2 −2√2

2√2 𝑥
] และ 𝐵 = [

−2 −4𝑥
2 0

] โดยที่ 𝑥 เป็นจ านวนจรงิ 

 ถา้ det(2𝐴) = −76 แลว้ 

 เมทรกิซ ์𝐶 ในขอ้ใดตอ่ไปนี ้ท่ีท าใหค้า่ของ det(𝐵𝐶) อยูภ่ายในช่วง (−100,  − 50)    [A-NET 51/1-17] 

 1. 𝐶 = [
1 −1
1 2

] 2. 𝐶 = [
−1 2
1 1

] 3. 𝐶 = [
2 1

−1 4
] 4. 𝐶 = [

2 1
3 −1

] 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

8. ก าหนดให ้ 𝐴 = [
1 −2
0 −1

] ,  I = [
1 0
0 1

]  และ  𝐵 เป็นเมทรกิซใ์ดๆ มมีิติ 2 × 2 

 ให ้𝑥 เป็นจ านวนจรงิที่สอดคลอ้งกบั  det(𝐴2 + 𝑥I) = 0  ขอ้ใดถกูตอ้งบา้ง    [PAT 1 (มี.ค. 57)/7] 

 1. det(𝐴 + 𝑥I) = 0 2. det(𝐴2 + 𝑥I − 𝐵) = det(𝐵𝑡) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

9. ขอ้ใดถกูตอ้งบา้ง    [PAT 1 (เม.ย. 57)/27] 

 1. ถา้  𝐴 = [
0 0 𝑎
𝑏 0 0
0 𝑐 0

]  เมื่อ 𝑎, 𝑏, 𝑐 เป็นจ านวนจรงิบวกที่ 𝑎𝑏𝑐 = 1 

  และ I เป็นเมทรกิซเ์อกลกัษณก์ารคณู มิติ 3 × 3  แลว้  det(𝐴2 + 𝐴 + I) = 0 

 2. ให ้ 𝐴 = [

𝑎1 𝑎2 𝑎3

𝑏1 𝑏2 𝑏3

𝑐1 𝑐2 𝑐3

]  และ  𝐵 = [

𝑎1 + 2𝑏1 − 3𝑐1 𝑎2 + 2𝑏2 − 3𝑐2 𝑎3 + 2𝑏3 − 3𝑐3

2𝑏1 2𝑏2 2𝑏3

3𝑐1 3𝑐2 3𝑐3

] 

  เมื่อ  𝑎1, 𝑎2, 𝑎3, 𝑏1, 𝑏2, 𝑏3, 𝑐1, 𝑐2, 𝑐3  เป็นจ านวนจรงิ ถา้ det(𝐴) = 3 แลว้ det(𝐵) = −18 
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10. ถา้ 𝑎 และ 𝑏 เป็นจ านวนจรงิที่สอดคลอ้งกบั  |
1 𝑏 0
𝑎 4 1
5 𝑎 −𝑎

| = −17 

 แลว้คา่ของ  |
5 + 2𝑎 2 5
8 + 𝑎 2𝑏 𝑎
2 − 𝑎 0 −𝑎

|  เทา่กบัเทา่ใด    [PAT 1 (ต.ค. 58)/36] 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

11. ก าหนดให ้𝐴 และ 𝐵 เป็นเมทรกิซ ์มมีิติ 3×3 โดยที่ det(𝐴) = 2 และ 𝐵 = [
1 3 2
0 −1 𝑥
0 −2 𝑦

] เมื่อ 𝑥 และ 𝑦 เป็น

จ านวนจรงิ  ถา้  𝐴𝐵 + 3𝐴 = 2I  เมื่อ I เป็นเมทรกิซเ์อกลกัษณ ์ท่ีมีมติิ 3×3 แลว้  𝑥 + 𝑦 เทา่กบัเทา่ใด 

 [PAT 1 (มี.ค. 56)/13] 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

12. ก าหนดให ้𝑎, 𝑏 เป็นจ านวนจรงิ และ 𝐴 = [
1 𝑎
1 𝑏

] ,  𝐵 = [
1 −3
2 3

] 

 ถา้ (𝐴 + 𝐵)2 − 2𝐴𝐵 = 𝐴2 + 𝐵2 แลว้ det (𝐴) เทา่กบัเทา่ได    [A-NET 50/1-6] 
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13. ก าหนดให ้𝐴 = [
𝑥 1 1
3 1 1
𝑥 0 −1

] ถา้ C12(𝐴) = 4 แลว้ det(2𝐴) มีคา่เทา่ใด    [A-NET 50/2-4] 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

14. ก าหนดให ้𝐴 = [
1 2 −1
2 𝑥 2
2 1 𝑦

]  โดยที่ 𝑥 และ 𝑦 เป็นจ านวนจรงิ 

 ถา้ C11(𝐴) = 13  และ  C21(𝐴) = 9  แลว้  det(𝐴) มีคา่เทา่กบัเทา่ใด    [PAT 1 (มี.ค. 52)/21] 
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อินเวอรส์การคณู 

 
อินเวอรส์การคณู ของ 𝐴  แทนดว้ยสญัลกัษณ ์ 𝐴−1  หมายถงึ เมทรกิซท์ีค่ณู 𝐴  แลว้หกักนักลายเป็นเอกลกัษณ ์ I 

(ไมว่า่จะคณูทางซา้ย หรอืคณูทางขวาก็ตาม) 

เช่น อินเวอรส์การคณูของ [ 2 3
−2 −4

]  คือ  [ 2 3/2
−1 −1

] 

 เพราะ  [ 2 3
−2 −4

] ∙ [
2 3/2

−1 −1
]   =   [

1 0
0 1

]   =   [
2 3/2

−1 −1
] ∙ [

2 3
−2 −4

] 

 

สตูรส าหรบัหาอินเวอรส์การคณู มีดงันี ้   (เฉพาะเมทรกิซจ์ตัรุสัเทา่นัน้ ที่จะหาอินเวอรส์การคณูได)้ 

• กรณี 1 × 1:  ถา้  𝐴 = [ 𝑎 ]  จะได ้ 𝐴−1 = [ 
1

𝑎
 ] 

 เช่น [ 3 ]−1  =  [
1

3
]    ,        [ −√2 ]

−1
  =  [−

1

√2
]    ,        [ 0 ]−1  =  หาอินเวอรส์ไมไ่ด ้

 

• กรณี 2 × 2:  ถา้  𝐴 = [
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

]  จะได ้ 𝐴−1 =
1

det𝐴
[
𝑑 −𝑏
−𝑐 𝑎

] 

 เช่น [
2 3

−2 −4
]
−1

  =  
1

(2)(−4)−(−2)(3)
[
−4 −3
2 2

]    =  −
1

2
[
−4 −3
2 2

] 

  [
3 −2

−2 1
]
−1

  =  
1

(3)(1)−(−2)(−2)
[
1 2
2 3

]    =  −[
1 2
2 3

]    =  [
−1 −2
−2 −3

] 

  [
−1 −2
3 6

]
−1

  =  
1

(−1)(6)−(3)(−2)
[

6 2
−3 −1

]    =  หาอินเวอรส์ไมไ่ด ้

 

• กรณี 3 × 3 ขึน้ไป สตูรส าหรบัหา 𝐴−1 จะเริม่ซบัซอ้น และไมม่ีใหท้อ่ง 
 

จะเห็นวา่ ในกรณีที่  det 𝐴 = 0  เวลาแทนสตูร จะได ้สว่นเป็น 0  ท าใหห้าคา่  𝐴−1  ไมไ่ด ้

ในกรณีนี ้ใหต้อบวา่  𝐴 ไมม่ีอินเวอรส์การคณู 
 ถา้ 𝐴−1 หาคา่ไมไ่ด ้ เราจะกลา่ววา่  𝐴 เป็นเมทรกิซเ์อกฐาน  (Singular Matrix) 

 ถา้ 𝐴−1 หาคา่ได ้ เราจะกลา่ววา่  𝐴 เป็นเมทรกิซไ์มเ่อกฐาน  (Non-singular Matrix) 
 
 

แบบฝึกหดั 

1. จงพิจารณาวา่ เมทรกิซต์อ่ไปนี ้เป็น Singular หรอื Non-singular  พรอ้มทัง้หาอินเวอรส์ ถา้เป็น Non-singular 

 1. [
1

3
] 2. [

2 1
2 −1

] 

 
 
 
 
 

 3. [
2 −8

−1 4
] 4. [

3 −1
0 2

] 
 
 
 
 
 
 
 



22    ระบบสมการเชิงเสน้ และเมทรกิซ ์

นอกจากนี ้เรายงัมีอกีวิธีทีจ่ะหา  𝐴−1  ได ้โดยใชโ้คแฟกเตอร ์มาสรา้ง “เมทรกิซผ์กูพนั”  ซึง่มีขัน้ตอนดงันี ้
1. หาโคแฟกเตอรข์องสมาชิก “ทกุตวั” ของ 𝐴  แลว้น าโคแฟกเตอรเ์หลา่นัน้ มาสรา้งเป็นเมทรกิซ ์

 เช่น ถา้  𝐴 = [
2 3

−2 −4
]  จะได ้ C11(𝐴)  = −4 C12(𝐴)  =  2 

   C21(𝐴)  =  −3 C22(𝐴)  =  2  

  น าโคแฟกเตอรม์าสรา้งเป็นเมทรกิซ ์จะได ้ [
−4 2
−3 2

] 

 

  ถา้  𝐴 =   จะได ้ C11(𝐴)  =  1 C12(𝐴)  =  −2 C13(𝐴)  =  2 

    C21(𝐴)  =  2 C22(𝐴)  =  2 C23(𝐴)  = 1  

    C31(𝐴)  =  1 C32(𝐴)  =  1 C33(𝐴)  =  2  

 น าโคแฟกเตอรม์าสรา้งเป็นเมทรกิซ ์จะได ้ [
1 −2 2
2 2 1
1 1 2

] 

 

2. น าเมทรกิซข์องโคแฟกเตอรใ์นขัน้ที่ 1 มาทรานสโพส 

เราจะเรยีกเมทรกิซท์ี่ได ้วา่  “เมทรกิซผ์กูพนั” (Adjoint matrix) ของ 𝐴  แทนไดด้ว้ยสญัลกัษณ ์ adj(𝐴) 

 เช่น ถา้  𝐴 = [
2 3

−2 −4
]    จะได ้ 𝐶(𝐴)  =  [

−4 2
−3 2

]    ดงันัน้  adj(𝐴) =  [
−4 −3
2 2

] 

  ถา้  𝐴 = [
1 −1 0
2 0 −1

−2 1 2
]    จะได ้ 𝐶(𝐴)  =  [

1 −2 2
2 2 1
1 1 2

]    ดงันัน้  adj(𝐴) =  [
1 2 1

−2 2 1
2 1 2

] 

 

3. สดุทา้ย  ตอบ  𝐴−1 =
1

det(𝐴)
∙ adj(𝐴) 

 เช่น ถา้  𝐴 = [
2 3

−2 −4
]    จะได ้ 𝐴−1 =  −

1

2
[
−4 −3
2 2

] 

 ถา้  𝐴 = [
1 −1 0
2 0 −1

−2 1 2
]    จะได ้ 𝐴−1 =  1

3
[

1 2 1
−2 2 1
2 1 2

] 

 

ตวัอยา่ง  จงพิจารณาวา่  [
−1 2 0
0 2 1
1 −1 −1

]  เป็นเมทรกิซเ์อกฐานหรอืไม ่ ถา้ไม ่จงหาอินเวอรส์การคณู 

วิธีท า จะหาวา่เป็นเมทรกิซเ์อกฐานหรอืไม ่ตอ้งพิจารณาวา่  det = 0  หรอืไม ่

|
−1 2 0
0 2 1
1 −1 −1

|  =  (2 + 2) − (1)  =  3  ดงันัน้ เป็น Non-singular  หาอินเวอรส์ได ้

หาโคแฟกเตอรข์องทกุตวั แลว้น ามาสรา้งเมทรกิซ ์จะได ้ [
−1 1 −2
2 1 1
2 1 −2

] 

จะได ้ adj(𝐴) =  [
−1 2 2
1 1 1

−2 1 −2
]    ดงันัน้  𝐴−1 =  1

3
[
−1 2 2
1 1 1

−2 1 −2
] # 

 
 
 
 
 

[
1 −1 0
2 0 −1

−2 1 2
]  
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แบบฝึกหดั 
2. จงหาอินเวอรส์การคณูของเมทรกิซต์อ่ไปนี ้

 1. [
2 −1 0
2 3 1
1 2 0

] 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 2. [
1 1 2
0 2 −1

−1 3 1
] 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

สดุทา้ย สมบตัิของอินเวอรส์มีดงันี ้
• det(𝐴−1)  =  

1

det(𝐴)
 

 เช่น ถา้ตอ้งการหา  det ([
2 −1
1 −1

]
−1

)  ท าแบบตรงๆก็ตอ้งไปหา  [2 −1
1 −1

]
−1

 ก่อน แลว้คอ่ยหา det 

  [
2 −1
1 −1

]
−1

 =  
1

−1
[
−1 1
−1 2

]    =  [
1 −1
1 −2

]    แลว้คอ่ยหา det ได ้(1)(−2) − (1)(−1)  =  −1 

  หรอืจะใชส้มบตัิ  det(𝐴−1) = 
1

det(𝐴)
  ก็ได ้ จะได ้ det ([

2 −1
1 −1

]
−1

)  =  
1

|
2 −1
1 −1

|
  =  −1 

  จะเห็นวา่แบบหลงันี ้เราไมต่อ้งเหน่ือยหา  𝐴−1 
 

• (𝐴𝐵)−1 = 𝐵−1𝐴−1 (ขอ้นี ้คลา้ยๆสมบตัิของทรานสโพส  (𝐴𝐵)𝑡 = 𝐵𝑡𝐴𝑡 ) 

 เช่น ([
2 1
3 0

] ∙ [
−1 2
4 3

])
−1

  =  [
−1 2
4 3

]
−1

∙ [
2 1
3 0

]
−1

 

 

• 𝐴 ∙ adj(𝐴)  =  adj(𝐴) ∙ 𝐴  =  det(𝐴) ∙ I  
 

• det(adj(𝐴))  =  (det(𝐴))𝑛−1    เมื่อ  𝐴  เป็นเมทรกิซม์ิติ  𝑛 × 𝑛 
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ตวัอยา่ง  ให ้ 𝐴 = [
1 −1
1 1

] ,  𝐵 = [
3 1
1 2

] ,  𝐶 = [
2 1
3 1

]    จงหา  det(𝐴2 ∙ adj(𝐵) ∙ 𝐶−1) 
วิธีท า เนื่องจาก  det  กระจายใน คณู ยกก าลงั อินเวอรส์ได ้

จะได ้ det(𝐴2 ∙ adj(𝐵) ∙ 𝐶−1) =  (det 𝐴)2 ∙ det(adj 𝐵) ∙ (det 𝐶)−1 

 =  (det 𝐴)2 ∙ (det 𝐵)2−1 ∙ (det 𝐶)−1  
 =       22       ∙      5             ∙       

1

−1
        =  −20  # 

 
 

แบบฝึกหดั 

3. ก าหนดให ้ 𝐴 = [
1 5
4 2

]  ,    𝐵 = [
2 3
1 −4

]   และ  𝐶 = [
2 −3
4 −6

]   จงหาวา่  𝐴𝐵𝐶  เป็นเมทรกิซเ์อกฐานหรอืไม ่
 
 
 
 
 
 
 
 
 

4. ให ้ 𝑆 เป็นเซตของจ านวนจรงิ 𝑥 ทัง้หมดที่ท  าใหเ้มทรกิซ ์ [
4 −2 7
𝑥 −1 3
2 0 𝑥

]  เป็นเมทรกิซเ์อกฐาน 

 และให ้𝑦 เทา่กบัผลบวกของสมาชิกทัง้หมดในเซต 𝑆 

 ถา้  𝐴 = [
𝑦 1

−1 𝑦
]  แลว้ คา่ของ  det(((𝐴𝑡)−1)𝑡)−1  เทา่กบัเทา่ใด    [PAT 1 (มี.ค. 56)/33] 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

5. ก าหนดให ้ 𝐴 = [
1 𝑎
𝑏 4

] ,  I = [
1 0
0 1

]  เมื่อ 𝑎 และ 𝑏 เป็นจ านวนจรงิที่ 𝑎𝑏 ≠ 0  และเมทรกิซ ์𝐴 สอดคลอ้งกบั
สมการ  2(𝐴 − I)−1 = 4I − 𝐴    ขอ้ใดถกูตอ้งบา้ง    [PAT 1 (เม.ย. 57)/7] 

 1. 𝑎𝑏  =  2 2. det(3𝐴2𝐴𝑡𝐴−1)  =  324 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 ระบบสมการเชิงเสน้ และเมทรกิซ ์ 25 

6. ก าหนดให ้ 𝐴, 𝐵 และ 𝐶  เป็นเมทรกิซม์มีิติ  3×3 โดยที่  det𝐵 ≠ 0  ถา้  𝐴 = [
−1 2 −3
2 1 1
3 −1 0

] 

 และ  det(𝐵𝑡𝐶𝐵−1) = −4    แลว้  det(𝐶𝑡𝐴𝐶)  เทา่กบัเทา่ใด    [PAT 1 (ต.ค. 55)/33] 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

7. ก าหนดให ้ 𝐴 = [
1 2 4

−3 8 0
1 2 −1

]  สมาชิกในแถวที่ 3 หลกัที่ 1 ของ 𝐴−1 เทา่กบัเทา่ใด 

 [PAT 1 (ต.ค. 52)/2-11] 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

8. ก าหนดให ้𝐴T = [
−2 2 3
1 −1 0
0 1 4

] สมาชิกในแถวที่ 2 และหลกัที่ 3 ของ 𝐴−1 เทา่กบัเทา่ใด 

 [PAT 1 (มี.ค. 52)/22] 
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9. ก าหนดให ้𝑥 เป็นจ านวนเต็มและ  𝐴 = [
2𝑥 1
𝑥 𝑥

]  เป็นเมทรกิซท์ีม่ี  det 𝐴 = 3  ถา้ 𝐵 เป็นเมทรกิซม์ีมิติ 2 × 2  
โดยที่  𝐵𝐴 + 𝐵𝐴−1  =  2I  เมื่อ I เป็นเมทรกิซเ์อกลกัษณก์ารคณูมติิ 2 × 2  แลว้คา่ของ det𝐵 อยูใ่นช่วงใด
ตอ่ไปนี ้   [PAT 1 (มี.ค. 54)/12] 

 1. [1, 2] 2. [−1, 0] 3. [0, 1] 4. [−2, −1] 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

10. ก าหนดให ้𝐴, 𝐵 และ 𝐶 เป็นเมทรกิซไ์มเ่อกฐาน (nonsingular matrix) มิติ 3 × 3 

  และ I เป็นเมทรกิซเ์อกลกัษณก์ารคณู มิติ 3 × 3 

 ถา้  𝐴 = [

𝑎 𝑏 𝑐
𝑑 𝑒 𝑓
𝑔 ℎ 𝑖

]  เมื่อ  𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒, 𝑓, 𝑔, ℎ และ 𝑖 เป็นจ านวนจรงิ  และ  𝐴3 = 2I ,  det(𝐶−1) = 4 และ 

 𝐵𝑡𝐶 = [

−3𝑔 −3ℎ −3𝑖
−𝑎 −𝑏 −𝑐
2𝑑 2𝑒 2𝑓

]    แลว้  det(𝐵)  เทา่กบัเทา่ใด    [PAT 1 (มี.ค. 55)/30] 

 
 
 
 
 
 
 
 

11. ก าหนดให ้𝐴 และ 𝐵 เป็นเมทรกิซจ์ตัรุสัมิติเทา่กนั โดยที่  det(𝐴) ≠ 0  และ  det(𝐵) ≠ 0 

 ถา้  det(𝐴−1 + 𝐵−1) ≠ 0  และ  det(𝐴 + 𝐵) ≠ 0  แลว้  (𝐴 + 𝐵)−1  ตรงกบัขอ้ใดตอ่ไปนี ้

 [PAT 1 (มี.ค. 57)/27] 
 1. 𝐵−1(𝐴−1 + 𝐵−1)𝐴−1 2. 𝐵−1(𝐴−1 + 𝐵−1)−1𝐴−1 

 3. 𝐵(𝐴−1 + 𝐵−1)𝐴 4. 𝐵(𝐴−1 + 𝐵−1)−1𝐴 
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12. ก าหนดให ้ 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑥 และ 𝑦 เป็นจ านวนจรงิ และ 

  𝐴 = [
1 𝑥
𝑦 −1

] ,  𝐵 = [
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

] ,  𝐶 = [
−1 0
0 1

]  และ  I = [
1 0
0 1

] 

 ถา้  𝐴2 = I  และ  𝐴𝐵 = 2𝐶  แลว้ คา่ของ  det(𝐵−1)  เทา่กบัเทา่ใด    [PAT 1 (มี.ค. 55)/13] 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

13. ถา้  det(2 [
0 𝑥 0
0 2 2
3 1 5

]

−1

) =
1

𝑥−1
  แลว้  𝑥  มีคา่เทา่กบัเทา่ใด    [PAT 1 (ต.ค. 52)/1-12] 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

14. ก าหนดเมทรกิซ ์𝐴 = [
2 𝑥 1

−1 0 1
1 − 𝑥 2 2𝑥

] โดยที่ 𝑥 เป็นจ านวนจรงิ 

 ถา้ C22(𝐴) = 14 แลว้ det(adj(𝐴)) มีคา่เทา่ใด    [A-NET 51/2-4] 
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15. ก าหนดให ้ 𝐴  เป็นเมทรกิซ ์ท่ีมมีิติ  3×3  และ  det(𝐴) ≠ 0  ขอ้ใดตอ่ไปนีเ้ป็นจรงิบา้ง    [PAT 1 (ต.ค. 55)/13] 

 1. (det(𝐴))3  =  det(adj(𝐴)) 

 2. ถา้  𝐴2 = 2𝐴  แลว้  det(𝐴) = 2 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

16. ก าหนดให ้𝐴 เป็นเมทรกิซท์ี่มมีิติ 2 × 2 และ det(𝐴) = 4 

 ถา้ I เป็นเมทรกิซเ์อกลกัษณแ์ละ 𝐴 − 3I เป็นเมทรกิซเ์อกฐาน แลว้ det(𝐴 + 3I) เทา่กบัเทา่ใด 

 [PAT 1 (ก.ค. 52)/21] 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

17. ก าหนดให ้𝐴 และ 𝐵 เป็นเมทรกิซม์ิต ิ3×3 โดยที ่ det(𝐴) > 0  ,    det(𝐴 adj 𝐴) − 2(det𝐴)2 − 3det 𝐴 = 0 

 และ  𝐴𝐵 = 𝐼  เมื่อ  𝐼 เป็นเมทรกิซเ์อกลกัษณก์ารคณู มิติ 3×3  ขอ้ใดตอ่ไปนีถ้กูตอ้งบา้ง 
 [PAT 1 (มี.ค. 58)/21] 

 1. 7det𝐵 − det 𝐴𝑡 < 0 

 2. det(2𝐴 − 3adj 𝐵) = 2 
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18. ก าหนดให ้ 𝐴  =  [
2𝑥 1 0
0 −1 3
0 0 −𝑥

]  และ  det(I − 𝐴−1) = 0 ,  𝑥 > 0 

 จงหาคา่ของ  det [
1

2
𝐴−1(3I − 2𝐴𝑡)]    [PAT 1 (ธ.ค. 54)/32] 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

19. ก าหนดให ้ 𝐴 = [
1 2
2 1

]  และ  𝐵 = [
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

]  เมื่อ  𝑎, 𝑏, 𝑐 และ 𝑑 เป็นจ านวนจรงิบวก  โดยที่  𝑎𝑏𝑐𝑑 = 9  และ  
𝑎𝑑 ≠ 𝑏𝑐    ถา้  𝐴𝐵−1 = 𝐵−1𝐴  และ  det(𝐴𝑡𝐵) = −24  แลว้คา่ของ  𝑎 + 𝑏 + 𝑐 + 𝑑  เทา่กบัเทา่ใด 

 [PAT 1 (ต.ค. 58)/26] 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

20. ให ้ 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑡  เป็นจ านวนจรงิ    ถา้  𝐴 = [
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

]  โดยที่  det 𝐴 = 𝑡 ≠ 0  และ  det(𝐴 + 𝑡2𝐴−1) = 0 

 แลว้คา่ของ  det(𝐴 − 𝑡2𝐴−1)  เทา่กบัเทา่ใด    [PAT 1 (ก.ค. 53)/31] 
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สมการเมทรกิซ ์

 
สมการเมทรกิซ ์จะคลา้ยๆกบัสมการท่ีเราเคยเจอ  เพียงแตค่ราวนีจ้ะเป็นเมทรกิซบ์วกลบคณูกนั 

โดยเรานิยมแทน เมทรกิซท์ี่เป็นตวัแปร ดว้ยตวัอกัษร  𝑋 

 

วิธีแก ้จะท าเหมือนตอนแกส้มการแบบเก่า คือใชว้ิธี “ยา้ยขา้ง”  ใหเ้หลอื 𝑋 แยกอยูต่วัเดยีว 
โดยในเรือ่งเมทรกิซ ์จะไมม่ีการ  “หาร 𝐴”  แตจ่ะใชว้ิธี  “คณู 𝐴−1”  แทน  เช่น 
 

เนื่องจากเมทรกิซส์ลบัท่ีการคณูไมไ่ด ้

ดงันัน้ ถา้ยา้ยจากรมิซา้ย ก็ตอ้งไปโปะรมิซา้ย      เช่น 
 ถา้ยา้ยจากรมิขวา ก็ตอ้งไปโปะรมิขวา 

 และ หา้มยา้ยเมทรกิซท์ี่คณูอยูต่รงกลาง 
 
 

ตวัอยา่ง  จงแกส้มการ    2𝑋 ∙ [
−2 1
0 2

] − [
−2 4
3 2

] = [
−2 6
1 0

] 
วิธีท า 
 
 
 
 
 
 
 
 
 # 
 
 

ตวัอยา่ง จงแกร้ะบบสมการ 
 
 
 

วิธีท า 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 # 
 
 

  𝐴𝑋 + 𝐵 =  𝐶 
  𝐴𝑋 =  𝐶 − 𝐵 
     𝑋 =  𝐴−1(𝐶 − 𝐵) 

 𝐴𝑋𝐵𝐶𝐷 =  𝐸𝐹 
 𝐴𝑋𝐵𝐶 =  𝐸𝐹𝐷−1 
 𝐴𝑋𝐵 =  𝐸𝐹𝐷−1𝐶−1 
 𝐴𝑋 =  𝐸𝐹𝐷−1𝐶−1𝐵−1 
    𝑋 =  𝐴−1𝐸𝐹𝐷−1𝐶−1𝐵−1 

2𝑋 ∙ [
−2 1
0 2

] =  [
−4 10
4 2

] 

  𝑋 ∙ [
−2 1
0 2

] =  [
−2 5
2 1

] 

  𝑋 =  [
−2 5
2 1

] ∙ [
−2 1
0 2

]
−1

 

 =  [
−2 5
2 1

] ∙ (−
1

4
) [

2 −1
0 −2

] 

 =  (−
1

4
) [

−4 −8
4 −4

]    =  [
1 2

−1 1
] 

2𝐴 − 3𝐵 =  [
−4 1
−3 −5

] … (1) 

3𝐴 + 2𝐵 =  [
7 8
2 −1

] … (2) 

2×(1) : 4𝐴 − 6𝐵 =  [
−8 2
−6 −10

] … (3) 

3×(2) : 9𝐴 + 6𝐵 =  [
21 24
6 −3

] … (4) 

(3)+(4) : 13𝐴 =  [
13 26
0 −13

] 

      𝐴 =    [
1 2
0 −1

] 

(2) : 3 [
1 2
0 −1

] + 2𝐵 =  [
7 8
2 −1

] 

                          2𝐵 =  [
4 2
2 2

] 

                            𝐵 =  [
2 1
1 1

] 
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แบบฝึกหดั 

1. จงหาคา่  𝑋  จากสมการ  𝐴𝑋𝐵 + 𝐶 = 2𝐷 

 เมื่อก าหนดให ้ 𝐴 = [
1 2

−2 1
] ,  𝐵 = [

2 1
−2 3

] ,  𝐶 = [
−6 5
−6 4

] ,  และ  𝐷 = [
4 −2
3 1

] 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

2. ก าหนดให ้𝑋 เป็นเมทรกิซท์ี่สอดคลอ้งกบัสมการ  [1 −2
4 3

] + 4𝑋 = [
2 1 −2
0 1 3

] [
3 2
1 4

−3 1
] 

 แลว้คา่ของ  det(2𝑋𝑡(𝑋 + 𝑋𝑡))  เทา่กบัเทา่ใด    [PAT 1 (ต.ค. 53)/36] 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

3. ก าหนดให ้ 𝐴 = [
1 1
1 −1

]  และ  𝐵 = [
𝑥 𝑦
𝑦 𝑧] 

 ถา้  𝐴−1𝐵𝐴 = [
−2 0
0 4

]  แลว้ คา่ของ 𝑥𝑦𝑧 เทา่กบัเทา่ใด    [PAT 1 (ต.ค. 53)/12] 
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4. ถา้ 𝐴 และ 𝐵 เป็นเมทรกิซซ์ึง่ 2𝐴 − 𝐵 = [
3 4
3 6

]  และ 𝐴 + 2𝐵 = [
−1 2
4 −2

] 

 แลว้ (𝐴𝐵)−1 คือเมทรกิซใ์นขอ้ใดตอ่ไปนี ้   [PAT 1 (ก.ค. 52)/23] 

 1. [
−

1

4
0

1 −1
] 2. [

−1 0

1 −
1

4

] 3. [
1

1

4

0 −1
] 4. [

1 −1

0 −
1

4

] 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

5. ให ้𝐴 และ 𝐵 เป็นเมทรกิซท์ีม่ีขนาด 2×2  โดยที่  2𝐴 − 𝐵 = [
−4 −4
5 6

]  และ  𝐴 − 2𝐵 = [
−5 −8
4 0

] 

 คา่ของ  det(𝐴4𝐵−1)  เทา่กบัเทา่ใด    [PAT 1 (มี.ค. 53)/31] 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

6. ก าหนดให ้𝐴 และ 𝐵 เป็นเมทรกิซม์ิต ิ2×2 โดยที่  𝐴𝐵 = [
1 2
3 4

]  และ  𝐴𝐵𝐴 = [
−1 2
−1 4

] 

 ขอ้ใดตอ่ไปนีถ้กูตอ้งบา้ง    [PAT 1 (มี.ค. 58)/18] 

 1. 𝐵𝐴𝐵  =  [
7 10
22 32

] 

 2. (𝐴 − 𝐵)(𝐴 + 𝐵)  ≠  𝐴2 − 𝐵2 
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7. ก าหนดให ้𝐴 เป็น 2 × 3 เมทรกิซ ์  𝐵 เป็น 3 × 2 เมทรกิซ ์ และ 𝐶 เป็น 2 × 2 เมทรกิซ ์ โดยที่  𝐴𝐵𝐶 = [
1 6
1 14

] 

 ขอ้ใดตอ่ไปนีถ้กูตอ้งบา้ง    [PAT 1 (พ.ย. 57)/26] 

 1. det(𝐴𝐵) − det(𝐵𝐴)  =  0 

 2. ถา้  𝐶 = [
−1 2
1 2

]  แลว้  𝐶𝐴𝐵 = [
5 7
6 10

] 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

8. ก าหนดให ้ 𝐴 = [
0 3
𝑎 𝑏

] ,  𝑎 ≤ 0      𝐵 เป็นเมทรกิซม์ติิ 2×2    และ  I เป็นเมทรกิซเ์อกลกัษณ ์มติิ 2×2 

 ถา้  𝐴2𝐵 = I  และ  2𝐴−1 − 3𝐵 = I  แลว้ จงหาคา่ของ  2𝑎 + 3𝑏    [PAT 1 (ธ.ค. 54)/10] 
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เมทรกิซแ์ตง่เติม 

 
ในหวัขอ้ที่แลว้ เราไดเ้รยีนวิธีแกส้มการเมทรกิซไ์ป ซึง่ขัน้ตอนท่ีใชแ้รงมากที่สดุ คือตอนหาอินเวอรส์การคณู 
ในเรือ่งนี ้เราจะเรยีนอีกเทคนิคในการแกส้มการ  𝐴𝑋 = 𝐵  โดยใช ้ “เมทรกิซแ์ตง่เติม”  ซึง่มีขัน้ตอนดงันี ้
1. น าสมการเมทรกิซ ์ 𝐴𝑋 = 𝐵  มาสรา้งเมทรกิซแ์ตง่เตมิ  ซึง่มีรูปแบบคือ    [ 𝐴 | 𝐵 ] 

 เช่น [
−2 2
1 3

] ∙ 𝑋 = [
8
8
] →  [

−2 2
1 3

  |  
8
8
 ] 

  [
2 −2 0
2 1 3
1 3 1

] ∙ 𝑋 = [
−2 −6 0
7 3 0
5 6 3

] →  [
2 −2 0
2 1 3
1 3 1

  |  
−2 −6 0
7 3 0
5 6 3

] 

 

2. แปลงรูปสว่นซา้ยในเมทรกิซแ์ตง่เติมใหเ้ป็นเมทรกิซเ์อกลกัษณ ์ [1 0
0 1

] ,  [
1 0 0
0 1 0
0 0 1

] , …  โดยใชว้ิธีตอ่ไปนี ้

 • เอาตวัเลขอะไรก็ได ้มาคณูหรอืหารแถวไหนก็ได ้ทัง้แถว 

 • สลบัสองแถวไหนก็ได ้

 • เอาแถวไหนก็ได ้บวกหรอืลบดว้ย (𝑘 คณูอีกแถว)  เมื่อ 𝑘 เป็นตวัเลขอะไรก็ได ้

 เมื่อแปลงส าเรจ็ จะได ้เมทรกิซส์ว่นขวา เป็นคา่ 𝑋 ที่ตอ้งการ 
 

ตวัอยา่ง จงหาคา่ 𝑋 จากสมการ  [−2 2
1 3

] ∙ 𝑋  =  [
8
8
] 

วิธีท า สรา้งเมทรกิซแ์ตง่เติม ไดเ้ป็น  [−2 2
1 3

  |  
8
8
 ]   จากนัน้ เราจะเปลีย่นสว่นซา้ย ใหก้ลายเป็น  1 0

0 1
  ดงันี ้

    [
−2 2
1 3

  |  
8
8
 ] −

1

2
𝑅1

~
 [ 

1 −1
1 3

  |  
−4
8

 ] 

  𝑅2 − 𝑅1

~
 [ 

1 −1
0 4

  |  
−4
12

 ] 

  
1

4
𝑅2

~
 [ 

1 −1
0 1

  |  
−4
3

 ] 

  𝑅1 + 𝑅2

~
 [ 

1 0
0 1

  |  
−1
3

 ] ดงันัน้ ค าตอบคือ  𝑋  =  [
−1
3

] # 

 

จะเห็นวา่ สิง่ที่ยากในเรือ่งนี ้คือ การแปลงสว่นซา้ยใหเ้ป็นเมทรกิซเ์อกลกัษณ ์

หลกัในการแปลงคือ เราจะ แปลงทีละหลกั จะเริม่จากหลกัไหนกอ่นก็ได ้ (นิยมท าหลกัที่คิดเลขไดง้่ายๆก่อน) 
โดยในแตล่ะหลกั เราจะแปลงใหไ้ด ้1 ในหลกันัน้ๆก่อน จากนัน้ ใช ้1 ที่ได ้ไปหกัลบแถวอื่นใหก้ลายเป็น 0 

เช่น กรณี 2 × 2 : 

  ? ?
? ?

    →    
1 ?
? ?

    →    
1 ?
0 ?

    →    
1 ?
0 1

    →    
1 0
0 1

 

 กรณี 3 × 3 : 

  
? ? ?
? ? ?
? ? ?

    →    
1 ? ?
? ? ?
? ? ?

    →    
1 ? ?
0 ? ?
0 ? ?

    →    
1 ? ?
0 1 ?
0 ? ?

    →    
1 0 ?
0 1 ?
0 0 ?

    →    
1 0 ?
0 1 ?
0 0 1

    →    
1 0 0
0 1 0
0 0 1

 

 หรอื  3 × 3  แบบไมเ่รยีงหลกั แบบนีก็้ได ้

  
? ? ?
? ? ?
? ? ?

    →    
? ? ?
? 1 ?
? ? ?

    →    
? 0 ?
? 1 ?
? 0 ?

    →    
? 0 ?
? 1 ?
? 0 1

    →    
? 0 0
? 1 0
? 0 1

    →    
1 0 0
? 1 0
? 0 1

    →    
1 0 0
0 1 0
0 0 1
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ตวัอยา่ง จงหาคา่ 𝑋 จากสมการ  [
2 −2 0
2 1 3
1 3 1

] ∙ 𝑋 = [
−2 −6 0
7 3 0
5 6 3

] 

วิธีท า     [
2 −2 0
2 1 3
1 3 1

  |  
−2 −6 0
7 3 0
5 6 3

 ] 𝑅1 ↔ 𝑅3

~
 [

1 3 1
2 1 3
2 −2 0

  |
5 6 3
7 3 0

−2 −6 0
 ] 

 
𝑅2 − 2𝑅1

𝑅3 − 2𝑅1

~
 [

1 3 1
0 −5 1
0 −8 −2

  |  
5 6 3

−3 −9 −6
−12 −18 −6

 ] 

 𝑅2 ↔ 𝑅3

~
 [

1 3 1
0 −8 −2
0 −5 1

  |  
5 6 3

−12 −18 −6
−3 −9 −6

 ] 

 
𝑅1 − 𝑅3

𝑅2 + 2𝑅3

~
 [

1 8 0
0 −18 0
0 −5 1

  |  
8 15 9

−18 −36 −18
−3 −9 −6

 ] 

 −
1

18
𝑅2

~
 [

1 8 0
0 1 0
0 −5 1

  |  
8 15 9
1 2 1

−3 −9 −6
 ] 

 
𝑅1 − 8𝑅2

𝑅3 + 5𝑅2

~

 [
1 0 0
0 1 0
0 0 1

  |  
0 −1 1
1 2 1
2 1 −1

 ] 

ดงันัน้ ค าตอบคือ  𝑋 = [
0 −1 1
1 2 1
2 1 −1

] # 

 
 

แบบฝึกหดั 

1. จงแกส้มการตอ่ไปนี ้โดยใชเ้มทรกิซแ์ตง่เติม 

 1. [
2 3
1 −2

] ∙ 𝑋 = [
7

−7
] 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 2. [
3 −2
1 1

] ∙ 𝑋 = [
−2 1
6 −3

] 
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 3. [
1 −2 3
2 1 0

−1 2 1
] ∙ 𝑋 = [

−9
8
5

] 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

2. ก าหนดให ้𝐴 = [
3 𝑥 3
2 0 9
1 1 2

] เมื่อ 𝑥 เป็นจ านวนจรงิ 

 ถา้ [
3 𝑥 3
2 0 9
1 1 2

  |  
1 0 0
0 1 0
0 0 1

] ∼ [
1 0 0
0 1 0
0 0 1

  |  
9 5 −36

−5 −3 21
−2 −1 8

] 

 แลว้ 𝑥 มีคา่เทา่กบัเทา่ใด    [A-NET 49/2-8] 
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ระบบสมการเชิงเสน้ 

 
ประโยชนอ์ยา่งหนึง่ของเมทรกิซ ์คือ สามารถน าไปใชแ้ก ้“ระบบสมการเชิงเสน้” ได ้

ตวัอยา่งระบบสมการเชิงเสน้ เชน่ และ 
 
 

ในสมยั ม.ตน้ เราไดเ้รยีนวิธีแกร้ะบบสมการพวกนีไ้ปแลว้ ดงันี ้
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

อยา่งไรก็ตาม เราสามารถแกร้ะบบสมการเหลา่นี ้โดยใชค้วามรูใ้นเรือ่งเมทรกิซม์าช่วยได ้
โดยก่อนอื่น เราตอ้งแปลงระบบสมการเชิงเสน้ ใหก้ลายเป็นสมการเมทรกิซ ์
โดยรูปแบบของสมการเมทรกิซ ์คือ    [สมัประสทิธ์ิ] ∙ [ตวัแปร]  =  [ตวัเลขทางขวา] 

 

เช่น แปลงเป็นสมการเมทรกิซไ์ด ้  [2 3
1 −2

] [
𝑥
𝑦]  =  [

1
4
] 

 

 แปลงเป็นสมการเมทรกิซไ์ด ้  [
1 1 1
2 0 1
1 3 −1

] [
𝑎
𝑏
𝑐
]  =  [

2
4

−4
] 

 

หลงัจากทีแ่ปลงเป็นสมการเมทรกิซแ์ลว้  คอ่ยใชค้วามรูใ้นเรือ่งสมการเมทรกิซ ์เพื่อหาคา่เมทรกิซต์วัแปร 
หมายเหต ุ: สงัเกตวา่ ถา้เราคณูเมทรกิซท์ี่ได ้แลว้จบัสมาชิกแตล่ะต าแหนง่มาเทา่กนั เราจะไดร้ะบบสมการอนัเดิม 
 

ตวัอยา่ง  จงแกร้ะบบสมการเชิงเสน้ 

 

วิธีท า แปลงเป็นสมการเมทรกิซไ์ดเ้ป็น         [
2 3
1 −2

] [
𝑥
𝑦] =   [

1
4
] 

ยา้ยขา้ง  [2 3
1 −2

] ไปเป็นอินเวอรส์ จะได ้ [
𝑥
𝑦] =   [

2 3
1 −2

]
−1

[
1
4
] 

 [
𝑥
𝑦] =   

1

−7
[
−2 −3
−1 2

] [
1
4
] 

 [
𝑥
𝑦] =   

1

−7
[
−14
7

]        =  [
2

−1
] 

ดงันัน้ จะได ้ 𝑥 = 2  และ  𝑦 = −1  เป็นค าตอบของระบบสมการ # 

 
 
 
 

 2𝑥 + 3𝑦 =  1 
 𝑥 − 2𝑦 =  4 

 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 =  2 
 2𝑎 + 𝑐 =  4 
 𝑎 + 3𝑏 − 𝑐 =  −4 

 2𝑥 + 3𝑦 =  1 (1) 
 𝑥 − 2𝑦 =  4 (2) 
(1) − 2(2) 7𝑦 =  −7 
 𝑦 =  −1 
(2) 𝑥 − 2(−1) =  4 
 𝑥 =  2 

 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 =  2 (1) 
 2𝑎 + 𝑐 =  4 (2) 
 𝑎 + 3𝑏 − 𝑐 =  −4 (3) 
(3) − 3(1) −2𝑎 − 4𝑐 =  −10  
 −𝑎 − 2𝑐 =  −5 (4) 
(2) + 2(4) −3𝑐 =  −6 
 𝑐 =  2 
(2) 2𝑎 + 2 =  4 
 𝑎 =  1 
(1) 1 + 𝑏 + 2 =  2 
 𝑏 =  −1 

 2𝑥 + 3𝑦 =  1 
 𝑥 − 2𝑦 =  4 

 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 =  2 
 2𝑎 + 𝑐 =  4 
 𝑎 + 3𝑏 − 𝑐 =  −4 

 2𝑥 + 3𝑦 =  1 
 𝑥 − 2𝑦 =  4 
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ตวัอยา่ง  จงแกร้ะบบสมการเชิงเสน้ 

 
 

วิธีท า แปลงเป็นสมการเมทรกิซไ์ดเ้ป็น    [
1 1 1
2 0 1
1 3 −1

] [
𝑎
𝑏
𝑐
]  =  [

2
4

−4
] 

จะยา้ยขา้ง  [
1 1 1
2 0 1
1 3 −1

]  ไปเป็นอินเวอรส์ก็ได ้ หรอืจะใชเ้มทรกิซแ์ตง่เตมิก็ได ้

ถา้ใชเ้มทรกิซแ์ตง่เติม จะได ้   [ 
1 1 1
2 0 1
1 3 −1

 | 
2
4

−4
 ] 

𝑅2 − 2𝑅1

𝑅3 − 𝑅1

~
 [ 

1 1 1
0 −2 −1
0 2 −2

 | 
2
0

−6
 ] 

 
1

2
𝑅3 ↔ 𝑅2

~
 [ 

1 1 1
0 1 −1
0 −2 −1

 | 
2

−3
0

 ] 

 
𝑅1 − 𝑅2

𝑅3 + 2𝑅2

~
 [ 

1 0 2
0 1 −1
0 0 −3

 | 
5

−3
−6

 ] 

 −
1

3
𝑅3

~
 [ 

1 0 2
0 1 −1
0 0 1

 | 
5

−3
2

 ] 

 
𝑅1 − 2𝑅3

𝑅2 + 𝑅3

~
 [ 

1 0 0
0 1 0
0 0 1

 | 
1

−1
2

 ] 

ดงันัน้ จะได ้ 𝑎 = 1 ,  𝑏 = −1  และ  𝑐 = 2  เป็นค าตอบของระบบสมการ # 

 

อยา่งไรก็ตาม นกัเรยีนสว่นใหญ่ มกันิยมใชว้ิธีเดิมในสมยั ม.ตน้ มากกวา่ การใชเ้มทรกิซ  ์

เพราะวธีิในสมยั ม.ตน้ จะยดืหยุน่ใหเ้ราคิดเลขนอ้ย และทดเลขไดค้ลอ่งตวักวา่ 

ดงันัน้ หากมีโจทยส์มการเมทรกิซข์อง ม.ปลาย เราจะนิยมแปลงใหเ้ป็นระบบสมการ แลว้ใชค้วามรู ้ม.ตน้ แก้ 
 
 

แบบฝึกหดั 
1. ถา้ 𝑥, 𝑦, 𝑧 เป็นจ านวนจรงิซึง่สอดคลอ้งกบัระบบสมการเชิงเสน้ 
 2𝑥 − 2𝑦 − 𝑧 = 1  
 𝑥 − 3𝑦 + 𝑧 = 7  
 −𝑥 + 𝑦 − 𝑧 = −5  
 แลว้ 1

𝑥
+

2

𝑦
+

3

𝑧
 เทา่กบัเทา่ใด    [PAT 1 (ก.ค. 52)/22] 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 =  2 
 2𝑎 + 𝑐 =  4 
 𝑎 + 3𝑏 − 𝑐 =  −4 
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2. ก าหนดให ้𝑥, 𝑦, 𝑧 สอดคลอ้งกบัระบบสมการ 
 2𝑥 − 2𝑦 − 𝑧 = −5  
 𝑥 − 3𝑦 + 𝑧 = −6  
 −𝑥 + 𝑦 − 𝑧 = 4  
 ขอ้ใดตอ่ไปนีถ้กู    [PAT 1 (มี.ค. 52)/23] 
 1. 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 = 6 2. 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 2 

 3. 𝑥𝑦𝑧 = 6 4. 𝑥𝑦

𝑧
= −2 

 
 
 
 
 
 
 
 

3. ถา้ 𝑥,  𝑦,  𝑧 สอดคลอ้งกบัระบบสมการ 
 𝑥 + 2𝑦 − 2𝑧 = −2  
 2𝑥 + 𝑦 + 2𝑧 = 5  
 𝑥 − 3𝑦 − 2𝑧 = 3  

 แลว้ ดีเทอรม์ิแนนต ์|
2 1 −3

−2 2 −2
𝑥 + 2𝑦 2𝑥 + 𝑦 𝑥 − 3𝑦

| มีคา่เทา่กบัเทา่ใด    [A-NET 49/1-4] 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

4. ก าหนดให ้ 𝑋 = [
𝑥
𝑦
𝑧
]  สอดคลอ้งกบัสมการ  𝐴𝑋 = 𝐶    เมื่อ 

  𝐴 = [
1 2 1

−2 0 1
0 1 2

] ,  𝐵 = [
1 −1 0
2 0 −1
1 4 0

]  และ  𝐶 = [
2

−2
3

] 

 ถา้  (2𝐴 + 𝐵)𝑋 = [
𝑎
𝑏
𝑐
]  แลว้  𝑎 + 𝑏 + 𝑐  เทา่กบัเทา่ใด    [PAT 1 (ต.ค. 52)/1-11] 
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กฎของเครเมอร ์
 
ส าหรบัคนท่ีชอบคณูเลข  หวัขอ้นีจ้ะมีวธีิแกร้ะบบสมการเชิงเสน้อีกแบบ โดยใช ้“กฎของเครเมอร”์  ซึง่มีขัน้ตอนดงันี ้
1. สรา้งสมการเมทรกิซ ์ 𝐴𝑋 = 𝐵  จากระบบสมการเชิงเสน้ท่ีโจทยใ์ห ้ (เหมอืนหวัขอ้ที่แลว้) 

 เช่น →           [
1 2
2 −1

] [
𝑥
𝑦] =   [

4
−7

] 

 

 →    [
2 −1 1

−3 −2 2
1 2 3

] [
𝑥
𝑦
𝑧
]  =  [

8
−5
4

] 

 

2. หา  det  ของเมทรกิซส์มัประสทิธ์ิ ท่ีอยูท่างซา้ย   (= det 𝐴) 

 จากนัน้ จะไดค้  าตอบ ในรูป   →   
เอา 𝐵 ไปทบัหลกัตา่งๆของ 𝐴 แลว้หา det

det 𝐴
 

 

 เช่น     [1 2
2 −1

] [
𝑥
𝑦] =   [

4
−7

] 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 จะไดค้  าตอบของระบบสมการ คอื  𝑥 = −2  และ  𝑦 = 3 

 

 เช่น      [
2 −1 1

−3 −2 2
1 2 3

] [
𝑥
𝑦
𝑧
]  =  [

8
−5
4

] 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 จะไดค้  าตอบของระบบสมการ คอื  𝑥 = 3 ,  𝑦 = −1  และ  𝑧  =  1 

 

หมายเหต ุ: ถา้  det 𝐴 = 0  จะท าใหต้วัสว่นเป็น 0 และไมส่ามารถค านวณคา่ 𝑥, 𝑦, 𝑧 ได ้

 ในกรณีนี ้จะเป็นไปได ้2 แบบ คือ ระบบสมการ “ไมม่ีค  าตอบ” หรอื “มีค  าตอบมากมายนบัไมถ่ว้น” 
 

 𝑥 + 2𝑦 =  4 
 2𝑥 − 𝑦 =  −7 

 2𝑥 − 𝑦 + 𝑧 =  8 
 −3𝑥 − 2𝑦 + 2𝑧 =  −5 
 𝑥 + 2𝑦 + 3𝑧 =  4 

det 𝐴 =  |
2 −1 1

−3 −2 2
1 2 3

| 

 =  (−12 − 2 − 6) − (−2 + 8 + 9) 
 =  −35 

𝑥 =  

|
8 −1 1

−5 −2 2
4 2 3

|

det𝐴
 

 =  
(−48−8−10)−(−8+32+15)

−35
 

 =       
−105

−35
             =  3 

𝑦 =  

|
2 8 1

−3 −5 2
1 4 3

|

det 𝐴
 

 =  
(−30+16−12)−(−5+16−72)

−35
 

 =          
35

−35
               =  −1 

𝑧 =  

|
2 −1 8

−3 −2 −5
1 2 4

|

det𝐴
 

 =  
(−16+5−48)−(−16−20+12)

−35
 

 =       
−35

−35
             =  1 

เอา  
8

−5
4

  ไปทบัหลกัตา่งๆของ 𝐴 

det 𝐴 =  |1 2
2 −1

| 

 =  −5 
เอา  4

−7
  ไปทบัหลกัตา่งๆของ 𝐴 

𝑥 =  
|
4 2

−7 −1
|

det 𝐴
 

 =  
10

−5
      =  −2 

𝑦 =  
|
1 4
2 −7

|

det𝐴
 

 =  
−15

−5
      = 3 
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แบบฝึกหดั 

1. จงแกร้ะบบสมการตอ่ไปนี ้โดยใชก้ฎของเครเมอร ์
 1. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 2.  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 2𝑥 − 𝑦 =  6  
 3𝑥 − 𝑦 =  7  

 2𝑥 + 𝑧 =   3  
 𝑥 + 𝑦 − 𝑧 =   6  
 3𝑧 − 𝑦 =  −6  
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เมทรกิซ ์

 

1. 1. [
−6
−4

] 2. [
−2 −3
−5 0

] 

2. 7, −2, 3, 3 3. 4 4. 3 

 

เมทรกิซค์ณูเมทรกิซ ์

 

1. 1. [
3 6 −1
0 2 3

] 2. คณูกนัไมไ่ด ้ 3. [
−2 4
4 2

] 4. คณูกนัไมไ่ด ้

 5. [−3] 6. [8] 7. คณูกนัไมไ่ด ้ 8. [
1 1
0 0

] 

 9. [
−1 2 −2
2 3 1
2 4 −3

] 10. [−1 −1
2 −2

] 11. [1 0
0 1

] 

2. 1. [
2 2
4 −2

] 2. [
4 −2
2 −4

] 3. [
−2 6
2 6

] 4. [
−2 6
2 6

] 

 5. [
3 7
3 −1

] 6. [
3 7
3 −1

] 7. [
2 4
2 −2

] 8. [
4 2

−2 −4
] 

3. 6 

 

ดีเทอรม์ิแนนต ์

 

1. 1. −13 2. 7 3. 21 4. −
1

2
 

 5. 8 6. −10 7. 0 8. 0 

2. 1. −2 2. 4 3. 1 4. 5 

3. 1. 3 2. 3 3. −2 4. 0 

4. 1. 8 2. −5 3. −10 

 4. −6 

ใชแ้ถวแรกหา det จะได ้=  (2)(−1)1+2 |

2 2 −1 1
0 3 0 0
1 3 3 0
2 2 0 1

| 

 =  (2)(−1)1+2(3)(−1)2+2 |
2 −1 1
1 3 0
2 0 1

| 

 =  (2)(−1)1+2(3)(−1)2+2((6 + 0 + 0) − (6 + 0 − 1)) 

 =                   (−6)                  (  1    )        =  −6 
 

5. 6 6. 2 7. 1 8. 1, 2 

9. 1 10. 68 11. −2.5 12. 3.5 

13. 16 14. 33 

 

อินเวอรส์การคณู 

 

1. 1. [3] 2. −
1

4
[
−1 −1
−2 2

] 3. Singular 4. 1

6
[
2 1
0 3

] 

ใชแ้ถว 2 หา det 
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2. 1. −
1

5
[
−2 0 −1
1 0 −2
1 −5 8

]  2. 1

10
[
5 5 −5
1 3 1
2 −4 2

] 

3. เป็น 4. 2 5. 2 6. 320 

7. 0.2 8. 2

3
 9. 3 10. 48 

11. 2 12. 0.25 13. 4 14. 36 

15. - 16. 26 17. 1 18. 5 

19. 8 20. 4 

 

สมการเมทรกิซ ์

 

1. [
−1 0
2 −2

] 

𝑋 = 𝐴−1(2𝐷 − 𝐶)𝐵−1 = (
1

1+4
) [

1 −2
2 1

] [
14 −9
12 −2

] (
1

6+2
) [

3 −1
2 2

] 

 = 
1

40
[
−10 −5
40 −20

] [
3 −1
2 2

] 

 = 
1

8
[
−2 −1
8 −4

] [
3 −1
2 2

] 

 = 
1

8
[
−8 0
16 −16

]    =  [
−1 0
2 −2

] 

 

2. 396 3. −3 4. 4 5. 32 

6. 1, 2 7. - 8. 4 

 

เมทรกิซแ์ตง่เติม 

 

1. 1. [
−1
3

] 2. [
2 −1
4 −2

] 3. [
2
4

−1
] 

2. 4 

 

ระบบสมการเชิงเสน้ 

 

1. 0 2. 1 3. 60 4. 9 

 

กฎของเครเมอร ์
 

1. 1. 𝑥 = 1 ,  𝑦 = −4 2. 𝑥 = 2 ,  𝑦 = 3, 𝑧 = −1 
 
 

เครดิต 

ขอบคณุ คณุ Jam Geejee 

และ คณุครูเบิรด์ จาก กวดวิชาคณิตศาสตรค์รูเบิรด์ ยา่นบางแค 081-8285490 

และ คณุ Theerat Piyaanangul ที่ช่วยตรวจสอบความถกูตอ้งของเอกสาร 
 


