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 ภาคตดักรวย 1 

ทบทวนเรขาคณิตวิเคราะห์ 

 
ระยะทางระหวา่งจดุ  (𝑥1, 𝑦1)  และ  (𝑥2, 𝑦2) 

หาได้จากสตูร  √(𝑥2 − 𝑥1)2 + (𝑦2 − 𝑦1)2 

(เอาจดุไหนเป็นตวัตัง้ จดุไหนเป็นตวัลบก็ได้ ได้ค าตอบเทา่กนั) 
 
 
 
 

จดุกึง่กลางระหวา่ง (𝑥1, 𝑦1) และ (𝑥2, 𝑦2) 

หาได้จากสตูร  (𝑥1+𝑥2

2
 ,

𝑦1+𝑦2

2
) 

 
 
 
 

ความชนัของเส้นตรงที่ผา่นจดุ (𝑥1, 𝑦1) และ (𝑥2, 𝑦2)  =  
𝑦2−𝑦1

𝑥2−𝑥1
        (หรือ  𝑦1−𝑦2

𝑥1−𝑥2
  ก็ได้) 

  เส้นตรงที่ขนานกนั จะมคีวามชนัเทา่กนั 

  เส้นตรงที่ตัง้ฉากกนั จะมคีวามชนัคณูกนัได้ −1 

 
 

สมการกราฟเส้นตรง 
  ผา่นจดุ (𝑥1, 𝑦1) และมีความชนั = 𝑚 →    

𝑦−𝑦1

𝑥−𝑥1
= 𝑚 

  มีความชนั = 𝑚  และ มีระยะตดัแกน Y คือ 𝑐 →   𝑦 = 𝑚𝑥 + 𝑐 

 
 
 

ระยะตัง้ฉาก จากจดุ (𝑥1, 𝑦1) 

ไปยงั เส้นตรง 𝐴𝑥 + 𝐵𝑦 + 𝐶 = 0 

หาได้จากสตูร  |𝐴𝑥1+𝐵𝑦1+𝐶|

√𝐴2+𝐵2
 

 
 
 
 

ระยะระหวา่งเส้นตรง 𝐴𝑥 + 𝐵𝑦 + 𝐶1  =  0 

 กบัเส้นตรง 𝐴𝑥 + 𝐵𝑦 + 𝐶2  =  0 

หาได้จากสตูร  |𝐶1−𝐶2|

√𝐴2+𝐵2
 

 
 
 
 
 
 
 
 

? 

𝐴𝑥 + 𝐵𝑦 + 𝐶1  =  0 

𝐴𝑥 + 𝐵𝑦 + 𝐶2  =  0 

(𝑥1, 𝑦1) 

? 
𝐴𝑥 + 𝐵𝑦 + 𝐶  =  0 

? 

(𝑥1, 𝑦1) 

(𝑥2, 𝑦2) 

(𝑥1, 𝑦1) 

(𝑥2, 𝑦2) 

( ? , ? ) 



2    ภาคตดักรวย 

วงกลม 
 
ที่ผา่นมา เราจะเจอแตส่มการกราฟ  𝐴𝑥 + 𝐵𝑦 + 𝐶 = 0  ที่ 𝑥 กบั 𝑦 เป็นก าลงัหนึง่ 
เร่ืองถดัจากนีไ้ป จะเร่ิมมีก าลงัสอง ซึง่กราฟท่ีได้ ก็จะไมเ่ป็นเส้นตรงอีกตอ่ไป 

กราฟท่ีต้องเรียน จะมีทัง้หมด 4 รูป คือ วงกลม  วงรี  พาราโบลา  และ ไฮเพอร์โบลา 

กราฟทัง้ 4 รูปนี ้จะเหมือนกบัหน้าตดัของกรวย ตอนถกูเฉือนบางสว่นออกไป  เราจึงนยิมเรียกเร่ืองนีว้า่ “ภาคตดักรวย” 
 

หวัข้อแรกจะพดูถงึ “กราฟวงกลม” 
สมบตัิที่ส าคญัของวงกลม คือ “ทกุจดุบนวงกลม จะอยูห่า่งจดุศนูย์กลางเทา่กบัความยาวรัศมเีสมอ” 
สมการกราฟวงกลม จะมีรูปแบบ คือ 

(𝑥 − ℎ)2 + (𝑦 − 𝑘)2  =  𝑟2    เมื่อ  ℎ, 𝑘, 𝑟 เป็นตวัเลข 

สตูร:  จดุศนูย์กลาง = (ℎ, 𝑘)    และ    รัศมี = 𝑟 

 

เช่น  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

อยา่งไรก็ตาม โจทย์มกัจะไมใ่จดบีอกสมการในรูป  (𝑥 − ℎ)2 + (𝑦 − 𝑘)2  =  𝑟2  มาให้ 

แตม่กัจะกระจายจนเละไมเ่หลอืเค้าเดิม เป็น  𝐴𝑥2 + 𝐵𝑦2 + 𝐶𝑥 + 𝐷𝑦 + 𝐸  =  0  ก่อน คอ่ยเอามาให้เรา 

หน้าที่ของเราคือ ต้องจดัรูป  𝐴𝑥2 + 𝐵𝑦2 + 𝐶𝑥 + 𝐷𝑦 + 𝐸  =  0  กลบัไปเป็นรูปง่ายๆก่อน ซึง่มขีัน้ตอนดงันี ้
 

1. ก าจดั  𝐴  กบั  𝐵  ที่คณูอยูก่บั  𝑥2  และ  𝑦2  ด้วยการหารตลอด 

ถ้าท าไมไ่ด้ แปลวา่สมการนีไ้มใ่ชก่ราฟวงกลม    (จะท าไมไ่ด้เมื่อ 𝐴 ≠ 𝐵) 
เช่น ถ้าโจทย์ให้สมการกราฟมาในรูป  3𝑥2 + 3𝑦2 − 18𝑥 + 6𝑦 + 18  =  0 

 เราจะเอา 3 หารตลอด เหลอื         𝑥2 +   𝑦2  −   6𝑥 +  2𝑦 +  6  =  0 

แต ่ 3𝑥2 + 2𝑦2 − 6𝑥 + 12𝑦 − 4  =  0 →  ไมใ่ช่วงกลม เพราะ 3 ≠ 2 

 2𝑥2 − 2𝑦2 − 18𝑥 + 6𝑦 − 2  =  0 →  ไมใ่ช่วงกลม เพราะ 2 ≠ −2 

 

2. จบักลุม่ 𝑥 ไว้ด้วยกนั    จบักลุม่ 𝑦 ไว้ด้วยกนั    กลุม่ที่เป็นตวัเลขแบบไมม่ี 𝑥 หรือ 𝑦 ให้ย้ายไปอีกฝ่ัง 
เช่นตวัอยา่งจากข้อทีแ่ล้ว 𝑥2 + 𝑦2 − 6𝑥 + 2𝑦 + 6 =  0 

จะได้เป็น (𝑥2 − 6𝑥) + (𝑦2 + 2𝑦) =  −6 

 
 

 𝑥2 + 𝑦2 =  9 

 จดุศนูย์กลาง =  (0, 0) 

 รัศม ี =  3 

(0,0) 

3 

(𝑥 − 1)2 + (𝑦 − 2)2  =  32  
 จดุศนูย์กลาง =  (1, 2) 

 รัศมี =  3 

(1,2) 

3 

(𝑥 + 1)2 + (𝑦 −
5

2
)

2

  =  16  

 จดุศนูย์กลาง =  (−1, 
5

2
 ) 

 รัศมี =  4 

(−1,
5

2
 ) 

4 
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3. เอากลุม่ 𝑥 และกลุม่ 𝑦  เข้าสตูร  น2 ± 2นล + ล2  =  (น ± ล)2 

โดยเติม  ล2  ที่ขาดไปให้กบัแตล่ะกลุม่ ทัง้สองข้างของสมการ 
เช่น 𝑥2 − 6𝑥  จดัให้เข้าสตูร  น2 − 2นล + ล2  ได้เป็น  𝑥2 − 2(𝑥)(3) + 32 

 𝑦2 + 2𝑦  จดัให้เข้าสตูร  น2 + 2นล + ล2  ได้เป็น  𝑦2 + 2(𝑦)(1) + 12 

 

จะได้ 

 
 
 

นัน่คือ  3𝑥2 + 3𝑦2 − 18𝑥 + 6𝑦 + 18  =  0  จดัรูปได้เป็น  (𝑥 − 3)2 + (𝑦 + 1)2  =  4 

ดงันัน้  3𝑥2 + 3𝑦2 − 18𝑥 + 6𝑦 + 18  =  0  เป็นวงกลมที่มีจดุศนูย์กลาง คือ (3, −1)  และ รัศมี  =  2 

 

ตวัอยา่ง  จงหาจดุศนูย์กลางและรัศมีของวงกลม  2𝑥2 + 2𝑦2 + 4𝑥 − 8𝑦 + 8  =  0  
วิธีท า จดัรูปจะได้ 

 
 
 
 

ดงันัน้ จะได้จดุศนูย์กลาง คือ (−1, 2)  และ รัศมี  =  1 # 

 

ตวัอยา่ง  จงหาจดุศนูย์กลางและรัศมีของวงกลม  4𝑥2 + 4𝑦2 + 4𝑥 − 15  =  0 
วิธีท า จดัรูปจะได้ 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

ดงันัน้ จะได้จดุศนูย์กลาง คือ (−
1

2
 , 0)  และ รัศมี  =  2 # 

 

ตวัอยา่ง  วงกลมวงหนึง่ มีสมการคือ  𝑥2 + 𝑦2 + 𝐶𝑥 + 𝐷𝑦 + 𝐸  =  0  ถ้าวงกลมนีม้ีจดุศนูย์กลางคือ (−3, 2)  และ
มีรัศมี 5 หนว่ย แล้ว  จงหาคา่ของ  𝐶 ,  𝐷  และ  𝐸 

วิธีท า วงกลมทีม่ี จดุศนูย์กลาง (−3, 2)  และมีรัศมี 5 หนว่ย คือ  (𝑥 + 3)2 + (𝑦 − 2)2  =  52 

 
 
 

เทียบกบั  𝑥2 + 𝑦2 + 𝐶𝑥 + 𝐷𝑦 + 𝐸  =  0  จะได้  𝐶 = 6 ,  𝐷 = −4  และ  𝐸 = −12 # 

 
 
 
 

เติมเอง เพ่ือให้เข้าสตูรได้ 

โดยเติมทัง้สองข้างของสมการ 

(𝑥2 − 6𝑥) + (𝑦2 + 2𝑦) =  −6 
(𝑥2 − 2(𝑥)(3) + 32) + (𝑦2 + 2(𝑦)(1) + 12) =  −6 + 32 + 12 
(𝑥 − 3)2 + (𝑦 + 1)2 =  4 

เติม เติม เติมอีกฝ่ังชดเชย 

 2𝑥2 + 2𝑦2 + 4𝑥 − 8𝑦 + 8 =  0 
 𝑥2 + 𝑦2 + 2𝑥 − 4𝑦 + 4 =  0 
 (𝑥2 + 2𝑥) + (𝑦2 − 4𝑦) =  −4 
 (𝑥2 + 2𝑥 + 12) + (𝑦2 − 4𝑦 + 22) =  −4 + 12 + 22 
 (𝑥 + 1)2 + (𝑦 − 2)2 =  1 

 4𝑥2 + 4𝑦2 + 4𝑥 − 15 =  0 

 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑥 −
15

4
 =  0 

 (𝑥2 + 𝑥) + 𝑦2 =  
15

4
 

 (𝑥2 + 2(𝑥) (
1

2
) + (

1

2
)

2

) + 𝑦2 =  
15

4
+ (

1

2
)

2

 

 (𝑥 +
1

2
)

2

+ 𝑦2 =  
15

4
+

1

4
 

 (𝑥 +
1

2
)

2

+ 𝑦2 =  4 

ข้อนี ้กลุม่  𝑦  มีแค ่ 𝑦2  ตวัเดียว 

แบบนีไ้มต้่องเอา 𝑦 เข้าสตูร น2 + 2นล + ล2 
ถึงเป็นเศษสว่น ก็ยงัท าเหมือนเดิม 

𝑥2 + 6𝑥 + 9 + 𝑦2 − 4𝑦 + 4 =  25 
𝑥2 + 𝑦2 + 6𝑥 − 4𝑦 − 12 =   0 



4    ภาคตดักรวย 

แบบฝึกหดั 

1. จงบอกจดุศนูย์กลาง และรัศมีของวงกลมตอ่ไปนี ้
 1. (𝑥 − 2)2 + (𝑦 + 1)2  =  4 2. (𝑥 + 2)2 + 𝑦2  =  2 

 
 
 
 

 3. 𝑥2 + 𝑦2 − 4𝑥 + 6𝑦 + 5  =  0 4. 𝑥2 + 𝑦2  =  2𝑦 + 3 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 5. 𝑥2 + 𝑦2 + 2𝑥 + 𝑦 − 1  =  0 6. 4𝑥2 + 4𝑦2 + 4𝑥 − 4𝑦 + 1  =  0 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

2. จงหาสมการวงกลม ท่ีมีจดุศนูย์กลาง (1, −1)  และมีรัศมียาว 3 

 
 
 
 
 

3. จงหาสมการวงกลม ท่ีมีจดุศนูย์กลาง (0, 2)  และผา่นจดุ (1, 1) 

 
 
 
 
 
 

4. จงหาสมการวงกลม ท่ีมีจดุศนูย์กลาง (0, 2) และมีเส้นตรง  𝑥 + 𝑦  =  6  เป็นเส้นสมัผสั 
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5. จงหาสมการวงกลม ท่ีมีจดุศนูย์กลางอยูบ่นแกน X  ซึง่มีรัศมียาว 1  และมีเส้นตรง  3𝑥 + 4𝑦  =  4  เป็นเส้นสมัผสั 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

6. จงหาสมการวงกลม ท่ีมีจดุศนูย์กลาง (1, −1) และสมัผสักบัเส้นตรง 𝑙  ซึง่มีความชนั = − 1

2
  ที่  𝑥  =  2 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

7. ให้  𝑎, 𝑏 และ 𝑐 เป็นจ านวนจริง  ถ้าวงกลม  𝑥2 + 𝑦2 + 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑐 = 0  มีจดุศนูย์กลางที่ (2, 1)  และมี
เส้นตรง  𝑥 − 𝑦 + 2 = 0  เป็นเส้นสมัผสัวงกลม แล้ว  |𝑎 + 𝑏 + 𝑐|  เทา่กบัเทา่ใด    [PAT 1 (ต.ค. 52)/2-7] 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



6    ภาคตดักรวย 

8. ก าหนดให้วงกลมรูปหนึง่มีจดุศนูย์กลางอยูท่ี่จดุ (2, 1)  ถ้าเส้นสมัผสัวงกลมทีจ่ดุ 𝑥 = 1 เส้นหนึง่มีความชนัเทา่กบั 
1

√3
 แล้ว จดุในข้อใดตอ่ไปนีอ้ยูบ่นวงกลมที่ก าหนด    [PAT 1 (มี.ค. 52)/16] 

 1. (0, 1) 2. (0, 2) 3. (1, 0) 4. (3, 0) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

9. ก าหนดให้เส้นตรง ℓ1 และ ℓ2 สมัผสัวงกลม (𝑥 − 5)2 + 𝑦2 = 20 ที่จดุ 𝑃 และ 𝑄 ตามล าดบั และจดุศนูย์กลาง
ของวงกลมอยูบ่นเส้นตรงที่ผา่นจดุ 𝑃 และ 𝑄 ถ้า ℓ1 มีสมการเป็น 𝑥 − 2𝑦 + 5 = 0 แล้วจดุในข้อใดตอ่ไปนีอ้ยูบ่น
เส้นตรง ℓ2    [PAT 1 (ก.ค. 52)/14] 

 1. (0,
5

2
) 2. (8, −1) 3. (1, −8) 4. (15, 0) 
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10. ถ้าจดุ (𝑎, 𝑏) เป็นจดุบนเส้นตรง  2𝑦 − 𝑥 + 6 = 0  ที่อยูใ่กล้จดุ  (3, 1)  มากที่สดุ 

 วงกลมทีม่ีจดุ (𝑎, 𝑏) เป็นจดุศนูย์กลางและสมัผสัแกน 𝑥 ตรงกบัข้อใดตอ่ไปนี ้   [PAT 1 (มี.ค. 58)/11] 

 1. 𝑥2 + 𝑦2 − 8𝑥 + 2𝑦 + 16 = 0 2. 𝑥2 + 𝑦2 − 8𝑥 + 2𝑦 + 1 = 0 

 3. 𝑥2 + 𝑦2 − 4𝑥 + 2𝑦 + 16 = 0 4. 𝑥2 + 𝑦2 − 4𝑥 + 2𝑦 + 1 = 0 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

11. ก าหนดให้ 𝐴 = {(𝑥, 𝑦) | 𝑥2 + 𝑦2 = 1}    และ 
  𝐵 = {(𝑥, 𝑦) | 𝑥2 + 𝑦2 − 10𝑥 − 10𝑦 + 49 = 0} 

 ถ้า  𝑝 ∈ 𝐴  และ  𝑞 ∈ 𝐵  แล้ว ระยะทางมากสดุที่เป็นไปได้ระหวา่งจดุ 𝑝 และ 𝑞 เทา่กบัข้อใดตอ่ไปนี ้

 [PAT 1 (ต.ค. 52)/1-9] 

 1. 5√2 หนว่ย 2. 2 + 5√2 หนว่ย 3. 2√5 หนว่ย 4. 5 + 2√5 หนว่ย 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



8    ภาคตดักรวย 

12. ให้ P เป็นจดุบนวงกลม  𝑥2 + 𝑦2 + 2𝑥 − 4𝑦 − 15 = 0  ที่อยูใ่กล้จดุ A(1, 3) มากที่สดุ 

 จงหาระยะระหวา่งจดุ P กบัเส้นตรง  3𝑦 − 4𝑥 = 15    [PAT 1 (ธ.ค. 54)/6] 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

13. ก าหนดให้ L เป็นเส้นตรงมีสมการเป็น   𝑥
𝑎

+
𝑦

𝑏
 = 1  เมื่อ 𝑎, 𝑏 > 0  และให้ C1 และ C2 เป็นวงกลมสองวงทีต่า่งกนั 

โดยทีม่ีรัศมเีทา่กนัและวงกลมทัง้สองวงตา่งสมัผสักบัเส้นตรง L ทีจ่ดุเดียวกนั  ถ้าวงกลม C1 มีจดุศนูย์กลางทีจ่ดุ 
(0, 0) แล้วสมการของวงกลม C2 คือข้อใดตอ่ไปนี ้   [PAT 1 (มี.ค. 57)/8] 

 1. (𝑎2 + 𝑏2)2(𝑥2 + 𝑦2) − 4𝑎𝑏(𝑎2 + 𝑏2)(𝑏𝑥 + 𝑎𝑦) + 3𝑎2𝑏2 = 0 

 2. (𝑎2 + 𝑏2)(𝑥2 + 𝑦2) − 4𝑎𝑏(𝑏𝑥 + 𝑎𝑦) + 3𝑎2𝑏2 = 0 

 3. (𝑎2 + 𝑏2)2(𝑥2 + 𝑦2) − 4𝑎𝑏(𝑎2 + 𝑏2)(𝑏𝑥 + 𝑎𝑦) + 5𝑎2𝑏2 = 0 

 4. (𝑎2 + 𝑏2)(𝑥2 + 𝑦2) − 4𝑎𝑏(𝑏𝑥 + 𝑎𝑦) + 5𝑎2𝑏2 = 0 
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พาราโบลา 

 
พาราโบลา จะมีรูปกราฟเป็นจานดาวเทียม 

โดยเราจะได้เรียนพาราโบลา 4 แบบ คือ หงาย คว ่า ตะแคงขวา และ ตะแคงซ้าย 
โดยค าศพัท์ ส าหรับเรียกสว่นตา่งๆของพาราโบลา จะมีดงันี ้
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 จดุยอด (V)  คือ จดุที่พาราโบลาวกกลบั 

 แกนสมมาตร คือ แนวเส้นตรงที่ผา่พาราโบลาเป็น 2 สว่น เทา่ๆกนั 

 จดุโฟกสั (F)  คือ จดุรวมล าแสงของจานดาวเทยีม 

กลา่วคอื ถ้ามีล าแสงพุง่ใสพ่าราโบลาแบบตรงๆ มนัจะสะท้อนไปท่ีจดุโฟกสัเสมอ 

ด้วยเหตนุี ้ตวัรับสญัญาณของจานดาวเทียม จะวางไว้ทีจ่ดุโฟกสัเสมอ 

 ลาตสัเรคตมั คือ แกนท่ีลากผา่นจดุโฟกสั ในแนวตัง้ฉากกบัแกนสมมาตร 
 

 เส้นไดเรกตริกซ์ คือ แนวเส้นตรงที่เป็นฐานรองพาราโบลา 
โดย “ระยะจากเส้นไดเรกตริกซ์ ถงึ จดุยอด” 
จะเทา่กบั “ระยะจากจดุยอด ถงึ จดุโฟกสั”  =  𝑐 

 
 

สมบตัิที่ส าคญัอีกอนัของพาราโบลา คือ “ทกุจดุบนพาราโบลา จะหา่งจากจดุโฟกสั เทา่กบัท่ีมนัหา่งจากเส้นไดเรกตริกซ์” 
กลา่วคอื 
 
 
 
 
 
 
 
 

จดุโฟกสั 

จดุยอด 

เส้นไดเรกตริกซ์ 

แกนสมมาตร 

ลาตสัเรคตมั จดุโฟกสั 

จดุยอด 
เส้นไดเรกตริกซ์ 

แกนสมมาตร 

ลาตสัเรคตมั 

จดุโฟกสั 
จดุยอด 

เส้นไดเรกตริกซ์ 

แกนสมมาตร 

ลาตสัเรคตมั จดุโฟกสั 
จดุยอด 

เส้นไดเรกตริกซ์ 

แกนสมมาตร 

ลาตสัเรคตมั 

F 

𝑐  

𝑐  

F 

V 

เส้นไดเรกตริกซ์ 

B 

AF  =  AA’ 
BF  =  BB’ 
CF  =  CC’ 
DF  =  DD’ 
EF  =  EE’ เส้นไดเรกตริกซ์ 

F 
A 

C 

D 

E 

A’ B’ C’ D’ E’ 
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สมการกราฟของพาราโบลา จะม ี4 รูป  ได้แก่ 
 หงาย →  (𝑥 − ℎ)2  = 4𝑐(𝑦 − 𝑘) 

 คว ่า →  (𝑥 − ℎ)2  = −4𝑐(𝑦 − 𝑘) 

 ตะแคงขวา →  (𝑦 − 𝑘)2  = 4𝑐(𝑥 − ℎ) 

 ตะแคงซ้าย →  (𝑦 − 𝑘)2  = −4𝑐(𝑥 − ℎ) 

 

สงัเกตวา่ พาราโบลา จะมีก าลงัสองที่  𝑥  หรือ  𝑦  ตวัใดตวัหนึง่เพียงตวัเดียวเทา่นัน้ 
สตูรที่ต้องทอ่ง จะน้อยกวา่กราฟรูปอื่น 

จดุยอด อยูท่ี่  (ℎ, 𝑘) 

ระยะจากจดุโฟกสัถึงจดุยอด  =  𝑐  =  ระยะจากจดุยอดถงึเส้นไดเรกตริกซ์ 

ความยาวลาตสัเรคตมั  =  4𝑐 

 

เวลาตอบแกนสมมาตร กบัเส้นไดเรกตริกซ์ เราจะตอบเป็นสมการเส้นตรง ในรูป 𝑥  =  ?   
 หรือ 𝑦  =  ? 
เช่น 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 

ตวัอยา่ง  จงหาจดุยอด จดุโฟกสั แกนสมมาตร เส้นไดเรกตริกซ์ ความยาวลาตสัเรคตมั พร้อมทัง้วาดรูปพาราโบลาซึง่มี
สมการกราฟ คือ  (𝑦 − 1)2  =  −12(𝑥 + 2) 

วิธีท า สมการกราฟ อยูใ่นรูปแบบ  (𝑦 − 𝑘)2  =  −4𝑐(𝑥 − ℎ)  ดงันัน้ เป็นพาราโบลาแบบตะแคงซ้าย 
จะได้  𝑘 = 1 ,  𝑐 = 3 ,  และ  ℎ = −2    ดงันัน้ จดุยอด คือ  V(−2, 1) 

ระยะจาก  V  ถึง  F  คือ  𝑐 = 3  ดงันัน้ จดุโฟกสั คือ  F(−5, 1) 

ระยะจาก V  ถึง ไดเรกตริกซ์  คือ  3  ด้วย ดงันัน้ ไดเรกตริกซ์ คือ  𝑥 = 1 

แกนสมมาตร คือ เส้นแนวนอนทีผ่า่น V  ดงันัน้ แกนสมมาตร คือ  𝑦 = 1 

และสดุท้าย ความยาวลาตสัเรคตมั  =  4𝑐  =  12  หนว่ย # 

 

ตวัอยา่ง  จงหาสมการของพาราโบลา ซึง่มจีดุยอดอยูท่ี่ (0, 2) และจดุโฟกสัอยูท่ี่ (0, −3) 

วิธีท า จะเห็นวา่จดุโฟกสั อยูใ่ต้จดุยอด ดงันัน้ เป็นพาราโบลาคว า่  ใช้รูปสมการ (𝑥 − ℎ)2  =  −4𝑐(𝑦 − 𝑘) 
จดุยอด  =  (ℎ, 𝑘)  =  (0, 2)  ดงันัน้  ℎ = 0  และ  𝑘 = 2 

จดุยอด หา่งจากจดุโฟกสั  =  2 − (−3)  =  5  ดงันัน้  𝑐 = 5 

ดงันัน้ สมการคือ (𝑥 − 0)2 =  −4(5)(𝑦 − 2) 

 𝑥2 =  −20(𝑦 − 2) # 

ก าลงัสองอยูท่ี่  𝑥 

ก าลงัสองอยูท่ี่  𝑦 

X 

Y 

F(3, 6) 

V(3, 2) 

 แกนสมมาตร: 𝑥  =  3 

 เส้นไดเรกตริกซ์: 𝑦  =  −2 

3 
−2 

เส้นแนวตัง้ 

เส้นแนวนอน 

X 

Y 

F(5,1) V(1,1) 

 แกนสมมาตร: 𝑦  =  1 

 เส้นไดเรกตริกซ์: 𝑥  =  −3 

1 

−3 

F V(−2,1) 

1 −5 

3 3 

V(0, 2) 

F(0, −3) 

𝑐 = 5 
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แบบฝึกหดั 

1. จงบอกลกัษณะกราฟ (คว ่า หงาย ตะแคงซ้าย ขวา)  จดุยอด จดุโฟกสั แกนสมมาตร เส้นไดเรคตริกซ์ และความยาว
ลาตสัเรคตมั ของพาราโบลาตอ่ไปนี ้

 1. 𝑦2  =  12𝑥 

 
 
 
 
 
 
 
 

 2. (𝑥 − 1)2  =  −4𝑦 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 3. (𝑦 + 2)2  =  −8𝑥 − 8 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ในกรณีที่โจทย์ให้สมการกราฟเละๆ แบบ  𝐴𝑥2 + 𝐵𝑦2 + 𝐶𝑥 + 𝐷𝑦 + 𝐸  =  0  มา เราจะต้องจดัรูปให้สวยๆก่อน 
อยา่งไรก็ตาม ต้องรู้ก่อนวา่กราฟพาราโบลา จะมแีคต่วัเดียวในระหวา่ง 𝑥 กบั 𝑦 ที่มีสทิธิถกูยกก าลงัสอง 
ตวัอยา่งสมการกราฟพาราโบลา เช่น    𝑥2 − 4𝑥 + 8𝑦 + 12  =  0 (ก าลงัสองอยูท่ี่ 𝑥) 
 หรือ    2𝑦2 − 3𝑥 + 12𝑦 + 24  =  0 (ก าลงัสองอยูท่ี่ 𝑦) 
 

การจดัสมการให้อยูใ่นรูปสวยๆ จะมีขัน้ตอนดงันี ้
1. จบักลุม่ตวัแปรที่มีก าลงัสองไว้ฝ่ังซ้าย ที่เหลอืย้ายฝ่ังขวาให้หมด 

จากนัน้ ดงึตวัตวัเลขที่คณูกบัตวัก าลงัสอง (ถ้ามี) ออกมานอกวงเลบ็ 
 
 
 
 
 
 

ก าลงัสองอยูท่ี่ 𝑦 
 2𝑦2 − 3𝑥 + 12𝑦 + 24 =  0 
 2𝑦2 + 12𝑦 =  3𝑥 − 24 
 2(𝑦2 + 6𝑦) =  3𝑥 − 24 

ก าลงัสองอยูท่ี่ 𝑥 

 𝑥2 − 4𝑥 + 8𝑦 + 12 =  0 
 𝑥2 − 4𝑥 =  −8𝑦 − 12 
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2. เอากลุม่ตวัแปรก าลงัสองทางฝ่ังซ้าย เข้าสตูร  น2 ± 2นล + ล2  =  (น ± ล)2 

โดยเติม  ล2  ที่ขาดไป ทัง้สองข้างของสมการ 
 
 
 
 
 

3. ดงึตวัเลขที่คณูตวัแปรทางขวาออก ย้ายข้างและจดัรูปให้เป็นแบบที่ต้องการ 
 
 
 
 
 
 
 

 

ตวัอยา่ง  จงหาจดุยอด จดุโฟกสั แกนสมมาตร เส้นไดเรกตริกซ์ ความยาวลาตสัเรคตมั พร้อมทัง้วาดรูปพาราโบลาซึง่มี
สมการกราฟ คือ  𝑥2 + 2𝑥 − 4𝑦 − 7  =  0 
วิธีท า จดัรูปก่อน จะได้ 

 
 
 
 
 

สมการอยูใ่นรูป  (𝑥 − ℎ)2  =  4𝑐(𝑦 − 𝑘)    ดงันัน้ เป็นกราฟหงาย 

จะได้  ℎ = −1 ,  𝑐 = 1 ,  𝑘 = −2  ดงันัน้ จดุยอด คือ  V(−1, −2) 

ระยะจาก  V  ถึง  F  คือ  𝑐 = 1  ดงันัน้ จดุโฟกสั คือ  F(−1, −1) 

ระยะจาก V  ถึง ไดเรกตริกซ์  คือ  1  ด้วย ดงันัน้ ไดเรกตริกซ์ คือ  𝑦 = −3 

แกนสมมาตร คือ เส้นแนวตัง้ที่ผา่น V  ดงันัน้ แกนสมมาตร คือ  𝑥 = −1 

และสดุท้าย ความยาวลาตสัเรคตมั  =  4𝑐  =  4  หนว่ย # 

 
 

แบบฝึกหดั 

2. จงบอกลกัษณะกราฟ (คว ่า หงาย ตะแคงซ้าย ขวา)  จดุยอด จดุโฟกสั แกนสมมาตร เส้นไดเรคตริกซ์ และความยาว
ลาตสัเรคตมั ของพาราโบลาตอ่ไปนี ้

 1. 𝑥2 + 4𝑥 + 8𝑦 − 4  =  0 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

2(𝑦2 + 6𝑦) =  3𝑥 − 24 
2(𝑦2 + 2(𝑦)(3) + 32) =  3𝑥 − 24 + 2(32) 
2(𝑦 + 3)2 =  3𝑥 − 6 

𝑥2 − 4𝑥 =  −8𝑦 − 12 
𝑥2 − 2(𝑥)(2) + 22 =  −8𝑦 − 12 + 22 
(𝑥 − 2)2 =  −8𝑦 − 8 

 2(𝑦 + 3)2 =  3𝑥 − 6 
 2(𝑦 + 3)2 =  3(𝑥 − 2) 

 (𝑦 + 3)2 =  
3

2
(𝑥 − 2) 

 (𝑦 + 3)2 =  4 (
3

8
) (𝑥 − 2) 

 

กราฟตะแคงขวา ,  V(2, −3) ,  𝑐 = 
3

8
 

 (𝑥 − 2)2 =  −8𝑦 − 8 
 (𝑥 − 2)2 =  −8(𝑦 + 1) 
 (𝑥 − 2)2 =  −4(2)(𝑦 + 1) 
 

กราฟคว ่า ,  V(2, −1) ,  𝑐 = 2 

𝑥2 + 2𝑥 − 4𝑦 − 7 =  0 
 𝑥2 + 2𝑥 =  4𝑦 + 7 
 𝑥2 + 2(𝑥) + 1 =  4𝑦 + 7 + 1 
 (𝑥 + 1)2 =  4𝑦 + 8 
 (𝑥 + 1)2 =  4(𝑦 + 2) 
 (𝑥 + 1)2 =  4(1)(𝑦 + 2) 

F 

V(−1, −2) 
𝑐 = 1 

−1 

𝑐 = 1 
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 2. 2𝑦2 − 𝑥 − 4𝑦 + 3  =  0 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 3. 𝑦  =  𝑥2 + 1 

 
 
 
 
 
 
 
 

3. จงหาสมการพาราโบลา ซึง่มีจดุยอดอยูท่ี่ (1, −2)  และมีจดุโฟกสัอยูท่ี่  (3, −2) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

4. จงหาสมการพาราโบลาคว ่า ซึง่มจีดุยอดอยูท่ี่ (0, 1)  และมีลาตสัเรคตมัยาว 4 หนว่ย 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

5. จงหาสมการพาราโบลา ซึง่มีจดุโฟกสัอยูท่ี่ (−4, −1)  และมีเส้นไดเรคตริกซ์คือ  𝑥 = 2 
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6. จงหาสมการพาราโบลา ซึง่มีจดุยอดอยูท่ี่ (2, 3)  แกนสมมาตรขนานกบัแกน Y และผา่นจดุ (4, 4) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

7. ข้อใดตอ่ไปนีถ้กูต้อง    [PAT 1 (ต.ค. 53)/8] 
 1. 𝑥2 + 𝑦2 + 6𝑥 − 4𝑦 = 23  เป็นสมการวงกลมที่สมัผสักบัเส้นตรงซึง่ 
  มีสมการเป็น  21𝑥 + 20𝑦 + 168 = 0 

 2. 𝑦2 + 16𝑥 − 6𝑦 = 71  เป็นสมการของพาราโบลาที่มีจดุยอดที่ (−5, 3) และจดุโฟกสัที่ (−1. 3) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

8. ระยะทางจากโฟกสัของพาราโบลา 𝑦2 = −8𝑥 ไปยงัเส้นตรง 2𝑥 + 𝑦 = 6 เทา่กบัเทา่ไร 
 [PAT 1 (ก.ค. 52)/16] 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

9. ถ้าเส้นตรงหนึง่ผา่นจดุก าเนดิและจดุยอดของพาราโบลา 𝑦2 − 4𝑦 + 4𝑥 = 0 และตดัเส้นไดเรกตริกซ์ที่จดุ (𝑎, 𝑏) 
แล้ว 𝑎 + 𝑏 เทา่กบัเทา่ไร    [PAT 1 (มี.ค. 52)/15] 
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10. พาราโบลามจีดุยอดที่ (−1, 0) และมีจดุก าเนิดเป็นโฟกสั  ถ้าเส้นตรง 𝑦 = 𝑥 ตดัพาราโบลาทีจ่ดุ P และจดุ Q 

 แล้วระยะทางระหวา่งจดุ P กบัจดุ Q เทา่กบัเทา่ใด    [PAT 1 (ต.ค. 52)/2-8] 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

11. วงกลม C มีจดุศนูย์กลางทีจ่ดุก าเนิด และผา่นจดุโฟกสัของพาราโบลาซึง่มีสมการเป็น (𝑥 − 2)2 = 8𝑦 โดยเส้น
ไดเรกตริกซ์ของพาราโบลาตดัวงกลม C ที่จดุ P และจดุ Q ถ้าจดุ R อยูบ่นพาราโบลาและอยูห่า่งจากจดุโฟกสัเป็น
ระยะทาง 4 หนว่ย แล้ว สามเหลีย่ม PQR มีพืน้ท่ีเทา่กบัเทา่ไร    [A-NET 50/1-8] 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

12. ให้พาราโบลา 𝑃 มีสมการเป็น  𝑦2 − 2𝑦 + 6𝑥 + 4 = 0  ถ้าวงกลมวงหนึง่ผา่นจดุโฟกสัของพาราโบลา 𝑃 และ
สมัผสักบัเส้นตรง 3𝑥 − 2𝑦 − 6 = 0 ณ จดุ (4, 3) แล้วสมการของวงกลมตรงกบัข้อใดตอ่ไปนี ้

[PAT 1 (มี.ค. 56)/8] 
 1. 7𝑥2 + 7𝑦2 − 4𝑥 − 82𝑦 − 55 = 0 2. 7𝑥2 + 7𝑦2 + 4𝑥 + 82𝑦 + 55 = 0 

 3. 7𝑥2 + 7𝑦2 − 4𝑥 + 82𝑦 − 55 = 0 4. 7𝑥2 + 7𝑦2 + 4𝑥 − 82𝑦 + 55 = 0 
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13. พาราโบลาที่มจีดุโฟกสั F อยูท่ี่จดุศนูย์กลางของวงกลม  𝑥2 + 𝑦2 − 6𝑥 + 4𝑦 + 4 = 0  และมีจดุยอด V อยูท่ี่
จดุตดัของวงกลมกบัแกน 𝑦    ถ้า A และ B เป็นจดุบนพาราโบลาซึง่สว่นของเส้นตรง AB̅̅ ̅̅  ผา่นจดุโฟกสั F  และตัง้
ฉากกบัแกนของพาราโบลา แล้วพืน้ท่ีของรูปสามเหลีย่ม VAB เทา่กบัก่ีตารางหนว่ย    [PAT 1 (มี.ค. 55)/8] 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

14. ให้วงกลม 𝐶 มีสมการเป็น  𝑥2 + 𝑦2 + 𝑎𝑥 − 6𝑦 − 12  =  0  เมื่อ  𝑎 > 0  โดยระยะทางจากจดุศนูย์กลางของ
วงกลม 𝐶 ไปยงัเส้นตรง  4𝑥 + 3𝑦 = 71  เทา่กบั 14 หนว่ย  ถ้าพาราโบลารูปหนึง่ มีโฟกสัอยูท่ี่จดุศนูย์กลางของ
วงกลม 𝐶  และ มี 𝑦 = 7 เป็นไดเรกตริกซ์  แล้วสมการของพาราโบลารูปนีต้รงกบัข้อใดตอ่ไปนี ้
[PAT 1 (ต.ค. 58)/10] 

 1. 𝑥2 − 4𝑥 + 4𝑦 − 16  =  0 2. 𝑥2 + 4𝑥 + 4𝑦 − 16  =  0 
 3. 𝑥2 + 4𝑥 − 4𝑦 + 20  =  0 4. 𝑥2 + 4𝑥 + 8𝑦 + 44  =  0 
 5. 𝑥2 + 4𝑥 + 8𝑦 − 36  =  0 
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15. พาราโบลารูปหนึง่มจีดุยอดอยูท่ี่  A(−3, 2)  มีแกนสมมาตรขนานแกน 𝑥  และโฟกสั F อยูบ่นเส้นตรง L ซึง่มีสมการ
เป็น  4𝑥 − 3𝑦 + 14 = 0  ถ้าพาราโบลานีต้ดักบัเส้นตรง L ที่จดุ B(𝑎, 𝑏)  โดยที่  𝑎 > 0 
แล้ว จงหาพิกดัของจดุ B    [PAT 1 (ต.ค. 55)/32*] 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

16. ให้เส้นตรง  𝑥 − 𝑦 + 2 = 0  ตดักบัวงกลม  𝑥2 + 𝑦2 + 6𝑥 − 4𝑦 + 4 = 0  ที่จดุ 𝐴 และจดุ 𝐵  ถ้า (𝑎, 𝑏) เป็น
จดุโฟกสัของพาราโบลาซึง่มเีส้นตรง 𝑦 = 2  เป็นแกนของพาราโบลาและพาราโบลานีผ้า่นจดุ 𝐴 และจดุ 𝐵  แล้ว  จง
หาคา่ของ 𝑎 + 𝑏    [PAT 1 (มี.ค. 54)/8] 
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17. ให้ 𝐶 เป็นวงกลมมีสมการ  𝑥2 + 𝑦2 + 𝐷𝑥 + 𝐸𝑦 + 𝐹 = 0  มีจดุศนูย์กลางอยูใ่นควอดรันต์ (quadrant) ที่ 1 
และวงกลม 𝐶 สมัผสัแกน 𝑦  ให้ 𝑃 เป็นพาราโบลามีสมการ  𝐷𝑥 = 𝑦2 + 𝐸𝑦 + 𝐹  ผา่นจดุ (−4, −1)  และระยะ
ระหวา่งจดุยอดกบัโฟกสัเทา่กบั 1 หนว่ย ข้อใดตอ่ไปนีถ้กูต้องบ้าง    [PAT 1 (พ.ย. 57)/11] 

 1. 𝐷2 + 𝐸2 + 𝐹2 = 133 

 2. เส้นตรง  4𝑥 + 3𝑦 − 7 = 0  สมัผสักบัวงกลม 𝐶 
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วงรี 
 
กราฟวงรี จะมี 2 แบบ คือ รีแนวนอน กบัรีแนวตัง้ 
โดยค าศพัท์ ส าหรับเรียกสว่นตา่งๆของวงรี จะมีดงันี ้
 

 
 
 
 
 
 
 
 

 จดุศนูย์กลาง คือ จดุที่อยูต่รงกลางของวงรี 
 แกนเอก คือ แกนที่ลากผา่นจดุศนูย์กลาง ตามแนวยาวของวงรี 
 แกนโท คือ แกนท่ีลากผา่นจดุศนูย์กลาง ในแนวตัง้ฉากกบัแกนเอก 

 จดุยอด คือ จดุปลายแกนเอกทัง้สองจดุ    นิยมแทนด้วยสญัลกัษณ์  V1  และ  V2 

 จดุโฟกสั คือ จดุพเิศษ 2 จดุ บนแกนเอก ท่ีมีสมบตัิวา่ ระยะจาก โฟกสั1 ไป จดุไหนก็ได้บนวงรี ช่ิงกลบัไป 
โฟกสั2 จะมีความยาวเทา่กบัแกนเอก เสมอ    โดยเรานิยมแทนจดุโฟกสั ด้วยสญัลกัษณ์  F1  และ  F2 

เช่น  

จะได้  F1AF2 =  F1BF2  =  F1CF2  =  F1DF2  =  F1EF2 

 =  ความยาวแกนเอก 
 
 
 
 

ในกรณีที่จดุบนวงรีคือจดุปลายแกนโท  จะได้  F1A  =  AF2 

ดงันัน้ จะได้  F1A  =  คร่ึงความยาวแกนเอก 

ซึง่คนสว่นใหญ่มกัจ าวา่  F1A  =  V1C 

 
 ลาตสัเรคตมั คือ แกนท่ีลากผา่นจดุโฟกสั ในแนวตัง้ฉากกบัแกนเอก 

 
 

สมการกราฟของวงรี จะอยูใ่นรูป  (𝑥−ℎ)2

?2 +
(𝑦−𝑘)2

?2 = 1 

จะรีแนวนอนหรือรีแนวตัง้  ขึน้กบั ตวัหาร 𝑥 และ ตวัหาร 𝑦  วา่ตวัไหนมีคา่มากกวา่กนั 

ถ้าตวัหาร 𝑥 มากกวา่ จะรีแนวนอน    แตถ้่าตวัหาร 𝑦 มากกวา่ จะรีแนวตัง้ 

เช่น (𝑥−1)2

32 +
(𝑦−2)2

22 = 1 →  รีแนวนอน 

 (𝑥+1)2

12 +
(𝑦−1)2

√2
2 = 1 →  รีแนวตัง้ 

 
 

จดุศนูย์กลาง 

แกนเอก 
แกนโท 

โฟกัส1 โฟกัส2 จดุยอด1 จดุยอด2 

ลาตสัเรคตมั แกนเอก แกนโท 

จดุศนูย์กลาง 

โฟกัส1 

โฟกัส2 

จดุยอด1 

จดุยอด2 

ลาตสัเรคตมั 

F1  F2  

A  

C  
V1  V2  

A  
B  

C  

D  
E  

F1  F2  
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ปกติ เราจะให้  “𝑎 แทนตวัมาก”  และ  “𝑏 แทนตวัน้อย”  ดงันัน้ รีแนวนอน →  (𝑥−ℎ)2

𝑎2 +
(𝑦−𝑘)2

𝑏2 = 1 

 รีแนวตัง้ →  (𝑥−ℎ)2

𝑏2 +
(𝑦−𝑘)2

𝑎2 = 1 

สตูรที่ต้องทอ่ง คือ จดุศนูย์กลาง  =  (ℎ , 𝑘) 

 ความยาวแกนเอก  =  2𝑎        ความยาวแกนโท  =  2𝑏        ความยาวลาตสัเรคตมั  =  
2𝑏2

𝑎
 

 ระยะจากจดุศนูย์กลางถึงจดุโฟกสั  𝑐  =  √𝑎2 − 𝑏2 

 คา่ความเยือ้งศนูย์กลาง  =  
𝑐

𝑎
 

 ถ้าจะหาพิกดัของจดุอื่นๆ ก็ให้เร่ิมจากจดุศนูย์กลาง แล้วดวูา่ต้องขยบัไปทางไหนเทา่ไหร่ 
 

หมายเหต ุ: คา่ความเยือ้งศนูย์กลาง จะมคีา่ในช่วง  (0, 1) เป็นคา่ที่บอก “ระดบัความรี” 
 ถ้า  𝑐

𝑎
  มีคา่ใกล้ๆ 1  วงรีจะรีมาก → 

 ถ้า  𝑐
𝑎

  มีคา่ใกล้ๆ 0  วงรีจะไมค่อ่ยรี → 

 

ตวัอยา่ง  จงวาดรูป พร้อมทัง้หาจดุยอด จดุโฟกสั จดุศนูย์กลาง ความยาวแกนเอกและแกนโท ความยาวลาตสัเรคตมั  

และคา่ความเยือ้งศนูย์กลางของวงรี ซึง่มีสมการกราฟ คือ  (𝑥−2)2

9
+

(𝑦+3)2

4
= 1 

วิธีท า ตวัหาร 𝑥 (คือ 32)  มากกวา่ ตวัหาร 𝑦 (คือ 22)  ดงันัน้ เป็นวงรีแนวนอน  ใช้สมการ  (𝑥−ℎ)2

𝑎2 +
(𝑦−𝑘)2

𝑏2 = 1 
จะได้  𝑎 = 3 ,  𝑏 = 2 ,  ℎ = 2 ,  𝑘 = −3 

ดงันัน้ จดุศนูย์กลาง  =  (ℎ, 𝑘)  =  (2, −3) 

 ความยาวแกนเอก  =  2𝑎  =  2(3)  =  6 

 ความยาวแกนโท  =  2𝑏  =  2(2)  =  4 

 ความยาวลาตสัเรคตมั  =  
2𝑏2

𝑎
  =  

2(2)2

3
  =  

8

3
 

 ระยะจากศนูย์กลางถึงโฟกสั  c =  √𝑎2 − 𝑏2 

   =  √32 − 22  =  √5 

 ความเยือ้งศนูย์กลาง  =  
𝑐

𝑎
  =  

√5

3
 

จดุยอด →  เขยิบ  (2, −3)  ไปซ้ายขวา  3  หนว่ย  =  (−1, −3)  และ  (5, −3) 

จดุโฟกสั →  เขยิบ  (2, −3)  ไปซ้ายขวา  √5  หนว่ย  =  (2 − √5 , −3)  และ  (2 + √5 , −3) # 

 
 

ตวัอยา่ง  วงรีวงหนึง่ มจีดุศนูย์กลางคือ (−1, 0)    แกนเอกซึง่ขนานกบัแกน Y ยาว 10 หนว่ย    และแกนโทยาว 6 หนว่ย  
จงหาสมการวงรี พร้อมทัง้หาพิกดัของจดุยอดและจดุโฟกสั และวาดรูปกราฟ 
วิธีท า ข้อนีไ้มไ่ด้ให้สมการวงรีมา  แตใ่ห้สว่นประกอบตา่งๆมา แล้วให้เราหาสมการวงรี 

จากสตูร ความยาวแกนเอก =  2𝑎  =  10 ดงันัน้  𝑎  =  5 

 ความยาวแกนโท =  2𝑏  =  6 ดงันัน้  𝑏  =  3 

 ระยะจากศนูย์กลางถึงโฟกสั  =  √52 − 32  =  4 

จดุศนูย์กลาง  =  (ℎ , 𝑘)  =  (−1, 0)    ดงันัน้  ℎ = −1  และ  𝑘 = 0 
แกนเอกขนานกบัแกน Y    แปลว่า รีแนวตัง้ ดงันัน้ 𝑎  เป็นตวัหาร  𝑦 

 𝑏  เป็นตวัหาร  𝑥 

(2,−3) 

𝑎 = 3 

√5  𝑏 = 2 

𝑎 = 3 

𝑏 = 2 

(−1,0) 

4 
𝑎 = 5 

𝑎 = 5 

𝑏 = 3 𝑏 = 3 
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ดงันัน้ จะได้สมการกราฟ คือ  (𝑥+1)2

32 +
𝑦2

52 = 1 

จดุยอด →  เขยิบ  (−1, 0)  ขึน้ลง  5 หนว่ย  =  (−1, 5)  และ  (−1, −5) 

จดุโฟกสั →  เขยิบ  (−1, 0)  ขึน้ลง  4 หนว่ย  =  (−1, 4)  และ  (−1, −4) # 
 
 

ตวัอยา่ง  วงรีวงหนึง่ มจีดุโฟกสัคอื  (2√3, 1)  และ  (−2√3, 1)  ถ้าวงรีนี ้ผา่นจดุ  (2√3, 2)  จงหาสมการวงรี 
วิธีท า จดุโฟกสัทัง้สอง วางเรียงในแนวนอน  ดงันัน้ สรุปได้วา่เป็นวงรีแนวนอน 

เนื่องจาก จดุศนูย์กลางวงรี จะต้องอยูอ่ยูต่รงกลางระหวา่งจดุโฟกสั  (2√3, 1)  และ  (−2√3, 1) 

ดงันัน้ จดุศนูย์กลาง  =  (
2√3+(−2√3)

2
 ,

1+1

2
)  =  (0, 1)  จะได้  ℎ = 0  และ  𝑘 = 1 

และ จากสมบตัขิองวงรี  ระยะจาก โฟกสั1 ไปยงัจดุบนวงรี แล้วช่ิงกลบัมา โฟกสั2 จะเทา่กบัความยาวแกนเอก 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ดงันัน้ ความยาวแกนเอก  =  7 + 1  =  8  =  2𝑎    ดงันัน้จะได้  𝑎  =  4 
และ จากรูปจะเห็นวา่ จดุศนูย์กลาง  (0, 1)  อยูห่า่งจากโฟกสัทัง้สอง  =  2√3  =  √𝑎2 − 𝑏2 

แทนคา่  𝑎 = 4  แล้วแก้สมการหา  𝑏  จะได้ 

 
 
 

แทนคา่  𝑎 = 4  ,  𝑏 = 2  ,  ℎ = 0  ,  𝑘 = 1  ในสมการ  (𝑥−ℎ)2

𝑎2 +
(𝑦−𝑘)2

𝑏2 = 1 

จะได้สมการวงรี คือ  𝑥
2

42 +
(𝑦−1)2

22 = 1 # 

 
 

แบบฝึกหดั 

1. จงบอกลกัษณะกราฟ (แนวนอน แนวตัง้)  จดุศนูย์กลาง จดุยอด จดุโฟกสั ความยาวแกนเอก ความยาวแกนโท ความ
ยาวลาตสัเรคตมั และคา่ความเยือ้งศนูย์กลาง ของวงรีตอ่ไปนี ้

 1. 𝑥2

32 +
𝑦2

22  =  1 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 2√3 =  √42 − 𝑏2 
 12 =  16 − 𝑏2 
 𝑏2 =  4 
 𝑏 =  2 , −2 

เป็น  −2  ไมไ่ด้ เพราะจะท า
ให้ความยาวแกนโทติดลบ 

(−2√3, 1) (2√3, 1) (0, 1) 

√(2√3 − (−2√3))
2

+ (2 − 1)2 =  √48 + 1 

 =  7 

√(2√3 − 2√3)
2

+ (2 − 1)2  =  1 (2√3, 2) 
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 2. 𝑥2

9
+

𝑦2

25
  =  1 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 3. (𝑥−1)2

1
+

(𝑦+2)2

5
  =  1 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 4. 𝑦2

2
+

(𝑥−2)2

4
  =  1 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

อยา่งไรก็ตาม โจทย์มกัจะไมใ่จดบีอกสมการในรูป  (𝑥−ℎ)2

?2 +
(𝑦−𝑘)2

?2   =  1  มาให้ 

แตโ่จทย์มกัจะกระจายให้เละจนไมเ่หลอืเค้าเดิม เป็น  𝐴𝑥2 + 𝐵𝑦2 + 𝐶𝑥 + 𝐷𝑦 + 𝐸  =  0  ก่อน คอ่ยเอามาให้เรา 

หน้าที่ของเราคือ ต้องจดัรูป  𝐴𝑥2 + 𝐵𝑦2 + 𝐶𝑥 + 𝐷𝑦 + 𝐸  =  0  กลบัไปเป็นรูป  (𝑥−ℎ)2

?2 +
(𝑦−𝑘)2

?2   =  1  ก่อน 

ซึง่มีขัน้ตอนดงันี ้
 

1. จบักลุม่ 𝑥 ไว้ด้วยกนั    จบักลุม่ 𝑦 ไว้ด้วยกนั    กลุม่ที่เป็นตวัเลขแบบไมม่ี 𝑥 หรือ 𝑦 ให้ย้ายไปอีกฝ่ัง 
จากนัน้ ดงึตวัตวัเลขที่คณูกบั  𝑥2  กบั  𝑦2  ออกมานอกวงเลบ็ 
เช่น ถ้าโจทย์ให้สมการกราฟมาในรูป 5𝑥2 + 4𝑦2 − 10𝑥 + 16𝑦 + 1 =  0 

 เราจะจบักลุม่ใหมไ่ด้เป็น (5𝑥2 − 10𝑥) + (4𝑦2 + 16𝑦) =  −1 

 ดงึตวัเลขที่คณู  𝑥2  กบั  𝑦2  ออก 5(𝑥2 − 2𝑥) + 4(𝑦2 + 4𝑦) =  −1 
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2. เอากลุม่ 𝑥 และกลุม่ 𝑦  เข้าสตูร  น2 ± 2นล + ล2  =  (น ± ล)2 

โดยเติม  ล2  ที่ขาดไปให้กบัแตล่ะกลุม่ ทัง้สองข้างของสมการ 
เช่น 𝑥2 − 2𝑥  จดัให้เข้าสตูร  น2 − 2นล + ล2  ได้เป็น  𝑥2 − 2(𝑥)(1) + 12 

 𝑦2 + 4𝑦  จดัให้เข้าสตูร  น2 − 2นล + ล2  ได้เป็น  𝑦2 + 2(𝑦)(2) + 22 

 

สิง่ที่ต้องระวงั คือ คราวนีต้วัที่เตมิเข้าไปมี “ตวัคณู” อยูห่น้าวงเลบ็ 

ดงันัน้ ต้องเติม “ตวัคณูที่อยูห่น้าวงเลบ็” เข้าไปให้เหมือนๆกนัทางฝ่ังขวาด้วย  ดงันี ้
 
 
 
 
 
 
 

3. สดุท้าย จดัสมการเป็นรูป  (𝑥−ℎ)2

?2 +
(𝑦−𝑘)2

?2   =  1 

โดยเอาตวัเลขฝ่ังขวา หารตลอด  เพื่อท าให้ฝ่ังขวากลายเป็น 1 

และทางฝ่ังซ้าย ให้เหยยีบตวัเลขที่คณูอยูห่น้า  ( )2  มดุลงไปเป็น “ตวัหารของสว่น”  ดงันี ้
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ดงันัน้  5𝑥2 + 4𝑦2 − 10𝑥 + 16𝑦 + 1 =  0  เป็นวงรีแนวตัง้ ท่ีมีจดุศนูย์กลาง = (1, −2) 

แกนเอกยาว 2√5  และ แกนโทยาว  4  เป็นต้น 
 
 

ตวัอยา่ง  จงหาจดุโฟกสัของวงรี  28𝑥2 + 12𝑦2 + 28𝑥 − 72𝑦 + 31  =  0 
วิธีท า จบักลุม่ 𝑥 กบักลุม่ 𝑦  แล้วย้ายตวัเลขไปทางขวา จะได้ (28𝑥2 + 28𝑥) + (12𝑦2 − 72𝑦) =  −31 

จากนัน้  ดงึตวัเลขที่คณู  𝑥2  กบั  𝑦2  ออก 28(𝑥2 + 𝑥) + 12(𝑦2 − 6𝑦) =  −31 

เติม  ล2  แล้วเข้าสตูร  น2 − 2นล + ล2  จะได้ 
 
 
 
 
 
 

จากนัน้ หารตลอดด้วย  84  แล้ว จดัรูปให้เป็น  (𝑥−ℎ)2

?2 +
(𝑦−𝑘)2

?2   =  1 
 
 

เติมเอง เพ่ือให้เข้าสตูรได้ 

โดยเติมทัง้สองข้างของสมการ 

5(𝑥2 − 2𝑥) + 4(𝑦2 + 4𝑦) =  −1 
5(𝑥2 − 2(𝑥)(1) + 12) + 4(𝑦2 + 2(𝑦)(2) + 22) =  −1 + 5(12) + 4(22) 
5(𝑥 − 1)2 + 4(𝑦 + 2)2 =  20 

เติม เติม 
12 ที่เติม มี 5 คณูอยู่ 22 ที่เติม มี 4 คณูอยู่ 

เติม  12 ที่มี 5 คณูอยู ่
กบั  22 ที่มี 4 คณูอยู ่

 5(𝑥 − 1)2 + 4(𝑦 + 2)2 =  20 

 
5(𝑥−1)2

20
+

4(𝑦+2)2

20
 =  1 

 
(𝑥−1)2

20

5

+
(𝑦+2)2

20

4

 =  1 

 
(𝑥−1)2

4
+

(𝑦+2)2

5
 =  1 

 
(𝑥−1)2

22 +
(𝑦+2)2

√5
2  =  1 

หารตลอดด้วย 20 

เอา 5 กบั 4 ที่คณูอยู ่มดุลงไปเป็นตวัหารของสว่น 

จดัให้เป็นรูป  (𝑥−ℎ)2

?2 +
(𝑦−𝑘)2

?2   =  1 

28(𝑥2 + 𝑥) +  12(𝑦2 − 6𝑦) =  −31 

28 (𝑥2 + 2(𝑥) (
1

2
) + (

1

2
)

2

) +  12(𝑦2 − 2(𝑦)(3) + 32) =  −31 + 28 (
1

2
)

2

+ 12(3)2 

28 (𝑥 +
1

2
)

2

 +  12(𝑦 − 3)2 =  84 
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ดงันัน้ จะได้สมการท่ีจดัรูปแล้ว คือ  
(𝑥+

1

2
)

2

√3
2 +

(𝑦−3)2

√7
2   =  1 

จะได้จดุศนูย์กลางวงรี คือ  (−
1

2
 , 3) 

เนื่องจาก  √7  >  √3  ดงันัน้ เป็นวงรีแนวตัง้  โดย  𝑎 = √7  และ  𝑏 = √3 
และจะได้ระยะจากจดุศนูย์กลาง ถึงโฟกสั  =  √𝑎2 − 𝑏2  =  √7 − 3  =  √4  = 2 

ดงันัน้ จดุโฟกสั จะได้จากการเขยิบจดุศนูย์กลางขึน้ลง 2 หนว่ย  =  (−
1

2
 , 1)  กบั  (−

1

2
 , 5) # 

 
 

แบบฝึกหดั 

2. จงบอกลกัษณะกราฟ (แนวนอน แนวตัง้)  จดุศนูย์กลาง จดุยอด จดุโฟกสั ความยาวแกนเอก ความยาวแกนโท ความ
ยาวลาตสัเรคตมั และคา่ความเยือ้งศนูย์กลาง ของวงรีตอ่ไปนี ้

 1. 9𝑥2 + 25𝑦2 + 36𝑥 − 150𝑦 + 36  =  0 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 2. 9𝑥2 + 4𝑦2 − 8𝑦 − 32  =  0 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
28(𝑥+

1

2
)

2

84
+

12(𝑦−3)2

84
 =  

84

84
 

 
(𝑥+

1

2
)

2

84

28

+
(𝑦−3)2

84

12

 =  1 

 
(𝑥+

1

2
)

2

3
+

(𝑦−3)2

7
 =  1 

 
(𝑥+

1

2
)

2

√3
2 +

(𝑦−3)2

√7
2  =  1 
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 3. 4𝑥2 + 𝑦2 − 8  =  0 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

3. จงหาสมการวงรี ซึง่มจีดุศนูย์กลางอยูท่ี่ (2, −1)  มีแกนเอกซึง่ขนานกบัแกน Y ยาว 6 และมีแกนโทยาว 4 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

4. จงหาสมการวงรี ซึง่มจีดุศนูย์กลางอยูท่ีจ่ดุก าเนดิ มีจดุยอดจดุหนึง่อยูท่ี่ (0, 2)  และผา่นจดุ (1, −1) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

5. จงหาสมการวงรี ซึง่มจีดุศนูย์กลางอยูท่ี่ (0, 1) มีจดุโฟกสัจดุหนึง่อยูท่ี่ (3, 1)  และผา่นจดุ (−4, 1) 
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6. วงกลมวงหนึง่มจีดุศนูย์กลาง อยูท่ี่จดุศนูย์กลางของวงรีที่มีสมการเป็น 

 9𝑥2 + 4𝑦2 − 36𝑥 − 24𝑦 + 36  =  0  
 ถ้าวงกลมนีส้มัผสักบัเส้นตรงที่ผา่นจดุ (1, 3) และ (5, 0) แล้ว รัศมีของวงกลมวงนีเ้ทา่กบัเทา่ไร 
 [A-NET 49/1-5]  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

7. ก าหนดให้ วงรีรูปหนึง่มีโฟกสัอยูท่ี่จดุ (±3, 0) และผา่นจดุ (2,
√21

2
)    จดุในข้อใดตอ่ไปนีอ้ยูบ่นวงรีที่ก าหนด 

 [PAT 1 (มี.ค. 52)/17] 

 1. (−4, 0) 2. (0,
5√2

2
) 3. (6, 0) 4. (0, −3√2) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

8. ให้พาราโบลารูปหนึง่ มีสมการเป็น  𝑦2 − 4𝑦 + 40𝑥 − 236  =  0  โดยมี 𝑉 และ 𝐹 เป็นจดุยอด และโฟกสัของ
พาราโบลาตามล าดบั  ถ้าวงรีรูปหนึง่ ผา่นจดุ (4, 6)  และมีโฟกสัอยูท่ี่ 𝑉 และ 𝐹  แล้วสมการของวงรีรูปนีต้รงกบัข้อ
ใดตอ่ไปนี ้   [PAT 1 (ต.ค. 58)/11] 

 1. 4𝑥2 + 9𝑦2 + 8𝑥 − 36𝑦 + 140  =  0 2. 4𝑥2 + 9𝑦2 + 8𝑥 + 36𝑦 − 140  =  0 
 3. 4𝑥2 + 9𝑦2 − 8𝑥 − 36𝑦 − 140  =  0 4. 9𝑥2 + 4𝑦2 − 36𝑥 − 8𝑦 − 180  =  0 
 5. 9𝑥2 + 4𝑦2 + 36𝑥 − 8𝑦 + 180  =  0 
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9. ก าหนดให้วงรีรูปหนึง่ ผา่นจดุ (8, 0)  มีจดุศนูย์กลางอยูท่ี่ (4, −1)  และโฟกสัจดุหนึง่อยูท่ี่ (1, −1) 

 ถ้าพาราโบลารูปหนึง่มีโฟกสัอยูท่ีจ่ดุปลายของแกนโทของวงรีในควอดรันต์ (quardrant) ที่ 1 และมีเส้นไดเรกตริกซ์
ทบักบัแกนเอกของวงรี แล้วสมการของพาราโบลารูปนีต้รงกบัสมการในข้อใดตอ่ไปนี ้   [PAT 1 (มี.ค. 58)/19] 

 1. 𝑥2 − 8𝑥 + 4𝑦 + 13 = 0 2. 𝑥2 − 8𝑥 − 4𝑦 + 20 = 0 

 3. 𝑥2 − 8𝑥 + 6𝑦 − 12 = 0 4. 𝑥2 − 8𝑥 − 6𝑦 + 19 = 0 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

10. ให้ P(𝑥, 𝑦) เป็นจดุใดๆ ในระนาบ  ถ้าผลบวกของระยะทางจากจดุ P(𝑥, 𝑦) ไปยงัจดุ (0, –2)  และระยะทางจาก
จดุ P(𝑥, 𝑦) ไปยงัจดุ (2, –2) เทา่กบั 2√5 แล้ว  จงหาสมการความสมัพนัธ์ของ 𝑥 และ 𝑦 ใน P(𝑥, 𝑦) 
[PAT 1 (มี.ค. 57)/10*] 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

11. ก าหนดให้วงรี E มีโฟกสัทัง้สองอยูบ่นวงกลม C ซึง่มีสมการเป็น 𝑥2 + 𝑦2 = 1 ถ้า E สมัผสักบั C ที่จดุ (1, 0) และ 
(−1, 0) แล้ว จดุในข้อใดตอ่ไปนีอ้ยูบ่น E    [PAT 1 (ก.ค. 52)/17*] 

 1. (
1

2
,

3

2
) 2. (

1

2
,

5

2
) 3. (

1

3
,

2

3
) 4. (

1

3
,

4

3
) 
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12. วงรีที่มีแกนเอกอยูบ่นแกน 𝑥  แกนโทอยูบ่นแกน 𝑦  ระยะระหวา่งจดุโฟกสัทัง้สองเทา่กบั 12 หนว่ย  ถ้าความยาวของ
คอร์ดที่ผา่นจดุโฟกสัหนึง่และตัง้ฉากกบัแกนเอกของวงรี เทา่กบั 10 หนว่ย แล้วสมการของวงรี คอืข้อใดตอ่ไปนี ้
[PAT 1 (มี.ค. 55)/7] 

 1. 5𝑥2 + 9𝑦2  =  405 2. 9𝑥2 + 5𝑦2  =  81 

 3. 5𝑥2 + 9𝑦2  =  225 4. 9𝑥2 + 5𝑦2  =  20 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

13. ถ้า 𝑘, 𝑙 และ 𝑚 เป็นจ านวนจริงที่ท าให้วงรี 𝑘𝑥2 + 𝑙𝑦2 − 72𝑥 − 24𝑦 + 𝑚 = 0 มีจดุศนูย์กลางอยูท่ี่จดุ (4, 3) 
และสมัผสัแกน Y แล้ว ข้อใดตอ่ไปนีผิ้ด    [A-NET 50/1-7] 

 1. ความยาวแกนเอกเทา่กบั 12 หน่วย 

 2. ความยาวแกนโทเทา่กบั 8 หนว่ย 

 3. ระยะหา่งระหวา่งจดุโฟกสัทัง้สองเทา่กบั 4√5 หนว่ย 

 4. จดุ (2, 6) อยูบ่นวงรี 
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14. แกนเอกของวงรีเป็นสว่นของเส้นตรงที่เช่ือมระหวา่งจดุตดัของวงกลม  𝑥2 + 𝑦2 = 25  กบัวงกลม 

 𝑥2 + 𝑦2 + 6𝑦 − 7  =  0  และโฟกสัจดุหนึง่ของวงรีอยูบ่นเส้นตรง  𝑥 + 2√3 = 0 

 สมการของวงรีตรงกบัข้อใดตอ่ไปนี ้   [PAT 1 (ต.ค. 55)/11] 
 1. 𝑥2 + 4𝑦2 − 8𝑥  =  0 2. 𝑥2 + 4𝑦2 + 24𝑦 + 20  =  0 

 3. 4𝑥2 + 𝑦2 + 6𝑦 − 7  =  0 4. 4𝑥2 + 𝑦2 − 32𝑥 + 48  =  0 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

15. ให้ E เป็นวงรีที่มีแกนเอกขนานกบัแกน X,    มีจดุศนูย์กลางที่ (−2,  1),    สมัผสัเส้นตรง 𝑥 = 1 และ 𝑦 = 3 โดยมี 
 F1 และ F2 เป็นจดุโฟกสัของ E    ให้ C เป็นวงกลมที่มี F1F2 เป็นเส้นผา่นศนูย์กลาง 
 ถ้าวงรี E ตดัวงกลม C ที่จดุ P, Q, R และ S แล้ว พืน้ท่ีรูปสีเ่หลีย่ม PQRS มีคา่เทา่กบัเทา่ไร    [A-NET 51/1-12] 
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16. ก าหนดให้วงรีรูปหนึง่มีสมการเป็น  𝑥2 + 𝐴𝑦2 + 𝐵𝑥 + 𝐶𝑦 − 92 = 0  เมื่อ  𝐴 > 1  โดยที่มีจดุศนูย์กลางอยูท่ี่ 
(2, 1)  และแกนเอกยาวเป็น 2 เทา่ของแกนโท  ข้อใดตอ่ไปนีถ้กูต้อง    [PAT 1 (เม.ย. 57)/9*] 

 1. 𝐴 + 𝐵 + 𝐶 = 0 

 2. ความเยือ้งศนูย์กลางของวงรีเทา่กบั √3

5
 

 3. วงรีมจีดุศนูย์กลางร่วมกบัจดุศนูย์กลางของวงกลม  𝑥2 + 𝑦2 − 4𝑥 − 2𝑦 − 20 = 0 

  และแกนเอกยาวเทา่กบัรัศมขีองวงกลม 

 4. ผลบวกของระยะทางจากจดุ (2, 6) ไปยงัโฟกสัทัง้สองของวงรีเทา่กบั 20 หนว่ย 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

17. ก าหนดให้วงรีมีจดุศนูย์กลางอยูท่ี่ (0, 0) และมีโฟกสั  F1 และ F2 อยูบ่นแกน 𝑥  จดุ A(4, 1) เป็นจดุบนวงรีโดยที่
ผลบวกระยะทางจากจดุ A(4, 1) ไปยงัจดุโฟกสัทัง้สองมีคา่เทา่กบั 6√2  ให้เส้นตรง L ตดัแกน 𝑥 ที่จดุ  (4.5, 0) 

และสมัผสักบัวงรีที่จดุ A(4, 1)    ถ้า 𝑑 เป็นระยะหา่งระหวา่งจดุ (0, 0) กบัเส้นตรง L แล้ว คา่ของ  𝑑2|AF1||AF2|  

เทา่กบัเทา่ใด    [PAT 1 (มี.ค. 56)/31] 
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ไฮเพอร์โบลา 

 
ไฮเพอร์โบลา เป็นกราฟที่ประหลาดกวา่กราฟอื่นตรงที่ มี 2 เส้น ใน 1 กราฟ 

โดยเราจะได้เรียนไฮเพอร์โบลา 2 แบบ คือ แบบแนวนอน                และ แบบแนวตัง้ 

โดยค าศพัท์ ส าหรับเรียกสว่นตา่งๆของไฮเพอร์โบลา จะมดีงันี ้
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 จดุศนูย์กลาง คือ จดุที่อยูต่รงกลางของไฮเพอร์โบลา 

 เส้นก ากบั คือ แนวกากบาทท่ีก ากบัเส้นกราฟไฮเพอร์โบลา 

กลา่วคอื เส้นกราฟจะ “เฉียด” เข้าใกล้เส้นก ากบัมากขึน้เร่ือยๆ (แตจ่ะไมแ่ตะโดนเส้นก ากบั) 
 จดุยอด คือ จดุที่ไฮเพอร์โบลาวกกลบั    นิยมแทนด้วยสญัลกัษณ์  V1  และ  V2 

 แกนตามขวาง คือ แกนที่ลากเช่ือมจดุยอดทัง้สองของไฮเพอร์โบลา 

 แกนสงัยคุ คือ แกนที่ลากผา่นจดุศนูย์กลาง ในแนวตัง้ฉากกบัแกนตามขวาง 
 จดุโฟกสั คือ จดุพเิศษ 2 จดุ ที่มสีมบตัิวา่ “ทกุจดุบนไฮเพอร์โบลา ถ้าเอาระยะทางไปจดุโฟกสัทัง้สองมาลบกนั 

จะได้ผลลบเทา่กบัความยาวแกนตามขวางเสมอ”    โดยเรานิยมแทนจดุโฟกสั ด้วยสญัลกัษณ์  F1  และ  F2 

เช่น 

 
 
 
 
 

 
 ลาตสัเรคตมั คือ แกนท่ีลากผา่นจดุโฟกสั ในแนวตัง้ฉากกบัแนวไฮเพอร์โบลา 

 
 

สมการกราฟของไฮเพอร์โบลา จะคล้ายกบัสมการกราฟของวงรี แตเ่คร่ืองหมายตรงกลางจะเป็น “ลบ” 
โดยจะเป็นไฮเพอร์โบลาแนวนอน หรือแนวตัง้ จะขึน้กบัวา่เป็นสมการแบบ “𝑥 ลบ 𝑦” หรือแบบ “𝑦 ลบ 𝑥” 
ถ้าเป็น 𝑥 ลบ 𝑦 จะเป็นไฮเพอร์โบลาแนวนอน    แตถ้่าเป็น “𝑦 ลบ 𝑥” จะเป็นไฮเพอร์โบลาแนวตัง้ 

เช่น (𝑥+1)2

32 −
(𝑦−2)2

42 = 1 →  แนวนอน 

 (𝑦−1)2

52 −
(𝑥−3)2

22 = 1 →  แนวตัง้ 
 
 

ลาตสัเรคตมั 

จดุศนูย์กลาง 

จดุยอด1 

จดุยอด2 

โฟกสั1 

โฟกสั2 

แกนตามขวาง 

แกนสงัยคุ 

เส้นก ากบั 

เส้นก ากบั 

จดุศนูย์กลาง โฟกสั1 โฟกสั2 

ลาตสัเรคตมั 
จดุยอด1 จดุยอด2 

แกนตามขวาง 

แกนสงัยคุ 

AF2 − AF1 =  BF2 − BF1 
 =  CF2 − CF1 
 =  DF2 − DF1 
 =  A′F1 − A′F2 
 =  D′F1 − DF2 

 =  ความยาวแกนตามขวาง 

F1  F2  

A 

B 

C 

D 

A’ 

D’ 
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ปกติ เราจะให้  “𝑎 แทนตวัตัง้”  และ  “𝑏 แทนตวัลบ”  ดงันัน้ แนวนอน →  (𝑥−ℎ)2

𝑎2 −
(𝑦−𝑘)2

𝑏2 = 1 

 แนวตัง้ →  (𝑦−𝑘)2

𝑎2 −
(𝑥−ℎ)2

𝑏2 = 1 

สตูรที่ต้องทอ่งคือ จดุศนูย์กลาง อยูท่ี่ (ℎ, 𝑘) 

 ความยาวแกนตามขวาง = 2𝑎        ความยาวแกนสงัยคุ = 2𝑏        ความยาวลาตสัเรคตมั = 2𝑏2

𝑎
 

 ระยะระหวา่งจดุศนูย์กลางถึงจดุโฟกสั  c  =  √𝑎2 + 𝑏2 

 ถ้าจะหาพิกดัของจดุอื่นๆ ก็ให้เร่ิมจากจดุศนูย์กลาง แล้วดวูา่ต้องขยบัไปทางไหนเทา่ไหร่ 
 

จะเห็นวา่สมการและสตูรของไฮเพอร์โบลา คล้ายๆกบัวงรี 
ถ้าจะเทียบความคล้ายระหวา่ง วงรี กบัไฮเพอร์โบลา จะสรุปได้ดงันี ้
 
 
 
 

หมายเหต:ุ ในวงรี แกนเอกจะยาวกวา่แกนโทเสมอ 
 แตใ่นไฮเพอร์โบลา แกนตามขวาง จะยาวหรือจะสัน้กวา่ แกนสงัยคุก็ได้ 
 

“เส้นก ากบั”  จะเป็นเส้นตรง 2 เส้น ไขว้กนัเป็นกากบาท 

วิธีตอบเส้นก ากบั ให้ตอบเป็นสมการเส้นตรง 2 สมการ 

  
(𝑥−ℎ)2

𝑎2 −
(𝑦−𝑘)2

𝑏2 = 1  จะมีเส้นก ากบัคือ    𝑥−ℎ

𝑎
  =  

𝑦−𝑘

𝑏
    และ    𝑥−ℎ

𝑎
  =  −

𝑦−𝑘

𝑏
 

  
(𝑦−𝑘)2

𝑎2 −
(𝑥−ℎ)2

𝑏2 = 1  จะมีเส้นก ากบัคือ    𝑦−𝑘

𝑎
  =  

𝑥−ℎ

𝑏
    และ    𝑦−𝑘

𝑎
  =  −

𝑥−ℎ

𝑏
 

หรือจะรวมเป็นสมการเดียวโดยใช้เคร่ืองหมาย ± ก็ได้  (เช่น  𝑥−ℎ

𝑎
  =  ±

𝑦−𝑘

𝑏
)   

หรือถ้าไมช่อบเคร่ืองหมาย ±  จะยกก าลงัสองทัง้สองข้างเพื่อก าจดั ± เป็น  (𝑥−ℎ)2

𝑎2   =  
(𝑦−𝑘)2

𝑏2   ก็ได้ 

สงัเกตวา่ ถ้าย้ายข้าง จะกลายเป็น  (𝑥−ℎ)2

𝑎2 −
(𝑦−𝑘)2

𝑏2   =  0  เหมือนกบัสมการไฮเพอร์โบลา ท่ีเปลีย่น 1 เป็น 0 เลย 

บางคนจึงนิยมจ าวา่ สมการเส้นก ากบั ได้จากการ “น าสมการไฮเพอร์โบลามาเปลีย่น 1 ทางขวา เป็น 0” 
 

ไฮเพอร์โบลาที่มีเส้นก ากบัทัง้สองตัง้ฉากกนั จะมีช่ือเรียกพเิศษวา่ “ไฮเพอร์โบลามมุฉาก” 
โดยเส้นก ากบัทัง้สองจะตัง้ฉากกนัเมื่อ แกนตามขวางกบัแกนสงัยคุยาวเทา่กนั  (นัน่คือ เมื่อ 𝑎 = 𝑏) 
 

ตวัอยา่ง  จงวาดรูป และหาสว่นประกอบตา่งๆของไฮเพอร์โบลา ซึง่มีสมการกราฟ คือ  (𝑥+4)2

4
−

(𝑦−1)2

9
= 1 

วิธีท า สมการกราฟเป็นแบบ 𝑥 ตัง้ ลบด้วย 𝑦  ดงันัน้ เป็นไฮเพอร์โบลาแนวนอน 

ใช้รูป  (𝑥−ℎ)2

𝑎2 −
(𝑦−𝑘)2

𝑏2 = 1  จะได้  𝑎 = 2 ,  𝑏 = 3 ,  ℎ = −4 ,  𝑘 = 1 

ดงันัน้ จดุศนูย์กลาง  =  (ℎ, 𝑘)  =  (−4, 1) 

 ความยาวแกนตามขวาง  =  2𝑎  =  2(2)  =  4 

 ความยาวแกนสงัยคุ  =  2𝑏  =  2(3)  =  6 

 ความยาวลาตสัเรคตมั  =  
2𝑏2

𝑎
  =  

2(3)2

2
  =  9 

 ระยะจากศนูย์กลางถึงโฟกสั  𝑐 =  √𝑎2 + 𝑏2  =  √22 + 32  =  √13 

วงรี แกนเอก แกนโท 𝑎 = ตวัมาก 𝑏 = ตวัน้อย 𝑐 = √𝑎2 − 𝑏2 

ไฮเพอร์โบลา แกนตามขวาง แกนสงัยคุ 𝑎 = ตวัตัง้ 𝑏 = ตวัลบ 𝑐 = √𝑎2 + 𝑏2 

 

(−4, 1) 

𝑏 = 3 

𝑏 = 3 

𝑎 = 2 

𝑐 = √13  

𝑎 = 2 

𝑐 = √13  
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จดุยอด →  เขยิบ  (−4, 1)  ไปซ้ายขวา  𝑎 = 2 หนว่ย  ได้  (−6, 1)  กบั  (−2, 1) 

จดุโฟกสั →  เขยิบ  (−4, 1)  ไปซ้ายขวา  𝑐 = √13 หนว่ย  ได้  (−4 − √13 , 1)  กบั  (−4 + √13 , 1) 

สมการเส้นก ากบั คือ    
𝑥+4

2
  =  ±

𝑦−1

3
 

ไฮเพอร์โบลานี ้ไมใ่ช่ไฮเพอร์โบลามมุฉาก เพราะ เส้นก ากบัไมต่ัง้ฉากกนั เนื่องจาก 𝑎 ≠ 𝑏 # 

 

ตวัอยา่ง  จงหาสมการกราฟไฮเพอร์โบลา ซึง่มีจดุยอดอยูท่ี่ (0, 2) และ (0, 0) และมีจดุโฟกสัจดุหนึง่อยูท่ี่ (0, 3) พร้อม
ทัง้หาสว่นประกอบตา่งๆ ของกราฟนี ้

วิธีท า เนื่องจากจดุยอดเรียงตวัในแนวตัง้  ดงันัน้ ข้อนีเ้ป็นไฮเพอร์โบลาแนวตัง้ ใช้รูปสมการ  (𝑦−𝑘)2

𝑎2 −
(𝑥−ℎ)2

𝑏2 = 1 

เราต้องใช้สิง่ที่โจทย์ให้ มาสบืหา  ℎ , 𝑘 , 𝑎 , 𝑏  ให้ได้ 
 จดุยอดอยูท่ี่ (0, 2) กบั (0, 0) ดงันัน้ จดุศนูย์กลางอยูท่ี่ (0, 1) 

ดงันัน้  ℎ = 0 , 𝑘 = 1 

 จดุยอดอยูท่ี่ (0, 2) กบั (0, 0) ดงันัน้ แกนตามขวางยาว  2  หนว่ย 
แตจ่ากสตูร แกนตามขวางยาว = 2𝑎  ดงันัน้  𝑎 = 1 

 จดุโฟกสั (0, 3) อยูห่า่งจากจดุศนูย์กลาง (0, 1) อยู ่2 หนว่ย 
ดงันัน้  𝑐 = 2  แตจ่ากสตูร  𝑐 = √𝑎2 + 𝑏2  จะได้ 

 
 
 

ดงันัน้ จะได้สมการไฮเพอร์โบลา คือ  (𝑦−1)2

12 −
(𝑥−0)2

√3
2 = 1  หรือก็คือ  (𝑦 − 1)2 −

𝑥2

3
= 1 

 จดุศนูย์กลาง  =  (ℎ, 𝑘)  =  (0, 1) 

 ความยาวแกนตามขวาง  =  2𝑎  =  2(1)  =  2 

 ความยาวแกนสงัยคุ  =  2𝑏  =  2(√3)  =  2√3 

 ความยาวลาตสัเรคตมั  =  
2𝑏2

𝑎
 = 

2(√3)
2

1
 = 6 

จดุยอด →  เขยิบ  (0, 1)  ขึน้ลง  𝑎 = 1 หนว่ย  ได้เป็น (0, 2) และ (0, 0) 

จดุโฟกสั →  เขยิบ  (0, 1)  ขึน้ลง  𝑐 = 2 หนว่ย  ได้เป็น (0, 3) และ (0, −1) 

สมการเส้นก ากบั คือ    𝑦 − 1  =  ±
𝑥

√3
 

ไฮเพอร์โบลานี ้ไมใ่ช่ไฮเพอร์โบลามมุฉาก เพราะ เส้นก ากบัไมต่ัง้ฉากกนั เนื่องจาก 𝑎 ≠ 𝑏 # 

 
 

แบบฝึกหดั 
1. จงบอกลกัษณะกราฟ (แนวนอน แนวตัง้)  จดุศนูย์กลาง จดุยอด จดุโฟกสั ความยาวแกนตามขวาง ความยาวแกนสงั

ยคุ ความยาวลาตสัเรคตมั และสมการเส้นก ากบั ของไฮเพอร์โบลา ตอ่ไปนี ้

 1. 𝑥2

4
−

𝑦2

9
  =  1 

 
 
 
 
 
 

 2 =  √12 + 𝑏2 
 4 =  1 + 𝑏2 
 3 =  𝑏2 

 𝑏 =  √3 

(0, 0) 

(0, 2) 

(0, 3) 
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 2. (𝑦+2)2

4
−

(𝑥−1)2

5
  =  1 

 
 
 
 
 
 
 

 3. 𝑦2 − 𝑥2  =  1 

 
 
 
 
 
 
 
 

ในกรณีที่โจทย์ให้สมการในรูป 𝐴𝑥2 + 𝐵𝑦2 + 𝐶𝑥 + 𝐷𝑦 + 𝐶 = 0 มาให้ เราจะใช้วธีิจดัรูปแบบเดียวกบัวงรี 
แตค่ราวนี ้ระหวา่ง 𝐴 กบั 𝐵 จะมตีวัหนึง่เป็นลบ และตวัหนึง่เป็นบวก 

 

1. จบักลุม่ 𝑥 ไว้ด้วยกนั    จบักลุม่ 𝑦 ไว้ด้วยกนั    กลุม่ที่เป็นตวัเลขแบบไมม่ี 𝑥 หรือ 𝑦 ให้ย้ายไปอีกฝ่ัง 
จากนัน้ ดงึตวัตวัเลขที่คณูกบั  𝑥2  กบั  𝑦2  ออกมานอกวงเลบ็ 
เช่น ถ้าโจทย์ให้สมการกราฟมาในรูป 3𝑥2 − 4𝑦2 − 12𝑥 − 8𝑦 + 20 =  0 

 เราจะจบักลุม่ใหมไ่ด้เป็น (3𝑥2 − 12𝑥) + (−4𝑦2 − 8𝑦) =  −20 

 ดงึตวัเลขที่คณู  𝑥2  กบั  𝑦2  ออก 3(𝑥2 − 4𝑥) − 4(𝑦2 + 2𝑦) =  −20 

 

2. เอากลุม่ 𝑥 และกลุม่ 𝑦  เข้าสตูร  น2 ± 2นล + ล2  =  (น ± ล)2 

โดยเติม  ล2  ที่ขาดไปให้กบัแตล่ะกลุม่ ทัง้สองข้างของสมการ 
สิง่ที่ต้องระวงัเพิม่ขึน้จากตอนท าวงรี คือ คราวนีต้วัที่เติมเข้าไป อาจจะมี “เลขติดลบ” คณูอยูห่น้าวงเลบ็ด้วย 

ดงันัน้ ต้องเติม เคร่ืองหมาย บวก หรือ ลบ ที่คณูอยูห่น้าวงเลบ็ เข้าไปให้เหมือนๆกนัทางฝ่ังขวาด้วย  ดงันี ้
 
 
 

 
 
 
 

3. สดุท้าย เอาตวัเลขฝ่ังขวา หารตลอด  เพื่อท าให้ฝ่ังขวากลายเป็น 1  แล้วจดัสมการให้เข้ารูปไฮเพอร์โบลา  ดงันี ้
 
 
 
 
 
 
 
 

3(𝑥2 − 4𝑥) −  4(𝑦2 + 2𝑦) =  −20 
3(𝑥2 − 2(𝑥)(2) + 22) −  4(𝑦2 + 2(𝑦)(1) + 12) =  −20 + 3(22) − 4(12) 
3(𝑥 − 2)2 −  4(𝑦 + 1)2 =  −12 

เติม  22 ที่มี 3 คณูอยู ่
กบั  12 ที่มี −4 คณูอยู ่เติม เติม 

 3(𝑥 − 2)2 − 4(𝑦 + 1)2 =  −12 

 
3(𝑥−2)2

−12
−

4(𝑦+1)2

−12
 =  1 

 −
3(𝑥−2)2

12
+

4(𝑦+1)2

12
 =  1 

 
4(𝑦+1)2

12
−

3(𝑥−2)2

12
 =  1 

หารตลอดด้วย −12  
(𝑦+1)2

12

4

−
(𝑥−2)2

12

3

 =  1 

 
(𝑦+1)2

3
−

(𝑥−2)2

4
 =  1 

 
(𝑦+1)2

√3
2 −

(𝑥−2)2

22  =  1 

สลบัตวัลบไว้ข้างหลงั 
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ดงันัน้  3𝑥2 − 4𝑦2 − 12𝑥 − 8𝑦 + 20 =  0  เป็นไฮเพอร์โบลาแนวตัง้ ท่ีมีจดุศนูย์กลาง = (2, −1) 

แกนตามขวางยาว 2√3  และ แกนสงัยคุยาว  4  เป็นต้น 
 

ตวัอยา่ง  จงวาดรูป และหาสว่นประกอบตา่งๆของไฮเพอร์โบลา ซึง่มีสมการกราฟ คือ  𝑥2 − 𝑦2 − 4𝑦 − 8  =  0 
วิธีท า จดัรูปก่อน จะได้ 

 
 
 
 
 
 

ดงันัน้ เป็นไฮเพอร์โบลาแนวนอน ท่ี  ℎ = 0 ,  𝑘 = −2 ,  𝑎 = 2 ,  𝑏 = 2 

จะได้ จดุศนูย์กลางคือ  =  (ℎ, 𝑘)  =  (0, −2) 

 ความยาวแกนตามขวาง  =  2𝑎  =  2(2)  =  4 

 ความยาวแกนสงัยคุ  =  2𝑏  =  2(2)  =  4 

 ความยาวลาตสัเรคตมั  =  
2(2)2

2
  =  4 

 ระยะจากศนูย์กลางถึงโฟกสั  𝑐  =  √22 + 22  =  2√2 

จดุยอด →  เขยิบ  (0, −2)  ไปซ้ายขวา  𝑎 = 2 หนว่ย  ได้  (2, −2)  กบั  (−2, −2) 

จดุโฟกสั →  เขยิบ  (0, −2)  ไปซ้ายขวา  𝑐 = 2√2 หนว่ย  ได้  (2√2, −2)  กบั  (−2√2 , −2) 

สมการเส้นก ากบั คือ    
𝑥2

4
  =  ±

(𝑦+2)2

4
   จดัให้เป็นรูปอยา่งงา่ย ได้  𝑥2  =  ±(𝑦 + 2)2 

ไฮเพอร์โบลานี ้เป็นไฮเพอร์โบลามมุฉาก เพราะ เส้นก ากบัตัง้ฉากกนั เนื่องจาก  𝑎 = 𝑏 # 

 
 

แบบฝึกหดั 

2. จงบอกลกัษณะกราฟ (แนวนอน แนวตัง้)  จดุศนูย์กลาง จดุยอด จดุโฟกสั ความยาวแกนตามขวาง ความยาวแกนสงั
ยคุ ความยาวลาตสัเรคตมั และสมการเส้นก ากบั ของไฮเพอร์โบลา ตอ่ไปนี ้

 1. 𝑥2 − 𝑦2 + 2𝑦 − 3  =  0 2. 4𝑥2 − 𝑦2 − 16𝑥 − 2𝑦 + 11  =  0 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
 
 
 
 
 
 

 𝑥2 − 𝑦2 − 4𝑦 − 8 =  0 
 (𝑥2) + (−𝑦2 − 4𝑦) =  8 
 (𝑥2) − (𝑦2 + 4𝑦) =  8 
 (𝑥2) − (𝑦2 + 2(𝑦)(2) + 22) =  8 + −(22) 
 (𝑥)2 − (𝑦 + 2)2 =  4 

 
(𝑥)2

4
−

(𝑦+2)2

4
 =  1 

(0, −2) 

𝑏 = 2 

𝑏 = 2 

𝑎 = 2 

𝑐 = 2√2  

𝑎 = 2 

𝑐 = 2√2  
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 3. 9𝑥2 − 16𝑦2 + 18𝑥 − 64𝑦 + 89  =  0 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

3. จงหาสมการของไฮเพอร์โบลา ท่ีมีจดุยอดอยูท่ี่ (2, 0) และ (−2, 0)  และมีแกนสงัยคุยาว 6 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

4. จงหาสมการของไฮเพอร์โบลา ท่ีมีจดุยอดอยูท่ี่ (1, 5) และ (1, −1)  และมีจดุโฟกสัจดุหนึง่อยูท่ี่ (1, −3) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

5. จงหาสมการของไฮเพอร์โบลา ท่ีมีจดุยอดอยูท่ี่ (1, 1) และ (1, −3)  และผา่นจดุ (4, 3) 
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6. วงรี และ ไฮเพอร์โบลามี จดุศนูย์กลางร่วมกนัท่ีจดุ (0,0) เเละมจีดุยอดจดุเดียวกนั ถ้าวงรีมีโฟกสัจดุหนึง่เป็น 

(0, 2√15) ตดัเเกน 𝑥 ที่จดุ (−2, 0) ถ้าไฮเพอร์โบลาทีม่ีเเกนสงัยคุยาวเทา่กบัเเกนโทของวงรี แล้วจงหาสมการของ
ไฮเพอร์โบลา 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

7. ก าหนดให้  16𝑦2 − 9𝑥2 + 36𝑥 + 32𝑦 + 124 = 0  เป็นสมการของไฮเพอร์โบลา 
ให้ 𝐿 เป็นเส้นตรงผา่นจดุ (0, 0) และจดุศนูย์กลางของไฮเพอร์โบลานี ้
ผลบวกของระยะจากโฟกสัทัง้สองไปยงัเส้นตรง 𝐿 เทา่กบัเทา่ใด    [PAT 1 (มี.ค. 58)/10] 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

8. ก าหนดให้  𝐸  เป็นวงรีที่มีโฟกสัอยูท่ี่จดุยอดของไฮเพอร์โบลา  𝑥2 − 𝑦2 = 1 

 ถ้า  𝐸  ผา่นจดุ (0, 1) แล้ว  จดุในข้อใดตอ่ไปนีอ้ยูบ่น 𝐸    [PAT 1 (ต.ค. 52)/1-10] 

 1. (1, −
√2

2
) 2. (1, √2) 3. (1, −

1

2
) 4. (1, 

√3

2
) 
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9. ก าหนดวงกลมรูปหนึง่มจีดุปลายของเส้นผา่นศนูย์กลางอยูบ่นจดุศนูย์กลางและจดุโฟกสัด้านหนึง่ของ 

 ไฮเพอร์โบลา 9𝑥2 − 16𝑦2 − 90𝑥 + 64𝑦 + 17 = 0  แล้ววงกลมดงักลา่วมีพืน้ท่ีเทา่กบัเทา่ไร 
 [PAT 1 (ก.ค. 53)/8] 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

10. ข้อใดตอ่ไปนีถ้กูต้อง    [PAT 1 (มี.ค. 54)/9] 

 1. ไฮเพอร์โบลา  4𝑥2 − 25𝑦2 + 24𝑥 − 100𝑦 − 164 = 0  มีจดุยอดอยูท่ี่จดุยอดของ 
  วงรี  4𝑥2 + 25𝑦2 + 24𝑥 + 100𝑦 + 36 = 0  และมีแกนสงัยคุยาวเทา่กบัแกนโทของวงรี 
 2. วงรี  4𝑥2 + 25𝑦2 + 24𝑥 + 100𝑦 + 36 = 0  มีจดุยอดจดุหนึง่อยูบ่น 

  พาราโบลา  𝑦2 + 4𝑦 − 4𝑥 + 12 = 0 
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11. ก าหนดให้  9𝑥2 − 16𝑦2 − 18𝑥 + 64𝑦 − 199 = 0  เป็นสมการของไฮเพอร์โบลา  ถ้าพาราโบลารูปหนึง่มีแกน
สมมาตรขนานแกน 𝑦  ตดัแกน 𝑥 ที่จดุ (1, 0)  และผา่นจดุยอดทัง้สองของไฮเพอร์โบลาที่ก าหนดให้ แล้ว จดุในข้อใด
ตอ่ไปนีไ้มอ่ยูบ่นพาราโบลา    [PAT 1 (มี.ค. 56)/17] 

 1. (2, 
1

8
 ) 2. (−1, 

1

2
 ) 3. (3, 

1

2
 ) 4. (4, 

1

4
 ) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

12. ก าหนดให้พาราโบลามีจดุยอดที่ (−3, −2) ผา่นจดุโฟกสัของไฮเพอร์โบลา  5𝑥2 − 4𝑦2 − 16𝑦 + 4  =  0 

 จงหาสมการไดเรคตริกซ์ของพาราโบลา    [PAT 1 (ธ.ค. 54)/9] 

 1. 4𝑦 + 15 = 0 2. 4𝑦 + 9 = 0 3. 4𝑥 + 9 = 0 4. 4𝑥 + 15 = 0 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

13. ให้ A และ B เป็นจดุยอดของไฮเพอร์โบลา 4𝑥2 − 𝑦2 − 24𝑥 + 6𝑦 + 11 = 0 สมการของพาราโบลาที่มี AB 

เป็นเลตสัเรกตมั และมีกราฟอยูเ่หนือแกน X คือสมการในข้อใดตอ่ไปนี ้   [A-NET 51/1-11] 

 1. (𝑥 − 3)2 = 4(𝑦 − 2) 2. (𝑥 − 3)2 = 8(𝑦 − 1) 

 3. (𝑥 − 2)2 = 4(𝑦 − 2) 4. (𝑥 − 2)2 = 8(𝑦 − 1) 
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14. ก าหนดให้ไฮเพอร์โบลารูปหนึ่งมสีมการเป็น  𝑥2 − 𝑦2 − 2𝑥 = 0    ถ้าพาราโบลามีโฟกสัเป็นจดุกึ่งกลางของสว่น
ของเส้นตรงทีเ่ช่ือมระหวา่งจดุตดัของเส้นตรง  𝑦 = 2𝑥  กบัเส้นก ากบัของไฮเพอร์โบลา และมีเส้นไดเรกตริกซ์เป็น
เส้นตรงที่ผา่นจดุยอดทัง้สองของไฮเพอร์โบลา  แล้วจงหาสมการพาราโบลาในรูป  𝐴𝑥2 + 𝐵𝑥 + 𝐶𝑦 + 𝐷  =  0 

 [PAT 1 (มี.ค. 57)/9] 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

15. ก าหนดให้  𝑦2 − 2𝑥2 + 8𝑥 − 6 = 0  เป็นสมการของไฮเพอร์โบลา  ให้เส้นตรง  𝑦 = √2  ตดักบัเส้นก ากบัของ
ไฮเพอร์โบลาที่จดุ 𝐴 และจดุ 𝐵  เมื่อจดุ 𝐵 อยูท่างขวามือของจดุ 𝐴    และเส้นตรง 𝑦 = √2  ตดักบักราฟ
ไฮเพอร์โบลาที่จดุ 𝑃 และจดุ 𝑄  เมื่อจดุ 𝑄 อยูท่างขวามือของจดุ 𝑃    สมการของวงรีทีม่ีจดุยอดอยูท่ีจ่ดุ 𝑃 และจดุ 𝑄  

โฟกสัของวงรีอยูท่ี่จดุ 𝐴 และจดุ 𝐵 มสีมการตรงกบัข้อใดตอ่ไปนี ้   [PAT 1 (พ.ย. 57)/10] 
 1. 2𝑥2 + 𝑦2 − 8𝑥 + 4√2𝑦 − 4  =  0 2. 2𝑥2 + 𝑦2 − 8𝑥 − 2√2𝑦 + 8  =  0 

 3. 𝑥2 + 2𝑦2 − 4𝑥 − 4√2𝑦 + 6  =  0 4. 𝑥2 + 2𝑦2 + 4𝑥 + 4√2𝑦 + 6  =  0 
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16. ก าหนดให้วงรีรูปหนึง่มีสมการเป็น  25𝑥2 + 21𝑦2 + 100𝑥 − 42𝑦 − 404 = 0  แล้วไฮเพอร์โบลาที่มีจดุยอดอยู่
ที่จดุโฟกสัทัง้สองของวงรีและผา่นจดุ  (−3 , 1 + √8)  มีสมการตรงกบัข้อใดตอ่ไปนี ้   [PAT 1 (มี.ค. 53)/8] 

 1. 5𝑦2 − 4𝑥2 − 10√8𝑦 − 32𝑥 − 25 = 0 2. 3𝑦2 − 2𝑥2 − 6√8𝑦 − 8𝑥 + 15 = 0 

 3. 𝑦2 − 4𝑥2 − 2𝑦 − 16𝑥 − 19 = 0 4. 𝑦2 − 7𝑥2 − 2𝑦 − 28𝑥 − 28 = 0 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

17. ให้ F เป็นโฟกสัของพาราโบลา  4𝑦 = 𝑥2 − 6𝑥 + 13  ถ้าไฮเพอร์โบลารูปหนึง่มีสมบตัิดงันี ้
 (ก) แกนตามขวางขนานแกน 𝑦 

 (ข) จดุศนูย์กลางของไฮเพอร์โบลาอยูท่ี่ F 

 (ค) โฟกสัหนึง่ของไฮเพอร์โบลาคือ (3, 2 + 2√13) 

 (ง) แกนสงัยคุยาว 12 หนว่ย 
 แล้ว จงหาสมการไฮเพอร์โบลาในรูป  𝐴𝑥2 + 𝐵𝑦2 + 𝐶𝑥 + 𝐷𝑦 + 𝐸  =  0    [PAT 1 (เม.ย. 57)/8] 
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18. ถ้าเส้นก ากบัของไฮเพอร์โบลา 16𝑥2 − 9𝑦2 + 32𝑥 + 36𝑦 = 164 ตดัแกน X ที่จดุ 𝑥1,  𝑥2 แล้ว ระยะระหวา่ง 
𝑥1,  𝑥2 ยาวก่ีหนว่ย    [A-NET 50/2-2] 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

19. ก าหนดให้ H เป็นไฮเพอร์โบลาทีม่ีสมการเป็น 16𝑥2 − 9𝑦2 − 144 = 0 ถ้าจดุ A(6,  𝑘) เมื่อ 𝑘 > 0 เป็นจดุอยู่
บนเส้นก ากบัของ H และ F1,  F2 เป็นโฟกสัของ H แล้ว พืน้ท่ีของรูปสามเหลีย่ม AF1F2 เทา่กบัเทา่ไร 

 [A-NET 49/1-6]  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

20. ถ้า  𝐴𝑥2 + 𝐵𝑦2 + 𝐷𝑥 + 𝐸𝑦  =  21  เป็นสมการของไฮเพอร์โบลารูปหนึง่มีแกนตามขวางขนานแกน 𝑥 

 มีเส้นตรง  2𝑥 − 𝑦 + 1 = 0  เป็นเส้นก ากบั (asymtote) เส้นหนึง่ และมีจดุ (1 + 2√5, 3) เป็นโฟกสัจดุหนึง่ 
 แล้วคา่ของ  𝐴2 + 𝐵2 + 𝐷2 + 𝐸2  เทา่กบัเทา่ใด    [PAT 1 (ต.ค. 58)/40] 
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ไฮเพอร์โบลาแบบเอียง 
 
นอกจากนี ้เรายงัต้องรู้วา่ สมการในรูป  𝑥𝑦 = ±𝑚  (เมื่อ  𝑚 เป็นตวัเลขอะไรก็ได้)  ก็เป็นไฮเพอร์โบลาด้วย 

ในเร่ืองความสมัพนัธ์และฟังก์ชนั เราได้เห็นกราฟของสมการ  𝑥𝑦 = ±𝑚  ไปแล้ว ดงันี ้
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ซึง่ถ้าสงัเกตให้ดี กราฟเหลา่นีจ้ะเป็นไฮเพอร์โบลาแบบเอียงๆ 

โดยมีแกน X กบั แกน Y  เป็นเส้นก ากบั นัน่เอง 
โดยไฮเพอร์โบลาในรูป  𝑥𝑦 = 𝑘  จะเป็นไฮเพอร์โบลามมุฉากเสมอ 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

นอกจากนี ้เรายงัสามารถ “เลือ่น” ไฮเพอร์โบลาได้ด้วย  โดย  (𝑥 − ℎ)(𝑦 − 𝑘) = ±𝑚  จะมีจดุศนูย์กลางอยูท่ี่  (ℎ, 𝑘) 

และมีเส้นก ากบั คือ  𝑥 = ℎ  และ  𝑦 = 𝑘  โดยทกุจดุบนกราฟ จะม ีพิกดั 𝑥  =  พิกดั 𝑥 เดมิ + ℎ 

 พิกดั 𝑦  =  พิกดั 𝑦 เดมิ + 𝑘 

เช่น 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

𝑥𝑦 = −2 𝑥𝑦 = 2 𝑥𝑦 = 5 𝑥𝑦 = −5 

(√𝑚, √𝑚)  

(−√𝑚, −√𝑚)  

 𝑥𝑦 = 𝑚  จะมีจดุยอดอยูท่ี่ (√𝑚, √𝑚) 

 และ (−√𝑚, −√𝑚) 

 𝑥𝑦 = −𝑚  จะมีจดุยอดอยูท่ี่ (−√𝑚, √𝑚) 

 และ (√𝑚, −√𝑚) 

(−√𝑚, √𝑚)  

(√𝑚, −√𝑚)  

(𝑥 − 2)(𝑦 − 1) = 1 

(2, 1)  

จดุศนูย์กลาง (2, 1) 

จดุยอด  (3, 2) ,  (1, 0) 

เส้นก ากบั  𝑥 = 2  และ 𝑦 = 1 

จดุศนูย์กลาง (1, −2) 

จดุยอด (1 + √2 , −2 + √2) 

  (1 − √2 , −2 − √2) 

เส้นก ากบั  𝑥 = 1  และ 𝑦 = −2 

(𝑥 − 1)(𝑦 + 2) = 2 

(1, −2)  

จดุศนูย์กลาง (−1, 0) 

จดุยอด (−1 − √2 , √2) 

  (−1 + √2 , −√2) 

เส้นก ากบั  𝑥 = −1  และ 𝑦 = 0 

(𝑥 + 1)(𝑦) = −2 

(−1, 0)  
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แบบผกึหดั 
1. จงวาดกราฟของไฮเพอร์โบลาตอ่ไปนี ้พร้อมทัง้บอกจดุยอด และ สมการเส้นก ากบั 

 1. 𝑥𝑦  =  4 2. (𝑥 − 1)(𝑦 − 2)  =  −1 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 3. (𝑥 + 2)(𝑦 − 1)  =  2 4. 𝑦 + 1  =  −
4

𝑥
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รูปทัว่ไปของภาคตดักรวย 

 
จากทีเ่รียนมาทัง้หมด จะเห็นวา่ วงกลม วงรี พาราโบลา และไฮเพอร์โบลา ตา่งก็มีสมการรูปทัว่ไปแบบเดียวกนั 

คือ  𝐴𝑥2 + 𝐵𝑦2 + 𝐶𝑥 + 𝐷𝑦 + 𝐸 = 0    ซึง่จะมีวธีิดใูนเบือ้งต้น วา่สมการดงักลา่ว เป็นกราฟอะไรดงันี ้
𝐴 = 0 และ 𝐵 = 0 → เส้นตรง 
𝐴 = 0 หรือ 𝐵 = 0 อยา่งใดอยา่งหนึง่ → พาราโบลา 

𝐴 = 0 แต ่𝐵 ≠ 0 → ตะแคงซ้าย ขวา 

𝐴 ≠ 0 แต ่𝐵 = 0 → คว ่า หงาย 
𝐴 = 𝐵 ≠ 0 → วงกลม 

𝐴 ≠ 𝐵 แต ่𝐴 กบั 𝐵 มีเคร่ืองหมายเหมือนกนั → วงรี 
𝐴 ≠ 𝐵 และ 𝐴 กบั 𝐵 มีเคร่ืองหมายตา่งกนั → ไฮเพอร์โบลา 

 

เช่น 𝑥2 + 𝑦2 + 2𝑥 − 4𝑦 − 5  =  0 →  𝐴 = 𝐵 = 1 →  วงกลม 

 𝑥2 − 𝑦2 + 2  =  0 →  𝐴 = 1 ,  𝐵 = −1 →  ไฮเพอร์โบลา 

 −2𝑥2 − 2𝑦2 + 4𝑥 + 8𝑦 + 2  =  0 →  𝐴 = 𝐵 = −2 →  วงกลม 

 −2𝑥2 − 3𝑦2 + 5𝑥 + 𝑦 + 2  =  0 →  𝐴 = −2 ,  𝐵 = −3 →  วงรี 
 3𝑥2 − 4𝑥 + 4𝑦 + 2  =  0 →  𝐵 = 0 →  พาราโบลาคว า่หงาย 

 −𝑥2 + 2𝑦2 + 2  =  0 →  𝐴 = −1 , 𝐵 = 2 →  ไฮเพอร์โบลา 

 2𝑦2 + 2𝑥 − 5  =  0 →  𝐴 = 1 , 𝐵 = 2 →  พาราโบลาตะแคง 
 𝑥2 + 2𝑦2 + 2  =  0 →  𝐴 = 1 , 𝐵 = 2 →  วงรี 
 
 

แบบฝึกหดั 
1. จงระบวุา่สมการตอ่ไปนี ้เป็นกราฟอะไร 
 1. 𝑥2 + 𝑦2  =  1 2. 𝑥2 − 𝑦2  =  1 

 
 

 3. 𝑥2 − 𝑦  =  1 4. 𝑥2 + 𝑦2  =  2 

 
 

 5. 3𝑥2 + 2𝑦2  =  1 6. 3𝑥2 − 2𝑥 + 2𝑦2  =  1 

 
 

 7. 𝑦2 + 2𝑥 − 1  =  0 8. (𝑥 − 2)2  =  2𝑦2 + 1 

 
 

 9. 𝑥2 − 2𝑦 + 2𝑥 + 5  =  0 10. 3𝑥2 − 𝑥  =  3𝑦2 + 2 
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2. จดุ P(𝑥, 𝑦)  เป็นจดุที่เคลีอ่นท่ีบนระนาบ ซึง่เคลือ่นท่ีโดยท าให้ ผลคณูของความชนัของเส้นตรงที่ผา่น P และ 
A(−2, 1) กบัความชนัของเส้นตรงที่ผา่น P และ B(4, 5) มีคา่เทา่กบั 3 เสมอ  จงหาสมการเส้นโค้งที่เกิดจากการ
เคลือ่นของ P พร้อมทัง้ระบวุา่กราฟนีเ้ป็นกราฟชนิดใด 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

3. ก าหนดให้  𝑆 = [−2, 2]  และ  𝑟 = {(𝑥, 𝑦) ∈ 𝑆 × 𝑆 | 𝑥2 + 2𝑦2 = 2} 

ช่วงในข้อใดตอ่ไปนีไ้มเ่ป็นสบัเซตของ  D𝑟 − R𝑟    [PAT 1 (ต.ค. 52)/1-6] 

 1. (−1.4, −1.3) 2. (−1.3, −1.2) 3. (1.2, 1.4) 4. (1.4, 1.5) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

4. ก าหนดให้ 𝐴 = {(𝑥,  𝑦) | 𝑥2 + 𝑦2 > 1} 

  𝐵 = {(𝑥,  𝑦) | 4𝑥2 + 9𝑦2 < 1}  
  𝐶 = {(𝑥,  𝑦) | 𝑦2 − 𝑥2 > 1}  
 ข้อใดตอ่ไปนีผิ้ด    [A-NET 51/1-10] 

 1. 𝐴 − 𝐵 = 𝐴 2. 𝐵 − 𝐶 = 𝐵 

 3. 𝐵 ∩ (𝐴 ∪ 𝐶) = ∅ 4. 𝐴 ∩ (𝐵 ∪ 𝐶) = ∅ 
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5. ก าหนดให้ 𝑆  =  {(𝑥, 𝑦) | 𝑥2 + 𝑦2 ≤ 17} 

  𝐴  =  {(𝑥, 𝑦) | 𝑥2 − 𝑦2 = 1}  
  𝐵  =  {(𝑥, 𝑦) | 𝑦2 − 𝑥2 = 1}  
 ถ้า 𝑝 ∈ 𝑆 ∩ 𝐴 และ 𝑞 ∈ 𝑆 ∩ 𝐵 แล้วระยะทางน้อยสดุทีเ่ป็นไปได้ระหวา่งจดุ 𝑝 และ 𝑞 เทา่กบัเทา่ไร 
 [PAT 1 (ก.ค. 52)/15] 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

6. ก าหนดให้ 𝐴 = {𝑎 | เส้นตรง 𝑦 = 𝑎𝑥 ไมต่ดักราฟ 𝑦2 = 1 + 𝑥2} 

 และ 𝐵 = {𝑏 | เส้นตรง 𝑦 = 𝑥 + 𝑏 ตดักราฟ 𝑦2 = 1 − 𝑥2 สองจดุ} 

 เซต {𝑑 | 𝑑 = 𝑐2, 𝑐 ∈ 𝐵 − 𝐴} เทา่กบัชว่งในข้อใดตอ่ไปนี ้   [PAT 1 (มี.ค. 52)/14] 

 1. (0, 1) 2. (0, 2) 3. (1, 2) 4. (0, 4) 
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วงกลม 

 

1. 1. (2, −1),  2 2. (−2, 0),  √2 3. (2, −3), 2√2 4. (0, 1), 2 

 5. (−1, −
1

2
 ),  

3

2
 6. (−

1

2
 , 

1

2
 ), 

1

2
 

2. (𝑥 − 1)2 + (𝑦 + 1)2  =  9 3. 𝑥2 + (𝑦 − 2)2  =  2 

4. 𝑥2 + (𝑦 − 2)2  =  8 5. (𝑥 − 3)2 + 𝑦2  =  1 ,  (𝑥 +
1

3
)

2
 + 𝑦2  =  1 

 

6. (𝑥 − 1)2 + (𝑦 + 1)2  =  5 

ให้จดุสมัผสั คือจดุ (2, 𝑘) 

เนื่องจาก รัศมี จะตัง้ฉากกบัเส้นสมัผสั ท่ีจดุสมัผสั ดงันัน้ ความชนัรัศมี × ความชนัเส้นสมัผสั = −1 

รัศมี จาก (1, −1) ไปจดุสมัผสั (2, 𝑘) จะมีความชนั = 
𝑘−(−1)

2−1
 = 𝑘 + 1  จะได้สมการ 

 
 

จะได้จดุสมัผสัคือ  (2, 1)  ดงันัน้ รัศมียาว  √(2 − 1)2 + (1 − (−1))
2

  =  √5 

แทนใน  (𝑥 − ℎ)2 + (𝑦 − 𝑘)2 = 𝑟2  จะได้สมการวงกลม คือ  (𝑥 − 1)2 + (𝑦 + 1)2  =  5 
 

7. 5.5 8. 1 9. 4 10. 1 

11. 2 12. 3 13. 2 

 

พาราโบลา 

 

1. 1. ตะแคงขวา ;  V(0, 0) ;  F(3, 0) ;  𝑦 = 0 ;  𝑥 = −3 ;  12 

 2. คว ่า ;  V(1, 0) ;  F(1, −1) ;  𝑥 = 1 ;  𝑦 = 1 ;  4 

 3. ตะแคงซ้าย ;  V(−1, −2) ;  F(−3, −2) ;  𝑦 = −2 ;  𝑥 = 1 ;  8 

2. 1. คว ่า ;  V(−2, 1) ;  F(−2, −1) ;  𝑥 = −2 ;  𝑦 = 3 ;  8 

 2. ตะแคงขวา ;  V(1, 1) ;  F( 
9

8
, 1) ;  𝑦 = 1 ;  𝑥 = 

7

8
 ;  

1

2
 

 3. หงาย ;  V(0, 1) ;  F(0, 
5

4
) ;  𝑥 = 0 ;  𝑦 = 

3

4
 ;  1 

3. (𝑦 + 2)2  =  8(𝑥 − 1) 4. 𝑥2  =  −4(𝑦 − 1) 

5. (𝑦 + 1)2  =  −12(𝑥 + 1) 6. (𝑥 − 2)2  =  4(𝑦 − 3) 

7. - 8. 2√5 9. 6 10. 8 

11. 8 12. 4 13. 18 14. 5 

15. (1, 6) 16. 5

4
 17. 1, 2 

 

วงรี 
 

1. 1. แนวนอน ;  C(0, 0) ;  V(±3, 0) ;  F(±√5, 0) ;  6 ;  4 ;  
8

3
 ;  

√5

3
 

 2. แนวตัง้ ;  C(0, 0) ;  V(0, ±5) ;  F(0, ±4) ;  10 ;  6 ;  
18

5
 ;  4

5
 

(𝑘 + 1) × −
1

2
 = −1 

  𝑘 + 1 =   2 
  𝑘 =   1 
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 3. แนวตัง้ ;  C(1, −2) ;  V(1, −2 ± √5) ;  F(1, −2 ± 2) ;  2√5 ;  2 ;  
2√5

5
 ;  

2√5

5
 

 4. แนวนอน ;  C(2, 0) ;  V(2 ± 2, 0) ;  F(2 ± √2, 0) ;  4 ;  2√2 ;  2 ;  √2

2
 

2. 1. แนวนอน ;  C(−2, 3) ;  V(−2 ± 5, 3) ;  F(−2 ± 4, 3) ;  10 ;  6 ;  18

5
 ;  

4

5
 

 2. แนวตัง้ ;  C(0, 1) ;  V(0, 1 ± 3) ;  F(0, 1 ± √5) ;  6 ;  4 ;  
8

3
 ;  

√5

3
 

 3. แนวตัง้ ;  C(0, 0) ;  V(0, ±2√2) ;  F(0, ±√6) ;  4√2 ;  2√2 ;  √2 ;  
√3

2
 

3. (𝑥−2)2

22 +
(𝑦+1)2

32   =  1 4. 3𝑥2

4
+

𝑦2

4
  =  1 

5. 𝑥2

16
+

(𝑦−1)2

7
  =  1 6. 3

5
 7. 1 

8. 3 9. 4 10. 4𝑥2 + 5𝑦2 − 8𝑥 + 20𝑦 + 4  =  0 

11. 4 12. 1 13. 4 14. 2 

15. 48

5
 16. 4 17. 162 

 

ไฮเพอร์โบลา 

 

1. 1. แนวนอน ;  C(0, 0) ;  V(±2, 0) ;  F(±√13, 0) ;  4 ;  6 ;  9 ;  
𝑥

2
  =  ±

𝑦

3
 

 2. แนวตัง้ ;  C(1, −2) ;  V(1, −2 ± 2) ;  F(1, −2 ± 3) ;  4 ;  2√5 ;  5 ;  
𝑦+2

2
  =  ±

𝑥−1

√5
 

 3. แนวตัง้ ;  C(0, 0) ;  V(0, ± 1) ;  F(0, ±√2) ;  2 ;  2 ;  2 ;  𝑦  =  ±𝑥 

2. 1. แนวนอน ;  C(0, 1) ;  V(±√2, 1) ;  F(±2, 1) ;  2√2 ;  2√2 ;  2√2 ;  𝑥  =  ±(𝑦 − 1) 

 2. แนวนอน ;  C(2, −1) ;  V(2 ± 1, −1) ;  F(2 ± √5, −1) ;  2 ;  4 ;  8 ;  𝑥 − 2  =  ±
𝑦+1

2
 

 3. แนวตัง้ ;  C(−1, −2) ;  V(−1, −2 ± 3) ;  F(−1, −2 ± 5) ;  6 ;  8 ;  
32

3
 ;  

𝑦+2

3
  =  ±

𝑥+1

4
 

3. 𝑥2

22 −
𝑦2

32   =  1 4. (𝑦−2)2

32 −
(𝑥−1)2

42    =  1 

5. (𝑦+1)2

4
−

(𝑥−1)2

3
   =  1 

 

6. 𝑦2

82 −
𝑥2

22 = 1 

จากแนวจดุศนูย์กลาง กบั จดุโฟกสั จะได้วา่เป็นวงรีแนวตัง้ มี  𝑐 = 2√15 

ตดัเเกน 𝑥 ที่จดุ (−2, 0)  →  𝑏 = 2  →  𝑎 = √𝑏2 + 𝑐2 = 8 

ไฮเพอร์โบลา จะมี  𝑎, 𝑏 เทา่วงรี  →  ตอบ  𝑦
2

82 −
𝑥2

22 = 1 

 

7. 2√5 8. 1 9. 25𝜋

4
 10. 1, 2 

11. 4 12. 4 13. 1 

14. 9𝑥2 + 6𝑥 + 12𝑦 + 5  =  0 15. 3 16. 3 

17. 4𝑥2 − 9𝑦2 − 24𝑥 + 36𝑦 + 144  =  0 18. 3 19. 40 

20. 117 
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ไฮเพอร์โบลาแบบเอียง 
 

1. 1. 2. 
 
 
 
 

 3. 4. 
 
 
 
 
 

รูปทัว่ไปของภาคตดักรวย 

 

1. 1. วงกลม 2. ไฮเพอร์โบลา 3. พาราโบลาคว ่าหงาย 4. วงกลม 
 5. วงรี 6. วงรี 7. พาราโบลาตะแคง 8. ไฮเพอร์โบลา 

 9. พาราโบลาคว ่าหงาย 10. ไฮเพอร์โบลา 

2. 𝑦−1

𝑥+2
∙

𝑦−5

𝑥−4
 = 3; ไฮเพอร์โบลาแนวนอน 3. 4 4. 4 

5. 3√2 − 4 6. 3 

 
 

เครดิต 

ขอบคณุ คณุ Wasitthirawat Krailoet 

และ คณุ Sirichai Wiriyajaree 

และ คณุ Wabut Thongbor  ที่ช่วยตรวจสอบความถกูต้องของเอกสารครับ 

 

จดุศนูย์กลาง (0, 0) 

จดุยอด  (2, 2) ,  (−2, −2) 

เส้นก ากบั  𝑥 = 0  และ 𝑦 = 0 

(1, 2)  
จดุศนูย์กลาง (1, 2) 

จดุยอด  (0, 3) ,  (2, 1) 

เส้นก ากบั  𝑥 = 1  และ 𝑦 = 2 

(−2, 1) 
จดุศนูย์กลาง (−2, 1) 

จดุยอด (−2 + √2 , 1 + √2) 

 (−2 − √2 , 1 − √2) 

เส้นก ากบั  𝑥 = −2  และ 𝑦 = 1 

(0, −1) 

จดุศนูย์กลาง (0, −1) 

จดุยอด  (−2, 1) ,  (2, −3) 

เส้นก ากบั  𝑥 = 0  และ 𝑦 = −1 


