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หน่วยจินตภาพ 

 
ตอน ม.4 เราได้เรียนเร่ืองจ านวนจริงมาแล้ว โดยจ านวนจริง ก็คือ จ านวนที่มีอยู่จริง บนเส้นจ านวน  

ในเร่ืองนี ้เราจะรู้จกัจ านวนอีกประเภท เรียกว่า “จ านวนจินตภาพ” ซึง่เป็นจ านวนที่ “ไม่มีอยู่จริง” แต่เรา “สมมติให้มี” 
โดยเร่ืองนี ้จะสมมติว่ามีจ านวนที่เรียกว่า  i  ซึง่มีสมบติัว่า  i2 = −1    (หนงัสอืบางเลม่ อาจกลา่วว่า  i = √−1 ก็ได้) 
เราเรียกชื่อของ  i  แบบเป็นทางการว่า “หน่วยจินตภาพ” 
 

โจทย์ยอดฮิตในเร่ืองนี ้คือ การค านวณค่า  i𝑛  เมื่อ  𝑛 เป็นจ านวนนบั  ซึง่จะมีวิธีค านวณดงันี ้
 i1 = i 
 i2 = −1 
 i3 = i2 ∙ i = (−1)(i) = −i 
 i4 = i2 ∙ i2 = (−1)(−1) = 1 
 

เนื่องจาก  i4  =  1  ดงันัน้  i5  เป็นต้นไป จะวนกลบัการที่รูปแบบเดิม 
 i5 = i4 ∙ i = (1)(i) = i 
 i6 = i4 ∙ i2 = (1)(−1) = −1 
 i7 = i4 ∙ i3 = (1)(−i) = −i 
 i8 = i4 ∙ i4 = (1)(1) = 1 
 i9 = i4 ∙ i4 ∙ i = (1)(1)(i) = i 
 i10 = i4 ∙ i4 ∙ i2 = (1)(1)(−1) = −1 
 i11 = i4 ∙ i4 ∙ i3 = (1)(1)(−i) = −i 
 i12 = i4 ∙ i4 ∙ i4 = (1)(1)(1) = 1 
 i13 = i4 ∙ i4 ∙ i4 ∙ i = (1)(1)(1)(i) = i 
 i14 = i4 ∙ i4 ∙ i4 ∙ i2 = (1)(1)(1)(−1) = −1 
 … 
 

จะเห็นว่าผลการยกก าลงั i𝑛 จะวนซ า้เดิมทกุๆ 4 ตวั คือ  i ,  −1 ,  −i  และ  1 

โดยผลลพัธ์จะเป็นเท่าไรนัน้ ขึน้กบัว่า 𝑛 หารด้วย 4 เหลอืเศษเท่าไร ดงันี ้
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ตวัอย่าง  จงหาค่าของ i2555 
วิธีท า 2555 หารด้วย 4 เหลอืเศษ 3 

ดงันัน้ i2555 = i3 = −i # 

 

ตวัอย่าง  จงหาค่าของ i1 + i2 + i3 + … + i2555 
วิธีท า เนื่องจาก i𝑛 จะวนซ า้เดิมทกุๆ 4 ตวั คือ  i, −1, −i, และ 1 

และบงัเอิญ 4 ตวันี ้บวกกนัได้ (i) + (−1) + (−i) + (1) = 0  หกักนัหมด 

นัน่คือ  i1 + i2 + i3 + i4 = 0  และ  i5 + i6 + i7 + i8 = 0  และ  i9 + i10 + i11 + i12 = 0  ไปเร่ือยๆ 

i𝑛  =  

{
 
 

 
 i เมื่อ 4 หาร 𝑛 เหลอืเศษ 1
−1 เมื่อ 4 หาร 𝑛 เหลอืเศษ 2
−i เมื่อ 4 หาร 𝑛 เหลอืเศษ 3
1 เมื่อ 4 หาร 𝑛 ลงตวั
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ดงันัน้ ถ้าจะหา i1 + i2 + i3 + … + i2555    แค่คิดรอบสดุท้าย ก่อนถงึ 2555 ก็พอ 

เนื่องจาก 2552 เป็นตวัสดุท้ายที่หารด้วย 4 ลงตวั 

ดงันัน้    i1 + i2 + i3 + … + i2555 =  (0) + (0) + (0) + … + (0) + i2553 + i2554 + i2555 
 =  (i) + (−1) + (−i) = −1 # 

 
 

แบบฝึกหดั 

1. จงหาผลลพัธ์ในแต่ละข้อต่อไปนี  ้
 1. i11 2. i29 

 
 
 
 
 

 3. i82 4. i2072 

 
 
 
 
 

 5. i1 + i2 + i3 + … + i52 6. i1 + i2 + i3 + … + i2955 

 
 
 
 
 
 
 
 

 7. i68 + i69 + i70 + … + i321 8. i1 ∙ i2 ∙ i3 ∙  … ∙ i20 

 
 
 
 
 
 
 
 

 9. i1 + i3 + i5 + … + i21 10. i1 − i2 + i3 − i4 + …− i40 
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จ านวนเชิงซ้อน 

 

“จ านวนเชิงซ้อน” คือ จ านวนที่ประกอบด้วยทัง้จ านวนจริง และจ านวนจินตภาพ 

โดยเราจะสามารถเขียน จ านวนเชิงซ้อน ในรูป 𝑎 + 𝑏i โดยที่ 𝑎 และ 𝑏 เป็นจ านวนจริง ได้เสมอ 

 
 

 เรียก 𝑎 ว่า    “สว่นจริง” แทนด้วยสญัลกัษณ์  Re(𝑎 + 𝑏i) 
 เรียก 𝑏 ว่า  “สว่นจนิตภาพ” แทนด้วยสญัลกัษณ์  Im(𝑎 + 𝑏i) 

 

เช่น Re(1 + 3i)  =  1 Re(4i − 3)  =  −3 

 Im(5 − 2i)  =  −2 Im(3)  =  0 
 

ถ้าสว่นจริงเท่ากบั 0 เราจะเรียกว่า “จ านวนจินตภาพแท้” 
ถ้าสว่นจินตภาพเป็น 0 เราจะเรียกว่า “จ านวนจริง” 
หมายเหตุ: ในเร่ืองนี ้เรานิยมใช้ 𝑧 เป็นตวัแปร แทนจ านวนเชิงซ้อน 

 และเราสามารถใช้สญัลกัษณ์ (𝑎, 𝑏) แทน 𝑎 + 𝑏i ได้ 
 

ตวัอย่าง  ให้ 𝑧 = (−2, 1)  จงหา Re(𝑧) 
วิธีท า จ านวนเชิงซ้อน (−2, 1) ก็คือ −2+ i นัน่เอง 

ดงันัน้  Re(𝑧) = −2 # 

 

จ านวนเชิงซ้อนสองจ านวน จะ “เท่ากนั” ได้ ต้องมีทัง้สว่นจริงและสว่นจินตภาพเหมือนกนั 

นัน่คือ  𝑎 + 𝑏i = 𝑐 + 𝑑i  ก็เมื่อ  𝑎 = 𝑐 และ 𝑏 = 𝑑  เท่านัน้ 
อย่างไรก็ตาม จ านวนเชิงซ้อนไม่มสีมบัติการเทียบมากกว่าน้อยกว่า 

นัน่คือ เราจะไม่สามารถบอกได้ว่า  2 − i  กบั  1 + i  อนัไหนมากกว่ากนั 
 

จ านวนเชิงซ้อนสองจ านวน บวก/ลบกนั ให้เอาส่วนจริง บวก/ลบ ส่วนจริง สว่นจินตภาพ บวก/ลบ สว่นจินตภาพ เช่น 

 (3 + 2i) + (1 − 4i) =  4 − 2i 
 (1 + i) − (3i − 2) =  1 + i − 3i + 2 =  3 − 2i 
 2(i − 1) − 3(−i + 2) =  2i − 2 + 3i − 6 =  −8 + 5i 
 

จ านวนเชิงซ้อนสองจ านวน คณูกนั ให้กระจายเหมือนกระจายพหุนาม เช่น 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

สว่นจริง สว่นจินตภาพ 

(3 + 2i)(1 − 4i) = 3 − 12i + 2i − 8i2 
 = 3 − 12i + 2i + 8 
 = 11 − 10i 

(2 + i)3 = (2 + i)(2 + i)(2 + i) 
 = (4 + 2i + 2i + i2)(2 + i) 
 = (4 + 2i + 2i − 1)(2 + i) 
 = (3 + 4i)(2 + i) 
 = 6 + 3i + 8i + 4i2 
 = 6 + 3i + 8i − 4 
 = 2 + 11i 
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ตวัอย่าง  ถ้า 𝑥 และ 𝑦 เป็นจ านวนจริง และ  (𝑥 + 2i)(1 + i) − (3 − i)  =  3 + 𝑦i − 𝑥i  แล้วจงหาค่าของ 𝑥 และ 𝑦 

วิธีท า ข้อนี ้ต้องจดัให้อยู่ในรูปอย่างง่าย แล้วสรุปว่าส่วนจริงเท่ากบัสว่นจริง และ สว่นจินตภาพเท่ากบัสว่นจินตภาพ 
 
 
 
 
 
 

สว่นจริงต้องเท่ากนั จะได้    𝑥 − 5  =  3   ดงันัน้    𝑥 = 8 
สว่นจินตภาพต้องเท่ากนั  จะได้ 

 
 

ดงันัน้ จะได้ค าตอบคือ 𝑥 = 8 และ 𝑦 = 19 # 

 
 

แบบฝึกหดั 

1. จงหาผลลพัธ์ในแต่ละข้อต่อไปนี  ้
 1. (1 + 2i) + (2 − 3i) 2. (i − 2) − (3 − 2i) 

 
 
 
 
 

 3. i(i + 1)(i + 2) 4. (2i − 1)3 

 
 
 
 
 
 
 
 

 5. (1 + i)4 6. (1 − i)10 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

2. จงหาค่า  𝑎, 𝑏 ∈ ℝ  ที่ท าให้สมการต่อไปนีเ้ป็นจริง 

 1. 𝑎 + 2i  =  2 + 𝑏i 2. 𝑎 + 𝑏i − 2𝑎i  =  𝑏 + 1 + i + 𝑎i 

 
 
 

 (𝑥 + 2i)(1 + i) − (3 − i) =  3 + 𝑦i − 𝑥i 
 𝑥 + 𝑥i + 2i + 2i2 − (3 − i) =  3 + 𝑦i − 𝑥i 
 𝑥 + 𝑥i + 2i − 2 − 3 + i =  3 + 𝑦i − 𝑥i 
 𝑥 − 5 + 𝑥i + 3i =  3 + 𝑦i − 𝑥i 
 (𝑥 − 5) + (𝑥 + 3)i =  3 + (𝑦 − 𝑥)i 

𝑥 + 3 =  𝑦 − 𝑥 
8 + 3 =  𝑦 − 8 
   19 =  𝑦 
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 3. 𝑎 – i  =  𝑏i 4. 𝑎i + 𝑏  =  𝑎2 + 𝑏2 

 
 
 
 
 
 
 
 

 5. (𝑎 + i)2  =  8 + 𝑏i 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

3. ถ้า  (1 + 𝑏𝑖)3 = −107 + 𝑘𝑖  เมื่อ 𝑏, 𝑘 เป็นจ านวนจริง และ 𝑖 = √−1  แล้วค่าของ |𝑘| เท่ากบัเท่าใด 

 [PAT 1 (ต.ค. 53)/48] 
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สงัยุค และการหาร 
 
“สงัยคุของ 𝑧” แทนด้วยสญัลกัษณ์  𝑧̅  หมายถงึ การเปลี่ยนเคร่ืองหมายสว่นจินตภาพ เป็นตรงข้าม 
เช่น สงัยุคของ  2 + 3i =  2 + 3i̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  =  2 − 3i 

 สงัยุคของ  3 − 5i =  3 − 5i̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  =  3 + 5i 

 สงัยุคของ  i − 3 =  i − 3̅̅ ̅̅ ̅̅  =  −i − 3 

 สงัยุคของ  − 3

2
i + 5 =  −

3

2
i + 5

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
 =  

3

2
i + 5 

 สงัยุคของ  2i =  2i̅ =  −2i 

 

ตวัอย่าง  ให้  𝑧 = 2 + i  จงหาค่าของ  𝑧 + 𝑧̅  และ  𝑧 ∙ 𝑧̅ 
วิธีท า จะได้  𝑧̅ = 2 − i 

ดงันัน้  𝑧 + 𝑧 ̅ =  (2 + i) + (2 − i)  =  4 

และ  𝑧 ∙ 𝑧̅  =  (2 + i)(2 − i)  =  4 − i2  =  5 # 

 
 
 
 

จากตวัอย่างที่ผ่านมา จะเห็นว่า ถ้าน า  𝑧  กบั  𝑧̅  มาบวกหรือคูณกนั  สว่นจินตภาพจะตดักนัหายไปหมดเสมอ 
กลา่วคือ (𝑎 + 𝑏i) + (𝑎 − 𝑏i)  =  2𝑎 

และ (𝑎 + 𝑏i) ∙ (𝑎 − 𝑏i)  =  𝑎2 − 𝑏2i2  =  𝑎2 + 𝑏2 

ซึง่เราจะใช้สมบติันีใ้นการค านวณ “ผลหาร” ของจ านวนเชิงซ้อน 

 

ในการหาผลหาร  𝑧1 ÷ 𝑧2  เราจะเปลีย่นรูปการหาร ให้เป็นเศษส่วน  
𝑧1

𝑧2
 

แล้วคูณทัง้เศษและสว่น ด้วย สงัยุคของ 𝑧2 

เช่น (2 + i) ÷ (1 − i) =  
2+i

1−i
 

 =  
2+i

1−i
×
1+i

1+i
 

 =  
2+2i+i+i2

12−i2
    =  

2+2i+i−1

1+1
    =  

1+3i

2
    =  

1

2
+
3

2
i 

 

ปกติแล้ว นกัคณิตศาสตร์จะ “ไม่ชอบให้ตวัส่วนติด i” ด้วย    (คล้ายๆกบัที่ไม่ชอบให้ตวัสว่นติดรูท) 
ดงันัน้  ถ้าค าตอบเป็นเศษสว่น ต้องก าจดั  i  ในตวัสว่นด้วยการคูณเศษและส่วนด้วยสงัยคุ ก่อนตอบเสมอ 
 

ตวัอย่าง  จงหาอินเวอร์สการคูณ ของ  2 − i 
วิธีท า อินเวร์สการคณู คือ ตวัที่มาคูณแล้วหักกนัเป็นเอกลกัษณ์การคูณ  (= 1)  

จะได้ค าตอบ คือ  
1

2−i
  นัน่เอง  แต่ก่อนตอบ ต้องท าสว่นให้ไม่ติด  i  ก่อน 

จะได้  1
2−i

  =  
1

2−i
×
2+i

2+i
  =  

2+i

4−i2
  =  

2+i

5
 # 

 
 
 
 

(น + ล)(น − ล)  =  น2 − ล2  
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ตวัอย่าง  จงหาค่าของ  1+i
i−1

−
i

i+2
 

วิธีท า  
 
 
 

จะเห็นว่าตวัสว่น มี  i  อยู่ ต้องก าจัด  i  โดยคณูทัง้เศษและสว่นด้วยสงัยคุ 

จะได้    
2+4i

−3+i
×
−3−i

−3−i
=

−6−2i−12i−4i2

9+3i−3i−i2
=

−6−2i−12i+4

9+3i−3i+1
=

−2−14i

10
= −

2

10
−
14

10
i = −

1

5
−
7

5
i # 

 
 

สมบติัที่ส าคัญของ  𝑧̅  มีดงันี ้
 สงัยุคซ้อน 2 ครัง้ จะกลบัไปได้เท่าเดิม  ( 𝑧̅̅  =  𝑧 ) 
 สงัยุค สามารถกระจายใน บวก ลบ คณู หาร ยกก าลงั ได้ 

𝑧 + 𝑤̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅   =  𝑧̅ + 𝑤̅ 𝑧 ∙ 𝑤̅̅ ̅̅ ̅̅   =  𝑧̅ ∙ 𝑤̅ (𝑧𝑛)̅̅ ̅̅ ̅̅   =  (𝑧̅)𝑛 

𝑧 − 𝑤̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅   =  𝑧̅ − 𝑤̅ (𝑧 ÷ 𝑤)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅   =  𝑧̅ ÷ 𝑤̅ (𝑧−1)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅  =  (𝑧̅)−1 
 
 

ตวัอย่าง  ให้  𝑧1 = 2 − 3i  และ  𝑧2 = 4 + 5i  จงหาค่าของ  𝑧1 + 𝑧2̅̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 

วิธีท า ลยุแจกสงัยคุเข้าไปก่อน จะได้ไม่ต้องคิดสงัยคุหลายรอบ 

𝑧1 + 𝑧2̅̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅  =  𝑧1̅ + 𝑧2  =  2 + 3i + 4 + 5i  =  6 + 8i # 
 

ตวัอย่าง  ให้  𝑧1𝑧2̅ = 3 + i  จงหาค่าของ  𝑧1̅𝑧2 

วิธีท า ข้อนี ้ต้องสงัเกตว่า  𝑧1𝑧2̅  กบั  𝑧1̅𝑧2  มีบาร์ตรงข้ามกนั  ดงันัน้ ถ้าลยุแจกสงัยคุเข้าไปใน  𝑧1𝑧2̅  จะได้  𝑧1̅𝑧2 

กลา่วคือ    𝑧1𝑧2̅̅̅ ̅̅ ̅̅   =  𝑧1̅𝑧2    นัน่คือ จะได้  𝑧1𝑧2̅  กบั  𝑧1̅𝑧2  เป็นคู่สงัยุคกนันัน่เอง 

ดงันัน้  𝑧1̅𝑧2  =  3 + i̅̅ ̅̅ ̅̅   =  3 – i # 

 
 

แบบฝึกหดั 

1. จงหาผลลพัธ์ในแต่ละข้อต่อไปนี  ้

 1. 1

1−3i
 2. 2+3i

i
 

 
 
 
 
 
 
 

 3. i−4

2i
 4. 1+i

2−i
 

 
 
 
 
 
 
 

1+i

i−1
−

i

i+2
 =  

(1+i)(i+2)−(i)(i−1)

(i−1)(i+2)
 

 =  
(i+2+i2+2i)−(i2−i)

i2+2i−i−2
    =  

(i+2−1+2i)−(−1−i)

−1+2i−i−2
    =  

i+2−1+2i+1+i

−1+2i−i−2
    =  

2+4i

−3+i
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 5. 3+2i

2i−1
 6. i −

i

i−1
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 7. 1

i−1
−

i

2+i
 8. i

2i−1
+
2−i

2i
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

2. จงหาอินเวอร์สการคูณ ของ  2 + i 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

3. ก าหนดให้  𝑧−1 = 3 − 2i  จงหาค่าของ  𝑧̅ 
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4. ให้ 𝑧1 และ 𝑧2 เป็นจ านวนเชิงซ้อน  ถ้า  𝑧1−1 =
3

5
−
4

5
𝑖  เมื่อ  𝑖2 = −1  และ  5𝑧1 + 2𝑧2 = 5 

 แล้ว 𝑧2̅ เท่ากบัเท่าใด  (เมื่อ 𝑧2̅ แทน สงัยคุ (conjugate) ของ 𝑧2)    [PAT 1 (ก.ค. 53)/15] 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

5. ก าหนดให้  𝑧 = 𝑥 + 𝑦i  เป็นจ านวนเชิงซ้อน เมื่อ 𝑥 และ 𝑦 เป็นจ านวนจริงที่สอดคล้องกบัสมการ 
 𝑥(3 + 5i) + 𝑦(1 − i)3  =  3 + 7i        ข้อใดต่อไปนีถ้กูต้องบ้าง    [PAT 1 (มี.ค. 57)/14] 

 1. Im  zi  = −Re(i𝑧) 2. 1

𝑧
  =  

8−6i

7
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



10    จ านวนเชิงซ้อน 

ค่าสมับรูณ์ 

 
“ค่าสมับูรณ์” ของจ านวนเชิงซ้อน 𝑎 + 𝑏i เขียนแทนด้วยสญัลกัษณ์ |𝑎 + 𝑏i| หาได้จากสตูร √𝑎2 + 𝑏2 
เช่น |2 + 3i| = √22 + 32 = √13 |1 − i| = √12 + (−1)2 = √2 

 |−4 − 3i| = √(−4)2 + (−3)2 = √25 = 5 

 |2i| = √02 + (2)2 = √4 = 2 |−3| = √(−3)2 + (0)2 = √9 = 3 
 

ตวัอย่าง  ก าหนดให้  |𝑧 − 4|  =  2|𝑧 − 1|   จงหา  |𝑧| 
วิธีท า ให้  𝑧 = 𝑎 + 𝑏i จะได้  𝑧 − 4 = (𝑎 − 4) + 𝑏i  ดงันัน้  |𝑧 − 4| = √(𝑎 − 4)2 + 𝑏2 

   จะได้  𝑧 − 1 = (𝑎 − 1) + 𝑏i  ดงันัน้  |𝑧 − 1| = √(𝑎 − 1)2 + 𝑏2 
แทนในโจทย์ จะได้ 

 
 
 
 
 

ดงันัน้  |𝑧|  =  √𝑎2 + 𝑏2  =  √4  =  2 # 

 

สมบติัที่ส าคัญของค่าสมับรูณ์ มีดงันี  ้
 |𝑧| = |−𝑧| = |𝑧̅| = |−𝑧̅|  

เช่น  |2 + 3i| = |−2 − 3i| = |2 − 3i| = |−2 + 3i| 
เพราะตอนคิดค่าสมับูรณ์ เราต้องยกก าลงัสองทัง้สว่นจริงและสว่นจินตภาพ 

ดงันัน้ บวก หรือ ลบ หรือ สงัยุค ก็ได้ค่าสมับรูณ์เท่ากนั 

 

 ค่าสมับรูณ์ กระจายในการคูณ หาร ยกก าลงั ได้หมด แต่กระจายในบวกลบไม่ได้ 

สมบัติันี ้มีประโยชน์มาก  เพราะจะช่วยให้เราหาค่าสมับรูณ์ได้โดยไม่ต้องคูณจ านวนเชิงซ้อน 

เช่น    | (3+i)(2−i)21

(2i−1)18(i+1)−5
| =  

|3+i||2−i|21

|2i−1|18|i+1|−5
 

 =  
(√32+12)(√22+(−1)2)

21

(√22+(−1)2)
18
(√12+12)

−5 

 =  
(√10)(√5)

21

(√5)
18
(√2)

−5 

 =  (√10)(√5)
3
(√2)

5
  =  (√2 × 5)(√5)

3
(√2)

5
  =  23 × 52  =  200 

อย่างไรก็ตาม ค่าสมับรูณ์กระจายในการบวกลบไม่ได้ 

กลา่วคือ  |(3 + i) − (2 − i)|  ≠  |3 + i| − |2 − i| 

ถ้าเจอการบวกลบ เราจะพยายามจดัรูปให้อยู่ในรูปการคณูหารก่อน 

เช่น    |(2 − 3i)2 − (1 − i)2| =  | น2 − ล2 |    =  |(น − ล)(น + ล)| 

  =  |((2 − 3i) − (1 − i))((2 − 3i) + (1 − i))| 

  =  |(1 − 2i)(3 − 4i)|    =  √5 ∙ 5    =  5√5 

อย่างไรก็ตาม ส าหรับการบวกลบ เราจะมีสมบติัว่า |𝑧 + 𝑤| ≤ |𝑧| + |𝑤|  (เหมือนตอนเรียนเร่ืองจ านวนจริง) 

 √(𝑎 − 4)2 + 𝑏2 =  2√(𝑎 − 1)2 + 𝑏2 

 (𝑎 − 4)2 + 𝑏2 =  4((𝑎 − 1)2 + 𝑏2) 

 𝑎2 − 8𝑎 + 16 + 𝑏2 =  4𝑎2 − 8𝑎 + 4 + 4𝑏2 

 12 =  3𝑎2 + 3𝑏2 

 4 =  𝑎2 + 𝑏2 
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 |𝑧|2  =  𝑧 ∙ 𝑧̅  เพราะต่างก็เท่ากบั 𝑎2 + 𝑏2 ทัง้คู่ 
สตูรนีจ้ะใช้ก าจดัค่าสมับรูณ์ของการบวกลบจ านวนเชิงซ้อน  ที่เป็นจดุอ่อนของสตูรที่แล้วได้ 
เช่น    |𝑧 + 𝑤|2 =  (𝑧 + 𝑤)( 𝑧 + 𝑤̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  ) 

  =  (𝑧 + 𝑤)(𝑧̅ + 𝑤̅) 

  =  𝑧𝑧̅ + 𝑧𝑤̅ + 𝑧̅𝑤 + 𝑤𝑤̅ 

  =  |𝑧|2 + 𝑧𝑤̅ + 𝑧̅𝑤 + |𝑤|2  

สงัเกตว่า 𝑧𝑤̅ กบั 𝑧̅𝑤 เป็นสงัยคุกนัด้วย    ( 𝑧𝑤̅  =  𝑧̅𝑤̅̅ ̅̅  ) 
ดงันัน้ ถ้ารู้ตวัหนึง่ ก็จะหาอีกตวัหนึง่ได้ 

 
ตวัอย่าง  ก าหนดให้  |𝑤| = 3 ,  |𝑧| = 4 ,  และ  𝑤̅𝑧 = 3 + i  จงหาค่าของ  |𝑤 + 𝑧|2 

วิธีท า  

   
 
 # 

 
 

แบบฝึกหดั 

1. จงหาค่าสมับูรณ์ของจ านวนต่อไปนี  ้
 1. 5 + 12i 2. −3 + 4i 

 
 
 
 
 

 3. 1 − i 4. 2i  

 
 
 
 
 

 5. −√3 − i 6. −20 

 
 
 
 
 

 7. (1 + 3i) − (2 + i) 8. (1 + 3i)(2 + i) 

 
 
 
 
 
 
 

𝑤̅𝑧 =  3 + i 

𝑤̅𝑧̅̅ ̅̅  =  3 + i̅̅ ̅̅ ̅̅  

𝑤𝑧̅ =  3 − i 

    |𝑧 + 𝑤|2 =  |𝑧|2 + |𝑤|2 + (𝑧𝑤̅ + 𝑧̅𝑤) 
    |𝑧 − 𝑤|2 =  |𝑧|2 + |𝑤|2 − (𝑧𝑤̅ + 𝑧̅𝑤) 

|𝑤 + 𝑧|2 =  |𝑤|2 + 𝑤̅𝑧 + 𝑤𝑧̅ + |𝑧|2 

 =  32 + 3 + i + 3 − i + 42 

 =  31 



12    จ านวนเชิงซ้อน 

 9. (1 + i)5 10. 1

8i−6
 

 
 
 
 
 
 
 
 

 11. (1−i)
15

(1+𝑖)9
 12. (3 − 2i)2 − (2 − 3i)2 

 
 
 
 
 
 
 
 

2. จงหา |𝑧|  เมื่อก าหนด 𝑧 ดงัต่อไปนี ้

 1. 𝑧(2 − i)2  =  (1 + i)3 2. 2√2+i

𝑧
  =  1 + √2i 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 3. 𝑧2  =  √3 + i 4. 2+2√3i

𝑧3(1−i)
  =  1 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

3. ก าหนดให้  |𝑧 + 2|  =  √2|𝑧 + 1|  แล้ว  จงหา  |𝑧| 
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4. ให้ 𝑧1 และ 𝑧2 เป็นจ านวนเชิงซ้อนใดๆ และ 𝑧2̅ แทนสงัยคุ (conjugate) ของ 𝑧2 

 ถ้า 5𝑧1 + 2𝑧2 = 5  และ  𝑧2̅ = 1 + 2𝑖  เมื่อ  𝑖2 = −1  แล้ว  ค่าของ |5𝑧1−1| เท่ากบัเท่าใด 

 [PAT 1 (มี.ค. 53)/34] 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

5. ก าหนดให้ 𝑧 เป็นจ านวนเชิงซ้อนที่สอดคล้องกบัสมการ  𝑧̅ − 1 − 4i  =  3i(𝑧 − i)  ข้อใดต่อไปนีไ้ม่ถกูต้อง 

 [PAT 1 (เม.ย. 57)/21] 
 1. 𝑧 + 𝑧 ̅ =  i(𝑧 − 𝑧̅) 2. |𝑧 + 2|  =  2 

 3. 𝑧̅2 − 8i  =  0 4. 𝑧(1 − i)3 − 8i  =  0 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

6. ก าหนดให้  𝑧 = (i −
1

i+2
)
−1

    จงหาค่าของ  | 16𝑧2 − 8𝑧 + 3 − 8i |    [PAT 1 (ธ.ค. 54)/34] 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



14    จ านวนเชิงซ้อน 

7. ข้อใดต่อไปนีถู้กต้องบ้าง    [PAT 1 (ต.ค. 53)/13] 

 1. ถ้า 𝑧 เป็นจ านวนเชิงซ้อนที่สอดคล้องกบัสมการ  𝑧2 = 2+𝑖

2−𝑖
+
3+4𝑖

1+2𝑖
+
5+15𝑖

3−𝑖
  เมื่อ  𝑖 = √−1 

  แล้วค่าสมับูรณ์ของ 𝑧 เท่ากบั √37 

 2. ถ้า 𝑥 และ 𝑦 เป็นจ านวนจริงที่สอดคล้องกบัสมการ  −5+2𝑖
𝑥+𝑦𝑖

=
10

𝑖(𝑖+1)(𝑖+2)(𝑖+3)(𝑖+4)
 

  แล้ว ค่าของ 𝑥 + 𝑦 = 15 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

8. ถ้า 𝑧 เป็นจ านวนเชิงซ้อนที่สอดคล้องกบัสมการ 𝑧|𝑧| + 2𝑧 + i = 0 แล้ว 

 สว่นจินตภาพของ 𝑧 มีค่าเท่ากบัเท่าใด    [A-NET 51/1-5] 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

9. ให้ 𝑅 แทนเซตของจ านวนจริง  ให้ 𝑧1 = 𝑎 + 𝑏i  และ  𝑧2 = 𝑐 + 𝑑i  เป็นจ านวนเชิงซ้อน 

 โดยที่  𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑  ∈  𝑅 − {0}  และ   i = √−1 

 สมมติว่า มีจ านวนจริง 𝑡 และ 𝑠 ที่ว่า  𝑧12 + 𝑧22 = 𝑡  และ  𝑧1 − 𝑧2 = 𝑠    ข้อใดต่อไปนีถู้กต้องบ้าง 
 [PAT 1 (มี.ค. 58)/13] 
 1. |𝑧1| = |𝑧2| 2. Im(𝑧1𝑧2) = 0 
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10. ให้ 𝐴 เป็นเซตของจ านวนเชิงซ้อน 𝑧  ทัง้หมดที่สอดคล้องกบั  2|𝑧| − 3𝑧 = 9i – 2 

 และ  𝐵 = { |𝑤|2 | 𝑤 =
(1+i)𝑧

2+i
  เมื่อ  𝑧 ∈ 𝐴 }  เมื่อ  i2 = −1 

 ผลบวกของสมาชิกทัง้หมดในเซต 𝐵  เท่ากบัเท่าใด    [PAT 1 (มี.ค. 55)/33] 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

11. ก าหนดให้ 𝑧 เป็นจ านวนเชิงซ้อน ที่สอดคล้องกบัสมการ  |𝑧| + 2𝑧̅ − 3𝑧  =  3 − 45i  เมื่อ  |𝑧| แทนค่าสมับรูณ์ 
(absolute value) ของ 𝑧  และ 𝑧̅ แทนสงัยคุ (conjugate) ของ 𝑧  ค่าของ |𝑧̅|2  เท่ากบัเท่าใด 
[PAT 1 (พ.ย. 57)/9] 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

12. ก าหนดให้  𝐴  เป็นเซตของจ านวนเชิงซ้อนทัง้หมดที่สอดคล้องกบัสมการ  3|𝑧|2 − (28 − i)𝑧 + 4𝑧2 = 0 

 และให้  𝐵 = { |𝑧 + i| | 𝑧 ∈ 𝐴 }    ผลบวกของสมาชิกทัง้หมดในเซต 𝐵 เท่ากบัเท่าใด    [PAT 1 (มี.ค. 57)/32] 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



16    จ านวนเชิงซ้อน 

13. ก าหนดให้ 𝑧1, 𝑧2 เป็นจ านวนเชิงซ้อนซึง่ |𝑧1 + 𝑧2| = 3 และ 𝑧1 ∙ 𝑧2̅ = 3+ 4i 
 ค่าของ |𝑧1|2 + |𝑧2|2 เท่ากบัเท่าใด    [PAT 1 (ก.ค. 52)/27] 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

14. ก าหนดให้ 𝑧1 และ 𝑧2 เป็นจ านวนเชิงซ้อน 

 โดยที่  |𝑧1 + 𝑧2| = 3  และ  |𝑧1 − 𝑧2| = 1  (เมื่อ |𝑧| แทนค่าสมับรูณ์ของจ านวนเชิงซ้อน 𝑧) 
 ค่าของ  |𝑧1|2 + |𝑧2|2  เท่ากบัเท่าใด    [PAT 1 (มี.ค. 55)/32] 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

15. ให้ 𝑧1 และ 𝑧2 เป็นจ านวนเชิงซ้อน โดยที่ |𝑧1| = √2 ,  |𝑧2| = √3  และ  |𝑧1 − 𝑧2| = 1 

 แล้วค่าของ  |𝑧1 + 𝑧2| เท่ากบัเท่าใด  เมื่อ |𝑧| เทนค่าสมับรูณ์ของ 𝑧    [PAT 1 (พ.ย. 57)/33] 
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16. ก าหนดให้ 𝑧1 และ 𝑧2 เป็นจ านวนเชิงซ้อนซึง่ |𝑧1 + 𝑧2|2 = 5 และ |𝑧1 − 𝑧2|2 = 1 

 ค่าของ |𝑧1|2 + |𝑧2|2 เท่ากบัเท่าใด    [PAT 1 (มี.ค. 52)/27] 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

17. ก าหนดให้  𝑧1 และ 𝑧2  เป็นจ านวนเชิงซ้อน โดยที่  |𝑧1| = |𝑧1 + 𝑧2| = 3  และ  |𝑧1 − 𝑧2| = 3√3 

 ค่าของ |11𝑧̅1|−|5𝑧2|
|𝑧1𝑧̅2+𝑧̅1𝑧2|

 เท่ากบัเท่าใด  (𝑧̅ แทนสงัยคุ (conjugate) ของ 𝑧)    [PAT 1 (มี.ค. 54)/35] 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

18. ก าหนดให้  𝑧  เป็นจ านวนเชิงซ้อนที่สอดคล้องกบัสมการ  2|𝑧 + 1|  =  |𝑧 + 4| 

 ค่าของ  |𝑧̅|  เท่ากบัเท่าใด  (เมื่อ  𝑧̅  แทนสงัยตุ (conjugate) ของ 𝑧)    [PAT 1 (ต.ค. 55)/35] 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



18    จ านวนเชิงซ้อน 

19. ก าหนดให้ 𝑧 เป็นจ านวนเชิงซ้อนที่สอดคล้องกบัสมการ 𝑧4 + 1 = 0 

 ค่าของ |𝑧 + 1

𝑧
|
2
 เท่ากบัเท่าใด    [PAT 1 (ก.ค. 52)/26] 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

20. ให้  𝑧1, 𝑧2, 𝑧3, …  เป็นล าดบัของจ านวนเชิงซ้อน โดยที่ 
 𝑧1 = 0  
 𝑧𝑛+1 = 𝑧𝑛

2 + 𝑖  ส าหรับ  𝑛 = 1, 2, 3, …  เมื่อ  𝑖 = √−1 
 ค่าสมับรูณ์ของ  𝑧111  เท่ากบัเท่าใด    [PAT 1 (มี.ค. 53)/16] 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

21. ก าหนดให้  𝑎, 𝑏 และ 𝑧  เป็นจ านวนเชิงซ้อน โดยที่  |𝑎| ≠ |𝑏| ,  |𝑎| ≠ 1  และ  |𝑏| ≠ 1 

 ถ้า  |𝑎𝑧 + 𝑏| = |𝑏̅𝑧 + 𝑎̅|  แล้ว  |𝑧|  เท่ากบัเท่าใด    [PAT 1 (มี.ค. 54)/13] 
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กราฟของจ านวนเชิงซ้อน 

 
ตอนเรียนเร่ืองจ านวนจริง เราจะใช้เส้นจ านวนเพื่อบอกต าแหน่งของจ านวนต่างๆ 

ในเร่ืองจ านวนเชิงซ้อน จะใช้เส้นจ านวนไมได้แล้ว เพราะจ านวนจินตภาพไม่ได้มีอยู่จริงบนเส้นจ านวน  

 

ในการบอกต าแหน่งของจ านวนเชิงซ้อน เราจะใช้ระนาบ X-Y เพื่อบอกต าแหน่งแทน 

โดยต าแหน่งของ 𝑎 + 𝑏i จะอยู่ที่พิกดั (𝑎, 𝑏) บนระนาบ X-Y 
เราเรียกภาพแสดงพิกดั (𝑎, 𝑏) บนระนาบ X-Y ว่า “กราฟของจ านวนเชิงซ้อน” 
และบางที เราจะลากลกูศรจากจดุ (0, 0) ไปยงัพิกัดที่พลอ็ตด้วย (ถ้าจดุที่พลอ็ตไม่เยอะเกินไป) 
ซึง่จะเห็นว่า ความยาวลกูศรนี ้จะเท่ากบั √𝑎2 + 𝑏2  ซึง่เท่ากบัค่าสมับรูณ์ของจ านวนเชิงซ้อน 
 

เนื่องจากส่วนจริง (𝑎) จะกลายเป็นพิกัดทางแกน X ดงันัน้ เรานิยมเรียกแกน X ว่า “แกนจริง” 
ท านองเดียวกันสว่นจินตภาพ (𝑏) จะกลายเป็นพิกัดทางแกน Y ดงันัน้ เรานิยมเรียกแกน Y ว่า “แกนจินตภาพ” 
อย่างไรก็ตาม ในเร่ืองนี ้เรามกัจะใช้ตวัแปร 𝑥, 𝑦 แทน 𝑎, 𝑏 

นัน่คือ นิยมใช้ 𝑥 + 𝑦i แทนที่จะเป็น 𝑎 + 𝑏i เพื่อให้ตวัอกัษรตรงกบัแกนที่จะเอาไปพลอ็ต 
 
 

ตวัอย่าง  จงเขียนจดุแสดงจ านวนเชิงซ้อน 2 + i ,  i − 1 ,  1 − 2i บนระนาบ X-Y เดียวกนั 
วิธีท า เปลีย่นจ านวนเชิงซ้อนให้อยู่ในรูป 𝑥 + 𝑦i ก่อน 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

น าจดุทัง้สาม ไปพลอ็ตบนแกน X-Y จะได้ดงัรูป # 
 

ตวัอย่าง  จงเขียนกราฟของจ านวนเชิงซ้อนทัง้หมดที่สอดคล้องกบัสมการ |𝑧| = 3 
วิธีท า ให้ 𝑧 = 𝑥 + 𝑦i  จะได้ |𝑧| = √𝑥2 + 𝑦2 

ดงันัน้ เราจะต้องเขียนพิกดั (𝑥, 𝑦) ทัง้หมด ที่ท าให้ √𝑥2 + 𝑦2 = 3 

 หรือก็คือ 𝑥2 + 𝑦2 = 32 

จากความรู้เร่ือง ภาคตัดกรวย พิกดั (𝑥, 𝑦) ที่สอดคล้องกบั 𝑥2 + 𝑦2 = 32 จะเรียงเป็นกราฟวงกลมรัศมี 3 

 
 
 
 
 

ดงันัน้ จ านวนเชิงซ้อนทัง้หมดที่สอดคล้องกบั สมการ |𝑧| = 3 จะเรียงเป็นวงกลมดงัรูป # 

 

X (แกนจริง) 

Y (แกนจินตภาพ) 

2 + i 

1 2 

1 

2 

−1 

−2 

−1 −2 

−1 + i 

1 − 2i 

2 + i = (2, 1)  
i − 1 = −1 + i = (−1, 1)  
1 − 2i = (1,−2)  

3 
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ตวัอย่าง  จงเขียนกราฟของจ านวนเชิงซ้อนทัง้หมดที่สอดคล้องกบัอสมการ |𝑧 − 2 + i| < 2 
วิธีท า ให้ 𝑧 = 𝑥 + 𝑦i น าไปแทนในอสมการ 

 |𝑧 − 2 + i| < 2 
 |𝑥 + 𝑦i − 2 + i| < 2 
 |(𝑥 − 2) + (𝑦 + 1)i| < 2 

 √(𝑥 − 2)2 + (𝑦 + 1)2 < 2 

 (𝑥 − 2)2 + (𝑦 + 1)2 < 22 
 
 
 
 
 

ซึง่จะได้เป็นพืน้ที่ภายในวงกลมรัศมี 2 ที่มีจดุศนูย์กลางอยู่ที่ (2, −1) ดงัรูป # 

 
 

แบบฝึกหดั 

1. จงเขียนกราฟของจ านวนเชิงซ้อนทัง้หมด ที่สอดคล้องกบัเงื่อนไขต่อไปนี ้
 1. 𝑧 = 1 + i 2. 𝑧 = 2i − 1 

 
 
 
 
 
 

 3. |𝑧| = 1 4. |𝑧 − i| = 2 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 5. |𝑧 − 1 + 2i| = 1 6. 𝑧 ∙ 𝑧̅ = 2 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

2 −1 
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 7. 𝑧 + 𝑧 ̅ =  6 8. 𝑧 − 𝑧̅ + 2i  =  0 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 9. Im(𝑧) < 2 10. |𝑧 + i| − 1  ≤  1 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 11. |𝑧| < |𝑧 + 4| 12. |𝑧 − i| ≥ |𝑧 + 1| 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

2. กราฟของจดุ 𝑧 ทัง้หมดในระนาบเชิงซ้อนที่สอดคล้องกบัสมการ (𝑧 + i)(𝑧̅ − i) = 1 เป็นรูปใดต่อไปนี ้
 [A-NET 49/1-15] 

 1. เส้นตรง 2. วงกลม 3. วงรี 4. ไฮเพอร์โบลา 
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3. ถ้า 𝑧 เป็นจ านวนเชิงซ้อนที่อยู่ในควอดรันต์ (quadrant) ที่หนึง่บนระนาบเชิงซ้อน 

 โดยที่  |(𝑧+1)(1+i)
𝑧(1+i)+5+i

| = 1  และ  |𝑧| = √65  แล้วผลบวกของสว่นจริงและสว่นจินตภาพของ 𝑧 เท่ากบัเท่าใด 

 [PAT 1 (มี.ค. 56)/35] 
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รูปเชิงขัว้ 

 
ในหวัข้อที่แล้ว เราได้รู้ว่าจ านวนเชิงซ้อน สามารถแสดงเป็นจุดบนระนาบ X - Y ได้ 

ซึง่ปกติ เราจะบอกต าแหน่งของ 𝑧 = 𝑥 + 𝑦i ด้วยคู่อนัดบั (𝑥, 𝑦) 
อย่างไรก็ตาม แทนที่จะใช้คู่อนัดบั (𝑥, 𝑦) เราสามารถบอกด้วยอีกวิธี ที่เรียกว่า “รูปเชิงขัว้” ได้ 
 

ในรูปเชิงขัว้ จะมี 2 สิง่ที่เราจะสนใจ คือ 
1. ระยะห่าง 𝑟 จากจดุ (0, 0) ถงึ 𝑧 

2. มมุ 𝜃 ที่ 𝑧 ท ากบัแกน X บวก 

(เรียก 𝜃 นีว้่า “อาร์กิวเมนต์” ของ 𝑧) 
 

การวัดมมุอาร์กิวเมนต์ของ 𝑧  จะวดัแบบเดียวกบัเร่ืองตรีโกณมิติ 

กลา่วคือ เร่ิมจากแกน X บวก วดัไปทางทวนเข็มนาฬิกา  (จะวดัตามเข็มนาฬิกาก็ได้ แต่มุมจะติดลบ) 
และถ้าเกิน 360° จะวนกลบัมาเป็น 0° ใหม่ 

 

สตูรส าหรับหาค่า 𝑟 คือ 𝑟 = √𝑥2 + 𝑦2 

สตูรส าหรับหาค่า 𝜃 คือ tan 𝜃 =
𝑦

𝑥
 (ผสมกบัการดูรูปว่า 𝜃 อยู่ในจตภุาคไหน) 

เมื่อได้ค่า 𝑟 และ 𝜃 เราจะเขียน 𝑧 ใน “รูปเชิงขัว้” ได้ในรูป 𝑟(cos 𝜃 + i sin𝜃) 
 หรือ 𝑟 cis 𝜃        หรือ  𝑟 ∠ 𝜃 

 

ตวัอย่าง  จงเขียน  𝑧 = 1 + √3i  ในรูปเชิงขัว้ 
วิธีท า ก่อนอื่น ต้องหา 𝑟 กบั 𝜃 ก่อน 

จะได้ 𝑟 = √𝑥2 + 𝑦2 = √12 + √3
2
= √1 + 3 = √4 = 2 

และหา 𝜃 จากสตูร tan 𝜃 = 𝑦

𝑥
=

√3

1
= √3 จะได้ 𝜃 = 60°, 240° 

แต่ 𝑧 = 1 + √3i = (1, √3) อยู่ในจตภุาคที่ 1 ดงันัน้ 𝜃 = 60° 
ดงันัน้ 𝑧 เขียนในรูปเชิงขัว้ได้เป็น 2(cos 60° + i sin60°) หรือ 2 cis 60° หรือ 2 ∠ 60° # 

 

ตวัอย่าง  จงเขียน  𝑧 = 1 − i  ในรูปเชิงขัว้ 
วิธีท า จะได้ 𝑟 = √𝑥2 + 𝑦2 = √12 + (−1)2 = √1 + 1 = √2 

และหา 𝜃 จากสตูร tan 𝜃 = 𝑦

𝑥
=

−1

1
= −1 จะได้ 𝜃 = 135°, 315° 

แต่ 𝑧 = 1 − i = (1,−1) อยู่ในจตภุาคที่ 4 ดงันัน้ 𝜃 = 315° 
ดงันัน้ 𝑧 เขียนในรูปเชิงขัว้ได้เป็น √2(cos 315° + i sin 315°) หรือ √2 cis 315° หรือ √2 ∠ 315° # 

 
 
 
 
 
 
 

(𝑥, 𝑦) 

𝑟 

𝜃 
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ตวัอย่าง  จงเขียน −3i ในรูปเชิงขัว้ 
วิธีท า ข้อนีจ้ะท าแบบข้อที่แล้วก็ได้ แต่ถ้าสงัเกตดีๆ จะพบว่า −3i = 0 − 3i = (0,−3) 

ซึง่จากรูป จะเห็นชดัอยู่แล้ว ว่า 𝑟 = 3 และ 𝜃 = 270° 
ดงันัน้ −3i = 3(cos 270° + i sin 270°) หรือ 3 cis 270° หรือ 3 ∠ 270° # 

 

ตวัอย่าง  จงเขียน 2(cos 60° − i sin60°) ให้อยู่ในรูปเชิงขัว้ 
วิธีท า ข้อนี ้ดเูผินๆ เหมือนอยู่ในรูปเชิงขัว้แล้ว แต่จริงๆไม่ใช่ 

รูปเชิงขัว้ จะต้องเป็น 𝑟(cos 𝜃 + i sin 𝜃) สงัเกตว่า เคร่ืองหมายระหว่าง cos 𝜃 กบั i sin 𝜃 ต้องเป็น + 
เราจะท าให้เคร่ืองหมายตรงกลางเป็น + โดยใช้สตูร −sin 𝜃 = sin(−𝜃) เพื่อหด − ไปไว้ใน 𝜃 
จากนัน้ เราจะใช้สตูร cos 𝜃 = cos(−𝜃) เพื่อแปลงมมุหลงั cos ให้เท่ากบัมมุที่เปลีย่นไปของ sin 

 2(cos 60° − i sin60°) = 2(cos 60° + i sin(−60°)) 
  = 2(cos(−60°) + i sin(−60°)) 

นัน่คือ จะแปลงเป็นเชิงขัว้ได้เป็น 2(cos(−60°) + i sin(−60°)) หรือ 2 cis(−60°) หรือ 2 ∠ − 60° # 

 
 

ในทางกลบักนั ถ้าเรามีจ านวนเชิงซ้อนในรูปเชิงขัว้ เราสามารถแปลงกลบัไปเป็นรูปพิกดัฉากปกติได้ 

โดยค านวณค่า cos 𝜃 กบั sin 𝜃 แล้วกระจาย 𝑟 เข้าไป 

 

ตวัอย่าง  จงแปลงรูปเชิงขัว้  𝑧 =  2 cis 300° กลบัเป็นรูปพิกดัฉาก 
วิธีท า  𝑧 = 2 cis 300° 

  = 2(cos 300° + i sin 300°) 

  = 2 (
1

2
+ i (−

√3

2
)) = 1 − √3i # 

 
 

แบบฝึกหดั 

1. จงแปลงจ านวนเชิงซ้อนต่อไปนี ้ให้อยู่ในรูปเชิงขัว้ 

 1. 1 + i 2. √3 − i 

 
 
 
 
 
 
 

 3. √2i − √2 4. −
1

2
−
√3

2
i 

 
 
 
 
 
 
 
 

(0, −3) 
𝑟 

𝜃 
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 5. 3√3 − 3i 6. −2i 

 
 
 
 
 
 
 
 

 7. 1 8. −5 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 9. cos 60° + i sin 60° 10. cos 60° − i sin 60° 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 11. − cos 60° + i sin 60° 12. −cos 60° − i sin 60° 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

2. จงแปลงจ านวนต่อไปนี ้ให้อยู่ในรูป  𝑎 + 𝑏i 
 1. 2 ∠ 30° 2. √2 ∠ 270° 
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 3. 1 cis 135° 4. 3 cis 0° 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปเชิงขัว้ จะมีข้อดีคือ “สงัยุค คณู หาร ยกก าลงั” ได้ง่าย ดงันี ้
 สงัยุค ให้เปลีย่น 𝜃 เป็นลบของของเดิม เช่น 

2 ∠ 60°̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅   =  2 ∠ − 60° 
1 ∠ 20°̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅   =  1 ∠ − 20° 
5 ∠ − 50°̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅  =  5 ∠ 50° 

 

 คณู ให้เอา 𝑟 มาคณูกนั และเอา 𝜃 มาบวกกนั เช่น 

(2 ∠ 60°) × (3 ∠ 10°)  =  6 ∠ 70° 
(5 ∠ − 20°) × (2 ∠ 10°)  =  10 ∠ − 10° 
(2 ∠ 260°) × (12 ∠ 310°)  =  24 ∠ 570°  =  24 ∠ 210° 

 

 หาร ให้เอา 𝑟 มาหารกนั และเอา 𝜃 มาลบกนั เช่น 

 12 ∠ 60°

3 ∠ 10°
  =  4 ∠ 50° 

 5 ∠−20°

−2 ∠ 10°
  =  −

5

2
 ∠ − 30° 

 

 ยกก าลงั 𝑛 ให้เอา 𝑟 มายกก าลงั 𝑛 และเอา 𝜃 มาคณู 𝑛 เช่น 

 (2 ∠ 60°)3 = 23 ∠ 180° = 8 ∠ 180° 
 (−1 ∠ 45°)10 = (−1)10 ∠ 450° = 1 ∠ 90° 

 
 

ตวัอย่าง  จงหาค่าของ (− √3

2
+

i

2
)
20

 
วิธีท า ข้อนีจ้ะยกก าลงัตรงๆก็ได้ แต่เหนื่อยหน่อย 

เนื่องจากรูปเชิงขัว้เป็นรูปที่ยกก าลงัง่าย เราจะแปลง − √3

2
+

i

2
 เป็นเชิงขัว้ก่อน ค่อยยกก าลงั 

จะได้  𝑟  =  √(−
√3

2
)
2

+ (
1

2
)
2

  =  √
3

4
+
1

4
  =  √1  =  1 

และ  tan 𝜃 = 
1

2

−
√3

2

 = −
1

√3
   ดงันัน้  𝜃 = 150°, 330°    แต่ − √3

2
+

i

2
 อยู่ในจตภุาคที่ 2 ดงันัน้  𝜃  =  150° 

ดงันัน้ (− √3

2
+

i

2
)
20

 = (1 ∠ 150°)20 = 120 ∠ 3000° = 1 ∠ 120° 

 = 1(cos 120° + i sin 120°) = −
1

2
+
√3

2
i # 
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ตวัอย่าง  ก าหนดให้  𝑧 = 1 + i  จงหาค่าของ  𝑧
4

𝑧̅2
 

วิธีท า เปลีย่น  1 + i  เป็นรูปเชิงขัว้ จะได้  𝑟  =  √12 + 12  =  √2 

จะได้  tan 𝜃  =  
1

1
  =  1  และเนื่องจาก  1 + i อยู่ใน Q1  ดงันัน้  𝜃  =  45° 

ดงันัน้  𝑧  =  √2 ∠ 45°  และจะได้  𝑧̅  =  √2 ∠ −45° 

ดงันัน้  𝑧
4

𝑧̅2
  =  

(√2 ∠ 45°)
4

(√2 ∠−45°)
2  =  

4 ∠ 180°

2 ∠−90°
  =  2 ∠ 270°  =  −2i # 

 

และถ้าสงัเกตดีๆ จะพบว่า จ านวนเชิงซ้อน มีหลายอย่างที่คล้ายกับเวกเตอร์ 

เพราะ จ านวนเชิงซ้อน มีวิธีการ บวก ลบ หาค่าสมับรูณ์ และมีการใช้มมุ 𝜃 เหมือนกนักบัเร่ืองเวกเตอร์ 
ดงันัน้ เราสามารถใช้ความรู้ในเร่ืองเวกเตอร์ มาช่วยในการท าโจทย์เร่ืองจ านวนเชิงซ้อนได้ด้วย 
 
 

แบบฝึกหดั 
3. จงหาผลลพัธ์ในรูป  𝑎 + 𝑏i 

 1. (2 ∠ 20°)(3 ∠ 25°) 2. (3 ∠ 120°)(4 ∠ −40°)

6  ∠ −10°
 

 
 
 
 
 
 
 
 

 3. (2 ∠ 78°)5 4. (1 − i)10 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 5. 2 ∠ 50°̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅

2∠ 40°
 6. (2∠ 25°)3 ∙ (1∠ 5°)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ 9 
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4. ก าหนดให้  𝑤, 𝑧  เป็นจ านวนเชิงซ้อนซึง่  𝑤̅ = 𝑧 − 2i  และ  |𝑤|2 = 𝑧 + 6 

 ถ้าอาร์กิวเมนต์ของ 𝑤 อยู่ในช่วง  [0, 
𝜋

2
]  และ  𝑤 = 𝑎 + 𝑏i  เมื่อ 𝑎, 𝑏 เป็นจ านวนจริง  แล้ว  𝑎 + 𝑏 มีค่าเท่าใด 

 [PAT 1 (ต.ค. 52)/2-13] 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

5. ถ้า 𝑛 เป็นจ านวนเต็มบวกที่น้อยที่สดุที่ท าให้  (√2
2
+
𝑖√2

2
)
𝑛

 = 1  เมื่อ  𝑖2 = −1  แล้ว  𝑛 มีค่าเท่ากบัเท่าใด 

 [PAT 1 (ก.ค. 53)/33] 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

6. ให้ 𝑧1,  𝑧2 เป็นจ านวนเชิงซ้อน ซึง่ 𝑧1𝑧2 = 2i และ 𝑧1−1 = cos
𝜋

6
− i sin

𝜋

6
 แล้ว 

 |𝑧1 +
√3

2
𝑧2|

2

 มีค่าเท่ากบัเท่าใด    [A-NET 50/1-16] 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 จ านวนเชิงซ้อน 29 

7. ก าหนดให้ จ านวนเชิงซ้อน  𝑧1, 𝑧2, 𝑧3  เป็นจดุยอดของรูปสามเหลีย่มด้านเท่ารูปหนึง่ 

 ถ้า  𝑧3−𝑧1
𝑧2−𝑧1

 = cos 
𝜋

3
 + i sin 

𝜋

3
    แล้ว ข้อใดต่อไปนีถ้กูต้องบ้าง 

 1. 𝑧3−𝑧2

𝑧1−𝑧2
  =  cos 

𝜋

3
 + i sin 

𝜋

3
 

 2. 𝑧1
2 + 𝑧2

2 + 𝑧3
2  =  𝑧1𝑧2 + 𝑧2𝑧3 + 𝑧3𝑧1 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

8. ก าหนดให้  𝑧1 , 𝑧2, 𝑧3, 𝑧4 และ 𝑧5  เป็นจ านวนเชิงซ้อนที่ต่างกนัทัง้หมด โดยที่ค่าสมับรูณ์ของแต่ละจ านวนมีค่า
เท่ากบัหนึง่ และ 𝑧1 + 𝑧2 + 𝑧3 + 𝑧4 + 𝑧5 = 0  จงหาสว่นจริงของ  𝑧1+𝑧2

𝑧3
+
𝑧2+𝑧3

𝑧4
+
𝑧3+𝑧4

𝑧5
+
𝑧4+𝑧5

𝑧1
+
𝑧5+𝑧1

𝑧2
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รากที่ 𝑛 

 
รากที่ 𝑛 ของ 𝑧 คือ จ านวนที่ยกก าลงั 𝑛 แล้วได้ 𝑧 

เช่น รากที่ 2 ของ 9 คือ 3 กบั −3  เพราะ  32 = 9  และ  (−3)2 = 9 
ในเร่ืองจ านวนเชิงซ้อน รากที่ 𝑛 ของ 𝑧 จะ “มี 𝑛 ค าตอบ” เสมอ  (ยกเว้น กรณี 𝑧 = 0) 
 

การหา รากที่ 𝑛 ของ 𝑧 จะมีขัน้ตอนการหาดังนี ้
1. แปลง 𝑧 เป็นรูปเชิงขัว้ ให้อยู่ในรูป 𝑟 ∠ 𝜃 

2. รากตัวที่ 1 จะได้จากการน า 𝑟 มาถอดรากที่ 𝑛 และ เอา 𝜃 มาหาร 𝑛 

 นัน่คือ จะได้รากตวัที่ 1 เท่ากบั √𝑟𝑛
 ∠ 

𝜃

𝑛
 

3. รากตัวที่ 2 หาได้โดย เพิ่มมมุของรากตวัที่ 1 ไปอีก 360°
𝑛

 

 รากตัวที่ 3 หาได้โดย เพิ่มมมุของรากตวัที่ 2 ไปอีก 360°
𝑛

 

 รากตัวที่ 4 หาได้โดย เพิ่มมมุของรากตวัที่ 3 ไปอีก 360°
𝑛

 

 …    (ไปเร่ือยๆ จนกว่าจะได้ครบ 𝑛 ราก) 
4. ในข้อ 3 เราจะได้ค าตอบเป็นรูปเชิงขัว้ ซึง่บางทีคณุครูจะไม่ชอบ 

 ในบางครัง้ เราอาจต้องแปลงค าตอบ (ถ้าแปลงได้) ในรูปเชิงขัว้เหลา่นี ้กลบัไปเป็นรูปปกติอีกด้วย 
 

ตวัอย่าง  จงหารากที่ 4 ของ −1 
วิธีท า ขัน้แรก แปลง −1 เป็นเชิงขัว้ก่อน 

จะเห็นว่า −1 = −1 + 0i = (−1, 0) 
ได้ 𝑟 = 1 และ 𝜃 = 180° ได้เลย ไม่ต้องใช้สตูร 
ดงันัน้ แปลง −1 เป็นเชิงขัว้ได้ 1 ∠ 180° 

ดงันัน้ รากตวัแรก คือ √14
 ∠ 

180°

4
= 1 ∠ 45° 

รากตัวถดัไป ได้จากการเพิ่มมมุ ไปทีละ 360°
𝑛

 

ข้อนีใ้ห้หารากที่ 4 ซึง่จะได้ 𝑛 = 4    ดงันัน้ 360°
𝑛
=

360°

4
= 90° 

 จะได้รากตวัที่ 2 คือ 1 ∠ (45° + 90°) = 1 ∠ 135° 
 จะได้รากตวัที่ 3 คือ 1 ∠ (135° + 90°) = 1 ∠ 225° 
 จะได้รากตวัที่ 4 คือ 1 ∠ (225° + 90°) = 1 ∠ 315° 
 ครบ 4 ตวั ก็หยดุ (รากที่ 4 จะมี 4 ค าตอบ) 
ดงันัน้ รากที่ 4 ของ −1 คือ 1 ∠ 45° ,  1 ∠ 135° ,  1 ∠ 225° ,  และ 1 ∠ 315° 
ขัน้สดุท้าย แปลงรากทัง้ 4 กลบัเป็นรูปปกติ 

 1 ∠ 45° = 1(cos 45° + i sin 45°) =
√2

2
+
√2

2
i 

 1 ∠ 135° = 1(cos 135° + i sin 135°) = −
√2

2
+
√2

2
i 

 1 ∠ 225° = 1(cos 225° + i sin 225°) = −
√2

2
−
√2

2
i 

 1 ∠ 315° = 1(cos 315° + i sin 315°) =
√2

2
−
√2

2
i # 

 

(−1, 0) 
𝑟 
𝜃 
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ตวัอย่าง  จงหาค่า 𝑧 ที่ท าให้ 𝑧3 = √3 − i 
วิธีท า ข้อนีโ้จทย์ให้หาว่าอะไร ยกก าลงั 3 แล้วได้ √3 − i  นัน่คือ เราต้องหารากที่ 3 ของ √3 − i นัน่เอง 

แปลง √3 − i เป็นเชิงขัว้ จะได้ 𝑟 = √(√3)
2
+ (−1)2 = √3 + 1 = √4 = 2 

และ tan 𝜃 = −1

√3
  จะได้ 𝜃 = 150°, 330°    แต่ √3 − i อยู่ในจตภุาคที่ 4  ดงันัน้ 𝜃 = 330° 

นัน่คือ แปลง √3 − i เป็นเชิงขัว้ ได้ 2 ∠ 330° 

ดงันัน้ จะได้รากตัวแรก คือ √23
 ∠ 

330°

3
= √2

3
 ∠ 110° = √2

3 (cos 110° + i sin 110°) 

รากตัวถดัไป ให้เพิ่มมมุไปอีก 360°
𝑛
=

360°

3
= 120° 

ดงันัน้ รากตวัที่สอง คือ √23
 ∠ (110° + 120°) = √2

3
 ∠ 230° = √2

3 (cos 230° + i sin230°) 

และรากตวัที่สาม คือ √23
 ∠ (230° + 120°) = √2

3
 ∠ 350° = √2

3 (cos 350° + i sin 350°) 

ครบ 3 ราก ก็หยดุ # 

 

ตวัอย่าง  จงหารากที่ 2 ของ 3 + 4i 

วิธีท า จะเห็นว่า  3 + 4i  แปลงเป็นเชิงขัว้ไม่ได้  จะติดตรงที่  tan 𝜃 = 
4

3
  จะได้ค่า 𝜃 แบบสวยๆ 

ดงันัน้ ข้อนี ้ใช้รูปเชิงขัว้ท าไม่ได้  ต้องกลบัไปใช้วิธีเก่า 

สมมุติให้รากที่ 2 ของ 3 + 4i  คือ  𝑎 + 𝑏i  ดงันัน้  3 + 4i =  (𝑎 + 𝑏i)2 

 =  𝑎2 − 𝑏2 + 2𝑎𝑏i 

จะได้  3  =  𝑎2 − 𝑏2  และ  4  =  2𝑎𝑏  แก้สองสมการนี ้ก็จะได้  𝑎 กบั 𝑏 

 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

จะได้ค าตอบ คือ  2 + i  และ  −2 − i # 

 

อย่างไรก็ตาม ข้อนีม้ีอีกวิธี ที่ง่ายกว่านิดหน่อย  คือ ใช้ค่าสมับูรณ์ มาช่วย 

เนื่องจาก  (𝑎 + 𝑏i)2  =  3 + 4i  ดงันัน้  

 
 
 
 

จะได้ค าตอบ คือ  2 + i  และ  2 − i  เหมือนกนั # 

 
 

 𝑎2 − 𝑏2 =  3 (1) 
 2𝑎𝑏 =  4 (2) 
(2) ÷ 2 : 𝑎𝑏 =  2 

 𝑎 =  
2

𝑏
 (3) 

แทน (3) ใน (1) : (
2

𝑏
)
2

− 𝑏2 =  3 

 
4

𝑏2
− 𝑏2 =  3 

 4 − 𝑏4 =  3𝑏2 
 0 =  𝑏4 + 3𝑏2 − 4 
 0 =  (𝑏2 − 1)(𝑏2 + 4) 
 𝑏 =  1 ,  −1 

แทน  𝑏  ใน (3) : 𝑎 =  2 ,  −2 

 |𝑎 + 𝑏i|2 =  |3 + 4i| 
 𝑎2 + 𝑏2 =      5 (4) 
(1) + (4) : 2𝑎2 =      8 
 𝑎 =  2 , −2 
แทน  𝑎  ใน (2) : 𝑏 =  1 ,  −1 
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แบบฝึกหดั 

1. จงหาค่าในแต่ละข้อต่อไปนี ้
 1. รากที่ 2 ของ  −1 2. รากที่ 2 ของ  4i 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 3. รากที่ 2 ของ  1
2
−
√3

2
 i 4. รากที่ 2 ของ  5 − 12i 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 5. รากที่ 3 ของ  1 6. รากที่ 3 ของ  −27i 
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 7. รากที่ 4 ของ  −1 8. รากที่ 4 ของ −8+ 8√3i 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

2. จงแก้สมการต่อไปนี ้
 1. 𝑧2 = i 2. 𝑧3 − 8𝑖 = 0 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

3. ก าหนดให้ 𝑧1, 𝑧2, 𝑧3 เป็นรากของสมการ (𝑧 + 2i)3 = 8i    จงหาค่าของ |𝑧1| + |𝑧2| + |𝑧3| 

 [PAT 1 (ธ.ค. 54)/14] 
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4. ก าหนดให้  𝑧 = 𝑎 + 𝑏i  โดยที่ 𝑎 และ 𝑏 เป็นจ านวนจริงที่ 𝑎𝑏 > 0 และ i = √−1 

 ถ้า  𝑧3 = i  แล้วค่าของ  |i𝑧5 + 2|2 เท่ากบัเท่าใด    [PAT 1 (มี.ค. 58)/29] 
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สมการพหนุาม 

 
สมการพหนุาม คือ สมการที่อยู่ในรูป “พหนุาม = 0”  เช่น  2𝑥4 + 𝑥3 − 7𝑥2 − 4𝑥 − 4 = 0 

ในเร่ืองจ านวนจริง เราได้เรียนวิธีแก้สมการพวกนีไ้ปแล้ว โดยจะต้องแยกตวัประกอบ แล้วหาค าตอบจากแต่ละตวัประกอบ  

ถ้าพจน์ในพหนุามมีเลขชีก้ าลงัมากกว่า 2 เรามกัต้องใช้ “ทฤษฏีเศษ” และการ “หารสงัเคราะห์” เพื่อแยกตวัประกอบ 

 

ตวัอย่าง  จงแก้สมการ 2𝑥4 + 𝑥3 − 7𝑥2 − 4𝑥 − 4 = 0 
วิธีท า แยกตวัประกอบ 2𝑥4 + 𝑥3 − 7𝑥2 − 4𝑥 − 4 โดยใช้ทฤษฎีเศษก่อน 

 2𝑥4 + 𝑥3 − 7𝑥2 − 4𝑥 − 4 = 0 
 
 

ดงันัน้ “ตวัน่าสงสยั” คือ ±1 , ±2 , ±4  และ  ± 1

2
  เราต้องเอาพวกนีไ้ปแทนในพหนุาม ว่าอนัไหนได้ 0 

 1: 2(1)4 + (1)3 − 7(1)2 − 4(1) − 4 = −8 ใช้ไม่ได้ 

 −1: 2(−1)4 + (−1)3 − 7(−1)2 − 4(−1) − 4 = −6 ใช้ไม่ได้ 

 2: 2(2)4 + (2)3 − 7(2)2 − 4(2) − 4 = 0 ได้แล้ว 
จากนัน้ เอา 2 ไปหารสงัเคราะห์ 

2 2 1 − 7 − 4 − 4 
  4 10 6 4 
 2 5 3 2 0 

ดงันัน้  2𝑥4 + 𝑥3 − 7𝑥2 − 4𝑥 − 4 = (𝑥 − 2)(2𝑥3 + 5𝑥2 + 3𝑥 + 2) 
ต่อไปแยกตัวประกอบของ 2𝑥3 + 5𝑥2 + 3𝑥 + 2 ด้วยวิธีเดิม 

 
 

จะได้ “ตวัน่าสงสยั” คือ ±1 , ±2 และ  ± 1

2
 

ตวัที่ใช้ไม่ได้ในรอบที่แล้ว (คือ 1 กบั −1) ตดัออกไปได้เลย ดงันัน้ รอบนีเ้ราจะเร่ิมจาก 2 

 2: 2(2)3 + 5(2)2 + 3(2) + 2 = 44 ใช้ไม่ได้ 

 −2: 2(−2)3 + 5(−2)2 + 3(−2) + 2 = 0 ได้แล้ว 
จากนัน้ เอา −2 ไปหารสงัเคราะห์ 

− 2 2 5 3 2 
  − 4 − 2 − 2 
 2 1 1 0 

ดงันัน้  2𝑥4 + 𝑥3 − 7𝑥2 − 4𝑥 − 4 = (𝑥 − 2)(2𝑥3 + 5𝑥2 + 3𝑥 + 2) 
 = (𝑥 − 2)(𝑥 + 2)(2𝑥2 + 𝑥 + 1) 

พอเลขชีก้ าลงัจะลดเหลอื 2 ก็หยดุทฤษฎีเศษได้ จากนัน้ จะได้ค าตอบของสมการดงันี  ้
 
 (𝑥 − 2)(𝑥 + 2)(2𝑥2 + 𝑥 + 1) = 0 
 
 

 
ดงันัน้ ค าตอบของสมการนีจ้งึมีแค่  2 กบั −2 # 

 

1, 2 1, 2, 4 

𝑥 = 2 𝑥 = −2 𝑥 =
−1±√12−4(2)(1)

2(2)
=

−1±√−7

4
  

(เป็นค าตอบไม่ได้ เพราะในรูทติดลบ) 

1, 2 1, 2 

𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐 = 0  

→  𝑥 = −𝑏±√𝑏2−4𝑎𝑐

2𝑎
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โจทย์ที่แสดงให้ด ูเป็นโจทย์ในเร่ือง “จ านวนจริง” 

ดงัจะเห็นได้ว่าเราไม่ยอมให้  −1±√−7
4

 เป็นค าตอบ เพราะจ านวนจริงไม่ยอมให้ในรูทติดลบ 
แต่ถ้าเราเจอโจทย์นีใ้นเร่ืองจ านวนเชิงซ้อน เราจะยอมให้ในรูทติดลบได้ 

โดยถ้าในรูทติดลบ เราจะใช้ i มาเขียนแทน นัน่คือ  −1±√−7
4

  เขียนใหม่ได้เป็น −1±√7i
4

 

 

ตวัอย่าง  จงแก้สมการ 2𝑧4 + 𝑧3 − 7𝑧2 − 4𝑧 − 4 = 0 
วิธีท า ท าเหมือนกบัข้อที่แล้ว ยกเว้นว่าคราวนี ้ในรูทติดลบได้ แต่ต้องเขียนตอบในรูป i 

ดงันัน้ ค าตอบของสมการนี  ้คือ 2 ,  −2 ,  −1+√7i
4

  และ −1−√7i
4

 # 

 
 

ในเร่ืองนี ้เรามักจะเจอแต่พหนุามที่มีสมัประสทิธ์ิเป็นจ านวนจริง 

เช่น  2𝑧4 + 𝑧3 − 7𝑧2 − 4𝑧 − 4  มีสมัประสทิธ์ิคือ 2 , 1 ,  −7, −4 และ −4 ซึง่ล้วนแต่เป็นจ านวนจริง 
ในกรณีนี ้ค าตอบที่ติด i จะ “มาเป็นคู่ๆ” กลา่วคือ ถ้า 𝑎 + 𝑏i เป็นค าตอบ จะได้ 𝑎 − 𝑏i เป็นค าตอบด้วยเสมอ 

 

ตวัอย่าง  ก าหนดให้  2  และ  1 − i  เป็นค าตอบของสมการ 𝑓(𝑥) = 0  ถ้า 𝑓(𝑥) เป็นพหนุามดีกรี 3 ซึง่ 𝑓(3) = 10 
แล้ว จงหาค่าของ 𝑓(0) 
วิธีท า ก่อนอื่น ต้องรู้ก่อน ว่า “ดีกรี” ของพหนุาม คือ “เลขชีก้ าลงัมากสดุ” ของพจน์ในพหนุาม 

ข้อนี ้𝑓(𝑥) มีดีกรี 3 นัน่คือ 𝑓(𝑥) ต้องอยู่ในรูป 𝑎𝑥3 + 𝑏𝑥2 + 𝑐𝑥 + 𝑑 = 0 

จากการที่โจทย์บอกว่า 1 − i เป็นค าตอบ เราจะสรุปได้ทนัที ว่า 1 + i ก็ต้องเป็นค าตอบด้วย 
ดงันัน้ ค าตอบของสมการ จะมี 2 ,  1 − i  และ 1 + i  เราจะใช้ค าตอบเหล่านี ้ย้อนกลบัไปหา 𝑓(𝑥) 
ก่อนที่จะได้สามตวันีเ้ป็นค าตอบ สมการควรมีหน้าตาคล้ายๆแบบนี ้
 𝑘(𝑥 − 2)(𝑥 − 1 + i)(𝑥 − 1 − i) = 0 
 
 

เมื่อ 𝑘 เป็นตวัเลขอะไรก็ได้ 

ที่ 𝑘 ต้องเป็นตวัเลข เพราะจะมีตัวแปร 𝑥 มากกว่านีไ้ม่ได้แล้ว ไม่งัน้คูณออกมา ดีกรีจะเกิน 3 

ดงันัน้ 𝑓(𝑥) ก็คือ 𝑘(𝑥 − 2)(𝑥 − 1 + i)(𝑥 − 1 − i) 
แต่โจทย์บอกว่า 𝑓(3) = 10  ดงันัน้ 
 𝑓(𝑥) = 𝑘(𝑥 − 2)(𝑥 − 1 + i)(𝑥 − 1 − i) 
 𝑓(3) = 𝑘(3 − 2)(3 − 1 + i)(3 − 1 − i) 
 10 = 𝑘(1)(2 + i)(2 − i) 
 10 = 𝑘(4 − i2) 
 10 = 5𝑘 

 𝑘 =
10

5
= 2 

จะได้ 𝑓(𝑥) = 2(𝑥 − 2)(𝑥 − 1 + i)(𝑥 − 1 − i)  และจะหาค่า 𝑓(0) ได้ดงันี ้
 𝑓(0) = 2(0 − 2)(0 − 1 + i)(0 − 1 − i) 
  = 2(−2)(−1 + i)(−1 − i) 
  = 2(−2)((−1)2 − i2) 
  = 2(−2)(1 + 1) 
  = 2(−2)(2) = −8 # 

 

𝑥 = 2 𝑥 = 1 − i 𝑥 = 1 + i 

ใช้สตูร (น + ล)(น − ล) = น2 − ล2 
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ความรู้เก่ียวกบั ผลบวกราก ผลคูณราก ที่เรียนมาในเร่ืองจ านวนจริง ก็ยงัคงใช้ได้ในเร่ืองจ านวนเชิงซ้อน  

สมการดีกรี  𝑛  จะมีค าตอบได้ไม่เกิน  𝑛  ตวั    และถ้าสมการพหนุามดีกรี 𝑛 มีค าตอบ 𝑛 ตวัแล้ว 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

เช่น 𝑥3 − 7𝑥2 + 14𝑥 − 8 = 0 ผลบวกค าตอบ  =  −
−7

1
  =  7 (=  1 + 2 + 4) 

  ผลบวกสองค าตอบคณูกนั  =  +
14

1
  =  14 (= 1×2 + 1×4 + 2×4) 

  ผลคณูค าตอบ = (−1)3 (
−8

1
) = 8 (= 1×2×4) 

 
 

 4𝑥4 − 5𝑥2 + 1 = 0 ผลบวกค าตอบ  =  −
0

4
  =  0 (= −1 + 1 −

1

2
+
1

2
) 

  ผลบวกสองค าตอบคณูกนั  =  +
−5

4
  =  −

5

4
 

           (= −1 ∙ 1 + −1 ∙ −
1

2
  +  −1 ∙

1

2
  +  1 ∙ −

1

2
  +  1 ∙

1

2
  +  −

1

2
∙
1

2
 ) 

  ผลบวกสามค าตอบคูณกนั  =  −
0

4
  =  0 

           (=  −1 ∙ 1 ∙ −
1

2
  +  −1 ∙ 1 ∙

1

2
  +  −1 ∙ −

1

2
∙
1

2
  +  1 ∙ −

1

2
∙
1

2
) 

  ผลคณูค าตอบ  =  (−1)4 (
1

4
)  =  

1

4
 (=  −1 ∙ 1 ∙ −

1

2
∙
1

2
) 

 

ตวัอย่าง  ถ้า 𝑧1 , 𝑧2 , 𝑧3 และ 𝑧4 เป็นค าตอบที่แตกต่างกนัของสมการ 2𝑧4 + 𝑧3 − 7𝑧2 − 4𝑧 − 4 = 0 แล้ว จงหา
ค่าของ 1

𝑧1
+

1

𝑧2
+

1

𝑧3
+

1

𝑧4
 

วิธีท า จากสตูร ผลบวก ผลคณู ค าตอบ  จะได้   𝑧1 + 𝑧2 + 𝑧3 + 𝑧4 =  −
1

2
 

  𝑧1𝑧2 + 𝑧1𝑧3 + 𝑧1𝑧4 + 𝑧2𝑧3 + 𝑧2𝑧4 + 𝑧3𝑧4 =  +
−7

2
  =  −

7

2
 

  𝑧1𝑧2𝑧3 + 𝑧1𝑧2𝑧4 + 𝑧1𝑧3𝑧4 + 𝑧2𝑧3𝑧4 =  −
−4

2
  =  2 

  𝑧1𝑧2𝑧3𝑧4 =  +
−4

2
  =  −2 

ดงันัน้    1
𝑧1
+

1

𝑧2
+

1

𝑧3
+

1

𝑧4
 =  

𝑧2𝑧3𝑧4  + 𝑧1𝑧3𝑧4  + 𝑧1𝑧2𝑧4 + 𝑧1𝑧2𝑧3

𝑧1𝑧2𝑧3𝑧4
  =  

2

−2
  =  −1 # 

 
 

แบบฝึกหดั 

1. จงหาค าตอบของสมการต่อไปนี  ้
 1. 𝑥2 + 3𝑥 + 6  =  0 2. 𝑥2 − 2𝑥 + 2  =  0 

 
 
 
 
 

(𝑥 − 1)(𝑥 − 2)(𝑥 − 4) 

ค าตอบ คือ 1, 2, 4 

(𝑥 + 1)(𝑥 − 1)(2𝑥 + 1)(2𝑥 − 1) 

ค าตอบ คือ  −1 ,  1 , −
1

2
 ,  
1

2
 

4𝑥4 − 0𝑥3 − 5𝑥2 + 0𝑥 + 1 

ผลคณูของค าตอบทัง้หมด  =  (−1)𝑛 ∙
สปส ตัวสดุท้าย
สปส ตัวแรก  

ผลบวกของค าตอบทัง้หมด = −
สปส ตัวที่ 2
สปส ตัวแรก 

ผลบวกของสองค าตอบคณูกนั =  +
สปส ตัวที่ 3
สปส ตัวแรก 

ผลบวกของสามค าตอบคูณกนั =  −
สปส ตัวที่ 4
สปส ตัวแรก 

 ⋮ 
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 3. 3𝑥3 − 2𝑥2 + 𝑥  =  0 4. 𝑥2  =  −2 

 
 
 
 
 
 

 5. 𝑥3  =  1 6. 𝑥3 + 𝑥2 + 𝑥 + 1  =  0 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 7. 𝑥3 + 3𝑥2 + 5𝑥 + 3  =  0 8. 𝑥3 − 𝑥2 − 4  =  0 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

2. ถ้า  𝑧1 ,  𝑧2 ,  𝑧3  เป็นรากของสมการ  2𝑧3 − 3𝑧2 − 5𝑧 + 1  =  0  แล้ว จงหาค่าของ 

 1. 𝑧1 + 𝑧2 + 𝑧3 2. 𝑧1𝑧2 + 𝑧1𝑧3 + 𝑧2𝑧3 

 
 
 
 
 
 

 3. 𝑧1𝑧2𝑧3 4. 1

𝑧1
+

1

𝑧2
+

1

𝑧3
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3. ถ้า  1 − i  เป็นค าตอบหนึง่ของสมการ  𝑥3 − 3𝑥2 + 𝑎𝑥 − 2  =  0  แล้ว  จงหาค่า  𝑎 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

4. ถ้า  2 − i  เป็นค าตอบหนึง่ของสมการ  𝑥3 + 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 5  =  0  เมื่อ  𝑎 , 𝑏 ∈ R  แล้ว 
จงหาอีก 2 ค าตอบที่เหลอื 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

5. ถ้า  i + 1  เป็นค าตอบหนึง่ของสมการ  𝑥3 + 𝑎𝑥2 + 4𝑥 + 𝑏  =  0  เมื่อ  𝑎 , 𝑏 ∈ R  แล้ว 
จงหาอีก 2 ค าตอบที่เหลอื 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

6. ถ้า  3  และ  2i + 1  เป็นค าตอบของสมการ  𝑥4 + 𝑎𝑥3 + 𝑏𝑥2 + 𝑐𝑥 + 6  =  0  เมื่อ  𝑎 , 𝑏 , 𝑐  ∈ R  แล้ว จง
หาอีก 2 ค าตอบที่เหลอื 
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7. ถ้า  i − 2  และ 1 − 2i  เป็นค าตอบของสมการ  𝑥5 + 5𝑥4 + 𝑎𝑥3 + 𝑏𝑥2 + 𝑐𝑥 + 𝑑  =  0 

เมื่อ  𝑎 , 𝑏 , 𝑐 , 𝑑 ∈ R  แล้ว จงหาอีก 3 ค าตอบที่เหลอื 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

8. จงหาสมการดีกรีต ่าสดุ ที่มีสมัประสทิธ์ิเป็นจ านวนจริง และมี  i  และ  1 + i  เป็นค าตอบ 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

9. ก าหนดให้  −1  และ  2 − i  เป็นค าตอบของสมการ 𝑓(𝑥) = 0  ถ้า 𝑓(𝑥) เป็นพหนุามดีกรี 3 ที่มีสมัประสทิธ์ิเป็น
จ านวนจริง ซึง่ 𝑓(1) = 20 แล้ว จงหาค่าของ 𝑓(0) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

10. ถ้า 𝑓(𝑥) เป็นพหนุามดีกรี 3 ที่มีสมัประสทิธ์ิเป็นจ านวนจริง โดยที่  𝑥 − 2  และ  𝑥 + 1 + i  เป็นตวัประกอบของ 
𝑓(𝑥)  และ  𝑓(0) = −12  แล้ว จงหาว่า 𝑓(𝑥) หารด้วย  𝑥 − 1  เหลอืเศษเท่าไร 
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11. จ านวนเชิงซ้อน 𝑧 = 1 + i เป็นค าตอบของสมการในข้อใดต่อไปนี  ้   [A-NET 49/1-14] 

 1. 𝑧4 − 2𝑧2 + 4𝑧 = 0 2. 𝑧4 − 2𝑧2 − 4𝑧 = 0 

 3. 𝑧4 + 2𝑧2 − 4𝑧 = 0 4. 𝑧4 + 2𝑧2 + 4𝑧 = 0 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

12. ก าหนดให้ 𝑆 เป็นเซตค าตอบของสมการ 𝑧2 + 𝑧 + 1 = 0 เมื่อ 𝑧 เป็นจ านวนเชิงซ้อน 

 เซตในข้อใดต่อไปนีเ้ท่ากบัเซต 𝑆    [PAT 1 (มี.ค. 52)/26] 
 1. {− cos 120° − i sin60° , cos 60° + i sin 60°} 

 2. {cos 120° + i sin 60° , − cos 60° + i sin 60°} 

 3. {− cos 120° − i sin120° , − cos 60° + i sin 60°} 

 4. {cos 120° + i sin 120° , −cos 60° − i sin 60°} 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

13. ก าหนดให้  𝑧  เป็นจ านวนเชิงซ้อนที่สอดคล้องกบั  𝑧3 − 2𝑧2 + 2𝑧 = 0 และ 𝑧 ≠ 0 

 ถ้า อาร์กิวเมนต์ของ 𝑧 อยู่ในช่วง (0, 
𝜋

2
)  แล้ว  𝑧

4

(𝑧̅)2
  มีค่าเท่ากบัเท่าใด    [PAT 1 (ต.ค. 52)/1-15] 
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14. ให้ (𝑥 − 1 + i) และ (𝑥 + 2) เป็นตวัประกอบของฟังก์ชนั 𝑓(𝑥) = 𝑥3 + 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐 

 แล้ว  (𝑥 − 3) หาร 𝑓(𝑥) เหลอืเศษเท่าไร    [A-NET 50/2-8] 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

15. ถ้า  𝑥 − 1 + 𝑖  เป็นตวัประกอบของพหนุาม  𝑃(𝑥) = 𝑥3 + 𝑎𝑥2 + 4𝑥 + 𝑏  เมื่อ  𝑎 และ 𝑏 เป็นจ านวนจริง 
 แล้วค่าของ  𝑎2 + 𝑏2  เท่ากบัเท่าใด    [PAT 1 (มี.ค. 54)/14] 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

16. ก าหนดให้  𝑓(𝑥)  เป็นพหนุามก าลงัสาม ซึง่มีสมัประสทิธ์ิเป็นจ านวนจริง โดยที่มี 𝑥 + 1 เป็นตวัประกอบของ 𝑓(𝑥) 
 5 + 2i เป็นค าตอบชองสมการ  𝑓(𝑥) = 0  และ  𝑓(0) = 58    จงหา  𝑓(𝑥) ในรูป  𝑎𝑥3 + 𝑏𝑥2 + 𝑐𝑥 + 𝑑 

 [PAT 1 (มี.ค. 56)/40*] 
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17. ให้ 𝑧1,  𝑧2,  𝑧3 เป็นค าตอบของสมการ 1 + (1 + 1

𝑧
)
3

= 0 แล้ว Re(𝑧1 + 𝑧2 + 𝑧3) มีค่าเท่ากบัเท่าใด 

 [A-NET 50/1-15] 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

18. ก าหนดให้  𝑧1 และ 𝑧2 เป็นจ านวนเชิงซ้อนที่สอดคล้องกบัสมการ  𝑧2 − 3𝑧 + 4 = 0 

 ค่าของ  (|𝑧1|2 + |𝑧2|2) (
1

𝑧1
+

1

𝑧2
)  เท่ากบัเท่าใด    [PAT 1 (ต.ค. 55)/17] 
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19. ถ้า 𝑧1,  𝑧2 เป็นค าตอบที่ไม่ใช่จ านวนจริงของสมการ (
𝑧+1

𝑧−1
)
3

= 8 แล้ว 𝑧1𝑧2 มีค่าเท่ากบัเท่าใด 

 [A-NET 51/1-6]  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

20. จงหาค่าของ  cos 15° + cos 87° + cos 159° + cos 231° + cos 303°    [PAT 1 (พ.ย. 57)/32*] 
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หน่วยจินตภาพ 

 

1. 1. −i 2. i 3. −1 4. 1 

 5. 0 6. −1 7. 1 + i 8. −1 

 9. i 10. 0 

 

จ านวนเชิงซ้อน 
 

1. 1. 3 − i 2. −5 + 3i 3. −3 + i 4. 11 − 2i 

 5. −4 6. −32i 

2. 1. 𝑎 = 2 ,  𝑏 = 2 2. 𝑎 = −1 ,  𝑏 = −2 3. 𝑎 = 0 ,  𝑏 = −1 4. 𝑎 = 0 ,  𝑏 = 0, 1 

 5. 𝑎 = ±3 ,  𝑏 = ±6 
3. 198 

 

สงัยุค และการหาร 
 

1. 1. 1

10
+

3

10
i 2. 3 − 2i 3. 1

2
 + 2i 4. 1

5
+
3

5
i 

 5. 1

5
 − 

8

5
i 6. −

1

2
+
3

2
i 7. −

7

10
−

9

10
i 8. −

1

10
−
6

5
i 

2. 2

5
−

i

5
 3. 3

13
−

2

13
i 4. 1 + 2i 5. - 

 

ค่าสมับรูณ์ 

 

1. 1. 13 2. 5 3. √2 4. 2 

 5. 2 6. 20 7. √5 8. 5√2 

 9. 4√2 10. 1

10
 11. 8 12. 10 

2. 1. 2√2

5
 2. √3 3. √2 4. √2 

3. √2 4. 5 5. 4 6. 5 

7. - 8. 1 − √2 9. 1, 2 10. 10 

11. 225 12. 5 13. 3 14. 5 

15. 3 16. 3 17. 2 18. 2 

19. 2 20. √2 21. 1 
 

กราฟของจ านวนเชิงซ้อน 

 

1. 1. 2. 3. 4. 
 
 
 
 
 

1 
1 

(1, 1) 
(−1, 2) 
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 5. 6. 7. 8. 
 
 
 
 

 9. 10. 11. 12. 
 
 
 
 

2. 2 3. 11 

 

รูปเชิงขัว้ 

 

1. 1. √2 ∠ 45° 2. 2 ∠ 330° 3. 2 ∠ 135° 4. 1 ∠ 240° 

 5. 6 ∠ −30° 6. 2 ∠ −90° 7. 1 ∠ 0° 8. 5 ∠ 180° 

 9. 1 ∠ 60° 10. 1 ∠ −60° 11. 1 ∠ 120° 12. 1 ∠ 240° 

2. 1. √3 + i 2. −√2i 3. −
√2

2
+
√2

2
 i 4. 3 

3. 1. 3√2 + 3√2i 2. 2i 3. 16√3 + 16i 4. −32i 

 5. −i 6. 4√3 + 4i 

4. 4 5. 8 6. 7 

 

7. 2 

จากรูป จะได้ 𝑧3 − 𝑧2 มีขนาดเท่ากบั 𝑧1 − 𝑧2 แต่มมุน้อยกว่าอยู่  
𝜋

3
 

ดงันัน้  𝑧3−𝑧2
𝑧1−𝑧2

  =  cis −
𝜋

3
   →  1 ผิด 

และจะได้   𝑧1−𝑧2
𝑧3−𝑧2

  =  cis 
𝜋

3
  = 

𝑧3−𝑧1

𝑧2−𝑧1
 

คณูไขว้ได้  𝑧1𝑧2 − 𝑧12 − 𝑧22 + 𝑧1𝑧2 = 𝑧3
2 − 𝑧1𝑧3 − 𝑧2𝑧3 + 𝑧1𝑧2  →  2 ถกู 

 

8. −2.5 
𝑧1+𝑧2

𝑧3
+
𝑧2+𝑧3

𝑧4
+
𝑧3+𝑧4

𝑧5
+
𝑧4+𝑧5

𝑧1
+
𝑧5+𝑧1

𝑧2
 = 

−𝑧3−𝑧4−𝑧5

𝑧3
+
−𝑧1−𝑧4−𝑧5

𝑧4
+
−𝑧1−𝑧2−𝑧5

𝑧5
+
−𝑧1−𝑧2−𝑧3

𝑧1
+
−𝑧2−𝑧3−𝑧4

𝑧2
 

𝑧1+𝑧2

𝑧3
+
𝑧2+𝑧3

𝑧4
+
𝑧3+𝑧4

𝑧5
+
𝑧4+𝑧5

𝑧1
+
𝑧5+𝑧1

𝑧2
 =  −5 − (

𝑧4+𝑧5

𝑧3
+
𝑧1+𝑧5

𝑧4
+
𝑧1+𝑧2

𝑧5
+
𝑧2+𝑧3

𝑧1
+
𝑧3+𝑧4

𝑧2
) 

Re(
𝑧1+𝑧2

𝑧3
+
𝑧2+𝑧3

𝑧4
+
𝑧3+𝑧4

𝑧5
+
𝑧4+𝑧5

𝑧1
+
𝑧5+𝑧1

𝑧2
)  =  −5 − Re(

𝑧4+𝑧5

𝑧3
+
𝑧1+𝑧5

𝑧4
+
𝑧1+𝑧2

𝑧5
+
𝑧2+𝑧3

𝑧1
+
𝑧3+𝑧4

𝑧2
)   …(∗) 

Re ฝ่ังซ้าย =  Re(
𝑧1

𝑧3
+
𝑧2

𝑧3
+
𝑧2

𝑧4
+
𝑧3

𝑧4
+
𝑧3

𝑧5
+
𝑧4

𝑧5
+
𝑧4

𝑧1
+
𝑧5

𝑧1
+
𝑧5

𝑧2
+
𝑧1

𝑧2
) 

 =  Re(
1cis𝜃1

1cis𝜃3
+
1 cis𝜃2

1 cis𝜃3
+
1cis 𝜃2

1cis 𝜃4
+ … +

1 cis𝜃1

1 cis𝜃2
) 

 =  Re(cis(𝜃1 − 𝜃3) + cis(𝜃2 − 𝜃3) + cis(𝜃2 − 𝜃4) + … + cis(𝜃1 − 𝜃2)) 
 =  cos(𝜃1 − 𝜃3) + cos(𝜃2 − 𝜃3) + cos(𝜃2 − 𝜃4) + … + cos(𝜃1 − 𝜃2) 

ท าแบบเดียวกนั กบั Re(ฝ่ังขวา) จะได้ 

Re ฝ่ังขวา  =  cos(𝜃4 − 𝜃3) + cos(𝜃5 − 𝜃3) + cos(𝜃1 − 𝜃4) +  … + cos(𝜃4 − 𝜃2) 
แต่  cos (𝜃1 − 𝜃2) = cos (𝜃2 − 𝜃1)  ซึง่จะเห็นว่า Re ฝ่ังซ้ายกบัฝ่ังขวา จบัคู่กนัได้พอดี  ( 𝑧1

𝑧3
 ฝ่ังซ้าย คู่กบั 𝑧3

𝑧1
 ฝ่ังขวา) 

−2 

1 

3 −1 
√2  

−1 
2 

−2 

𝑧1  𝑧2  

𝑧3  

𝑧3 − 𝑧2  

𝑧1 − 𝑧2  
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ดงันัน้ Re ฝ่ังซ้าย = Re ฝ่ังขวา  →  แทนใน (∗)  จะได้  Re(
𝑧1+𝑧2

𝑧3
+
𝑧2+𝑧3

𝑧4
+
𝑧3+𝑧4

𝑧5
+
𝑧4+𝑧5

𝑧1
+
𝑧5+𝑧1

𝑧2
) = −

5

2
 

 

รากที่ 𝑛 

 

1. 1. i , −i 2. √2 + √2i  ,  −√2 − √2i 

 3. √3

2
−

i

2
  ,  −

√3

2
+

i

2
 4. 3 − 2i  ,  −3 + 2i 

 5. 1  ,  −
1

2
+
√3

2
i  ,  −

1

2
−
√3

2
i 6. 3i  ,  −

3√3

2
−
3

2
i  ,  

3√3

2
−
3

2
i 

 7. √2

2
+
√2

2
i  ,  −

√2

2
+
√2

2
i  ,  −

√2

2
−
√2

2
i  ,  

√2

2
−
√2

2
i 

 8. √3 + i  ,  −1 + √3i  ,  −√3 − i  ,  1 − √3i 

2. 1. √2

2
+
√2

2
i ,  −

√2

2
−
√2

2
i 2. √3 + i ,  −√3 + i ,  −2i 

3. 8 4. 3 

 

สมการพหนุาม 

 

1. 1.  −3±√15i
2

 2. 1 ± i 3. 0 ,  
1±√2i

3
 4. ±√2i 

 5. 1, 
−1±√3i

2
 6. −1 ,  i ,  −i 7. −1 ,  −1 ± √2i 8. 2 ,  

−1±√7i

2
 

2. 1. 3

2
 2. −

5

2
 3. −

1

2
 4. 5 

3. 4 4. 2 + i ,  −1 5. −i + 1 ,  1 6. −2i + 1 ,  
2

5
 

7. −i − 2 ,  1 + 2i ,  −3 8. 𝑘(𝑥4 − 2𝑥3 + 3𝑥2 − 2𝑥 + 2)  =  0 

9. 25 10. −15 11. 1 12. 4 

13. −2i 14. 25 15. 13 

16. 2𝑥3 − 18𝑥2 + 38𝑥 + 58 17. − 3

2
 18. 6 

19. 3
7
 20. 0 
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