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ลมิิตของฟังกช์นั 
 

ax 
lim 𝑓(𝑥) อา่นวา่ “ลมิติของ 𝑓(𝑥) เมื่อ 𝑥 เขา้ใกล ้𝑎” หมายถึง คา่ประมาณของ 𝑓(𝑥) เมื่อ 𝑥 ประมาณ 𝑎 

เช่น ถา้ 𝑓(𝑥) = 2𝑥 + 5 จะเห็นวา่ เมื่อ 𝑥 ประมาณ 4 จะได ้𝑓(𝑥) ประมาณ (2 × 4) + 5 = 13 

ดงันัน้ 
4

lim
x

2𝑥 + 5 = 13 

 

“ลมิิตของฟังกช์นั” จะใชส้ญัลกัษณค์ลา้ยๆกบั “ลมิิตของล าดบั”  ตา่งกนัท่ีในเรือ่งนีจ้ะใช ้ 𝑥 → 𝑎  แทนที่จะเป็น  𝑛 → ∞ 

และในเรือ่งนี ้𝑥 จะเป็นจ านวนจรงิอะไรก็ได ้ไมต่อ้งเป็นจ านวนเตม็บวกเหมือน 𝑛 ในเรือ่งล  าดบัอนนัต ์
จะเห็นวา่วธีิหา 

ax 
lim 𝑓(𝑥)  แบบง่ายๆก็คือ ใหแ้ทน 𝑥 = 𝑎 ลงไปนั่นเอง 

เช่น 
1

lim
x

2𝑥 − 7  =  (2 × 1) − 7  =  −5 

 
3

lim
x

𝑥2 − 2𝑥 + 3  =  (−3)2 − 2(−3) + 3  =  9 + 6 + 3  =  18 

 
1

lim
x

2𝑥 + 3  =  2−1 + 3  =  
1

2
+ 3  =  

7

2
 

 

เวลาทีเ่ราหา
ax 

lim 𝑓(𝑥) เราจะลองแทน 𝑥 = 𝑎 ก่อนเป็นอนัดบัแรกดงัตวัอยา่งขา้งบน 

แตก็่อาจจะมีบางกรณี ท่ีเราไมส่ามารถค านวณ 𝑓(𝑎) ได ้ซึง่ไดแ้ก่กรณีที่เกิดการหารดว้ยศนูยข์ึน้ 

ในกรณีนี ้จะมวีิธีตอบคา่ลมิติดงัตอ่ไปนี ้
 ถา้ตวัตัง้ไมเ่ป็นศนูย ์แตต่วัหารเป็นศนูย ์ตอบไดท้นัทีวา่

ax 
lim 𝑓(𝑥) หาคา่ไมไ่ด ้

เช่น 
0

lim
x

 
2

𝑥
  =  หาคา่ไมไ่ด ้

1
lim

x
 

𝑥

1+𝑥
  =  หาคา่ไมไ่ด ้

 
1

lim
x

 
𝑥+2

𝑥−1
  =  หาคา่ไมไ่ด ้

2
lim
x

 
𝑥−1

𝑥2−𝑥−2
  =  หาคา่ไมไ่ด ้ 

 ถา้ตวัตัง้เป็นศนูย ์แตต่วัหารไมเ่ป็นศนูย ์ตอบไดท้นัทีวา่
ax 

lim 𝑓(𝑥) =  0 

เช่น 
1

lim
x

 
𝑥−1

𝑥2+2𝑥+2
=

0

5
= 0 

 ถา้ตวัตัง้เป็นศนูย ์แลว้ตวัหารก็เป็นศนูยด์ว้ย ตอ้งเปลีย่นรูป 𝑓(𝑥) ใหมก่อ่น 
เปา้หมายของการเปลีย่นรูป 𝑓(𝑥) คือ เพื่อใหเ้กิดการตดักนัของ 𝑥 − 𝑎  จากนัน้คอ่ยลองแทน 𝑎 ลงไปใหม ่
การเปลีย่นรูป 𝑓(𝑥) จะใชก้ารแยกตวัประกอบ หรอืไมก็่ใชค้อนจเูกตคณู 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

คอนจเูกต หรอื สงัยคุ หมายถึง เทอมที่ตวัหนา้กบัตวัหลงั
เหมือนเดิม แตเ่ปลี่ยนเครือ่งหมายตรงกลางเป็นตรงขา้ม 

เชน่ คอนจเูกตของ √𝑥 + 2 คือ √𝑥 − 2 

คอนจเูกตของ √5 − √𝑥 คือ √5 + √𝑥 

เวลาเอาคอนจเูกตเขา้ไปคณู จะท าใหเ้ขา้สตูร 
(น + ล)(น − ล) = น2 − ล2 ไดเ้สมอ 

คา่ของ 𝑓(𝑥) เม่ือ 𝑥 = 𝑎 

แทนดว้ยสญัลกัษณ ์𝑓(𝑎) 
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ตวัอยา่ง  จงหาคา่ของ
2

lim
x

 
𝑥2−3𝑥+2

2𝑥2+𝑥−10
 

วิธีท า ก่อนอื่นลองแทน 2 ลงไปดกู่อน จะได ้ 22−3×2+2

2×22+2−10
  =  

4−6+2

8+2−10
  =  

0

0
 

แปลวา่ตอ้งเปลีย่นรูป  𝑥2−3𝑥+2

2𝑥2+𝑥−10
  ใหม ่ใหเ้กิดการตดักนัของ  𝑥 − 2  ก่อน แลว้คอ่ยลองแทน 2 ลงไปใหม ่

จะเห็นวา่เราสามารถแยกตวัประกอบ เพื่อให ้𝑥 − 2 โผลม่าตดักนัได ้  𝑥2−3𝑥+2

2𝑥2+𝑥−10
  =  

(𝑥−2)(𝑥−1)

(𝑥−2)(2𝑥+5)
  =  

𝑥−1

2𝑥+5
 

พอ  𝑥 − 2  ตดักนัแลว้ แทน 2 ดใูหม ่จะได ้ 2−1

2×2+5
=

1

9
 

ดงันัน้ 
2

lim
x

 
𝑥2−3𝑥+2

2𝑥2+𝑥−10
=

1

9
 # 

 
 

ตวัอยา่ง  จงหาคา่ของ
3

lim
x

 
3−𝑥

𝑥3−27
 

วิธีท า ถา้ลองแทน 3 ลงไป จะได ้ 0
0
  ดงันัน้ ตอ้งเปลีย่นรูปใหม ่ใหเ้กิดการตดักนัของ  𝑥 − 3  ก่อน 

ตวัเศษ จดัรูป  3 − 𝑥  ใหม ่ไดเ้ป็น  – (𝑥 − 3) 

ตวัสว่น ใชส้ตูรแยกตวัประกอบ  𝑥3 − 27  เป็น  (𝑥 − 3)(𝑥2 + 3𝑥 + 9) 

ดงันัน้  3−𝑥

𝑥3−27
  =  

−(𝑥−3)

(𝑥−3)(𝑥2+3𝑥+9)
  =  

−1

𝑥2+3𝑥+9
  

แทนคา่ 3 ดใูหม ่จะได ้ −1

9+9+9
  =  −

1

27
 

ดงันัน้ 
3

lim
x

 
3−𝑥

𝑥3−27
= −

1

27
 # 

 
 

ตวัอยา่ง  จงหาคา่ของ
1

lim
x

 
𝑥2−5𝑥+4

√𝑥−1
 

วิธีท า ถา้ลองแทน 1 ลงไป จะได ้ 0
0
  แปลวา่ตอ้งเปลีย่นรูปใหม ่ใหเ้กิดการตดักนัของ  𝑥 −1  ก่อน 

 

 
 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

หลงัจากตดั 𝑥 − 1 ไดแ้ลว้ จึงลองแทน 𝑥 = 1 ดใูหม ่จะได ้(1 − 4)(√1 + 1) = −3 × 2 = −6  

ดงันัน้ 
1

lim
x

 
𝑥2−5𝑥+4

√𝑥−1
= −6 # 

 
 
 
 
 
 

น2 − ล2 = (น + ล)(น − ล) 
น3 − ล3 = (น − ล)(น2 + นล + ล2) 
น3 + ล3 = (น + ล)(น2 − นล + ล2) 

𝑥2−5𝑥+4

√𝑥−1
=

(𝑥−1)(𝑥−4)

√𝑥−1
∙

√𝑥+1

√𝑥+1
=

(𝑥−1)(𝑥−4)(√𝑥+1)

(√𝑥)
2

−12
=

(𝑥−1)(𝑥−4)(√𝑥+1)

𝑥−1
= (𝑥 − 4)(√𝑥 + 1)  

ใชว้ิธีแยกตวัประกอบก็
จะมี 𝑥 −1 โผลอ่อกมา 

ตวันีแ้ยกตวัประกอบไมไ่ด ้
สว่นใหญ่พวกติดรูท มกั
ตอ้งใชค้อนจเูกทคณู 

ตอ้งคณูทัง้เศษและสว่น 
เพ่ือใหค้า่เหมือนเดิม 

เขา้สตูร น2 − ล2 𝑥 − 1 โผลแ่ลว้ 

ตวันีไ้มต่อ้งกระจายเขา้ไป เพราะ
เดี๋ยวก็เอา 1 ไปแทน 𝑥 แลว้ 
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ตวัอยา่ง  จงหาคา่ของ
1

lim
x

 
√𝑥+2−1

√𝑥+5−2
 

วิธีท า ถา้ลองแทน −1 ลงไป จะได ้ 0
0
  แปลวา่ตอ้งเปลีย่นรูปใหม ่ใหเ้กิดการตดักนัของ  𝑥 − (−1)  หรอื  𝑥 + 1  ก่อน 

ขอ้นี ้ติดรูททัง้ตวัเศษและตวัสว่น ตอ้งเอาคอนจเูกตของทัง้ตวัเศษและตวัสว่นมาคณู 

 
 
 
 
 
 

แทน −1 ดใูหม ่จะได ้√−1+5+2

√−1+2+1
=

2+2

1+1
=

4

2
= 2 

ดงันัน้
1

lim
x

 
√𝑥+2−1

√𝑥+5−2
= 2 # 

 
 

แบบฝึกหดั 

1. จงหาคา่ลมิติในแตล่ะขอ้ตอ่ไปนี ้

 1. 
2

lim
x

 2𝑥2 − 𝑥 2. 
1

lim
x

 
𝑥2−𝑥

𝑥−1
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 3. 
0

lim
x

 
𝑥+1

𝑥2−𝑥
 4. 

1
lim

x
 

𝑥+1

𝑥2−1
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 5. 
2

lim
x

 
𝑥2−3𝑥+2

𝑥2−4𝑥+4
 6. 

1
lim
x

 
𝑥2+3𝑥−4

1−𝑥
 

 
 
 
 
 
 
 
 

√𝑥+2−1

√𝑥+5−2
=

√𝑥+2−1

√𝑥+5−2
∙

√𝑥+2+1

√𝑥+2+1
∙

√𝑥+5+2

√𝑥+5+2
=

(√𝑥+2
2

−12)(√𝑥+5+2)

(√𝑥+5
2

−22)(√𝑥+2+1)
=

(𝑥+2−1)(√𝑥+5+2)

(𝑥+5−4)(√𝑥+2+1)
 =

(𝑥+1)(√𝑥+5+2)

(𝑥+1)(√𝑥+2+1)
 

 =
√𝑥+5+2

√𝑥+2+1
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 7. 
1

lim
x

 
𝑥2−√𝑥

√𝑥−1
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

2. 
1

lim
x

(
1

1−𝑥
−

1

2−3𝑥+𝑥2) มีคา่เทา่ใด    [A-NET 50/2-5] 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

3. จงหาคา่ของ  
0

lim
x

𝑥

√𝑥+8
3

+ √𝑥−8
3     [PAT 1 (ธ.ค. 54)/40] 
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4. จงหาคา่ของ  
4

lim


x

 
(cot3 𝑥−1) cosec2 𝑥

1+cos 2𝑥−2 sin2 𝑥
    [PAT 1 (มี.ค. 55)/40] 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

5. ก าหนดให ้𝑎 เป็นจ านวนจรงิบวก สอดคลอ้งกบั  
0

lim
x

 |5𝑥+1|−|5𝑥−1|

√𝑥+𝑎−√𝑎
 = 80 

 คา่ของ  𝑎2 + 𝑎 + 58  เทา่กบัเทา่ใด    [PAT 1 (มี.ค. 58)/17] 
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ลมิิตทางซา้ย – ลมิิตทางขวา 

 
จากหวัขอ้ที่แลว้

ax 
lim 𝑓(𝑥) หมายถึง คา่ประมาณของ 𝑓(𝑥) เมื่อ 𝑥 ประมาณ 𝑎 

ค าวา่ “𝑥 ประมาณ 𝑎” จะเหมารวมทัง้กรณี “𝑥 นอ้ยกวา่ 𝑎 นิดๆ” และกรณี “𝑥 มากกวา่ 𝑎 นิดๆ” 
ที่ผา่นมา เราไมต่อ้งกงัวลเรือ่งนี ้เพราะ ไมว่า่ 𝑥 นอ้ยกวา่ 𝑎 นิดๆ หรอื 𝑥 มากกวา่ 𝑎 นิดๆ ก็ใช ้𝑓(𝑥) สตูรเดียวกนั 
 

แตเ่ราจะมีปัญหา ถา้ 𝑓(𝑥) เกิดมีหลายสตูร และกรณี 𝑥 นอ้ยกวา่ 𝑎 นิดๆ ดนัใชค้นละสตูรกบักรณี 𝑥 มากกวา่ 𝑎 นิดๆ 

ในกรณีนี ้เราตอ้งหาคา่ประมาณของ 𝑓(𝑥) ออกมา “ทัง้สองกรณี”  แลว้มาเทยีบกนั ถา้เทา่กนัถงึจะเอาไปตอบได ้
 

เราจะมีสญัลกัษณใ์หม ่คือ  𝑥 → 𝑎−  กบั  𝑥 → 𝑎+  ดงันี ้
 

 ax

lim 𝑓(𝑥)  อา่นวา่  “ลมิิตของ 𝑓(𝑥) เมื่อ 𝑥 เขา้ใกล ้𝑎 ทางดา้นซา้ย” 

หมายถึง คา่ประมาณของ  𝑓(𝑥)  เมื่อ 𝑥 นอ้ยกวา่ 𝑎 นิดๆ 

 
 ax

lim 𝑓(𝑥)  อา่นวา่  “ลมิิตของ 𝑓(𝑥) เมื่อ 𝑥 เขา้ใกล ้𝑎 ทางดา้นขวา” 

หมายถึง คา่ประมาณของ  𝑓(𝑥)  เมื่อ 𝑥 มากกวา่ 𝑎 นิดๆ 
 

ในกรณีที่  𝑥 → 𝑎−  กบั  𝑥 → 𝑎+  อยูใ่นโดเมนของ 𝑓    ถา้ตวัใดตวัหนึง่ในสองตวันีห้าคา่ไมไ่ด ้หรอื ทัง้สองตวัหาไดไ้ม่
เทา่กนั เราจะกลา่ววา่ 

ax 
lim 𝑓(𝑥) หาคา่ไมไ่ด ้ แตถ่า้สองตวันีห้าคา่ได ้และไดค้า่เทา่กนั จึงจะน าไปเป็นค าตอบได ้

 

ตวัอยา่ง  ก าหนดให ้ 𝑓(𝑥) = {𝑥 + 2 เมื่อ 𝑥 ≥ 1

𝑥2 เมื่อ 𝑥 < 1
    จงหา 

1
lim
x

𝑓(𝑥) 

วิธีท า จะเห็นวา่ 𝑓(𝑥) ใชค้นละสตูรกนั ในกรณี 𝑥 → 1−  กบักรณี 𝑥 → 1+  ดงันัน้ตอ้งแยกหาลมิิตซา้ยขวา 

1

lim
x

𝑓(𝑥)  = 
1

lim
x

𝑥2 = 12 = 1 

1

lim
x

𝑓(𝑥)  = 
1

lim
x

𝑥 + 2 = 1 + 2 = 3 

จะเห็นวา่ลมิิตทัง้สองขา้งไมเ่ทา่กนั  ดงันัน้
1

lim
x

𝑓(𝑥) หาคา่ไมไ่ด ้ # 

 

ตวัอยา่ง  ก าหนดให ้ 𝑓(𝑥) = {𝑥 + 2 เมื่อ 𝑥 ≥ −1

𝑥2 เมื่อ 𝑥 < −1
    จงหา 

1
lim

x
𝑓(𝑥) 

วิธีท า จะเห็นวา่ 𝑓(𝑥) ใชค้นละสตูรกนั ในกรณี 𝑥 → −1−  กบักรณี 𝑥 → −1+  ดงันัน้ตอ้งแยกหาลมิิตซา้ยขวา 

 1

lim
x

𝑓(𝑥) = (−1)2 = 1 

 1

lim
x

𝑓(𝑥) = (−1) + 2 = 1 

ลมิิตทัง้สองขา้งเทา่กนั  ดงันัน้
1

lim
x

𝑓(𝑥) = 1 # 

 

หมายเหต:ุ เราจะแยกหาลมิติซา้ยขวา เฉพาะเมื่อ 𝑓(𝑥) มีหลายสตูร และใชค้นละสตูรกนัเมื่อ 𝑥 นอ้ยกวา่ 𝑎 นิดๆกบัเมื่อ 
𝑥 มากกวา่ 𝑎 นิดๆ แตถ่า้ 𝑓(𝑥) ไมม่ีการแบง่กรณีเป็นหลายๆสตูร  ก็แทน 𝑎 ลงไปใน 𝑥 เหมือนหวัขอ้ที่แลว้ไดเ้ลย 
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ตวัอยา่ง  ก าหนดให ้ 𝑓(𝑥) = {
𝑥2 + 1 เมื่อ 𝑥 ≥ −1

𝑥+2

𝑥+1
เมื่อ 𝑥 < −1

    จงหา
1

lim
x

𝑓(𝑥) 

วิธีท า จะเห็นวา่ 𝑓(𝑥) ใชค้นละสตูรกนั ในกรณี 𝑥 → −1−  กบักรณี 𝑥 → −1+  ดงันัน้ตอ้งแยกหาลมิิตซา้ยขวา 

 1

lim
x

𝑓(𝑥) =
−1+2

−1+1
=

1

0
= หาคา่ไมไ่ด ้

ถา้ลมิิตทางซา้ยหาคา่ไมไ่ด ้ก็ไมต่อ้งหาลมิติทางขวาตอ่แลว้ 

ตอบไดท้นัทีวา่
1

lim
x

𝑓(𝑥) หาคา่ไมไ่ด ้ # 

 
 

ตวัอยา่ง  ก าหนดให ้ 𝑓(𝑥) = {𝑥2 + 2𝑥 เมื่อ 𝑥 ≥ 0

𝑥2 เมื่อ 𝑥 < 0
    จงหา

1
lim

x
𝑓(𝑥) 

วิธีท า ขอ้นีจ้ะเห็นวา่ 𝑓(𝑥) มีสองสตูรก็จรงิ แต ่𝑥 → −1− กบั 𝑥 → −1+ ใชส้ตูรเดยีวกนั คือ 𝑓(𝑥) = 𝑥2 

ดงันัน้ขอ้นีไ้มต่อ้งแยกหาลมิิตซา้ยขวา แตแ่ทน 𝑥 = −1 ใน 𝑓(𝑥) = 𝑥2 ไดเ้ลย 
นั่นคือ

1
lim

x
𝑓(𝑥) = (−1)2 = 1 # 

 
 

ตวัอยา่ง  ก าหนดให ้ 𝑓(𝑥) = {

𝑥2+2𝑥

𝑥2 เมื่อ 𝑥 ≥ 0

𝑥2 เมื่อ 𝑥 < 0

    จงหา
0

lim
x

𝑓(𝑥) 

วิธีท า จะเห็นวา่ 𝑓(𝑥) ใชค้นละสตูรกนั ในกรณี 𝑥 → 0−  กบักรณี 𝑥 → 0+  ดงันัน้ตอ้งแยกหาลมิิตซา้ยขวา 

 0

lim
x

𝑓(𝑥) = 02 = 0 

 0

lim
x

𝑓(𝑥) =
 0

lim
x

𝑥(𝑥+2)

𝑥2 =
 0

lim
x

𝑥+2

𝑥
=

2

0
= หาคา่ไมไ่ด ้

ดงันัน้
0

lim
x

𝑓(𝑥) = หาคา่ไมไ่ด ้ # 

 
 

ตวัอยา่ง  ก าหนดให ้𝑓(𝑥) =
|𝑥|

𝑥
  จงหา

0
lim
x

𝑓(𝑥) 

วิธีท า ขอ้นี ้𝑓(𝑥) มีสตูรเดียวก็จรงิ แตถ่า้พิจารณาดีๆจะพบวา่ จรงิๆแลว้เครือ่งหมายคา่สมับรูณ ์ประกอบดว้ยสองสตูร

คือ |𝑥| = { 𝑥 เมื่อ 𝑥 ≥ 0

−𝑥 เมื่อ 𝑥 < 0
 

ดงันัน้ เขียน 𝑓(𝑥) ไดใ้หมเ่ป็น  𝑓(𝑥) = {

𝑥

𝑥
เมื่อ 𝑥 ≥ 0

−𝑥

𝑥
เมื่อ 𝑥 < 0

 

จะเห็นวา่ 𝑓(𝑥) ใชค้นละสตูรกนั ในกรณี 𝑥 → 0−  กบักรณี 𝑥 → 0+  ดงันัน้ตอ้งแยกหาลมิิตซา้ยขวา 

 0

lim
x

𝑓(𝑥) =
 0

lim
x

−𝑥

𝑥
=

 0

lim
x

−1 = −1 

 0

lim
x

𝑓(𝑥) =
 0

lim
x

𝑥

𝑥
=

 0

lim
x

1 = 1 

จะเห็นวา่ลมิิตทัง้สองขา้งไมเ่ทา่กนั ดงันัน้
0

lim
x

𝑓(𝑥) หาคา่ไมไ่ด ้ # 
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ตวัอยา่ง  ก าหนดให ้ 𝑓(𝑥) =
|𝑥−1|

𝑥
  จงหา

1
lim
x

𝑓(𝑥) 

วิธีท า จากสตูรของคา่สมับรูณ ์จะได ้ |𝑥 − 1| = {
𝑥 − 1 เมื่อ 𝑥 − 1 ≥ 0

−(𝑥 − 1) เมื่อ 𝑥 − 1 < 0
 

ดงันัน้  𝑓(𝑥) = {

𝑥−1

𝑥
เมื่อ 𝑥 ≥ 1

−(𝑥−1)

𝑥
เมื่อ 𝑥 < 1

 

จะเห็นวา่ 𝑓(𝑥) ใชค้นละสตูรกนั ในกรณี 𝑥 → 1−  กบักรณี 𝑥 → 1+  ดงันัน้ตอ้งแยกหาลมิิตซา้ยขวา 

1

lim
x

𝑓(𝑥) =
−(1−1)

1
= 0 

1

lim
x

𝑓(𝑥) =
1−1

1
= 0 

ลมิิตทัง้สองขา้งเทา่กนั  ดงันัน้ 
1

lim
x

𝑓(𝑥) = 0 # 

 

ตวัอยา่ง  ก าหนดให ้ 𝑓(𝑥) = 
√𝑥2−1

𝑥2+𝑥
  จงหา

1
lim

x
𝑓(𝑥) 

วิธีท า ขอ้นี ้𝑓(𝑥) มีสตูรเดียวก็จรงิ แตถ่า้พิจารณาดีๆจะพบวา่  √𝑥2 = |𝑥| 

เนื่องจาก  |𝑥| = { 𝑥 เมื่อ 𝑥 ≥ 0

−𝑥 เมื่อ 𝑥 < 0
    ดงันัน้  𝑓(𝑥)  =  

|𝑥|−1

𝑥2+𝑥
  =  {

𝑥−1

𝑥2+𝑥
เมื่อ 𝑥 ≥ 0

−𝑥−1

𝑥2+𝑥
เมื่อ 𝑥 < 0

 

ขอ้นีถ้าม  𝑥 → −1  แตจ่ะเห็นวา่ กรณี  𝑥 → −1−  กบั  𝑥 → −1+  ก็เขา้กรณี  𝑥 < 0  ใชส้ตูรลา่ง เหมือนกนั 
ดงันัน้ ขอ้นีใ้ช ้ 𝑓(𝑥) = 

−𝑥−1

𝑥2+𝑥
  มาคิดลมิติ  𝑥 → −1  ไดเ้ลย ไมต่อ้งแยกหาลมิิตซา้ยขวา 

จะเห็นวา่ แทนแลว้ได ้ 0
0
  ตอ้งจดัรูปให ้ 𝑥 − (−1)  มาตดักนัก่อน  จะได ้ −𝑥−1

𝑥2+𝑥
  =  

−(𝑥+1)

𝑥(𝑥+1)
  =  −

1

𝑥
 

แทน  𝑥 = −1  จะได ้ 
1

lim
x

𝑓(𝑥)  =  −
1

−1
  =  1 # 

 
 

แบบฝึกหดั 

1. จงหาคา่ 
1

lim
x

𝑓(𝑥)  เมื่อ  𝑓(𝑥)  =  {2𝑥 + 1 เมื่อ 𝑥 ≥ 1

4𝑥 − 1 เมื่อ 𝑥 < 1
 

 
 
 
 
 
 
 
 

2. จงหาคา่ 
0

lim
x

𝑓(𝑥)  เมื่อ  𝑓(𝑥)  =  { 2 − 𝑥 เมื่อ 𝑥 ≥ 0

3𝑥 + 1 เมื่อ 𝑥 < 0
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3. จงหาคา่ 
1

lim
x

𝑓(𝑥)  เมื่อ  𝑓(𝑥)  =  {𝑥 + 2 เมื่อ 𝑥 ≥ 3

𝑥 − 1 เมื่อ 𝑥 < 3
 

 
 
 
 
 
 
 

4. จงหาคา่ 
2

lim
x

𝑓(𝑥)  เมื่อ  𝑓(𝑥)  =  {
𝑥2−3𝑥+2

2−𝑥
เมื่อ 𝑥 ≥ 2

2𝑥 − 3 เมื่อ 𝑥 < 2

 

 
 
 
 
 
 
 

5. จงหาคา่ 
4

lim
x

𝑓(𝑥)  เมื่อ  𝑓(𝑥)  =  {

𝑥2−16

√𝑥−2
เมื่อ 𝑥 ≥ 4

7𝑥 + 4 เมื่อ 𝑥 < 4

 

 
 
 
 
 
 
 
 

6. จงหาคา่ 
1

lim
x

𝑓(𝑥)  เมื่อ  𝑓(𝑥)  =  
|𝑥−1|

𝑥2−1
 

 
 
 
 
 
 
 
 

7. จงหาคา่ 
 2

lim
x

𝑓(𝑥)  เมื่อ  𝑓(𝑥)  =  
|𝑥−2|

𝑥2−3𝑥+2
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8. จงหาคา่  
 0

lim
x

𝑓(1 + 𝑥)  เมื่อ  𝑓(𝑥)  =  {
𝑥2 เมื่อ 𝑥 ≥ 1

2𝑥 + 1 เมื่อ 𝑥 < 1
 

 
 
 
 
 
 
 
 

9. คา่ของ  
1

lim
x

1

√1−𝑥
(1 −

2𝑥3

𝑥2+1
)  เทา่กบัเทา่ใด    [PAT 1 (ต.ค. 58)/13] 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

10. คา่ของ 
0

lim
x

√𝑥3+𝑥2+𝑥

𝑥2   เทา่กบัเทา่ใด    [PAT 1 (มี.ค. 54)/18] 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

11. คา่ของ  
1

lim
x

|1+𝑥−2𝑥2|

√𝑥+3−2
  เทา่กบัเทา่ใด    [PAT 1 (ต.ค. 55)/21] 
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12. คา่ของ  
2

lim
x

|𝑥2−𝑥−2|

2− √𝑥2+4
3   เทา่กบัเทา่ใด    [PAT 1 (มี.ค. 59)/42] 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

13. ก าหนดให ้𝑓(𝑥) = {
𝑥2 เมื่อ 𝑥 < 0

2𝑥 − 1 เมื่อ 0 ≤ 𝑥 < 1

3𝑥 เมื่อ 𝑥 > 1

 

คา่ของ 
0

lim
x

 𝑓(𝑥2) +
0

lim
x

 𝑓(1 − 𝑥) เทา่กบัเทา่ใด    [A-NET 49/1-17] 
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การหาลมิติจากกราฟ 

 
หวัขอ้ที่ผา่นมา เป็นการหาลมิิตจากสมการฟังกช์นั 

ในหวัขอ้นี ้เราจะฝึกการอา่นกราฟ โดยใชห้ลกัง่ายๆก็คือ ใหอ้า่นคา่ 𝑓(𝑥) จากคา่ 𝑦 

ปกติ เรามกัตอ้งอา่นกราฟเพื่อหาคา่ 4 คา่ ดงัตอ่ไปนี ้
 
 
 
 
 
 
 

เช่น ตรงที่ 𝑥 = 1 จะเห็นวา่ 𝑦 = 4 ดงันัน้ 𝑓(1) = 4 

เมื่อ 𝑥 < 1 นิดๆ จะเห็นวา่ 𝑦 ก็ประมาณ 4 ดงันัน้
1

lim
x

𝑓(𝑥) = 4 

เมื่อ 𝑥 > 1 นิดๆ จะเห็นวา่ 𝑦 ก็ประมาณ 4 ดงันัน้
1

lim
x

𝑓(𝑥) = 4 

เนื่องจากลมิติซา้ยขวาเทา่กนั  ดงันัน้ 
1

lim
x

𝑓(𝑥)  =  4 

 
 

ตรงที่ 𝑥 = 1 จะเห็นวา่ 𝑦 = 2 ดงันัน้ 𝑓(1) = 2 

เมื่อ 𝑥 < 1 นิดๆ จะเห็นวา่กราฟพุง่ขึน้อยา่งไมม่ีขอบเขต จึงหาคา่ 𝑦 ไมไ่ด ้

ดงันัน้
1

lim
x

𝑓(𝑥) = หาคา่ไมไ่ด ้

เมื่อ 𝑥 > 1 นิดๆ จะเห็นวา่ 𝑦 ประมาณ 2 ดงันัน้
1

lim
x

𝑓(𝑥) = 2 

เนื่องจากลมิติทางซา้ยหาคา่ไมไ่ด ้ดงันัน้ 
1

lim
x

𝑓(𝑥)  =  หาคา่ไมไ่ด ้

 
 

ตรงที่ 𝑥 = 2 จะเห็นวา่มีจดุด าๆอยูต่รง 𝑦 = 4 ดงันัน้ 𝑓(2) = 4 

เมื่อ 𝑥 < 2 นิดๆ จะเห็นวา่มีเสน้กราฟอยูท่ี่ 𝑦 = 1 ดงันัน้
 2

lim
x

𝑓(𝑥) = 1 

เมื่อ 𝑥 > 2 นิดๆ จะเห็นวา่มีเสน้กราฟอยูท่ี่ 𝑦 = 3 ดงันัน้
 2

lim
x

𝑓(𝑥) = 3 

เนื่องจากลมิติซา้ยขวาไมเ่ทา่กนั  ดงันัน้ 
2

lim
x

𝑓(𝑥)  =  หาคา่ไมไ่ด ้

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

2 

4 

X 

Y 

3 

1 

1 

4 

X 

Y 

1 

2 

X 

Y 

คา่ 𝑦 ตรงที่ 
𝑥 = 𝑎 

คา่ 𝑦 ตรงแถวๆที่ 𝑥 
นอ้ยกวา่ 𝑎 นิดๆ 

คา่ 𝑦 ตรงแถวๆที่ 𝑥 
มากกวา่ 𝑎 นิดๆ 

จะมีคา่ เม่ือลิมิตซา้ย
ขวามีคา่เทา่กนั 

𝑓(𝑎)  ,  
 ax

lim 𝑓(𝑥)  ,  
 ax

lim 𝑓(𝑥)  ,  
ax 

lim 𝑓(𝑥) 



 แคลคลูสั 13 

แบบฝึกหดั 
1. จงเติมค าในช่องวา่ง 
 1. 𝑓(2) = 

  
 2

lim
x

𝑓(𝑥) = 

  
 2

lim
x

𝑓(𝑥) = 

  
2

lim
x

𝑓(𝑥) = 

 

 2. 𝑓(1) = 

  
1

lim
x

𝑓(𝑥) = 

  
 1

lim
x

𝑓(𝑥) = 

  
1

lim
x

𝑓(𝑥) = 

 

 3. 𝑓(2) = 

 
 

 2

lim
x

𝑓(𝑥) = 

 
 

 2

lim
x

𝑓(𝑥) = 

 
 2

lim
x

𝑓(𝑥) = 

 

 4. 𝑓(0) = 

 
 

 0

lim
x

𝑓(𝑥) = 

 
 

 0

lim
x

𝑓(𝑥) = 

 
 0

lim
x

𝑓(𝑥) = 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

X 

Y 

1 

1 

4 

X 

Y 

2 

1 

X 

Y 

2 
X 

Y 

3 

1 
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ความตอ่เนื่องของฟังกช์นั 

 

เราจะกลา่ววา่ “ฟังกช์นั 𝑓(𝑥) ตอ่เนื่องที่ 𝑥 = 𝑎” เมื่อ  𝑓(𝑎) =
ax 

lim 𝑓(𝑥) 

ถา้แยกคิดลมิติซา้ยขวา 
ax 

lim 𝑓(𝑥) จะมีคา่เทา่กบั 
 ax

lim 𝑓(𝑥)  และ
 ax

lim 𝑓(𝑥) 

ดงันัน้  ฟังกช์นั 𝑓(𝑥) ตอ่เนื่องที่ 𝑥 = 𝑎  เมื่อ
 ax

lim 𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑎) =
 ax

lim 𝑓(𝑥) 

 
 
 
 
 

ตวัอยา่ง  ก าหนด  𝑓(𝑥)  =  2𝑥 + 5  จงพิจารณาวา่ 𝑓(𝑥) ตอ่เนื่องที่ 𝑥 = 1 หรอืไม ่

วิธีท า ตอ้งเช็ควา่  𝑓(1)  กบั 
1

lim
x

𝑓(𝑥)  เทา่กนัหรอืไม ่

เนื่องจาก  𝑓(1) = 2 × 1 + 5 = 7  และ  
1

lim
x

𝑓(𝑥) = 2 × 1 + 5 = 7  เทา่กนั 

ดงันัน้ 𝑓(𝑥) ตอ่เนื่องที่ 𝑥 = 1 # 

 
 

ตวัอยา่ง  ก าหนด  𝑓(𝑥)  =  
𝑥2+𝑥

𝑥
  จงพิจารณาวา่ 𝑓(𝑥) ตอ่เนื่องที่ 𝑥 = 0 หรอืไม ่

วิธีท า ตอ้งเช็ควา่  𝑓(0)  กบั 
0

lim
x

𝑓(𝑥)  เทา่กนัหรอืไม ่

จะเห็นวา่  𝑓(0)  =  
02+0

0
  =  หาคา่ไมไ่ด ้   จบเลย ไมต่อ้งหา 

0
lim
x

𝑓(𝑥)  แลว้ 

สรุปไดท้นัทีวา่ 𝑓(𝑥) ไมต่อ่เนื่องที่ 𝑥 = 0 # 

 
 

ตวัอยา่ง  ก าหนด  𝑓(𝑥) = {

𝑥2−𝑥−2

𝑥−2
เมื่อ 𝑥 > 2

2𝑥 − 1 เมื่อ 𝑥 ≤ 2
    จงพิจารณาวา่ 𝑓(𝑥) ตอ่เนื่องที่ 𝑥 = 2 หรอืไม ่

วิธีท า ตอ้งเช็ควา่  𝑓(2)  กบั 
2

lim
x

𝑓(𝑥)  เทา่กนัหรอืไม ่

จะได ้ 𝑓(2)  =  2 × 2 − 1  =  3    แตจ่ะหา
2

lim
x

𝑓(𝑥) ตอ้งคิดลมิิตซา้ยขวา เพราะ 𝑓(𝑥) ใชค้นละสตูร 

 2

lim
x

𝑓(𝑥)  =  2 × 2 − 1  =  3 

 2

lim
x

𝑓(𝑥)  =  
22−2−2

2−2
  =  

0

0
    ดงันัน้ ตอ้งเปลีย่นรูปให ้𝑥 − 2 มาตดักนัก่อน 

เนื่องจาก  𝑥
2−𝑥−2

𝑥−2
=

(𝑥−2)(𝑥+1)

𝑥−2
= 𝑥 + 1  ดงันัน้ 

 2

lim
x

𝑓(𝑥) = 2 + 1 = 3 

ลมิิตซา้ยขวาเทา่กนั ดงันัน้ 
2

lim
x

𝑓(𝑥)  =  3 

จะเห็นวา่ 𝑓(2)  = 
2

lim
x

𝑓(𝑥)  =  3    ดงันัน้ 𝑓(𝑥) ตอ่เนื่องที่ 𝑥 = 2 # 

 
 
 
 

คา่ของ 𝑓(𝑥) เม่ือ 
𝑥 นอ้ยกวา่ 𝑎 นิดๆ 

คา่ของ 𝑓(𝑥) 
ตรงจดุ 𝑥 = 𝑎 

คา่ของ 𝑓(𝑥) เม่ือ 
𝑥 มากกวา่ 𝑎 นิดๆ 
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ในกรณีที่โจทยม์าเป็นรูปกราฟ  จะท าแบบเดมิก็ได ้ คือเช็ควา่  𝑓(𝑎) =
ax 

lim 𝑓(𝑥)  ไหม 

เพียงแตค่ราวนีต้อ้งหา  𝑓(𝑎) ,  
 ax

lim 𝑓(𝑥)  ,  
 ax

lim 𝑓(𝑥)  จากกราฟ 

หรอืจะดวูา่เสน้กราฟขาด หรอืไมก็่ได ้   ถา้เขียนกราฟแลว้ตอ้งยกดินสอตรง 𝑥 = 𝑎  แปลวา่ตรง 𝑥 = 𝑎 ไมต่อ่เนือ่ง 
 

ตวัอยา่ง  ก าหนดกราฟของ 𝑓(𝑥) ตามรูป จงพิจารณาวา่ 𝑓(𝑥) ตอ่เนื่องที่ 𝑥 = 2 หรอืไม ่
 
 
 
 
 
 
 

วิธีท า ตอ้งเช็ควา่  𝑓(2)  กบั 
2

lim
x

𝑓(𝑥)  เทา่กนัหรอืไม ่ แตค่ราวนีต้อ้งหาจากรูปกราฟ 

จากกราฟ จะได ้𝑓(2) = 4    แต่
 2

lim
x

𝑓(𝑥) =
 2

lim
x

𝑓(𝑥) = 2    ไมเ่ทา่กนั 

ดงันัน้ 𝑓(𝑥) ไมต่อ่เนื่องที่ 𝑥 = 2 # 

 

ตวัอยา่ง  ก าหนดกราฟของ 𝑓(𝑥) ตามรูป จงพิจารณาวา่ 𝑓(𝑥) ตอ่เนื่องที่ 𝑥 = 1 หรอืไม ่
 
 
 
 
 
 
 

วิธีท า จากกราฟ จะได ้𝑓(1) = 2 

แตจ่ะเห็นวา่
1

lim
x

𝑓(𝑥) หาคา่ไมไ่ด ้ดงันัน้ 𝑓(𝑥) ไมต่อ่เนื่องที่ 𝑥 = 1 # 

 

ตวัอยา่ง  ก าหนดกราฟของ 𝑓(𝑥) ตามรูป จงพิจารณาวา่ 𝑓(𝑥) ตอ่เนื่องที่ตรงไหนบา้ง 
 
 
 
 
 
 
 
 

วิธีท า ที่  𝑥  =  0 ตอ่เนื่อง เพราะ 𝑓(0) = 3 =
 0

lim
x

𝑓(𝑥) =
 0

lim
x

𝑓(𝑥) 

ที่  𝑥  =  3 ไมต่อ่เนื่อง เพราะ 𝑓(3) หาคา่ไมไ่ด ้

ที่  𝑥  =  6 ไมต่อ่เนื่อง เพราะ 𝑓(6) หาคา่ไมไ่ด ้
ดงันัน้ 𝑓(𝑥) ตอ่เนื่องเมื่อ  𝑥 ∈ (−∞,  3) ∪ (3,  6) ∪ (6,  ∞) # 

 
 
 

2 

2 

4 

1 

2 

3 

3 

6 
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แบบฝึกหดั 
1. ก าหนดให ้ 𝑓(𝑥)  =  𝑥2 + 1    จงพิจารณาวา่ 𝑓(𝑥) ตอ่เนื่องทีค่า่ 𝑥 ตอ่ไปนีห้รอืไม่ 
 1. 𝑥 = 0 2. 𝑥 = −1 

 
 
 
 
 
 

2. ก าหนดให ้ 𝑓(𝑥)  =  
𝑥2+𝑥−2

𝑥−1
    จงพิจารณาวา่ 𝑓(𝑥) ตอ่เนื่องทีค่า่ 𝑥 ตอ่ไปนีห้รอืไม่ 

 1. 𝑥 = −1 2. 𝑥 = 1 

 
 
 
 
 
 
 

3. ก าหนดให ้ 𝑓(𝑥)  =  {
2 เมื่อ 𝑥 ≥ −1

 
1−𝑥2

𝑥+1
เมื่อ 𝑥 < −1

    จงพิจารณาวา่ 𝑓(𝑥) ตอ่เนื่องทีค่า่ 𝑥 ตอ่ไปนีห้รอืไม่ 

 1. 𝑥 = −1 2. 𝑥 = 0 

 
 
 
 
 
 
 

4. ก าหนดให ้ 𝑓(𝑥)  =  
|𝑥|

𝑥
  จงพิจารณาวา่ 𝑓(𝑥) ตอ่เนื่องที่คา่ 𝑥 ตอ่ไปนีห้รอืไม่ 

 1. 𝑥 = −1 2. 𝑥 = 0 

 
 
 
 
 
 
 

5. ก าหนดให ้ 𝑓(𝑥)  =  {
𝑘 เมื่อ 𝑥 = 1

 
𝑥2−𝑥

𝑥−1
เมื่อ 𝑥 ≠ 1

  จงหาคา่ 𝑘 ที่ท  าให ้ 𝑓(𝑥)  ตอ่เนื่องที่  𝑥 = 1 
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6. จงหาคา่ 𝑎 และ 𝑏 ที่ท  าให ้ 𝑓(𝑥)  =  {
𝑥 + 𝑎 เมื่อ 𝑥 > 1

 2𝑎 − 1 เมื่อ 𝑥 = 1

𝑎𝑥 − 𝑏 เมื่อ 𝑥 < 1

  เป็นฟังกช์นัตอ่เนื่อง 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

7. ฟังกช์นัในขอ้ใดบา้งทีต่อ่เนื่องที่ 𝑥 = 1 
 1. 2. 
 
 
 
 
 
 

 3. 4. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

8. ก าหนดให ้ 𝑓(𝑥)  =  {

𝑥−3

√2𝑥+10−√𝑥+13
เมื่อ 𝑥 ≠ 3 

𝑎 เมื่อ 𝑥 = 3
    โดยที่ 𝑎 เป็นจ านวนจรงิ 

 
ถา้ 𝑓 เป็นฟังกช์นัตอ่เนื่องทีจ่ดุ 𝑥 = 3  แลว้ 𝑎 เทา่กบัเทา่ใด    [PAT 1 (มี.ค. 54)/44] 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

1 1 

1 1 
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9. ก าหนดให ้ 𝑓(𝑥) = {

2𝑥−8

2𝑥−√4𝑥2−3𝑥+12
, 𝑥 < 4

𝑘𝑥

3
, 𝑥 ≥ 4

  โดยที่ 𝑘 เป็นจ านวนจรงิ  ถา้ 𝑓 เป็นฟังกช์นัตอ่เนื่องที่จดุ 𝑥 = 4 

 แลว้  𝑓(𝑘 + 1) เทา่กบัเทา่ใด    [PAT 1 (มี.ค. 56)/38] 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

10. ก าหนดให ้𝑓 เป็นฟังกช์นั นิยามโดย  𝑓(𝑥) = {

−𝑥 + 𝑎 ,   𝑥 ≤ −2

−
2

5
𝑥 + 𝑏 ,  −2 < 𝑥 < 3

𝑥2 − 6𝑥 + 11 , 𝑥 > 3

 

 เมื่อ  𝑎, 𝑏 เป็นจ านวนจรงิ  ถา้ฟังกช์นั 𝑓 มีความตอ่เนื่องที ่ 𝑥 = −2  และ  
3

lim
x

𝑓(𝑥)  หาคา่ได ้

 แลว้คา่ของ  |𝑎 + 5𝑏|  เทา่กบัเทา่ใด    [PAT 1 (เม.ย. 57)/17] 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

11. ก าหนดให ้𝑎, 𝑏 เป็นจ านวนจรงิ และ 𝑓 เป็นฟังกช์นัซึง่นิยามโดย 

 𝑓(𝑥) = {

(𝑥 − 1)2 + 1 เมื่อ 𝑥 < 0

𝑥3 + 𝑎𝑥 + 𝑏 เมื่อ 0 ≤ 𝑥 ≤ 1

𝑥 − 𝑏 เมื่อ 𝑥 > 1

  

 ถา้ 𝑓 เป็นฟังกช์นัตอ่เนื่องบนช่วง [−2, 2] แลว้ 𝑓 (
1

2
) เทา่กบัเทา่ใด    [A-NET 50/1-20] 
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12. ก าหนดให ้𝑎 และ 𝑏 เป็นจ านวนจรงิ และให ้𝑓 เป็นฟังกช์นั โดยที่  𝑓(𝑥) = {

|𝑥3−1|

𝑥−1
, −1 < 𝑥 < 1

𝑎𝑥 + 𝑏 , 1 ≤ 𝑥 < 5
5 , 𝑥 ≥ 5

 

ถา้ 𝑓 เป็นฟังกช์นัตอ่เนื่องบนช่วง  (−1, ∞) แลว้คา่ของ 𝑎𝑏 เทา่กบัเทา่ใด    [PAT 1 (ก.ค. 53)/19] 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

13. ก าหนดให ้𝑎 และ 𝑏 เป็นจ านวนจรงิ และ 𝑓 เป็นฟังกช์นั ซึง่ก าหนดโดย  𝑓(𝑥) = {

𝑥3−3𝑥−2

𝑥−2
, 𝑥 < 2

𝑎 − 𝑏 , 𝑥 = 2

𝑥2 + 𝑎𝑥 + 1 , 𝑥 > 2

 

ถา้ 𝑓 เป็นฟังกช์นัตอ่เนื่องบนเซตของจ านวนจรงิแลว้ คา่ของ 𝑎2 + 𝑏2 เทา่กบัเทา่ใด    [PAT 1 (มี.ค. 53)/37] 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

14. ให ้𝑎 และ 𝑏 เป็นจ านวนจรงิ  และให ้ 𝑓(𝑥)  =  {
𝑥2 + 𝑎𝑥 + 𝑏 , 𝑥 < 2

√𝑥 − 1 , 2 ≤ 𝑥 ≤ 5
𝑎𝑥 + 𝑏 , 𝑥 > 5

 

 ถา้ 𝑓 เป็นฟังกช์นัตอ่เนื่องบนเซตของจ านวนจรงิ แลว้  𝑎 − 𝑏  เทา่กบัเทา่ใด    [PAT 1 (มี.ค. 57)/17] 
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15. ก าหนดให ้𝑓 เป็นฟังกช์นั นิยามโดย  𝑓(𝑥) = {

𝑒2𝑥 + 2𝑎 , 𝑥 < 0
𝑎 + 𝑏 , 𝑥 = 0

√1+𝑏𝑥+5𝑥2−1

𝑥
, 𝑥 > 0

   เมื่อ 𝑎 และ 𝑏 เป็นจ านวนจรงิ 

 ถา้ฟังกช์นั 𝑓 มีความตอ่เนื่องที่ 𝑥 = 0  แลว้คา่ของ 15𝑎 + 30𝑏  เทา่กบัเทา่ใด    [PAT 1 (มี.ค. 58)/41] 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

16. ก าหนดให ้𝑅 แทนเซตของจ านวนจรงิ  ให ้ 𝑓: 𝑅 → 𝑅  เป็นฟังกช์นัตอ่เนื่อง ท่ี 𝑥 = 1  และ 
ให ้𝑔 เป็นฟังกช์นัท่ีก าหนดโดย 

 𝑔(𝑥) = {

√𝑥+3−2

√𝑥−1
เมื่อ 𝑥 > 1

𝑓(𝑥)

|𝑥|+7
เมื่อ 𝑥 ≤ 1

 

 ถา้ฟังกช์นั 𝑔 มีความตอ่เนื่องที่  𝑥 = 1  แลว้ คา่ของ  (𝑔 ∘ 𝑓)(1) เทา่กบัเทา่ใด    [PAT 1 (ต.ค. 53)/18] 
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อตัราการเปลีย่นแปลงเฉลีย่ 
 
ในเรือ่งนี ้เราจะเจอค าวา่  “อตัราการเปลีย่นแปลงเฉลีย่ ของ 𝑓(𝑥) เทียบกบั 𝑥 ในช่วง 𝑥 = 𝑎 ถึง 𝑥 = 𝑏” 
ซึง่จะเป็นคา่ที่บอกวา่ 𝑓(𝑥) เปลีย่นไปขนาดไหน เทียบกบัการเปลีย่นไปของ 𝑥 

นั่นคือ เราจะหาอตัราการเปลีย่นแปลงเฉลีย่นีไ้ดจ้ากสตูร  𝑓(𝑏)−𝑓(𝑎)

𝑏−𝑎
    (หรอืจากสตูร 𝑓(𝑎)−𝑓(𝑏)

𝑎−𝑏
 ก็ได)้  

 
 
 
 
 
 
 
 

ตวัอยา่ง  จงหาอตัราการเปลีย่นแปลงเฉลีย่ ของ 𝑓(𝑥) = 𝑥2 − 2𝑥 + 2 เมื่อ 𝑥 เปลีย่นจาก 2 เป็น 5 

วิธีท า อตัราการเปลีย่นแปลงเฉลีย่  =  
𝑓(5)−𝑓(2)

5−2
  =  

(52−2∙5+2)−(22−2∙2+2)

5−2
  =  

17−2

3
  =  5 # 

 

ตวัอยา่ง  จงหาอตัราการเปลีย่นแปลงเฉลีย่ ของพืน้ท่ีวงกลม เมื่อรศัมีเปลีย่นจาก 1 เป็น 4 

วิธีท า ขอ้นีต้อ้งรูเ้องวา่สตูรพืน้ท่ีวงกลมที่มีรศัมี 𝑟 คือ 𝜋𝑟2 

ดงันัน้ อตัราการเปลีย่นแปลงเฉลีย่  =  
𝜋42−𝜋12

4−1
  =  

16𝜋−𝜋

3
  =  5𝜋 # 

 
 

แบบฝึกหดั 

1. จงหาอตัราการเปลีย่นแปลงเฉลีย่ของฟังกช์นัตอ่ไปนี ้

 1. 𝑓(𝑥)  =  2𝑥 − 3  เมื่อ 𝑥 เปลีย่นจาก 1 เป็น 8 2. 𝑓(𝑥)  =  √𝑥 − 5  เมื่อ 𝑥 เปลีย่นจาก 9 เป็น 14 

 
 
 
 
 
 
 

 3. พืน้ท่ีสีเ่หลีย่มจตัรุสั เมื่อความยาวดา้นเปลีย่น 4. 𝑓(𝑥)  =  𝑥2  เมื่อ 𝑥 เปลีย่นจาก 𝑎 เป็น 𝑎 + 1 

  จาก 2 เป็น 6 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

𝑥 𝑓(𝑥) 
𝑎 
𝑏 

𝑓(𝑎) 
𝑓(𝑏) 

 

หา่งกนั 𝑏 − 𝑎 หา่งกนั 𝑓(𝑏) − 𝑓(𝑎) 

ดงันัน้ 𝑓(𝑥) เปลี่ยนไป 𝑓(𝑏)−𝑓(𝑎)

𝑏−𝑎
 

เม่ือเทียบกบั 𝑥 
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อตัราการเปลีย่นแปลงขณะใดๆ 

 
หวัขอ้ที่แลว้ อตัราการเปลีย่นแปลงเฉลีย่ จะเป็นการคดิจากจดุตน้กบัจดุปลาย 2 จดุ ซึง่คิดงา่ย แตใ่ชอ้ะไรไม่คอ่ยได ้
เพราะปกติเรามกัจะอยากรูอ้ตัราการเปลีย่นแปลงตรงจดุใดจดุหนึง่แคจ่ดุเดียว 
 

ดงันัน้ ในหวัขอ้นี ้เราจะพยายามหา “อตัราการเปลีย่นแปลง ขณะที ่𝑥 = 𝑎” 
โดยเราจะหาอตัราการเปลีย่นแปลงเฉลีย่ในชว่ง 𝑥 = 𝑎 ถึง 𝑥 = 𝑎 + ℎ ก่อน 

แลว้คอ่ยบีบให ้ℎ เขา้ใกลศ้นูยโ์ดยใชค้วามรูเ้รือ่งลมิิตของฟังกช์นัมาช่วย 
 

แตป่กติ เรามกัจะไมแ่ทน 𝑥 = 𝑎 แตแ่รก แตจ่ะหา 
0

lim
h

𝑓(𝑥+ℎ)−𝑓(𝑥)

ℎ
  แบบติดตวัแปร 𝑥 ไวก้่อน 

แลว้ถา้อยากไดอ้ตัราการเปลีย่นแปลงที่ 𝑥 เทา่กบัเทา่ไหร ่คอ่ยแทนเอาตอนทา้ย 

สรุป อตัราการเปลีย่นแปลงของ 𝑓(𝑥) เทียบกบั 𝑥 ขณะ 𝑥 ใดๆ คือ 
0

lim
h

 𝑓(𝑥+ℎ)−𝑓(𝑥)

ℎ
 

 

ตวัอยา่ง  จงหาอตัราการเปลีย่นแปลงของ 𝑓(𝑥) = 2𝑥2 − 𝑥 + 3 เทียบกบั 𝑥 ขณะที่ 𝑥 = 1 

วิธีท า อตัราการเปลีย่นแปลงขณะใดๆ = 
0

lim
h

 𝑓(𝑥+ℎ)−𝑓(𝑥)

ℎ
  = 

0
lim
h

 [2(𝑥+ℎ)2−(𝑥+ℎ)+3]−[2𝑥2−𝑥+3]

ℎ
 

 =
0

lim
h

 [2(𝑥2+2𝑥ℎ+ℎ2)−(𝑥+ℎ)+3]−[2𝑥2−𝑥+3]

ℎ
 

 =
0

lim
h

 2𝑥2+4𝑥ℎ+2ℎ2−𝑥−ℎ+3−2𝑥2+𝑥−3

ℎ
 

 =
0

lim
h

 4𝑥ℎ+2ℎ2−ℎ

ℎ
        =

0
lim
h

 4𝑥 + 2ℎ − 1        =  4𝑥 − 1 

ดงันัน้ อตัราการเปลีย่นแปลงขณะที่ 𝑥 = 1  คือ  (4)(1) − 1  =  3 # 

 

ตวัอยา่ง  จงหาอตัราการเปลีย่นแปลงของ 𝑓(𝑥) = 3 − 5𝑥 เทียบกบั 𝑥 ขณะที่ 𝑥 = 8 

วิธีท า อตัราการเปลีย่นแปลงขณะใดๆ =
0

lim
h

 [3−5(𝑥+ℎ)]−[3−5𝑥]

ℎ
 

 =
0

lim
h

 3−5𝑥−5ℎ−3+5𝑥

ℎ
 

 =
0

lim
h

 −5ℎ

ℎ
        =

0
lim
h

 −5        =  −5 

ดงันัน้ อตัราการเปลีย่นแปลงขณะที่ 𝑥 = 8  คือ  −5 # 

 

ตวัอยา่ง  จงหาอตัราการเปลีย่นแปลงพืน้ท่ีรูปสีเ่หลีย่มจตัรุสั เทียบกบัความยาวดา้น ขณะทีด่า้นของสีเ่หลีย่มยาว 4 หนว่ย 

วิธีท า ให ้𝑥 คือความยาวดา้น จะได ้พืน้ท่ี = 𝑥2 

ดงันัน้ อตัราการเปลีย่นแปลงพืน้ที่ขณะใดๆ =
0

lim
h

 (𝑥+ℎ)2−𝑥2

ℎ
 

 =
0

lim
h

 𝑥
2+2𝑥ℎ+ℎ2−𝑥2

ℎ
 

 =
0

lim
h

 2𝑥ℎ+ℎ2

ℎ
        =

0
lim
h

 2𝑥 + ℎ        =  2𝑥 

ดงันัน้ อตัราการเปลีย่นแปลงพืน้ที่ขณะที่ดา้นของสีเ่หลีย่มยาว 4 หนว่ย  =  (2)(4)  =  8 # 

 

=  
𝑓(𝑎+ℎ)−𝑓(𝑎)

(𝑎+ℎ)−(𝑎)
  =  

𝑓(𝑎+ℎ)−𝑓(𝑎)

ℎ
 

= 
0

lim
h

𝑓(𝑎+ℎ)−𝑓(𝑎)

ℎ
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แบบฝึกหดั 

1. จงหาอตัราการเปลีย่นแปลงของ  𝑓(𝑥)  =  3 − 2𝑥 − 𝑥2  เทียบกบั 𝑥  ขณะที ่
 1. 𝑥 = 1 2. 𝑥 = 2 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

2. จงหาอตัราการเปลีย่นแปลงของพืน้ท่ีสีเ่หลีย่มจตัรุสั เทียบกบัความยาวดา้น ขณะที ่
 1. ดา้นยาว 2 หนว่ย 2. ดา้นยาว 6 หนว่ย 
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อนพุนัธข์องฟังกช์นั 

 

“อนพุนัธข์อง 𝑓(𝑥) เทียบกบั 𝑥” หรอื “ดิฟ๊ 𝑓(𝑥)” แทนดว้ยสญัลกัษณ ์ 𝑓′(𝑥)  หรอื  𝑑𝑓(𝑥)

𝑑𝑥
  หรอื  𝑑

𝑑𝑥
𝑓(𝑥) 

หมายถึง อตัราการเปลีย่นแปลงขณะใดๆ ทีเ่รยีนในหวัขอ้ที่แลว้นั่นเอง 

บางทีเราสามารถใช ้𝑦 แทน 𝑓(𝑥) ได ้เชน่ “อนพุนัธข์อง 𝑦 เทียบกบั 𝑥” ซึง่แทนดว้ยสญัลกัษณ ์ 𝑦′  หรอื  𝑑𝑦

𝑑𝑥
  หรอื  𝑑

𝑑𝑥
𝑦 

 

ตวัอยา่ง  จงหาอนพุนัธข์อง 𝑓(𝑥) เมื่อก าหนดให ้ 𝑓(𝑥)  =  2𝑥2 + 3 

วิธีท า ท าแบบเดยีวกบัตอนหาอตัราการเปลีย่นแปลงขณะใดๆในเรือ่งทีแ่ลว้  เพียงแตใ่ชส้ญัลกัษณ ์ 𝑓′(𝑥) ของเรือ่งนี ้

𝑓′(𝑥) = 
0

lim
h

𝑓(𝑥+ℎ)−𝑓(𝑥)

ℎ
 

 =
0

lim
h

[2(𝑥+ℎ)2+3]−[2𝑥2+3]

ℎ
 

 =
0

lim
h

2𝑥2+4𝑥ℎ+2ℎ2+3−2𝑥2−3

ℎ
 

 =
0

lim
h

4𝑥ℎ+2ℎ2

ℎ
        = 

0
lim
h

4𝑥 + 2ℎ        =  4𝑥 

จะไดค้  าตอบคือ  𝑓′(𝑥)  =  4𝑥 # 

 

หมายเหต:ุ ในตวัอยา่งขา้งบน เราสามารถพดูสัน้ๆไดว้า่  “ดิฟ๊  2𝑥2 + 3  ได ้ 4𝑥” 

 ซึง่สามารถเขียนเป็นสญัลกัษณไ์ดเ้ป็น  𝑑

𝑑𝑥
2𝑥2 + 3  =  4𝑥 

 

อยา่งไรก็ตาม เวลาทีเ่ราหาอนพุนัธ ์ก็จะไมไ่ดท้ าขัน้ตอนยุง่ยากเหมือนอยา่งที่ท าใหด้ขูา้งบน 

แตเ่ราจะมีสตูรหาแบบงา่ยๆ คือ 

 

และ ดิฟ๊ กระจายในบวกลบได ้

เช่น 𝑑

𝑑𝑥
2𝑥4  =  8𝑥3 

𝑑

𝑑𝑥
3𝑥2  =  6𝑥1  =  6𝑥 

 
𝑑

𝑑𝑥
𝑥3  =  3𝑥2 

𝑑

𝑑𝑥
2  =  

𝑑

𝑑𝑥
2𝑥0  =  0 (ดิฟ๊คา่คงที่ ได ้0 เสมอ) 

 
𝑑

𝑑𝑥
4𝑥1/3  =  

4

3
𝑥

1

3
−1  =  

4

3
𝑥−

2

3 
𝑑

𝑑𝑥
−2𝑥5  =  −10𝑥4 

 
𝑑

𝑑𝑥
2𝑥−3  =  −6𝑥−4 

𝑑

𝑑𝑥
(

4

𝑥
)  =  

𝑑

𝑑𝑥
4𝑥−1  =  −4𝑥−2  =  −

4

𝑥2 

 
𝑑

𝑑𝑥
5√𝑥

3
  =  

𝑑

𝑑𝑥
5𝑥

1

3  =  
5

3
𝑥−

2

3 
𝑑

𝑑𝑥
(−

6

√𝑥
)  =  

𝑑

𝑑𝑥
(−6𝑥−

1

2)  =  3𝑥−
3

2 

 

 𝑑

𝑑𝑥
(2𝑥2 − 3𝑥 + 5) =  

𝑑

𝑑𝑥
2𝑥2 −

𝑑

𝑑𝑥
3𝑥 +

𝑑

𝑑𝑥
5 

 =  4𝑥 − 3  
 

ตวัอยา่ง  จงหาอตัราการเปลีย่นแปลงขณะใดๆ ของ 𝑓(𝑥) = 𝑥3 − 4𝑥 ขณะที่ 𝑥 = 1 

วิธีท า ขอ้นี ้จะใชส้ตูรการหาอนพุนัธม์าช่วยหาอตัราการเปลีย่นแปลงขณะใดๆ  จะได ้𝑓′(𝑥) = 3𝑥2 − 4 
แทน 𝑥 = 1 ลงไป จะได ้ 𝑓′(1)  =  3(12) − 4  =  −1 # 

 

หมายเหต:ุ สญัลกัษณ ์𝑓′(1) หมายถงึหาอนพุนัธข์อง 𝑓(𝑥) ออกมาก่อน แลว้แทน 𝑥 = 1 ลงไป 

𝑑

𝑑𝑥
𝑎𝑥𝑛  =  𝑎𝑛𝑥𝑛−1 
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เราสามารถดงึ “ตวัเลข” ที่ คณู หาร อยู ่ออกมาไวห้นา้ดิฟ๊ได ้เช่น  𝑑

𝑑𝑥
(3)(𝑥2 + 2𝑥 + 4)  =  3 ∙

𝑑

𝑑𝑥
(𝑥2 + 2𝑥 + 4) 

แต ่ดิฟ๊ กระจายในคณู หาร หรอื ยกก าลงั ไมไ่ด ้กลา่วคือ  𝑑

𝑑𝑥
(2𝑥2)(3𝑥 + 2) ≠ (4𝑥)(3) 

แตจ่ะมีสตูรดิฟ๊ผลคณู ผลหาร ดงันี ้
 
 
 
 
 
 
 

เช่น 

 
 
 
 
 

ตวัอยา่ง  จงหา 𝑑

𝑑𝑥
(2𝑥 + 5)2 

วิธีท า เนื่องจากดิฟ๊กระจายในการยกก าลงัไมไ่ด ้ท าใหเ้ราไมส่ามารถหา 𝑑

𝑑𝑥
2𝑥 + 5 ก่อน แลว้คอ่ยยกก าลงัสองได ้

ขอ้นีต้อ้งกระจาย (2𝑥 + 5)2 ออกมาในรูปการบวกก่อน แลว้คอ่ยดิฟ๊ ดงันี ้
 
 
 
 

หรอืจะใชส้ตูรดิฟ๊ผลคณู ก็ได ้ดงันี ้
 
 
 
 # 

 

ตวัอยา่ง  ก าหนดให ้ 𝑓(1) = 2 ,  𝑓′(1) = 3  ถา้ 𝑔(𝑥) = (2𝑥 − 1)𝑓(𝑥)  แลว้ จงหาคา่ของ  𝑔′(1) 

วิธีท า จะเห็นวา่ 𝑔(𝑥) เกิดจากการคณูกนัระหวา่ง  2𝑥 − 1  กบั  𝑓(𝑥) 
ดงันัน้ เราสามารถใชส้ตูรดิฟ๊ผลคณูกบั  𝑔(𝑥)  จะได ้ 𝑔′(𝑥)  =  (2𝑥 − 1)𝑓′(𝑥) + 𝑓(𝑥)(2) 

ดงันัน้  𝑔′(1) =  (2 ∙ 1 − 1)𝑓′(1) + 𝑓(1)(2) 

 =  (      1       )(   3  ) +  (2)(2)    =  7 # 
 
 

แบบฝึกหดั 

1. จงหาอนพุนัธข์องฟังกช์นัตอ่ไปนี ้

 1. 𝑓(𝑥)  =  𝑥2 + 2𝑥 + 5 2. 𝑓(𝑥)  =  3𝑥4 − 𝑥2 + 𝑥 

 
 
 

 3. 𝑓(𝑥)  =  1 − 𝑥 + 𝑥2 − 𝑥3 4. 𝑓(𝑥)  =  √𝑥 + 2 

 
 

𝑑

𝑑𝑥
หนา้ ∙ หลงั =  หนา้ ∙

𝑑

𝑑𝑥
หลงั + หลงั ∙

𝑑

𝑑𝑥
หนา้ 

𝑑

𝑑𝑥
(
บน
ลา่ง) =  

(ลา่ง∙ 𝑑

𝑑𝑥
บน)−(บน∙

𝑑

𝑑𝑥
ลา่ง)

ลา่ง2  

𝑑

𝑑𝑥
(2𝑥2)(3𝑥 + 2) =  (2𝑥2)(3) + (3𝑥 + 2)(4𝑥) 

 =  6𝑥2 + 12𝑥2 + 8𝑥 

 =  18𝑥2 + 8𝑥 

𝑑

𝑑𝑥
(

2𝑥2

3𝑥+2
) =  

(3𝑥+2)(4𝑥)−(2𝑥2)(3)

(3𝑥+2)2  

 =  
12𝑥2+8𝑥−6𝑥2

(3𝑥+2)2  

 =  
6𝑥2+8𝑥

(3𝑥+2)2 

𝑑

𝑑𝑥
(2𝑥 + 5)2 =  

𝑑

𝑑𝑥
4𝑥2 + 20𝑥 + 25 

 =  8𝑥 + 20 

𝑑

𝑑𝑥
(2𝑥 + 5)2 =  

𝑑

𝑑𝑥
(2𝑥 + 5)(2𝑥 + 5) 

 =  (2𝑥 + 5)(2) + (2𝑥 + 5)(2) 

 =      4𝑥 + 10     +    4𝑥 + 10 

 =      8𝑥 + 20 
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 5. 𝑓(𝑥)  =  𝑥√𝑥 − 𝑥 6. 𝑓(𝑥)  =  √𝑥(𝑥 − 2) 

 
 
 
 
 
 

 7. 𝑓(𝑥)  =  
1

𝑥√𝑥
 

 
 
 
 
 
 
 

2. จงใชส้ตูรดิฟ๊ผลคณู ผลหาร เพื่อหาอนพุนัธข์องฟังกช์นัตอ่ไปนี ้
 1. 𝑓(𝑥)  =  (2𝑥 + 1)(𝑥 − 2) 2. 𝑓(𝑥)  =  (𝑥2 + 1)(2𝑥 − 3) 

 
 
 
 
 
 

 3. 𝑓(𝑥)  =  
1

𝑥2+2
 4. 𝑓(𝑥)  =  

𝑥−1

𝑥+1
 

 
 
 
 
 
 
 

3. ก าหนดให ้ 𝑓(𝑥)  =  𝑘𝑥2 − 𝑘𝑥 + 1  ถา้  𝑓′(1) = 2  แลว้  จงหาคา่ของ  𝑓
′(2)

𝑓(2)
 

 
 
 
 
 
 
 
 

4. ก าหนดให ้ 𝑓(0) = 1 ,  𝑓′(0) = 2  ถา้ 𝑔(𝑥) = 
(𝑥2+𝑥−1)

𝑓(𝑥)
  แลว้ จงหาคา่ของ  𝑔′(0) 
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5. ก าหนดให ้ 𝑓(1) = 1 ,  𝑓′(1) = 2 ,  𝑔(1) = 3 ,  𝑔′(1) = 4  ถา้ ℎ(𝑥) = 𝑓(𝑥)𝑔(𝑥) −
𝑓(𝑥)

𝑔(𝑥)
  แลว้ จงหาคา่

ของ  ℎ′(1) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

6. ถา้ 𝑃(𝑥) เป็นพหนุามดีกรสีาม ซึง่มี 1, 2, 3 เป็นค าตอบของสมการ 𝑃(𝑥) = 0 และ 𝑃(4) = 5 

 แลว้ 𝑃′(1) มีคา่เทา่กบัเทา่ใด    [A-NET 49/1-18] 

 1. −
6

7
 2. −

5

6
 3. 4

5
 4. 5

3
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

7. ถา้ 𝑓, 𝑔 และ ℎ สอดคลอ้งกบั 𝑓(1) = 𝑔(1) = ℎ(1) = 1 และ 𝑓′(1) = 𝑔′(1) = ℎ′(1) = 2 
แลว้คา่ของ (𝑓𝑔 + ℎ)′(1) เทา่กบัเทา่ใด    [PAT 1 (ก.ค. 52)/33] 
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8. ให ้ℝ แทนเซตของจ านวนจรงิ  ให ้𝑓 : ℝ → ℝ  ,   𝑔 : ℝ → ℝ  และ  𝑠 : ℝ → ℝ  เป็นฟังกช์นั โดยที ่
  𝑓(𝑥) = 𝑥 + 1  ส  าหรบัทกุ 𝑥 ∈ ℝ        𝑔(𝑓(𝑥)) = 𝑥2 + 2𝑥 − 1  ส  าหรบัทกุ 𝑥 ∈ ℝ 

 และ  𝑠(𝑥) = 
0

lim
h

(𝑔(𝑥+ℎ))
2

−(𝑔(𝑥))
2

ℎ
  ส าหรบัทกุ 𝑥 ∈ ℝ    คา่ของ  (𝑠𝑔)(1)  เทา่กบัเทา่ใด 

 [PAT 1 (พ.ย. 57)/44] 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

9. ก าหนดให ้ 𝑓(𝑥) = 𝑎𝑥2 + 𝑏√𝑥  เมื่อ 𝑎 และ 𝑏 เป็นจ านวนจรงิที่ 𝑏 ≠ 0 

ถา้  2𝑓′(1) = 𝑓(1)  แลว้  𝑓(4)

𝑓′(9)
 มีคา่เทา่ใด    [PAT 1 (ต.ค. 52)/2-18] 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

10. ให ้𝑓 เป็นฟังกช์นั โดยที่  𝑓(𝑥) = {
𝑥 + 𝑏 − 4 , 𝑥 ≤ 𝑎

𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑎 , 𝑎 < 𝑥 ≤ 𝑏
2𝑏𝑥 − 𝑎 , 𝑥 > 𝑏

    เมือ่ 𝑎 และ 𝑏 เป็นจ านวนจรงิ 

 และ 𝑓 เป็นฟังกช์นัตอ่เนื่องบนเซตของจ านวนจรงิ  ขอ้ใดตอ่ไปนีถ้กูตอ้งบา้ง    [PAT 1 (มี.ค. 59)/17] 
 1. (𝑓 ∘ 𝑓)(𝑎 − 𝑏)  =  𝑎 − 𝑏 

 2. 𝑓(𝑎 + 𝑏)  =  𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏) 

 3. 𝑓′(𝑓(2))  =  𝑓(𝑓′(2)) 
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11. ก าหนดให ้𝑓 เป็นฟังกช์นัตอ่เนื่อง ที่นิยามโดย 

 𝑓(𝑥) = {
𝑎𝑥2 + 𝑏 เมื่อ 𝑥 ≥ 0

𝑥3 + 1 เมื่อ 𝑥 < 0
  

 ถา้ 𝑓′(1) = 4 แลว้ (𝑓 ∘ 𝑓) (−
1

√2
3 ) มีคา่เทา่ใด    [A-NET 51/2-9] 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

12. ถา้ 𝑓′(𝑥) =
1

2
(

1

√𝑥
+

1

√𝑥3
)  แลว้คา่ของ 

0
lim
h

𝑓(1+ℎ)−𝑓(1)

𝑓(4+ℎ)−𝑓(4)
  เทา่กบัเทา่ใด    [PAT 1 (มี.ค. 52)/34] 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

13. ให ้R แทนเซตของจ านวนจรงิ    ให ้𝑓 : R → R ,  𝑔 : R → R  และ  ℎ : R → R  เป็นฟังกช์นั โดยที ่

 𝑓(𝑥)  =  
𝑎𝑥+1

𝑥2+1
  เมื่อ  𝑎  เป็นจ านวนจรงิ      𝑔(𝑥)  =  (𝑥2 + 1)𝑓′(𝑥)    และ    ℎ(𝑥)  =  {

𝑓(𝑥) เมื่อ 𝑥 ≥ 2

𝑔(𝑥) เมื่อ 𝑥 < 2
 

 ถา้ฟังกช์นั ℎ ตอ่เนื่องที่ 𝑥 = 2 แลว้  คา่ของ  2ℎ(−2) − ℎ(2)  เทา่กบัเทา่ใด    [PAT 1 (มี.ค. 55)/17] 
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กฎลกูโซ ่

 

จากตวัอยา่งขา้งบน จะเห็นวา่การหา  𝑑

𝑑𝑥
(2𝑥 + 5)2  คอ่นขา้งล าบาก เพราะ ตอ้งกระจายก าลงัสองออกมาก่อน 

ยิ่งถา้จะหา  𝑑

𝑑𝑥
(2𝑥 + 5)10  ยิ่งล  าบาก เพราะคราวนีต้อ้งกระจายก าลงั 10 

 

ท าแบบนีไ้ดไ้หม ก่อนอื่น เปลีย่นตวัแปรก่อน โดยให ้ 𝑢 = 2𝑥 + 5  ก่อน ดงันัน้ (2𝑥 + 5)10 จะกลายเป็น 𝑢10 

จากนัน้ ดิฟ๊ 𝑢10 จะได ้10𝑢9 แลว้คอ่ยเปลีย่นตวัแปรกลบั เป็น  10(2𝑥 + 5)9 

 

ค าตอบคือ “ไมไ่ด”้ เพราะถา้สงัเกตดีๆ ตอนที่ ดิฟ๊ 𝑢10 ได ้10𝑢9 นัน้ เป็นการดิฟ๊โดยใช ้𝑢 เป็นตวัแปร 

ดงันัน้ ค าตอบที่ได ้ 10(2𝑥 + 5)9  เป็นค าตอบของค าถาม  𝑑

𝑑𝑢
(2𝑥 + 5)10    ไมใ่ช่ค  าถาม 𝑑

𝑑𝑥
(2𝑥 + 5)10 

 

ในหวัขอ้นีจ้ะพดูถงึกฎลกูโซ ่ท่ีจะช่วยใหเ้ปลีย่นตวัแปรในการดิฟ๊ได  ้ดงันี ้
 
 
 
 
 

จะเห็นวา่ถา้เราเปลีย่นตวัแปรในการดิฟ๊ เราจะตอ้งคณูดว้ย “ดิฟ๊ตวัแปรใหม”่ เพิ่มเขา้ไปดว้ย 

ดงันัน้    𝑑

𝑑𝑥
(2𝑥 + 5)10 =  

𝑑

𝑑(2𝑥+5)
(2𝑥 + 5)10 ∙

𝑑

𝑑𝑥
(2𝑥 + 5) 

 =  10(2𝑥 + 5)9 ∙ (2)  

 =  20(2𝑥 + 5)9  
 

ตวัอยา่งการใชก้ฎลกูโซ ่เช่น 
𝑑

𝑑𝑥
(2𝑥2 − 3𝑥 + 5)4  =  4(2𝑥2 − 3𝑥 + 5)3 ∙ (4𝑥 − 3)  

𝑑

𝑑𝑥
√3𝑥 − 2  =  

1

2
(3𝑥 − 2)−

1

2 ∙ (3)  =  
3

2
(3𝑥 − 2)−

1

2  
𝑑

𝑑𝑥
(

1

√𝑥2+2
3 )  =  

𝑑

𝑑𝑥
(𝑥2 + 2)−

1

3  =  −
1

3
(𝑥2 + 2)−

4

3 ∙ (2𝑥)  

𝑑

𝑑𝑥
 ((𝑥2 + 2)3 + 2(𝑥2 + 2)2 − 2) =  (3(𝑥2 + 2)2 + 4(𝑥2 + 2))(2𝑥) 

𝑑

𝑑𝑥
 ((𝑥5 + 3)2 + 2(𝑥5 + 3) + 1)10  =  10((𝑥5 + 3)2 + 2(𝑥5 + 3) + 1)9(2(𝑥5 + 3) + 2)(5𝑥4) 

 

อยา่งไรก็ตาม บางคน เรยีกกฎลกูโซน่ีว้า่ การหาอนพุนัธข์องฟังกช์นัคอมโพสทิ (หรอืเรยีกวา่ฟังกช์นัประกอบก็ได)้ 
เนื่องจาก  (2𝑥 + 5)10  ในตวัอยา่งก่อนหนา้ สามารถแบง่เป็น 2 สว่นได ้คือ สว่นของ 2𝑥 + 5  กบั สว่นการยกก าลงั 10 

กลา่วคอื ถา้ให ้𝑓(𝑥) = 2𝑥 + 5  และ  𝑔(𝑥) = 𝑥10 

จะได ้(𝑔 ∘ 𝑓)(𝑥) = 𝑔(𝑓(𝑥)) = 𝑔(2𝑥 + 5) = (2𝑥 + 5)10 

 

ถา้เขยีนกฎลกูโซใ่นแบบฟังกช์นัคอมโพสทิ ก็จะได ้   (𝑔 ∘ 𝑓)′(𝑥) =
𝑑

𝑑𝑥
𝑔(𝑓(𝑥)) 

 =
𝑑

𝑑(𝑓(𝑥))
𝑔(𝑓(𝑥)) ∙

𝑑

𝑑𝑥
𝑓(𝑥) 

 
 

บางคนเรยีกตวันีว้า่ “ดิฟ๊ไส”้ 

ดิฟ๊โดยใช ้𝑓(𝑥) เป็นตวัแปร ดิฟ๊ไส ้

𝑑𝑦

𝑑𝑥
  =  

𝑑𝑦

𝑑𝑢
∙

𝑑𝑢

𝑑𝑥
 

ของเดิม ดิฟ๊เทียบกบั 𝑥 เปลี่ยนตวัแปรเป็นดิฟ๊
เทียบกบั 𝑢 แทน 

ถา้จะเปลี่ยนตวัแปร ตอ้งดิฟ๊ตวั
แปรใหมเ่ทียบกบั 𝑥 คณูไปดว้ย 
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โดยสตูรที่นิยมทอ่งกนัคือ 

 
 
 

สิง่ที่ตอ้งระวงัเวลาใชส้ตูรนี ้คือ เวลาหา 𝑔′(𝑓(𝑥))  ใหด้ิฟ๊หา 𝑔′(𝑥) ก่อน แลว้คอ่ยแทน 𝑥 ดว้ย 𝑓(𝑥) 

(เหมือนกบัเวลาหา  𝑓′(3)  ก็ตอ้งดิฟ๊หา 𝑓′(𝑥) ก่อน แลว้คอ่ยแทน 𝑥 = 3  →  หา้ม แทน 𝑥 = 3 ก่อน คอ่ยดิฟ๊) 
 

ตวัอยา่ง  ก าหนดให ้ 𝑓(𝑥)  =  2𝑥2 + 1  และ  𝑔(𝑥)  =  𝑥2 + 2𝑥 + 5  จงหา  (𝑔 ∘ 𝑓)′(𝑥)  
วิธีท า ใชส้ตูร  (𝑔 ∘ 𝑓)′(𝑥) = 𝑔′(𝑓(𝑥)) ∙ 𝑓′(𝑥) 

หา 𝑔′(𝑓(𝑥))  ตอ้งหา  𝑔′(𝑥)  ก่อน จะได ้ 2𝑥 + 2 

แลว้คอ่ยแทน 𝑥 ดว้ย 𝑓(𝑥)  จะได ้ 𝑔′(𝑓(𝑥))  =  2𝑓(𝑥) + 2  =  2(2𝑥2 + 1) + 2  = 4𝑥2 + 4 

และ  𝑓′(𝑥) = 4𝑥  ดงันัน้  (𝑔 ∘ 𝑓)′(𝑥)  =  (4𝑥2 + 4)(4𝑥)  =  16𝑥3 + 16𝑥 # 

 
 

แบบฝึกหดั 
1. จงหาอนพุนัธข์องฟังกช์นัตอ่ไปนี ้

 1. 𝑓(𝑥)  =  (2𝑥3 + 1)100 2. 𝑔(𝑥)  =  
1

𝑥2+2𝑥−5
 

 
 
 
 
 
 

 3. ℎ(𝑥)  =  √𝑥2 + 3𝑥 4. 𝑓(𝑥)  =  (𝑥2 + 2𝑥)2 − 3(𝑥2 + 2𝑥) 
 
 

 
 
 
 
 

2. ก าหนดให ้ 𝑓(𝑥)  =  𝑥4 + 3  และ  𝑔(𝑥)  =  √𝑥  จงหา 
 1. (𝑔 ∘ 𝑓)′(𝑥) 2. (𝑓 ∘ 𝑔)′(𝑥) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ดิฟ๊โดยใช ้𝑓(𝑥) เป็นตวัแปร ดิฟ๊ไส ้

(𝑔 ∘ 𝑓)′(𝑥)  =  𝑔′(𝑓(𝑥)) ∙ 𝑓′(𝑥) 



32    แคลคลูสั 

3. ให ้ 𝑓(𝑥) = 𝑥2 − 2𝑥 − 1  และ  (𝑓 ∘ 𝑔)(𝑥) = 𝑥3 − 2𝑥  ถา้  𝑔(1) = 2  จงหา  𝑔′(1) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

4. ก าหนดให ้𝑅 แทนเซตของจ านวนจรงิ  ถา้  𝑓: 𝑅 → 𝑅  และ  𝑔: 𝑅 → 𝑅  เป็นฟังกช์นั โดยที่  𝑓(𝑥) = 3𝑥
2

3 ,  

𝑔(1) = 8  และ  𝑔′(1) =
2

3
    คา่ของ  (𝑓 ∘ 𝑔)′(1) เทา่กบัเทา่ใด    [PAT 1 (มี.ค. 53)/18] 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

5. ให ้R แทนเซตของจ านวนจรงิ  ให ้ 𝑓 : R → R ,  𝑔 : R → R  และ  ℎ : R → R  เป็นฟังกช์นัท่ีมีอนพุนัธท์กุอนัดบั 

 โดยที่  ℎ(𝑥) = 𝑥2 + 4 ,  𝑔(𝑥) = ℎ(𝑓(𝑥) − 1)  และ  𝑓′(1) = 𝑔′(1) = 1 

 แลว้คา่ของ 𝑓(1) เทา่กบัเทา่ใด    [PAT 1 (มี.ค. 55)/18] 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

6. ก าหนดให ้𝑅 แทนเซตของจ านวนจรงิ  ถา้  𝑓: 𝑅 → 𝑅  และ  𝑔: 𝑅 → 𝑅  เป็นฟังกช์นัท่ีหาอนพุนัธไ์ดท้กุ  𝑥 ∈ 𝑅  

โดยที่  𝑔(𝑥) = 𝑥2 − 2𝑥 + 5 ,  (𝑔 ∘ 𝑓)(𝑥) = 𝑥6 + 2𝑥4 − 2𝑥3 + 𝑥2 − 2𝑥 + 5  และ  𝑓(0) = 0 

คา่ของ  (𝑓′ ∘ 𝑔′)(1) + (𝑔′ ∘ 𝑓′)(0)  เทา่กบัเทา่ใด    [PAT 1 (มี.ค. 54)/42] 
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อนพุนัธข์องฟังกช์นัแฝง 
 
ที่ผา่นมา 𝑓(𝑥) จะมาใหเ้ราดิฟ๊แบบจะๆ  กลา่วคือ จะมาในรูป 𝑓(𝑥)  =  “กอ้นท่ีจะดิฟ๊” 
แตใ่นบางกรณี 𝑓(𝑥) อาจจะ “แฝง” มาในกอ้นท่ีจะดิฟ๊ไดด้ว้ย 

เช่น 𝑓(𝑥)  =  2 − 𝑓(𝑥) − 4𝑥2 𝑓(𝑥)  =  (2𝑥 − 1)𝑓(𝑥) + 2 

 𝑓(𝑥)  =  √𝑓(𝑥) + 1 𝑓(𝑥)  =  𝑥2 + 𝑓3(𝑥) 
 

ในกรณีแบบนี ้ถา้จะดิฟ๊  อาจจดัรูปให ้𝑓(𝑥) แยกไปอยูเ่ดีย่วๆก่อน แลว้คอ่ยดิฟ๊  เช่น   
 
 
 
 

จะเห็นวา่ วิธีนีต้อ้งล าบากจดัรูป  และอาจใชไ้มไ่ดก้บับางกรณี 
 

อีกวิธีหนึง่ทีจ่ะดิฟ๊ 𝑓(𝑥) ประเภทนีไ้ดโ้ดยไมต่อ้งจดัรูปใหเ้สยีเวลา คือใชว้ิธี “ลยุดิฟ๊” มนัทัง้อยา่งนัน้ 

โดยเราจะดิฟ๊ตลอดทัง้สมการ และ “ใชก้ฎลกูโซเ่มื่อตอ้งดิฟ๊พจนท์ีม่ี 𝑓(𝑥)” 

ตวัอยา่งการใชก้ฎลกูโซเ่พื่อดิฟ๊พจนท์ี่มี 𝑓(𝑥) เช่น   𝑑(𝑓(𝑥))
3

𝑑𝑥
= 3(𝑓(𝑥))

2
∙ 𝑓′(𝑥) 

 
 
 

อยา่งไรก็ตาม โจทยป์ระเภทนี ้มกันิยมใช ้𝑦 แทน 𝑓(𝑥) เพราะเขียนงา่ยกวา่ 

ตวัอยา่งการดิฟ๊พจนท์ี่มี 𝑦 เช่น 𝑑𝑦3

𝑑𝑥
= 3𝑦2 ∙ 𝑦′ 

 
𝑑√𝑦

𝑑𝑥
=

1

2
(𝑦)−

1

2 ∙ 𝑦′ =
𝑦′

2√𝑦
 

 
𝑑

𝑑𝑥
(

1

𝑦
) =

𝑑

𝑑𝑥
(𝑦−1) = −𝑦−2 ∙ 𝑦′ 

 
𝑑

𝑑𝑥
(𝑦2 + 𝑦 + 5)3 = 3(𝑦2 + 𝑦 + 5)2(2𝑦 ∙ 𝑦′ + 𝑦′) 

 
 

ตวัอยา่ง  จงหา  𝑑𝑦

𝑑𝑥
  เมื่อก าหนดให ้ 𝑥2 + 𝑦2  =  4 

วิธีท า ดิฟ๊ทัง้สองขา้งของสมการ จะได ้ 2𝑥 + 2𝑦 ∙ 𝑦′  =  0 
ดงันัน้  𝑦′  =  −

2𝑥

2𝑦
  =  −

𝑥

𝑦
 # 

 

ตวัอยา่ง  จงหา  𝑑𝑦

𝑑𝑥
  ที่จดุ (5, 0) เมื่อก าหนดให ้ (2𝑦2 + 5)2  =  𝑥2 + 2𝑦 

วิธีท า ดิฟ๊ทัง้สองขา้งของสมการ: 2(2𝑦2 + 5) ∙ (4𝑦 ∙ 𝑦′) =  2𝑥 + 2𝑦′ 
แทน 𝑥 = 5 และ 𝑦 = 0: 2(2 ∙ 02 + 5) ∙ (4 ∙ 0 ∙ 𝑦′) =  2 ∙ 5 + 2𝑦′ 

  0 =  10 + 2𝑦′ 

  𝑦′ =  −5 # 

 
 

 

 𝑓(𝑥) =  2 − 𝑓(𝑥) − 4𝑥2 

 𝑓(𝑥) + 𝑓(𝑥) =  2 − 4𝑥2 

 2𝑓(𝑥) =  2 − 4𝑥2 
 𝑓(𝑥) =  1 − 2𝑥2 

 𝑓′(𝑥) =  −4𝑥 

ดิฟ๊โดยใช ้𝑓(𝑥) เป็นตวัแปร ดิฟ๊ไส ้
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แบบฝึกหดั 

1. จงหา 𝑦′ ณ จดุที่ก าหนด ของความสมัพนัธด์งัตอ่ไปนี ้

 1. √𝑥 + √𝑦  =  𝑥    ณ จดุ (4, 4) 2. 𝑥𝑦 + 𝑦  =  3𝑥2    ณ จดุ (2, 4) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 3. 𝑦2 + 𝑥𝑦  =  3𝑥2 − 𝑦    ณ จดุ (1, 1) 
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อนพุนัธอ์นัดบัสงู 
 
ถา้เราเอาผลดิฟ๊ มาดิฟ๊ตอ่ไปอีกเที่ยว จะได ้“อนพุนัธอ์นัดบัสอง” 

เราจะแทนอนพุนัธอ์นัดบัสองดว้ยสญัลกัษณ ์ 𝑓′′(𝑥) หรอื 𝑑2𝑓(𝑥)

𝑑𝑥2  หรอื 𝑑2

𝑑𝑥2 𝑓(𝑥) 

 หรอื 𝑦′′ หรอื 𝑑2𝑦

𝑑𝑥2 หรอื 𝑑2

𝑑𝑥2 𝑦 

 

ตวัอยา่ง  จงหาอนพุนัธอ์นัดบั 2 ของ 𝑓(𝑥)  =  𝑥4 − 2𝑥3 + 3𝑥2 − 2𝑥 + 5 

วิธีท า  

 #  
 
 

ท านองเดียวกนั ถา้ดิฟ๊ตอ่ไปอีก จะเรยีกวา่ อนพุนัธอ์นัดบัสาม 

เราจะแทนอนพุนัธอ์นัดบัสามดว้ยสญัลกัษณ ์ 𝑓′′′(𝑥) หรอื 𝑑3𝑓(𝑥)

𝑑𝑥3  หรอื 𝑑3

𝑑𝑥3 𝑓(𝑥) 

 หรอื 𝑦′′′ หรอื 𝑑3𝑦

𝑑𝑥3 หรอื 𝑑3

𝑑𝑥3 𝑦 

 

ท านองเดียวกนั ถา้ดิฟ๊ตอ่ไปอีก จะเรยีกวา่ อนพุนัธอ์นัดบัสี่ 
อนพุนัธอ์นัดบัท่ี 4 ขึน้ไป จะไมน่ิยมใช ้𝑓′′′′(𝑥) แตจ่ะใช ้𝑓(4)(𝑥) แทน 
 

อนพุนัธอ์นัดบัท่ี 𝑛 ก็คือการดิฟ๊ไป 𝑛 เที่ยว แทนดว้ยสญัลกัษณ ์ 𝑓(𝑛)(𝑥) หรอื 𝑑𝑛𝑓(𝑥)

𝑑𝑥𝑛  หรอื 𝑑𝑛

𝑑𝑥𝑛 𝑓(𝑥) 

 หรอื 𝑦(𝑛) หรอื 𝑑𝑛𝑦

𝑑𝑥𝑛 หรอื 𝑑𝑛

𝑑𝑥𝑛 𝑦 

 

ตวัอยา่ง  จงหาอนพุนัธอ์นัดบั 4 ของ 𝑓(𝑥)  =  (2𝑥 + 1)100 

วิธีท า 𝑓′(𝑥) = 100(2𝑥 + 1)99 ∙ (2) = 2 ∙ 100 ∙ (2𝑥 + 1)99 
𝑓′′(𝑥) = 2 ∙ 100 ∙ 99 ∙ (2𝑥 + 1)98 ∙ (2) = 22 ∙ 100 ∙ 99 ∙ (2𝑥 + 1)98  
𝑓′′′(𝑥) = 22 ∙ 100 ∙ 99 ∙ 98 ∙ (2𝑥 + 1)97 ∙ (2) = 23 ∙ 100 ∙ 99 ∙ 98 ∙ (2𝑥 + 1)97  
𝑓(4)(𝑥) = 23 ∙ 100 ∙ 99 ∙ 98 ∙ 97(2𝑥 + 1)96 ∙ (2) = 24 ∙ 100 ∙ 99 ∙ 98 ∙ 97 ∙ (2𝑥 + 1)96  # 

 
 

แบบฝึกหดั 

1. จงหาอนพุนัธอ์นัดบั 2 ของ  𝑓(𝑥)  =  𝑥3 + 𝑥2 + 𝑥 + 1 

 
 
 
 
 

2. จงหาอนพุนัธอ์นัดบั 3 ของ  𝑓(𝑥)  =  
1

𝑥
 

 

  
 
 

 𝑓(𝑥) =  𝑥4 − 2𝑥3 + 3𝑥2 − 2𝑥 + 5 
 𝑓′(𝑥) =  4𝑥3 − 6𝑥2 + 6𝑥 − 2 
 𝑓′′(𝑥) =  12𝑥2 − 12𝑥 + 6 
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3. ก าหนดให ้ 𝑓(𝑥) = 
1

√2𝑥−1
  จงหาคา่ของ  𝑓(4)(1) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

4. ให ้𝑓 เป็นฟังกช์นัซึง่มีโดเมนและเรนจเ์ป็นสบัเซตของเซตของจ านวนจรงิ โดยที่  𝑓(2𝑥 + 1) = 4𝑥2 + 14𝑥 

 คา่ของ  𝑓 (𝑓′(𝑓′′(2553)))  เทา่กบัเทา่ใด    [PAT 1 (ต.ค. 53)/47] 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

5. ก าหนดให ้𝑓(𝑥) = 1 +
𝑎

𝑥
 และ 𝑔(𝑥) = 𝑥2 + 𝑏 ถา้ (𝑓 ∘ 𝑔)(0) =

1

2
 และ 𝑓′′(−1) = 2 แลว้ (𝑓

𝑔
)

′
(𝑎 + 𝑏) 

เทา่กบัเทา่ใด    [A-NET 50/1-21] 
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6. ให ้𝑅 แทนเซตของจ านวนจรงิ    ให ้𝑓 : 𝑅 → 𝑅 เป็นฟังกช์นั ที่สอดคลอ้งกบัสมการ 

 𝑓(𝑥 + 𝑦) = 𝑓(𝑥) + 𝑓(𝑦) + 3𝑥2𝑦 + 3𝑥𝑦2  ส าหรบัทกุจ านวนจรงิ 𝑥 และ 𝑦  และ 
0

lim
x

𝑓(𝑥)

𝑥
  =  2 

 คา่ของ 𝑓′(1) + 𝑓′′(5)  เทา่กบัเทา่ใด    [PAT 1 (มี.ค. 58)/35] 
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ระยะทาง ความเรว็ ความเรง่ 
 
หวัขอ้หลายๆหวัขอ้ตอ่ไปจะเป็นเรือ่งของการน าอนพุนัธไ์ปใชป้ระโยชน ์

ถา้ยงัจ าได ้อนพุนัธ ์ก็คืออตัราการเปลีย่นแปลงขณะใดๆ และในชีวิตคนเรา มกัตอ้งพบกบัการเปลีย่นแปลงหลายๆอยา่ง 

ตวัอยา่งการเปลีย่นแปลงอยา่งหนึง่ที่เราคุน้กนัดี ก็คือ ระยะทาง ความเรว็ และความเรง่ 

 

“ความเรว็” คือ อตัราการเปลีย่นแปลงของ “ระยะทาง” เทียบกบัเวลา 

เช่น ถา้ “เคลือ่นท่ีไดร้ะยะทางเพิม่ขึน้ 60 เมตรในทกุๆ 1 วินาที” จะเรยีกวา่ “ขบัรถดว้ยความเรว็ 60 เมตรตอ่วินาที” 
ความเรว็จะเป็น 0 เมื่อวตัถหุยดุเคลือ่น (เช่น เมื่อโยนวตัถขุึน้ฟา้ จดุที่วตัถพุุง่ขึน้ไปไดส้งูที่สดุ จะมีความเรว็ = 0) 
 

“ความเรง่” คือ อตัราการเปลีย่นแปลงของ “ความเรว็” เทียบกบัเวลา 
เช่น ถา้ “เคลือ่นท่ีโดยเพิ่มความเรว็ 10 เมตรตอ่วินาที ในทกุๆ 1 วินาที” 
 

จะเรยีกวา่ “ขบัรถดว้ยความเรง่ 10 เมตรตอ่วินาที ตอ่วินาที”  หรอื  “10 เมตรตอ่วินาทยีกก าลงัสอง” 
ความเรง่จะเป็น 0 เมื่อวตัถไุมเ่ปลีย่นความเรว็ (= เมื่อเคลือ่นท่ีดว้ยความเรว็คงที)่ 
 

สรุป ความเรว็ = ดิฟ๊ระยะทาง 
ความเรง่ = ดิฟ๊ความเรว็ = ดิฟ๊ระยะทางสองเทีย่ว 

 

ในเรือ่งนี ้จะใชต้วัแปร 𝑡 แทน 𝑥 และใช ้𝑠(𝑡) แทน 𝑓(𝑥) โดยที ่ 𝑠(𝑡) หมายถงึระยะทาง 
 𝑣(𝑡) หมายถงึความเรว็ = 𝑠′(𝑡) 

 𝑎(𝑡) หมายถงึความเรง่ = 𝑣′(𝑡) = 𝑠′′(𝑡) 

 

ตวัอยา่ง  ก าหนด  𝑠(𝑡)  =  𝑡2 + 5𝑡 − 2  จงหาความเรว็ และความเรง่ ณ เวลา 𝑡 = 2 

วิธีท า หาความเรว็โดยการดิฟ๊ระยะทาง จะได ้ 𝑣(𝑡) = 𝑠′(𝑡) = 2𝑡 + 5 

ดงันัน้ ที่ 𝑡 = 2 จะไดค้วามเรว็ = 2(2) + 5 = 9 

หาความเรง่โดยการดิฟ๊ความเรว็ จะได ้ 𝑎(𝑡) = 𝑣′(𝑡) = 2  

จะเห็นวา่ ความเรง่เทา่กบั 2 โดยไมข่ึน้กบั 𝑡 นั่นคือ ที่ 𝑡 = 2 ก็จะไดค้วามเรง่ = 2 

นั่นคือ ณ เวลา 𝑡 = 2 จะมีความเรว็ 9 และความเรง่ 2 # 

 

ตวัอยา่ง  ก าหนด  𝑠(𝑡)  =  𝑡3 − 6𝑡2 + 3𝑡 + 15  จงหาระยะทาง และความเรว็ ขณะที่ความเรง่เป็นศนูย ์

วิธีท า จะได ้ 𝑣(𝑡) =  3𝑡2 − 12𝑡 + 3  
  𝑎(𝑡) =  6𝑡 −12  
ขณะที่ความเรง่เป็นศนูย ์จะได ้ 𝑎(𝑡) = 0    →    0 = 6𝑡 −12    →    𝑡 =

12

6
= 2 

แทน 𝑡 = 2 เพื่อหา ระยะทางและความเรว็ 

ระยะทาง: 𝑠(2) = 23 − 6(22) + 3(2) + 15 = 5 
ความเรว็: 𝑣(2) = 3(22) − 12(2) + 3 = −9 # 

 

เชน่ วินาทีแรก ขบั 5 เมตรตอ่วินาที  
 วินาทีตอ่มา ขบั 15 เมตรตอ่วินาที  
 วินาทีตอ่มาเป็น 25 เมตรตอ่วินาที 
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แบบฝึกหดั 

1. ก าหนดให ้ 𝑠(𝑡)  =  𝑡3 − 2𝑡2 + 3𝑡 + 4  จงหาความเรว็และความเรง่ เมื่อ  𝑡 = 2 

 
 
 
 
 
 
 

2. ก าหนดให ้ 𝑣(𝑡)  =  5𝑡2 + 2𝑡 − 3  จงหาความเรง่ ณ เวลา 𝑡 = 1 
 
 
 
 
 
 
 
 

3. โยนลกูบอลขึน้ไปในอากาศ โดยลกูบอลเคลือ่นท่ีดว้ยสมการ  𝑠(𝑡)  =  4𝑡 − 𝑡2  จงหาวา่ลกูบอลเคลือ่นท่ีไดส้งู
เทา่ไหรก่่อนจะตกลงมา 
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กฎของโลปิตาล 

 
ประโยชนอ์ีกอยา่งของอนพุนัธ ์คอืสามารถช่วยหา “ลมิติของฟังกช์นั“ ได ้

โดยเวลาหา
ax 

lim 𝑓(𝑥) เราจะแทน 𝑎 ลงไปใน 𝑓(𝑥) ก่อน 

กรณีที่สรา้งความล าบากใหเ้ราทีส่ดุ คือกรณีที่แทนแลว้ได ้ 0
0
    ซึง่ท าใหเ้ราจดัรูปใหมเ่พื่อให ้(𝑥 − 𝑎) โผลม่าตดักนั 

 

แตด่ว้ยกฎของโลปิตาล จะชว่ยใหเ้ราหาลมิติในกรณี  0
0
  ไดง้่ายขึน้ 

กฎของโลปิตาลกลา่ววา่ ในกรณีที่แทน 𝑥 ดว้ย 𝑎 แลว้ได ้ 0
0
  ใหเ้รา “ดิฟ๊เศษ 1 ที และ ดิฟ๊สว่น 1 ที แลว้คอ่ยแทนใหม”่ 

และถา้แทนใหมแ่ลว้ยงัได ้ 0
0
  อีก ก็ใหด้ิฟ๊เศษกบัสว่นตอ่ไปอีกที แลว้แทนใหม ่ท าเช่นนีไ้ปเรือ่ยๆจนกวา่จะหลดุจากกรณี  0

0
 

 

ตวัอยา่ง  จงหา
2

lim
x

 
𝑥2−3𝑥+2

2𝑥2+𝑥−10
 

วิธีท า แทน 2 ลงไปด ูจะได ้ 0
0
 

ใชก้ฎของโลปิตาล ดิฟ๊บน ได ้2𝑥 − 3 ดิฟ๊ลา่ง ได ้4𝑥 + 1 

ดงันัน้ 
2

lim
x

 
𝑥2−3𝑥+2

2𝑥2+𝑥−10
=

2
lim
x

 
2𝑥−3

4𝑥+1
=

2∙2−3

4∙2+1
=

1

9
 # 

 

ตวัอยา่ง  จงหาคา่ของ
1

lim
x

 
√𝑥+2−1

√𝑥+5−2
 

วิธีท า แทน −1 ลงไปด ูจะได ้0
0
 

ใชก้ฎของโลปิตาล ดิฟ๊บน ได ้1
2

(𝑥 + 2)−
1

2 ∙ (1) =
1

2
(𝑥 + 2)−

1

2  

ดิฟ๊ลา่ง ได ้1
2

(𝑥 + 5)−
1

2 ∙ (1) =
1

2
(𝑥 + 5)−

1

2 

ดงันัน้ 
1

lim
x

 
√𝑥+2−1

√𝑥+5−2
=

1
lim

x
 

1

2
(𝑥+2)−

1
2

1

2
(𝑥+5)−

1
2

=
1

lim
x

 
√𝑥+5

√𝑥+2
=

√4

√1
= 2 # 

 

หมายเหต:ุ กฎของโลปิตาล เป็นคนละเรือ่งกบัการ “ดิฟ๊ผลหาร” 

กฎของโลปิตาล จะใชห้า 
ax 

lim
บน
ลา่ง  ในกรณีที่แทนแลว้ได ้ 

0

0
  โดยโลปิตาลบอกวา่ ใหไ้ปหา 

ax 
lim

ดิ๊ฟบน
ดิ๊ฟลา่ง

  แทน 

แตถ่า้เราจะหา  𝑑

𝑑𝑥

√𝑥+2−1

√𝑥+5−2
  จะยงัตอ้งใชส้ตูร  𝑑

𝑑𝑥
(
บน
ลา่ง)  =  

(ลา่ง∙ 𝑑

𝑑𝑥
บน)−(บน∙

𝑑

𝑑𝑥
ลา่ง)

ลา่ง2     จะหาจาก ดิ๊ฟบน
ดิ๊ฟลา่ง

 ไมไ่ด ้
 
 

แบบฝึกหดั 

1. จงหาลมิติของฟังกช์นัตอ่ไปนีด้ว้ยกฎของโลปิตาล 

 1. 
1

lim
x

 
3𝑥2+2𝑥−1

𝑥2−1
 2. 

1
lim
x

 
𝑥2−5𝑥+4

√𝑥−1
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 3. 
2

lim
x

 
𝑥2−3𝑥+2

𝑥2−4𝑥+4
 4. 

1
lim
x

 
𝑥3−3𝑥+2

𝑥3−4𝑥2+5𝑥−2
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

2. ก าหนดให ้ℝ แทนเซตของจ านวนจรงิ  ให ้𝑓: ℝ → ℝ  เป็นฟังกช์นัที่สามารถหาอนพุนัธไ์ด ้และสอดคลอ้งกบั 

 
2

lim
x

𝑥2+𝑥−6

√1+𝑓(𝑥)−3
  =  6  และ  1 + 𝑓(𝑥)  ≥  0  ส าหรบัทกุจ านวนจรงิ 𝑥 

 ถา้เสน้ตรง  6𝑥 − 𝑦 = 4  ตดักบักราฟ  𝑦 = 𝑓(𝑥)  ที่ 𝑥 = 2  แลว้คา่ของ  𝑓′(2)  เทา่กบัเทา่ใด 

 [PAT 1 (ต.ค. 58)/33] 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

3. ให ้ ℝ  แทนเซตของจ านวนจรงิ  ถา้ 𝑓 : ℝ → ℝ  เป็นฟังกช์นั โดยที่  𝑓(3) = 111  และ  
3

lim
x

𝑥𝑓(𝑥)−333

𝑥−3
 = 2013 

 แลว้อตัราการเปลีย่นแปลงของ  𝑓(𝑥)  เทียบกบั 𝑥  ขณะที่ 𝑥 = 3 เทา่กบัเทา่ใด    [PAT 1 (เม.ย. 57)/42] 
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ความชนัเสน้โคง้ 
 
“ความชนัเสน้โคง้ 𝑦 = 𝑓(𝑥)” หมายถงึความชนัของเสน้ตรงที่ลากมาสมัผสักราฟ 𝑦 = 𝑓(𝑥) ณ จดุที่ก าหนด 

โดยความชนัดงักลา่ว จะหาไดจ้ากการแทนคา่ 𝑥 ของจดุที่ตอ้งการลงไปใน 𝑓′(𝑥) 

สรุปคือ 

 
 

ตวัอยา่ง  จงหาความชนัของเสน้สมัผสัโคง้  𝑦 = 𝑥2  ณ จดุ 𝑥 = 1 

 
 
 
 
 

วิธีท า ดิฟ๊หนึง่ที จะไดส้มการความชนั คือ  𝑦′ = 2𝑥 
ดงันัน้ ความชนัเสน้สมัผสัโคง้ที่  𝑥 = 1  คือ  𝑦′  =  (2)(1)  =  2 # 

 

ตวัอยา่ง  จงหาความชนัของเสน้โคง้  𝑦  =  (2𝑥2 − 1)3  ที่ 𝑥 = −1 

วิธีท า ดิฟ๊หนึง่ที จะไดส้มการความชนั คือ  𝑦′ = 3(2𝑥2 − 1)2(4𝑥) 
ดงันัน้ ความชนัท่ี  𝑥 = −1  คือ  𝑦′  =  3(2 ∙ (−1)2 − 1)2 ∙ (4 ∙ −1) = −12 # 

 

ตวัอยา่ง  จงหาจดุบนเสน้โคง้  𝑦  =  𝑥3 − 6𝑥2 + 2𝑥 − 5  ที่มีความชนัเทา่กบั 2 

วิธีท า ดิฟ๊หนึง่ที จะไดส้มการความชนั คือ  𝑦′ = 3𝑥2 − 12𝑥 + 2    ขอ้นี ้ตอ้งหาวา่ตรงไหนทีม่ี  𝑦′ = 2 

นั่นคือ ตอ้งแกส้มการ 
 
 
 

ถา้  𝑥 = 0  จะได ้ 𝑦 = 03 − 6 ∙ 02 + 2 ∙ 0 − 5 = −5 

ถา้  𝑥 = 4  จะได ้ 𝑦 = 43 − 6 ∙ 42 + 2 ∙ 4 − 5 = −29 
ดงันัน้ จดุบนเสน้โคง้ที่มีความชนัเทา่กบั 2  คือ  (0, −5)  และ  (4, −29) # 

 
 

ในเรือ่งนี ้เรามกัตอ้งวาดรูปกราฟเพื่อท าความเขา้ใจสิง่ที่โจทยถ์าม 

โดยความชนัแบบตา่งๆ จะมีความหมายดงันี ้
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 2 =  3𝑥2 − 12𝑥 + 2 
 0 =  3𝑥2 − 12𝑥 
 0 =  3𝑥(𝑥 − 4) 
 𝑥 =  0 , 4 

ความชนั  =  𝑓′(𝑥) 

ความชนั = ? 

1 

ชนั = 0 ชนั = +นอ้ยๆ ชนั = +1 ชนั = +มากๆ หาความชนัไมไ่ด ้

ชนั = −นอ้ยๆ ชนั = −1 ชนั = −มากๆ 
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โจทยใ์นหวัขอ้นี ้มกัจะน าไปออกรว่มกบัความรูเ้รือ่งกราฟเสน้ตรง ซึง่มีสตูรทีค่วรทราบดงันี  ้
 
 
 
 
 
 
 

ตวัอยา่ง  จงหาสมการกราฟเสน้ตรงที่สมัผสัโคง้ 𝑦 = 𝑥2  ที่ 𝑥 = 1 

 
 
 
 
 

วิธีท า หาความชนัของเสน้สมัผสัก่อน โดยแทน  𝑥 = 1  ใน  𝑦′ = 2𝑥  ได ้ ความชนั  =  2(1)  =  2 

จากโจทย ์จดุสมัผสัจะมีพิกดั 𝑥 เป็น 1  ดงันัน้ หาพิกดั 𝑦 ไดโ้ดยแทน 𝑥 = 1 ในสมการโคง้ 𝑦 = 𝑥2  ได ้𝑦 = 1 
ดงันัน้ จะไดพ้ิกดัของจดุสมัผสั คอื (1, 1) 

จากสตูร จะไดส้มการกราฟเสน้ตรงที่มีความชนั 2 และผา่นจดุ (1, 1)  คือ 

 
 
 

นั่นคือ สมการกราฟเสน้ตรงทีต่อ้งการ คือ  𝑦 = 2𝑥 − 1 # 
 

ตวัอยา่ง  จงหาสมการเสน้ตรงทีต่ัง้ฉากกบัเสน้สมัผสักราฟ 𝑦  =  𝑥2 − 2𝑥 + 5  ที่จดุ (0, 5) 

วิธีท า สมการความชนั คือ  𝑦′ = 2𝑥 − 2  ดงันัน้ เสน้สมัผสักราฟท่ี (0, 5) จะมีความชนั คือ  (2)(0) − 2 = −2 

เนื่องจาก เสน้ตรงที่ตัง้ฉากกนัตอ้งมีความชนัคณูกนัได ้−1 

ดงันัน้ เสน้ตรงทีต่ัง้ฉากกบัเสน้สมัผสันี ้ตอ้งมีความชนั = 1

2
 เพราะ – 2 ×

1

2
= −1 

จากสตูร จะไดส้มการเสน้ตรงทีม่คีวามชนั 1
2
 และ ผา่นจดุ (0, 5) คือ   𝑦−5

𝑥−0
=

1

2
    ซึง่จดัรูปไดเ้ป็น  𝑦 =

𝑥

2
+ 5 

ดงันัน้ สมการเสน้ตรงที่ตอ้งการ คือ  𝑦 =
𝑥

2
+5 # 

 
 

แบบฝึกหดั 

1. จงหาความชนัของเสน้โคง้ ณ จดุที่ก าหนด 

 1. 𝑓(𝑥) = 𝑥2 − 2𝑥 − 1  เมื่อ 𝑥 = 0 2. 𝑓(𝑥) = √𝑥 + 1  เมื่อ 𝑥 = 3 
 
 
 
 

2. จงหาสมการเสน้ตรงที่สมัผสัโคง้  𝑦  =  1 − 𝑥2  ที่ 𝑥 = 1 
 
 
 
 
 
 

 𝑦−1

𝑥−1
 =  2 

 𝑦 − 1 =  2(𝑥 − 1) 
 𝑦 − 1 =  2𝑥 − 2 
 𝑦 =  2𝑥 − 1 

สมการคือ ? 

1 

สมการกราฟเสน้ตรง ที่มคีวามชนัเทา่กบั 𝑚 และตดัแกน Y ที่ 𝑐  คือ  𝑦  =  𝑚𝑥 + 𝑐 

สมการกราฟเสน้ตรง ที่มคีวามชนัเทา่กบั 𝑚 และผา่นจดุ (𝑎, 𝑏)  คือ  𝑦−𝑏

𝑥−𝑎
  =  𝑚 

เสน้ตรงที่ขนานกนั จะมคีวามชนัเทา่กนั        เสน้ตรงที่ตัง้ฉากกนั จะมีความชนัคณูกนัได ้−1 
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3. จงหาสมการเสน้ตรงที่ตัง้ฉากกบัสมัผสัโคง้  𝑦  =  
1

𝑥
  ที่ 𝑥 = −2 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

4. ก าหนดให ้C เป็นเสน้โคง้  𝑦 = 
3𝑥4−2

𝑥3   เมื่อ 𝑥 > 0  และให ้L เป็นเสน้ตรงที่สมัผสักบัเสน้โคง้ C ที่จดุ (1, 1) 

 ถา้เสน้ตรง L ตดักบัพาราโบลา  𝑥(𝑥 − 1) = 𝑦 − 1  ที่จดุ A และจดุ B 

 แลว้ระยะหา่งระหวา่งจดุ A และจดุ B เทา่กบัเทา่ใด    [PAT 1 (มี.ค. 56)/20] 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

5. เสน้ตรงซึง่ตดัตัง้ฉากกบัเสน้สมัผสัของเสน้โคง้ 𝑦 = 2𝑥3 −
1

√𝑥
 ที่จดุ 𝑥 = 1 คือเสน้ตรงในขอ้ใดตอ่ไปนี ้

 [PAT 1 (ก.ค. 52)/34] 
 1. 13𝑥 − 2𝑦 − 11 = 0 2. 13𝑥 + 2𝑦 − 15 = 0 

 3. 2𝑥 − 13𝑦 + 11 = 0 4. 2𝑥 + 13𝑦 − 15 = 0 
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6. ก าหนดให ้𝐶 เป็นเสน้โคง้  𝑦 = 2 + 𝑥|𝑥 − 1|  เมื่อ 𝑥 เป็นจ านวนจรงิ    ถา้ 𝐿 เป็นเสน้ตรงที่สมัผสักบัเสน้โคง้ 𝐶 ที่
จดุ (0, 2)  และให ้𝑁 เป็นเสน้ตรงที่ตัง้ฉากกบัเสน้ตรง 𝐿 ณ จดุ (0, 2)  แลว้เสน้ตรง 𝑁 ผา่นจดุในขอ้ใดตอ่ไปนี ้

 [PAT 1 (ต.ค. 58)/14] 
 1. (−1, 3) 2. (1, 5) 3. (−2, 5) 

 4. (3, −2) 5. (−3, 4) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

7. ก าหนดให ้ 𝑓 : R → R  โดยที่  𝑓(𝑥) = 𝑥
2

3 

 ถา้ N เป็นเสน้ตรงทีต่ัง้ฉากกบัเสน้สมัผสักราฟของ 𝑓(𝑥) ที่จดุ (𝑎, 𝑓(𝑎)) , 𝑎 > 0 

 และ N มีระยะตดัแกน 𝑦 เทา่กบั 5
2
 หนว่ย  แลว้ ขอ้ใดเป็นพิกดัของจดุบนเสน้ตรง N    [PAT 1 (ธ.ค. 54)/17] 

 1. (−2, 7) 2. (−1, 4) 3. (2, −4) 4. (3, −5) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

8. ก าหนดให ้𝑓 และ 𝑔 เป็นฟังกช์นัซึง่มีโดเมนและเรนจเ์ป็นสบัเซตของจ านวนจรงิ โดยทัง้ 𝑓 และ 𝑔 เป็นฟังกช์นัท่ี
สามารถหาอนพุนัธไ์ด ้และสอดคลอ้งกบั  (𝑓 ∘ 𝑔)(𝑥) = √𝑥2 + 5  ส  าหรบัทกุ 𝑥 ที่อยูใ่นโดเมนของ 𝑓 ∘ 𝑔 

และ  ∫ 𝑔(𝑥) 𝑑𝑥 = 𝑥2 − 4𝑥 + 𝐶  เมื่อ 𝐶 เป็นคา่คงตวั  ถา้ 𝐿 เป็นเสน้ตรงที่สมัผสัเสน้โคง้  𝑦 = 𝑓(𝑥)  ณ 𝑥 = 0 

แลว้เสน้ตรง 𝐿 ตัง้ฉากกบัเสน้ตรงที่มีสมการตรงกบัขอ้ใดตอ่ไปนี ้   [PAT 1 (พ.ย. 57)/16] 
 1. 𝑥 + 𝑦 − 3 = 0 2. 2𝑥 + 𝑦 − 7 = 0 

 3. 3𝑥 + 𝑦 − 5 = 0 4. 5𝑥 + 𝑦 − 2 = 0 
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ฟังกช์นัเพิ่ม – ฟังกช์นัลด 

 
ถา้ยงัจ าได ้𝑓′(𝑥) ก็คือ อตัราการเปลีย่นแปลงขณะใดๆ 

 ถา้ 𝑓′(𝑥) เป็นบวก แปลวา่อตัราการเปลีย่นแปลงเป็นบวก หมายถึง 𝑓(𝑥) เปลีย่นแบบเพิ่มขึน้ 
หมายความวา่  𝑓(𝑥) เพิ่มขึน้ เมื่อ 𝑥 เพิม่ขึน้    และ    𝑓(𝑥) ลดลง เมื่อ 𝑥 ลดลง 
ในกรณีนี ้เราจะเรยีกวา่ 𝑓(𝑥) เป็น “ฟังกช์นัเพิ่ม” 

 ถา้ 𝑓′(𝑥) เป็นลบ แปลวา่อตัราการเปลีย่นแปลงเป็นลบ หมายถึง 𝑓(𝑥) เปลีย่นแบบลดลง 
หมายความวา่  𝑓(𝑥) ลดลง เมื่อ 𝑥 เพิ่มขึน้    และ    𝑓(𝑥) เพิ่มขึน้ เมื่อ 𝑥 ลดลง 
ในกรณีนี ้เราจะเรยีกวา่ 𝑓(𝑥) เป็น “ฟังกช์นัลด” 

 

สรุป: ถา้คา่ 𝑥 ตรงไหนที่ท าให ้𝑓′(𝑥) เป็นบวก แปลวา่ 𝑓(𝑥) เป็นฟังกช์นัเพิม่ที่ตรงนัน้ 

ถา้คา่ 𝑥 ตรงไหนที่ท าให ้𝑓′(𝑥) เป็นลบ แปลวา่ 𝑓(𝑥) เป็นฟังกช์นัลดที่ตรงนัน้ 

สว่นคา่ 𝑥 ที่ท  าให ้𝑓′(𝑥) = 0 คือจดุเปลีย่นสถานะของฟังกช์นั 
 

ตวัอยา่ง  ก าหนดให ้ 𝑓(𝑥)  =  𝑥2 − 2𝑥  จงพจิารณาวา่ 𝑓(𝑥) เป็นฟังกช์นัเพิ่ม หรอืลด เมื่อ 𝑥 = 3 

วิธีท า จะได ้ 𝑓′(𝑥) = 2𝑥 − 2  ดงันัน้  𝑓′(3) = 2(3) − 2 = 4  เป็นบวก 
ดงันัน้ 𝑓(𝑥) เป็นฟังกช์นัเพิม่ที่ 𝑥 = 3 # 

 

ตวัอยา่ง  ก าหนดให ้𝑓(𝑥) = 𝑥3 − 3𝑥2 − 9𝑥 + 1 จงหาคา่ 𝑥 ที่ท  าให ้𝑓(𝑥) เป็นฟังกช์นัลด 
วิธีท า จะได ้ 𝑓′(𝑥)  =  3𝑥2 − 6𝑥 − 9 

ดงันัน้ 𝑓(𝑥) จะเป็นฟังกช์นัลด เมื่อ 
 
 

จะได ้𝑓(𝑥) เป็นฟังกช์นัลด เมื่อ 𝑥 ∈ (−1, 3) # 
 

แบบฝึกหดั 

1. จงพิจารณาวา่ 𝑓(𝑥) ในแตล่ะขอ้ตอ่ไปนี ้เป็นฟังกช์นัเพิ่มหรอืฟังกช์นัลด ณ คา่ 𝑥 ที่ก าหนด 
 1. 𝑓(𝑥)  =  2𝑥2 − 3𝑥 + 5  เมื่อ 𝑥 = 1 2. 𝑓(𝑥)  =  √𝑥2 − 𝑥 + 1  เมื่อ 𝑥 = 0 

 
 
 
 
 
 
 

 3. 𝑓(𝑥)  =  
1

𝑥2+𝑥−2
  เมื่อ 𝑥 = −1 4. 𝑓(𝑥)  =  (1 − 2𝑥)100  เมื่อ 𝑥 = 1 

 
 
 
 
 
 

−1 3 

+ − + 

 3𝑥2 − 6𝑥 − 9 <  0 
 𝑥2 − 2𝑥 − 3 <  0 
 (𝑥 − 3)(𝑥 + 1) <  0 
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2. จงพิจารณาวา่ 𝑓(𝑥) ในแตล่ะขอ้ตอ่ไปนี ้เป็นฟังกช์นัเพิ่มเมื่อ 𝑥 มีคา่อยูใ่นช่วงใด 
 1. 𝑓(𝑥)  =  𝑥2 − 6𝑥 + 5 2. 𝑓(𝑥)  =  𝑥3 − 6𝑥2 + 9𝑥 + 6 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

3. ก าหนดให ้𝑓(𝑥) = 𝑥4 − 3𝑥2 + 7        𝑓 เป็นฟังกช์นัเพิ่มบนเซตในขอ้ใดตอ่ไปนี ้   [PAT 1 (มี.ค. 52)/33] 

 1. (−3, −2) ∪ (2, 3) 2. (−3, −2) ∪ (1, 2) 

 3. (−1, 0) ∪ (2, 3) 4. (−1, 0) ∪ (1, 2) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

4. ให ้𝑓 เป็นฟังกช์นัหนึง่ตอ่หนึง่ ซึง่มโีดเมนและเรนจเ์ป็นสบัเซตของจ านวนจรงิ โดยที่  𝑓−1(𝑥) = 
2𝑥

𝑥+1
  ส  าหรบัทกุ

สมาชิก 𝑥 ในเรนจข์อง 𝑓    ขอ้ใดตอ่ไปนีถ้กูตอ้งบา้ง    [PAT 1 (ต.ค. 58)/15] 
 1. 2𝑓′(4) − 𝑓(4)  =  3 

 2. 𝑓′′(𝑓(4))  =  𝑓(𝑓′′(4)) 

 3. 𝑓 เป็นฟังกช์นัเพิ่มบนชว่ง (0, 2) 
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คา่สงูสดุ ต ่าสดุ 

 
ประโยชนข์องอนพุนัธ ์ที่ดจูะเป็นประโยชนก์บัเรามากกวา่อนัอื่น คือ การน าอนพุนัธไ์ปใชห้าคา่สงูสดุ หรอื คา่ต ่าสดุ ได ้
โจทยท์ี่จะเจอในเรือ่งนี ้เช่น ก าหนด 𝑓(𝑥) = 𝑥2 − 2𝑥 + 5  แลว้ถามวา่ 𝑓(𝑥) จะมีคา่นอ้ยที่สดุไดเ้ทา่กบัเทา่ไหร ่
สมมติวา่เราไมเ่คยเรยีนเรือ่งอนพุนัธม์าก่อน เราอาจจะใชแ้รง ลยุแทน 𝑥 ดว้ยคา่ตา่งๆลงไปด ูจะไดค้า่ 𝑓(𝑥) ดงันี ้
 
 
 
 
 
 
 
 

จากการลยุแทนคา่ จะพอเดาไดว้า่ 𝑥 = 1 นา่จะได ้𝑓(𝑥) มีคา่ต ่าสดุ เทา่กบั 4 

 

อยา่งไรก็ตาม เราสามารถน าความรูเ้รือ่งอนพุนัธม์าหาคา่สงูสดุ หรอื คา่ต ่าสดุได ้โดยอาศยัแนวคิดตอ่ไปนี ้
 จดุต ่าสดุ จะเป็นจดุที่ 𝑓(𝑥) เปลีย่นสถานะจากขาลง เป็นขาขึน้ 
 จดุสงูสดุ จะเป็นจดุที่ 𝑓(𝑥) เปลีย่นสถานะจากขาขึน้ เป็นขาลง 

 

จากหวัขอ้ที่แลว้เรือ่งฟังกช์นัเพิ่ม – ฟังกช์นัลด จดุที่ 𝑓(𝑥) เปลีย่นสถานะดงักลา่ว ก็คือจดุที่ 𝑓′(𝑥) = 0 นั่นเอง 
โดยเราจะเรยีกจดุที่ 𝑓(𝑥) เปลีย่นจากขาลงเป็นขาขึน้ หรอื ขาขึน้เป็นขาลง วา่ “จดุวกกลบั” 
และจะเรยีกคา่ 𝑥 ทีจ่ดุวกกลบันี ้วา่ “คา่วิกฤติ” 
 

ตวัอยา่ง  จงหาจดุวกกลบัของ  𝑓(𝑥)  =  𝑥2 − 2𝑥 + 5 

วิธีท า จะได ้ 𝑓′(𝑥) = 2𝑥 − 2 
เนื่องจากจดุวกกลบั คือจดุที่ 𝑓′(𝑥) = 0  ดงันัน้ให ้ 2𝑥 − 2 = 0  จะได ้ 𝑥 = 1    (= คา่วิกฤต)ิ 
แทน  𝑥 = 1  ลงไปในสมการ 𝑓(𝑥) เพื่อหาคา่ 𝑦    จะได ้ 𝑓(1)  =  12 − 2(1) + 5  =  4 

ดงันัน้ จะไดจ้ดุวกกลบัคือ  (1 , 4) # 
 

จะเห็นวา่จดุวกกลบั อาจจะเป็นไดท้ัง้แบบทีเ่ปลีย่นจาก “ขาลงเป็นขาขึน้” และ แบบ “ขาขึน้เป็นขาลง” 
จดุวกกลบั จึงอาจเป็นไดท้ัง้ จดุต ่าสดุ หรอื จดุสงูสดุ ก็ได ้
เช่นในตวัอยา่งขา้งบน เราจะไมรู่ว้า่ (1 , 4) เป็นจดุต ่าสดุ หรอืจดุสงูสดุ 

 

ถา้อยากรูว้า่ (1 , 4) เป็นจดุต ่าสดุ หรอืจดุสงูสดุ วิธีง่ายๆ คือ ใชแ้รงลยุแทนคา่รอบๆ 𝑥 = 1 ด ู
โดยเราจะเอาคา่ 𝑦 ของจดุรอบๆ  มาเทยีบกบั 4 
เช่น แทน 𝑥 = 0  จะได ้ 𝑓(𝑥)  =  (0)2 − 2(0) + 5  =  5 →  มากกวา่ 4 

แทน 𝑥 = 2  จะได ้ 𝑓(𝑥)  =  (2)2 − 2(2) + 5  =  5 →  มากกวา่ 4 
จะเห็นวา่จดุขา้งๆตา่งก็มีคา่ 𝑦 สงูกวา่ 4    ดงันัน้ (1, 4) เป็นจดุต ่าสดุ 

 
 
 

𝑥 𝑓(𝑥) 

−1 
−2 

0 
1 
2 
3 

(−2)2 − 2(−2) + 5 = 13 
(−1)2 − 2(−1) + 5 =  8 
  (0)2 −  2( 0 ) + 5 =  5 
  (1)2 −  2( 1 ) + 5 =  4 
  (2)2 −  2( 2 ) + 5 =  5 
  (3)2 −  2( 3 ) + 5 =  8 
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มีอีกวิธี ท่ีจะใชบ้อกไดว้า่จดุวกกลบัเป็นจดุต ่าสดุ หรอืจดุสงูสดุ โดยการด ู“เครือ่งหมาย” ของ 𝑓′(𝑥) ดงันี ้
 
 
 
 
 
 
 

สรุป 𝑓′(𝑥) เปลีย่นจาก ลบ เป็น บวก  →  จดุต ่าสดุ 

 𝑓′(𝑥) เปลีย่นจาก บวก เป็น ลบ  →  จดุสงูสดุ 
 โดยเราจะใชเ้สน้จ านวนมาพจิารณาเครือ่งหมายของ 𝑓′(𝑥) เหมือนกบัตอนที่แกอ้สมการ ดงัตวัอยา่งตอ่ไปนี ้

 

ตวัอยา่ง  จงหาจดุสงูสดุ หรอืจดุต ่าสดุ ของ  𝑓(𝑥)  =  𝑥3 + 3𝑥2 − 9𝑥 + 5 

วิธีท า จะได ้ 𝑓′(𝑥)  =  3𝑥2 + 6𝑥 − 9 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ดงันัน้ จดุสงูสดุคือ (−3 , 32)  และจดุต ่าสดุคือ (1 , 0) # 

 

นอกจากนี ้เรายงัสามารถใช ้𝑓′′(𝑥)  มาช่วยไดด้ว้ย 

จะเห็นวา่ 𝑓′(𝑥) เปลีย่นจาก ลบ เป็น บวก  แสดงวา่ 𝑓′(𝑥) เพิ่มขึน้  →  จะได ้ 𝑓′′(𝑥) เป็นบวก 

แตถ่า้ 𝑓′(𝑥) เปลีย่นจาก บวก เป็น ลบ  แสดงวา่ 𝑓′(𝑥) ลดลง  →  จะได ้ 𝑓′′(𝑥) เป็นลบ 
สรุป ถา้จดุวกกลบัท่ีได ้ท าให ้ 𝑓′′(𝑥) > 0  แปลวา่จดุนั่นเป็นจดุต ่าสดุ 

  แตถ่า้ ท าให ้ 𝑓′′(𝑥) < 0  แปลวา่จดุนั่นเป็นจดุสงูสดุ 

  และถา้ท าให ้ 𝑓′′(𝑥) = 0  จะยงัไมรู่ว้า่เป็นจดุต ่าสดุหรอืจดุสงูสดุ ตอ้งพจิารณาเครือ่งหมายแบบเก่า 

 

ตวัอยา่ง จากตวัอยา่งที่แลว้ จงใช ้ 𝑓′′(𝑥) ในการพิจารณาจดุวกกลบั (−3 , 32) และ (1 , 0) ของ  𝑓(𝑥)  วา่จดุใดเป็น
จดุสงูสดุ และจดุใดเป็นจดุต ่าสดุ 

วิธีท า จาก  𝑓′(𝑥)  =  3𝑥2 + 6𝑥 − 9    →  ดิฟตอ่ไปอีกที จะได ้ 𝑓′′(𝑥)  =  6𝑥 + 6 

ที่  𝑥 = −3 จะได ้ 𝑓′′(−3) = 6(−3) + 6 = −12 เป็นลบ ดงันัน้  (−3 , 32)  เป็นจดุสงูสดุ 
ที่  𝑥 = 1 จะได ้ 𝑓′′(1) = 6(1) + 6 = 12 เป็นบวก ดงันัน้  (1 , 0)  เป็นจดุต ่าสดุ # 

 

ตวัอยา่ง  จงหาจดุสงูสดุ หรอืจดุต ่าสดุ ของ  𝑓(𝑥)  =  4 − 4𝑥 − 𝑥2  โดยใช ้ 𝑓′′(𝑥) 

วิธีท า จะได ้ 𝑓′(𝑥)  =  −4 − 2𝑥 
จดุสงูสดุ หรอืจดุต ่าสดุ จะเป็นจดุที่  𝑓′(𝑥)  =  0    ดงันัน้ ตอ้งแกส้มการ 
 

−4 − 2𝑥 =   0 
       − 2𝑥 =   4 
             𝑥 =  −2 

(𝑥 + 3)(𝑥 − 1)  

−3 1 

+          −            + 

ขึน้        ลง          ขึน้ 

สงูสดุที่ 𝑥 = −3 

𝑓(−3)  =  (−3)3 + 3(−3)2 − 9(−3) + 5  =  32 

𝑓′(𝑥) เป็นลบ 
ฟังกช์นัลด 

กราฟขาลง 

𝑓′(𝑥) เป็นบวก 
ฟังกช์นัเพ่ิม 

กราฟขาขึน้ 

จดุวกกลบัแบบต ่าสดุ 

𝑓′(𝑥) เป็นบวก 
ฟังกช์นัเพ่ิม 

กราฟขาขึน้ 

𝑓′(𝑥) เป็นลบ 
ฟังกช์นัลด 

กราฟขาลง 

จดุวกกลบัแบบสงูสดุ 

ต ่าสดุที่ 𝑥 = 1 

𝑓(1)  =  13 + 3(1) − 9(1) + 5  =  0 
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หาคา่ 𝑓(𝑥) ที่ 𝑥 = −2  จะได ้𝑓(−2)  =  4 − 4(−2) − (−2)2  =  8 

ดงันัน้จดุวกกลบั คือ (−2 , 8)    ตอ่ไปจะหาวา่จดุ (−2 , 8) เป็นจดุต ่าสดุ หรอืจดุสงูสดุ โดยใช ้ 𝑓′′(𝑥) 

ดิฟ๊  𝑓′(𝑥)  ตอ่ไปอีกที จะได ้ 𝑓′′(𝑥) = −2     จะเห็นวา่ 𝑓′′(𝑥) เป็นลบ โดยไมข่ึน้กบัคา่ 𝑥 
ดงันัน้  (−2 , 8)  เป็นจดุสงูสดุ # 

 

โดยโจทยใ์นเรือ่งนี ้จะถามได ้2 แบบ คือ “จดุ” กบั “คา่” 
 →  ถา้โจทยถ์าม “จดุ” สงูสดุ (หรอืต ่าสดุ) ใหต้อบเป็นคูอ่นัดบั (𝑥, 𝑦) 

 →  ถา้โจทยถ์าม “คา่” สงูสดุ (หรอืต ่าสดุ) ใหต้อบคา่ 𝑓(𝑥) 
 

ตวัอยา่ง  จงหาคา่สงูสดุ หรอืคา่ต ่าสดุ ของ 𝑓(𝑥) = 3𝑥4 − 8𝑥3 − 6𝑥2 + 24𝑥 + 8 

วิธีท า จะได ้𝑓′(𝑥)  =  12𝑥3 − 24𝑥2 − 12𝑥 + 24 

 
 
 
 
 

ดงันัน้ จดุต ่าสดุ เกิดที่  𝑥 = −1 กบั 2  และจดุสงูสดุเกิดที่  𝑥 = 1 

 𝑥 = −1 จะได ้ 𝑓(−1) =  3(−1)4 − 8(−1)3 − 6(−1)2 + 24(−1) + 8 =  −11 

 𝑥 = 1 จะได ้  𝑓(1) =  3(1)4 − 8(1)3 − 6(1)2 + 24(1) + 8 =  21 

 𝑥 = 2 จะได ้  𝑓(2) =  3(2)4 − 8(2)3 − 6(2)2 + 24(2) + 8 =  16 

ดงันัน้ “จดุ” ต ่าสดุ คือ (−1, −11) และ (2, 16) “จดุ” สงูสดุ คือ (1, 21) 

จะได ้ “คา่” ต ่าสดุ คือ  −11  และ  16 “คา่” สงูสดุ คือ  21 # 

 

จากตวัอยา่งที่แลว้ ถา้ลองวาดกราฟของ 𝑓(𝑥)  =  3𝑥4 − 8𝑥3 − 6𝑥2 + 24𝑥 + 8 ด ูจะไดด้งัรูป 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ดงันัน้ ค าตอบที่ไดว้า่  (1, 21)  เป็นจดุสงูสดุ กบั  (2, 16)  เป็นจดุต ่าสดุนัน้ ไมจ่รงิซะทีเดยีว 

จดุพวกนี ้แคส่งูหรอืต ่ากวา่จดุขา้งๆเทา่นัน้ แตไ่มใ่ช่จดุสงูที่สดุหรอืต ่าที่สดุอยา่งแทจ้รงิ 
 จดุที่สงู (หรอืต ่า) กวา่จดุขา้งๆ จะเรยีกวา่ จดุสงูสดุ (หรอืต ่าสดุ) สมัพทัธ ์

 จดุที่สงู (หรอืต ่า) ท่ีสดุอยา่งแทจ้รงิ จะเรยีกวา่ จดุสงูสดุ (หรอืต ่าสดุ) สมับรูณ ์

 

ดงันัน้  (1, 21)  เป็นจดุสงูสดุสมัพทัธ ์ และ  (2, 16) กบั (−1, 11)  เป็นจดุต ่าสดุสมัพทัธ ์

(−1, 11) เป็นจดุต ่าสดุสมับรูณ ์ และ 𝑓(𝑥)  ไมม่ีจดุสงูสดุสมับรูณ ์ (เพราะกราฟพุง่ขึน้อยา่งไมม่ีขอบเขต) 

จดุสมับรูณ ์จะเป็นสมัพทัธด์ว้ย 

เพราะถา้จะเป็นที่สดุจรงิๆได ้ก็
ตอ้งชนะจดุขา้งๆอยูแ่ลว้ 

=  12(𝑥3 − 2𝑥2 − 𝑥 + 2) 
=  12(𝑥2(𝑥 − 2) − (𝑥 − 2)) 

=  12(𝑥 − 2)(𝑥2 − 1) 
=  12(𝑥 − 2)(𝑥 − 1)(𝑥 + 1) 

−1 1 

−          +             −            + 
ลง        ขึน้           ลง          ขึน้ 

2 

(−1, −11) 

(2, 16) 

(1, 21) 
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ปกติเรามกัจะไมค่อ่ยชอบจดุแบบสมัพทัธเ์ทา่ไหร ่เพราะมนัไมเ่ป็นท่ีสดุจรงิๆ 

ในกรณีที่โจทยใ์หห้าจดุแบบสมับรูณ ์เราจะตอ้งหาจดุแบบสมัพทัธอ์อกมาก่อน แลว้คอ่ยคดัเลอืกจดุสมับรูณอ์อกมา โดย 
 จดุสงูสดุสมับรูณ ์จะหาไดจ้ากจดุที่สงูที่สดุ ในบรรดาจดุสงูสดุสมัพทัธ ์และจดุขอบ 
 จดุต ่าสดุสมับรูณ ์จะหาไดจ้ากจดุที่ต  ่าที่สดุ ในบรรดาจดุต ่าสดุสมัพทัธ ์และจดุขอบ 

ในเรือ่งนี ้โจทยม์กัจะก าหนดขอบเขตของคา่ 𝑥 มาให ้ (แตถ่า้ไมไ่ดก้ าหนดขอบเขตมา จะใช ้ 𝑥 → ∞ กบั 𝑥 → −∞) 
 

ตวัอยา่ง  จงหาจดุสงูสดุสมับรูณ ์และจดุต ่าสดุสมับรูณ ์ของ  𝑓(𝑥)  =  2𝑥3 − 3𝑥2 + 5  เมื่อ 𝑥 ∈ [−2, 3] 
วิธีท า หาจดุสงูสดุ ต ่าสดุ สมัพทัธ ์ก่อน 

 
 
 
 

ดงันัน้ คา่ 𝑥 ที่ “ตอ้งสงสยั” วา่จะท าใหเ้กิดคา่สงูสดุ หรอืต ่าสดุ สมับรูณ ์คือ  0 , 1 , −2 , 3 

แทนคา่ 𝑥 ที่ตอ้งสงสยั เพื่อหา  𝑓(𝑥)  มาเทียบกนั 

 
 
 
 
 
 

ดงันัน้ จดุสงูสดุสมับรูณ ์คือ  (3 , 32)  และจดุต ่าสดุสมับรูณ ์คือ  (−2, −23) # 

 
 

สิง่ที่สรา้งปัญหาใหก้บันกัเรยีนสว่นใหญ่ในเรือ่งนี ้ก็คือ “โจทยปั์ญหา” 
โดยโจทยจ์ะสรา้งเรือ่งราวและเง่ือนไขตา่งๆมาให ้แลว้ใหเ้ราหาคา่สงูสดุ หรอืต ่าสดุ ของปรมิาณทีต่อ้งการ 
โดยขัน้ตอนการท าครา่วๆ จะเป็นดงันี ้

1. ใหป้รมิาณที่โจทยต์อ้งการหาคา่สงูสดุ หรอืต ่าสดุ เป็น 𝑓(𝑥) 

2. สมมตุิใหต้วัแปร 𝑥 แทนปรมิาณซกัอยา่ง ท่ีมีผลตอ่ 𝑓(𝑥) 

3. ลยุอา่นโจทยใ์หม ่เขียนปรมิาณอืน่ๆท่ีมีผลตอ่  𝑓(𝑥)  ใหอ้ยูใ่นเทอมของ 𝑥 

4. เขียนสมการของ 𝑓(𝑥) ในเทอมของ 𝑥 

5. ใชค้วามรูใ้นเรือ่งอนพุนัธ ์เพื่อหาคา่สงูสดุ หรอืต ่าสดุ “สมับรูณ”์ ของ 𝑓(𝑥) 

 

ขัน้ตอนท่ียากที่สดุ คือขัน้ท่ี 3  เพราะเราตอ้งท าทกุอยา่งใหอ้ยูใ่นเทอมของ 𝑥 

ซึง่ถา้สมมติตวัแปร 𝑥 ในขัน้ท่ี 2 ไวไ้มด่ี ก็จะล าบากในขัน้ท่ี 3 
 

ตวัอยา่ง  มีลวดยาว 20 เมตร น ามาลอ้มเป็นสีเ่หลีย่มมมุฉากไดพ้ืน้ท่ีมากที่สดุเทา่กบัเทา่ไร 
วิธีท า ขัน้ท่ี 1 โจทยต์อ้งการหา “พืน้ท่ี” มากสดุ ดงันัน้ เราจะให ้𝑓(𝑥) แทนพืน้ท่ีของสีเ่หลีย่มมมุฉากที่ลอ้มได ้

ขัน้ท่ี 2 ให ้𝑥 แทน “ดา้นยาว” ของสีเ่หลีย่ม เราตอ้งเขยีน 𝑓(𝑥) ในเทอมของ 𝑥 
ขัน้ท่ี 3 หา “ดา้นกวา้ง” ในเทอมของ 𝑥 

  ดา้นยาวมี 2 ดา้น ดงันัน้เสยีลวดไปกบัดา้นยาว = 2𝑥 

𝑥 = 0: จะได ้ 𝑓(0) =  2(0)3 − 3(0)2 + 5 =  5 

𝑥 = 1: จะได ้ 𝑓(1) =  2(1)3 − 3(1)2 + 5 =  4 

𝑥 = −2: จะได ้ 𝑓(−2) =  2(−2)3 − 3(−2)2 + 5 =  −23 

𝑥 = 3: จะได ้ 𝑓(3) =  2(3)3 − 3(3)2 + 5 = 32 

 𝑓′(𝑥)  =  6𝑥2 − 6𝑥 =  0 
 𝑥2 − 𝑥 =  0 
 𝑥(𝑥 − 1) =  0 
 𝑥 =  0 , 1 จดุสมัพทัธ ์ จดุขอบ 
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  เหลอืลวดส าหรบัดา้นกวา้งที่เหลอื = 20 − 2𝑥 

  แตด่า้นกวา้งมี 2 ดา้น ดงันัน้ จะไดว้า่ ดา้นกวา้ง  =  
20−2𝑥

2
  =  10 − 𝑥 

ขัน้ท่ี 4 จากสตูร พืน้ท่ีสีเ่หลีย่มมมุฉาก = กวา้ง × ยาว  ดงันัน้ 𝑓(𝑥) = 𝑥(10 − 𝑥) = 10𝑥 − 𝑥2 

ขัน้ท่ี 5 หาคา่สงูสดุ ต ่าสดุ ของ 𝑓(𝑥) 

  ให ้ 𝑓′(𝑥)  =  10 − 2𝑥  =  0  จะได ้ 𝑥 = 5 

  แทนใน 𝑓(𝑥)  จะได ้ 𝑓(5)  =  5(10 − 5)  =  25 
  และสดุทา้ย  𝑓′′(𝑥)  =  −2  เป็นลบ แปลวา่ไดค้า่สงูสดุ 
ดงันัน้ ตอ้งลอ้มใหส้ีเ่หลีย่มยาว 5 เมตร จงึจะไดพ้ืน้ท่ีมากที่สดุ คอื 25 ตารางเมตร # 

 
 

แบบฝึกหดั 

1. จงหาจดุสงูสดุ / ต ่าสดุ สมัพทัธ ์ของฟังกช์นัในแตล่ะขอ้ตอ่ไปนี ้
 1. 𝑓(𝑥)  =  𝑥3 + 3𝑥2 − 9𝑥 + 15 2. 𝑔(𝑥)  =  (𝑥 + 1)(3 − 𝑥) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

2. จงหาคา่สงูสดุ / ต ่าสดุ สมับรูณ ์ของฟังกช์นัในแตล่ะขอ้ตอ่ไปนี ้

 1. 𝑓(𝑥)  =  𝑥2 + 4𝑥 − 4  เมื่อ 𝑥 ∈ [−4, 2] 
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 2. 𝑓(𝑥)  =  10 + 12𝑥 + 3𝑥2 − 2𝑥3  เมื่อ 𝑥 ∈ [0, ∞] 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

3. ถา้เสน้โคง้ 𝑦 = 𝑓(𝑥)  มีความชนัของเสน้สมัผสัที่จดุ (𝑥, 𝑦)  เทา่กบั  𝑥 − 2  และ  𝑓(𝑥) มีคา่ต ่าสดุสมัพทัธเ์ทา่กบั 
5  แลว้  จงหาคา่ของ  𝑓(2) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

4. มีลวดยาว 12 เมตร ตอ้งการลอ้มที่ดินรมิแมน่ า้ใหเ้ป็นรูปสีเ่หลีย่มมมุฉาก  โดยลอ้มแค ่3 ดา้น เวน้ดา้นท่ีติดรมิแมน่ า้
ไมต่อ้งลอ้ม จงหาวา่จะลอ้มไดพ้ืน้ท่ีมากที่สดุเทา่ไร 
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5. มีลวดยาว 20 เมตร ตอ้งการลอ้มที่ดินรูปสีเ่หลีย่มผืนผา้ โดยแบง่เป็น 4 ช่องตามรูป จะ
สามารถลอ้มไดพ้ืน้ท่ีมากที่สดุเทา่ไร 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

6. โรงงานผลติตุ๊กตาแหง่หนึง่ มตีน้ทนุในการผลติตุก๊ตา 𝑥 ตวั โรงงงานจะตอ้งเสยีคา่ใชจ้า่ย 
𝑥3 − 450𝑥2 + 60,200𝑥 + 10,000  บาท  ถา้ขายตุ๊กตาราคาตวัละ 200 บาท โรงงานจะตอ้งผลติตุก๊ตาก่ีตวั 
จึงจะไดก้ าไรมากที่สดุ    [PAT 1 (ก.ค. 53)/36] 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

7. ก าหนดให ้ℝ เป็นเซตของจ านวนจรงิ  ให ้ 𝑓 : ℝ → ℝ  และ  𝑔 : ℝ → ℝ  เป็นฟังกช์นัที่มีอนพุนัธท์กุอนัดบั และ
สอดคลอ้งกบั    𝑔(𝑥) = 𝑥𝑓(𝑥)  และ  𝑔′(𝑥) = 4𝑥3 + 9𝑥2 + 2  ส  าหรบัทกุจ านวนจรงิ 𝑥 

ขอ้ใดตอ่ไปนีถ้กูตอ้งบา้ง    [PAT 1 (มี.ค. 59)/28] 

 1. คา่สงูสดุสมัพทัธข์อง 𝑓 เทา่กบั 6 

 2. คา่ต ่าสดุสมัพทัธข์อง 𝑓 เทา่กบั 2 

 3. อตัราการเปลีย่นแปลงของ (𝑓 + 𝑔)(𝑥) เทียบกบั 𝑥 ขณะที่ 𝑥 = 1 เทา่กบั 12 
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8. ให ้𝑎 และ 𝑏 เป็นจ านวนจรงิ และก าหนดให ้ 𝑓(𝑥) = 𝑎𝑥 +
𝑏

𝑥
  เมื่อ 𝑥 ≠ 0  โดยที่  𝑦 = 𝑓(𝑥) เป็นเสน้โคง้ที่สมัผสั

กบัเสน้ตรง  𝑦 = 1  ที่จดุ (1, 1)  ขอ้ใดตอ่ไปนีถ้กูตอ้งบา้ง    [PAT 1 (พ.ย. 57)/7] 
 1. 𝑓 มีคา่สงูสดุสมัพทัธท์ี่  𝑥 = −1 

 2. 
1

lim
x

(𝑓 ∘ 𝑓)(𝑥)  =  𝑓(2𝑎2 + 2𝑏2) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

9. ก าหนดให ้ 𝑓(𝑥)  =  
4𝑥3

𝑥6−3𝑥3+64
  เมื่อ 𝑥 เป็นจ านวนจรงิบวกใดๆ  ขอ้ใดตอ่ไปนีถ้กูตอ้งบา้ง 

 [PAT 1 (มี.ค. 57)/19] 

 1. 𝑓 เป็นฟังกช์นัเพิ่มบนชว่ง (0, 3) 

 2. คา่สงูสดุสมัพทัธข์อง 𝑓 เทา่กบั 4

13
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ปฏิยานพุนัธ ์
 
เรือ่งนีจ้ะเป็นกระบวนการท่ี ตรงขา้มกบัการดิฟ๊ 

“ปฏิยานพุนัธข์อง 𝑓(𝑥)”  เขียนแทนดว้ยสญัลกัษณ ์∫ 𝑓(𝑥) 𝑑𝑥  หมายถงึ ฟังกช์นัที่ดิฟ๊แลว้ได ้𝑓(𝑥) 

ค าวา่ “ปฏิยานพุนัธ”์ บางทเีรยีกวา่ “ปรพินัธ”์ หรอื “อินทิกรลั” หรอื “อินทิเกรต” ก็ได ้

 
 
 
 

 
 
 

หมายเหต:ุ เรานิยมใชส้ญัลกัษณ ์ 𝐹(𝑥)  แทน ปฏิยานพุนัธข์อง 𝑓(𝑥) 
 

ตวัอยา่งเช่น ถา้เราตอ้งการหา  ∫(2𝑥 − 3) 𝑑𝑥    เราจะตอ้งหาวา่อะไรท่ีดิฟ๊แลว้ได ้ 2𝑥 − 3 

จะไดค้  าตอบคือ  𝑥2 − 3𝑥  นั่นเอง 
อยา่งไรก็ตาม นอกจาก  𝑥2 − 3𝑥  แลว้  จะเห็นวา่ 𝑥2 − 3𝑥 + 1  ก็ดิฟ๊แลว้ได ้2𝑥 − 3 เหมือนกนั 

 𝑥2 − 3𝑥 + 2  ก็ดว้ย 

 𝑥2 − 3𝑥 − 8  ก็ได ้   
เพราะสว่นท่ีเป็นตวัเลข ไมว่า่จะเป็นเลขอะไร ดิฟ๊แลว้ก็หายไปเหมอืนกนั 

ดงันัน้ จะไดผ้ลการอินทเิกรต  ∫(2𝑥 − 3) 𝑑𝑥  เทา่กบั  𝑥2 − 3𝑥 + 𝑐  เมื่อ 𝑐 เป็นตวัเลขคงทีใ่ดๆนั่นเอง 
 

สตูรส าหรบัอินทิเกรตที่ควรจ าไดแ้ก่ 
 
โดยเรามกัจะทอ่งวา่ เพิ่มก าลงัเพิม่ขึน้หนึง่ แลว้เอาก าลงัลงมาหาร เช่น 

∫ 8𝑥3 𝑑𝑥  =  
8

4
𝑥4 + 𝑐  =  2𝑥4 + 𝑐 ∫ 6𝑥 𝑑𝑥  =  

6

2
𝑥2 + 𝑐  =  3𝑥2 + 𝑐 

∫ 2 𝑑𝑥  =  2𝑥 + 𝑐 ∫ 3𝑥− 
3

2 𝑑𝑥  =  
3

− 
1

2

𝑥− 
1

2  =  −6𝑥− 
1

2 + 𝑐 

เราสามารถกระจายอินทิเกรตในการบวกลบได ้แตห่า้มกระจายในการคณูหาร 

เช่น ∫(𝑥2 − 4𝑥 + 2) 𝑑𝑥   =   
𝑥3

3
− 2𝑥2 + 2𝑥 + 𝑐 

แต ่ ∫(𝑥 + 1)(2𝑥 − 3) 𝑑𝑥   ≠   (
𝑥2

2
+ 𝑥 + 𝑐) (𝑥2 − 3𝑥 + 𝑐) 

ถา้จะหา  ∫(𝑥 + 1)(2𝑥 − 3) 𝑑𝑥  ตอ้งกระจายเป็น  ∫(2𝑥2 − 𝑥 − 3) 𝑑𝑥  ก่อน 
 

และจะเห็นวา่ เราตอ้งติด 𝑐 ในผลลพัธก์ารอินทิเกรตเสมอ เพราะไมว่า่ 𝑐 เป็นตวัเลขอะไร มนัจะหายไปเมื่อถกูดิฟ๊ 

แตส่ว่นใหญ่ โจทยม์กัจะบอกขอ้มลูบางอยา่งเพิ่มเติม เพื่อใหห้าคา่ 𝑐  ได ้
 

ตวัอยา่ง  ก าหนดให ้ 𝑓′(𝑥)  =  2𝑥 + 1  ถา้  𝑓(1)  =  5  จงหา  𝑓(𝑥) 
วิธีท า วิธีท าคือ เราจะอินทิเกรต  𝑓′(𝑥)  กลบัไปใหก้ลายเป็น  𝑓(𝑥) 

นั่นคือจะได ้ 𝑓(𝑥)  =  ∫(2𝑥 + 1) 𝑑𝑥  =  𝑥2 + 𝑥 + 𝑐  

∫ 𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 

ปฏิยานพุนัธ ์ 𝑓(𝑥)  𝑓′(𝑥)  

อนพุนัธ ์
𝑓′′(𝑥)   

อนพุนัธอ์นัดบัสอง 

ดิฟ๊ 

อินทิเกรต 

ดิฟ๊ 

อินทิเกรต 

ดิฟ๊ 

อินทิเกรต 

∫ 𝑎𝑥𝑛 𝑑𝑥  =  
𝑎

𝑛+1
𝑥𝑛+1 + 𝑐 
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แตโ่จทยบ์อกวา่  𝑓(1)  =  5  แปลวา่  12 + 1 + 𝑐  =  5 

ดงันัน้  𝑐  =  5 − 1 − 1  =  3    นั่นคือจะได ้ 𝑓(𝑥)  =  𝑥2 + 𝑥 + 3 # 
 
 

แบบฝึกหดั 
1. จงหาคา่ของอินทิกรลัตอ่ไปนี ้

 1. ∫(4𝑥 − 3) 𝑑𝑥 2. ∫(2𝑥3 + 6𝑥2 − 3𝑥 + 5) 𝑑𝑥 

 
 
 
 
 

 3. ∫ √𝑥 𝑑𝑥 4. ∫
1

√𝑥
𝑑𝑥 

 
 
 
 
 

 5. ∫(𝑥 + 1)(𝑥 − 1) 𝑑𝑥 6. ∫
𝑥2+2𝑥

𝑥
𝑑𝑥 

 
 
 
 
 
 

2. ก าหนดให ้ 𝑓′(𝑥)  =  6𝑥2 − 1  ถา้  𝑓(−1) = 0 แลว้ จงหา 𝑓(1) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

3. ก าหนดให ้ 𝑓′′(𝑥)  =  6𝑥 + 2  ถา้  𝑓′(0) = 1  และ  𝑓(1) = 0 แลว้  จงหา 𝑓(0) 
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4. ให ้𝑓 เป็นฟังกช์นัซึง่มีโดเมนและเรนจเ์ป็นสบัเซตของจ านวนจรงิ โดยที่อตัราการเปลีย่นแปลงของ 𝑓(𝑥) เทียบกบั 𝑥 
เทา่กบั  𝑎𝑥3 + 𝑏𝑥 เมื่อ 𝑎 และ 𝑏 เป็นจ านวนจรงิ และให ้𝑔(𝑥) = (𝑥3 + 2𝑥)𝑓(𝑥)  ถา้  𝑓′(1) = 18 , 

𝑓′′(0) = 6  และ  𝑓(2) = 𝑓(1) + 𝑓(0)  แลว้คา่ของ  𝑔′(−1)  เทา่กบัเทา่ใด    [PAT 1 (มี.ค. 56)/39] 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

5. ให ้ ℝ  แทนเซตของจ านวนจรงิ  ถา้  𝑓 : ℝ → ℝ  เป็นฟังกช์นัซึง่  𝑓′′(𝑥) = 3 + 6𝑥  ส  าหรบัทกุจ านวนจรงิ 𝑥  และ
ความชนัของเสน้สมัผสัโคง้  𝑦 = 𝑓(𝑥)  ณ จดุ (2, 22)  เทา่กบั 20    แลว้คา่ของ  

4
lim
x

𝑓(𝑥)  เทา่กบัเทา่ใด 

[PAT 1 (มี.ค. 57)/42] 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

6. ก าหนดให ้𝑅 แทนเซตของจ านวนจรงิ ถา้ 𝑓: 𝑅 → 𝑅 เป็นฟังกช์นัโดยที่ 𝑓′(𝑥) = 3√𝑥 + 5 ส าหรบัทกุจ านวนจรงิ 𝑥 

และ 𝑓(1) = 5  แลว้คา่ของ 
4

lim
x

𝑓(𝑥2)−2

𝑓(𝑥)
  เทา่กบัเทา่ใด    [PAT 1 (มี.ค. 53)/38] 
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7. ก าหนดให ้ 𝑦 = 𝑓(𝑥)  เป็นฟังกช์นัซึง่มคีา่สงูสดุที่  𝑥 = 1 
ถา้ 𝑓′′(𝑥) = −4 ทกุ 𝑥  และ  𝑓(−1) + 𝑓(3) = 0  แลว้  𝑓  มีคา่สงูสดุเทา่ใด    [PAT 1 (ต.ค. 52)/2-19] 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

8. ก าหนดให ้𝑅 แทนเซตของจ านวนจรงิ  ถา้ 𝑓: 𝑅 → 𝑅 เป็นฟังกช์นั 
โดยที่  𝑓′′(𝑥) = 6𝑥 + 4  ส  าหรบัทกุจ านวนจรงิ 𝑥  และความชนัของเสน้สมัผสัโคง้ 𝑦 = 𝑓(𝑥) ที่จดุ (2, 19) 
เทา่กบั 19 แลว้ คา่ของ 𝑓(1) เทา่กบัเทา่ใด    [PAT 1 (มี.ค. 53)/39] 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

9. ก าหนดให ้𝑓 เป็นฟังกช์นัพหนุามทีม่ี  𝑓′′(𝑥) = 𝑎𝑥 + 𝑏  เมื่อ 𝑎 และ 𝑏 เป็นจ านวนจรงิ ถา้  𝑓(0) = 2 และกราฟ
ของ 𝑓 มีจดุต ่าสดุสมัพทัธท์ี่ (1, −5) แลว้ 2𝑎 + 3𝑏 เทา่กบัเทา่ใด    [PAT 1 (มี.ค. 54)/19] 
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10. ก าหนดให ้𝑓 เป็นฟังกช์นัท่ีนิยามบนช่วง (0,  ∞) โดยที่ 𝑓(2) = 2𝑓(1) และ 𝑓′(𝑥) = 27𝑥 −
1

𝑥2 
ถา้ L เป็นเสน้สมัผสักราฟของ 𝑦 = 𝑓(𝑥) ที่จดุ (1, 𝑓(1)) แลว้ จดุในขอ้ใดตอ่ไปนีอ้ยูบ่น L    [A-NET 51/1-19] 

 1. (2,  64) 2. (2,  66) 3. (3,  94) 4. (3,  96) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

11. ให ้R แทนเซตของจ านวนจรงิ ก าหนดให ้ 𝑓 : R → R เป็นฟังกช์นัท่ีมีอนพุนัธท์กุอนัดบั โดยที่ 
 𝑓′′(𝑥) = 2𝑥 + 1  และ  𝑓′(2) = 2 

 สมการของเสน้ตรงทีต่ัง้ฉากกบัเสน้สมัผสัเสน้โคง้ 𝑦 = 𝑓(𝑥) ที่จดุ (1, 3) คือขอ้ใดตอ่ไปนี ้

 [PAT 1 (มี.ค. 55)/16] 

 1. 𝑦 = −
1

2
𝑥 + 2 2. 𝑦 = 

1

2
𝑥 + 

5

2
 

 3. 𝑦 = −
1

2
𝑥 + 

5

2
 4. 𝑦 = 

1

2
𝑥 + 2 
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12. ก าหนดให ้𝑓 เป็นฟังกช์นัพหนุามก าลงัสาม ซึง่นิยามบนช่วง [−2,  2] โดยที่ 𝑓(0) = 1,    𝑓(1) = 0 และ 𝑓 มีคา่
ต ่าสดุที่ 𝑥 = 1,    มีคา่สงูสดุที่ 𝑥 = −1  ขอ้ใดตอ่ไปนีถ้กูบา้ง    [A-NET 51/1-20] 

 1. 𝑓(−2) ≤ 𝑓(𝑥) ทกุ 𝑥 ∈ [−2,  2] 

 2. 𝑓(2) ≥ 𝑓(𝑥) ทกุ 𝑥 ∈ [−2,  2] 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

13. ก าหนดให ้ ℎ(𝑥) = 𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)  โดยที่ความชนัของเสน้สมัผสัเสน้โคง้  𝑦 = 𝑓(𝑥)  ที่จดุ (𝑥, 𝑦) เทา่กบั  2 − 2𝑥  
และเสน้โคง้  𝑦 = 𝑓(𝑥)  มีคา่สงูสดุสมัพทัธ ์เทา่กบั 5  ถา้ 𝑔 เป็นฟังกช์นัพหนุาม ซึง่มีสมบตัิ  𝑔(2) = 𝑔′(2) = 5  
แลว้  ℎ′(2) มีคา่เทา่กบัเทา่ใด    [PAT 1 (ก.ค. 53)/38] 
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14. ก าหนดให ้ 𝑃(𝑥)  เป็นพหนุามโดยที่  𝑃(0) = 1  และสอดคลอ้งกบั  
0

lim
h

3ℎ𝑥+2ℎ

𝑃(𝑥+ℎ+2)+𝑃(ℎ+2)−𝑃(𝑥+2)−𝑃(2)
  =  1 

 คา่ของ  𝑃(12)  เทา่กบัเทา่ใด    [PAT 1 (ต.ค. 55)/39] 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

15. ก าหนดให ้ R  แทนเซตของจ านวนจรงิ  ให ้ 𝑓 : R → R  เป็นฟังกช์นั โดยที่ 
 1. (𝑓𝑔)(𝑥) = 2𝑥 + 3  ส าหรบัทกุจ านวนจรงิ  𝑥 

 2. ฟังกช์นั  𝑓 และ 𝑔  มีอนพุนัธท์กุอนัดบัส าหรบัทกุจ านวนจรงิ 𝑥 

 3. ฟังกช์นั  𝑓  มีคา่สงูสดุสมัพทัธเ์ทา่กบั 2 ที่ 𝑥 = 1 

 4. 𝑔′′(𝑥) = 2  ส าหรบัทกุจ านวนจรงิ  𝑥 

 ฟังกช์นั  𝑔  มีคา่ต ่าสดุสมัพทัธเ์ทา่กบัเทา่ใด    [PAT 1 (ต.ค. 55)/37] 
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อินทิกรลัจ ากดัเขต 
 

ในกรณีที่มีตวัเลขปิดหวัทา้ยเครือ่งหมายอินทิกรลั เช่น 
3

1
  (3𝑥 + 5) 𝑑𝑥   (อา่นวา่ อินทิตเกรต  3𝑥 + 5  ตัง้แต ่1 ถึง 3) 

อินทิกรลัแบบที่มีตวัเลขปิดหวัทา้ยแบบนี ้จะเรยีกวา่ อินทิกรลัแบบ “จ ากดัเขต” 
(ถา้ไมม่ีตวัเลขปิดหวัทา้ยแบบหวัขอ้ก่อนหนา้นี ้จะเรยีกกวา่ อินทิกรลัแบบ “ไมจ่ ากดัเขต”) 

วิธีหา 
3

1
  (3𝑥 + 5) 𝑑𝑥  คือ ใหห้า ∫(3𝑥 + 5) 𝑑𝑥 ออกมาก่อน หลงัจากนัน้ “แทน 𝑥 = 3” ลบดว้ย “แทน 𝑥 = 1” 

 

ตวัอยา่ง  จงหา 
3

2
 4𝑥 𝑑𝑥 

วิธีท า หา ∫ 4𝑥 𝑑𝑥 ออกมาก่อน ได ้2𝑥2 + 𝑐    จากนัน้ “แทน 𝑥 = 3” ลบดว้ย “แทน 𝑥 = −2” 

นั่นคือ 
3

2
 4𝑥 𝑑𝑥 =  [2(3)2 + 𝑐] − [2(−2)2 + 𝑐] 

 =  (18 + 𝑐) − (8 + 𝑐) = 10 # 
 

ถา้สงัเกตดีๆ อินทิกรลัแบบจ ากดัเขต ตอนที่แทนคา่หวัทา้ยมาลบกนั จะพบวา่คา่ 𝑐 จะตดักนัเองหายไปหมดเสมอ 

ดงันัน้ ในการอินทิกรลัแบบจ ากดัเขต เราไมต่อ้งมี 𝑐 ตอนอินทิเกรตเลยก็ได ้
 

โดยประโยค “แทน 𝑥 = 𝑎  ลบดว้ย แทน 𝑥 = 𝑏” สามารถใชส้ญัลกัษณ ์ |
𝑎
 
𝑏
  แทนได ้

เช่น 
2

1
  (

1

𝑥2 + 2𝑥) 𝑑𝑥 = 
2

1
 (𝑥−2 + 2𝑥) 𝑑𝑥 

 =  (−𝑥−1 + 𝑥2) |
2
 

−1
 

 =  [−2−1 + 22] − [−(−1)−1 + (−1)2]  

 =               
7

2
         −                    2                    =  

3

2
 # 

 

สมบตัิที่ส  าคญัของการอินทิกลัแบบจ ากดัเขต คือ เราสามารถแบง่ช่วงอินทิเกรตเป็นหลายชว่งไดต้ามใจชอบ ตราบใดที่ 
𝑓(𝑥) ตอ่เนื่องตรงจดุที่จะแบง่ 

เช่น  
2

1
  𝑓(𝑥) 𝑑𝑥       จะแบง่เป็น  

0

1

  𝑓(𝑥) 𝑑𝑥  +  
2

0

  𝑓(𝑥) 𝑑𝑥  ก็ได ้

 หรอืจะแบง่เป็น  
1

1

  𝑓(𝑥) 𝑑𝑥  +  
2

1

  𝑓(𝑥) 𝑑𝑥  ก็ได ้

 หรอืจะแบง่เป็น  
0

1

  𝑓(𝑥) 𝑑𝑥  +  
1

0

  𝑓(𝑥) 𝑑𝑥  +  
2

1

  𝑓(𝑥) 𝑑𝑥  ก็ได ้

 หรอืจะไมแ่บง่ ก็ได ้ →  ทกุแบบ จะไดค้  าตอบเทา่กนั    (เมื่อก าหนดให ้𝑓(𝑥) ตอ่เนื่อง) 
 

และในกรณีที่  𝑓(𝑥)  แบง่เป็นหลายสตูรตามเง่ือนไขตา่งๆ จะตอ้งแบง่อินทิเกรตตามช่วงเง่ือนไขของสตูร 
 
 

แทน 𝑥 = 2  ลบดว้ย แทน 𝑥 = −1 
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ตวัอยา่ง  ก าหนดให ้ 𝑓(𝑥) = {
3𝑥2 + 1 , 𝑥 ≥ 1

4𝑥 , 𝑥 < 1
    จงหา 

3

2
 𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 

วิธีท า จะเห็นวา่    
1

lim
x

𝑓(𝑥)  =  
1

lim
x

𝑓(𝑥)  =  𝑓(1)  =  4    →    𝑓(𝑥) ตอ่เนื่องที่ 𝑥 = 1 

 ดงันัน้ ขอ้นีจ้ะแบง่อินทิเกรตตรงจดุ 𝑥 = 1  เพื่อใหเ้ลอืกใชส้ตูรได ้ดงันี ้
3

2
 𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 =  

1

2

 𝑓(𝑥) 𝑑𝑥  +  
3

1

 𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 

 =  
1

2

 4𝑥  𝑑𝑥     +  
3

1

 (3𝑥2 + 1)  𝑑𝑥 

 =      2𝑥2 |
1
 

−2
    +   (𝑥3 + 𝑥) |

3
 
1

 

 =     2 − 8       + (27 + 3) − (1 + 1)    =  22 # 
 
 

แบบฝึกหดั 
1. จงหาคา่ของอินทิกรลัตอ่ไปนี ้

 1. 
3

1
  (2𝑥 + 1) 𝑑𝑥 2. 

2

1
 (𝑥2 − 1) 𝑑𝑥 

 
 
 
 
 

 3. 
4

0
  (

2

√𝑥
+ 1) 𝑑𝑥 4. 

2

1
 
𝑥2+2

𝑥2  𝑑𝑥 

 
 
 
 
 
 

2. ก าหนดให ้ 𝑓′(𝑥)  =  𝑥2 + 2𝑥 + 1  จงหา  
2

1
  𝑓′′(𝑥) 𝑑𝑥 

 
 
 
 
 
 

3. ก าหนดให ้ 𝑓′(𝑥)  =  2𝑥 − 4  ถา้  𝑓(0) = 1  จงหา  
3

0
  𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 
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4. ถา้ 𝑓′(𝑥) = 3𝑥2 + 𝑥 − 5 และ 𝑓(0) = 1 แลว้ 
1

1
 𝑓(𝑥) 𝑑𝑥  มีคา่เทา่กบัเทา่ใด    [PAT 1 (ก.ค. 52)/32] 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

5. ให ้𝑓 เป็นฟังกช์นัซึง่มีโดเมนและเรนจเ์ป็นสบัเซตของเซตของจ านวนจรงิ โดยที่  𝑓(2𝑥 − 1) = 4𝑥2 − 10𝑥 + 𝑎  

เมื่อ 𝑎 เป็นจ านวนจรงิ และ 𝑓(0) = 12  คา่ของ  
4

1

 𝑓(𝑥) 𝑑𝑥  เทา่กบัเทา่ใด    [PAT 1 (พ.ย. 57)/41] 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

6. ให ้𝑓 และ 𝑔 เป็นฟังกช์นัซึง่มีโดเมนและเรนจเ์ป็นสบัเซตของเซตของจ านวนจรงิ โดยที่  𝑓′(𝑥) = 
2𝑥4−𝑥

𝑥3   เมื่อ 𝑥 ≠ 0 

 𝑔(𝑥) = (1 + 𝑥2)𝑓(𝑥)  และ  𝑔(1) = 2    คา่ของ 
2

1

 𝑥3𝑔′′(𝑥) 𝑑𝑥  เทา่กบัเทา่ใด    [PAT 1 (มี.ค. 58)/40] 
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7. ก าหนดใหฟั้งกช์นั  𝑓(𝑥)  =  {
𝑥3 , 𝑥 < −1

𝑎𝑥 + 𝑏 , −1 ≤ 𝑥 < 1

3𝑥2 + 2 , 𝑥 ≥ 1

  เมื่อ 𝑎 และ 𝑏 เป็นจ านวนจรงิ 

 ถา้ฟังกช์นั 𝑓 ตอ่เนื่อง ส าหรบัทกุจ านวนจรงิ 𝑥  แลว้คา่ 
2

2

 𝑓(𝑥)𝑑𝑥  เทา่กบัเทา่ใด    [PAT 1 (ต.ค. 58)/34] 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

8. ก าหนดให ้ 𝑓 : R → R      𝑓′′(𝑥) = 0 ทกุๆจ านวนจรงิ 

 ถา้  𝑓(0) = 23  และ  𝑓(1) = 103  แลว้  จงหาคา่ของ 
1

0
 𝑓(𝑥) 𝑑𝑥    [PAT 1 (ธ.ค. 54)/38] 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

9. ก าหนดให ้ ℝ  แทนเซตของจ านวนจรงิ และ  𝑎, 𝑏  เป็นจ านวนจรงิ และให ้𝑓 : ℝ → ℝ  เป็นฟังกช์นัท่ีนยิามโดย 

 𝑓(𝑥) = 𝑎 + 𝑏𝑥 + 𝑥3  ส าหรบัทกุจ านวนจรงิ 𝑥    ถา้เสน้ตรง  5𝑥 − 𝑦 + 13 = 0  สมัผสักราฟของ 𝑓 ที่ 𝑥 = 1 

 แลว้  
2

0

 𝑓(𝑥) 𝑑𝑥  เทา่กบัเทา่ใด        [PAT 1 (เม.ย. 57)/41] 
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10. ก าหนดให ้ 𝑓(𝑥) = 𝑥2 + 𝑎𝑥 + 𝑏  เมื่อ  𝑎 และ 𝑏  เป็นจ านวนจรงิ 

 ถา้  𝑓(1) = 2  และ  (𝑓 ∘ 𝑓)(0) = 10  แลว้คา่ของ  
2

1

 𝑓(𝑥) 𝑑𝑥  เทา่กบัเทา่ใด    [PAT 1 (มี.ค. 57)/38] 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

11. ถา้  
2

2

 |𝑥2 − 7𝑥 + 6| 𝑑𝑥  =  
𝑎

𝑏
  เมื่อ  𝑎 และ 𝑏  เป็นจ านวนเต็มที่  𝑏 ≠ 0  และ ห.ร.ม. ของ 𝑎 และ 𝑏 เทา่กบั 1 

 แลว้คา่ของ  𝑎 + 𝑏  เทา่กบัเทา่ใด    [PAT 1 (มี.ค. 57)/18] 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

12. คา่ของ 
2

4





  𝑥3+𝑥2+𝑥

𝑥|𝑥+2|−𝑥2−2
𝑑𝑥  เทา่กบัเทา่ใด    [PAT 1 (มี.ค. 59)/34] 
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13. ก าหนดให ้𝑓(𝑥) เป็นฟังกช์นัพหนุามก าลงัสอง  ถา้ความชนัของเสน้สมัผสัเสน้โคง้ 𝑦 = 𝑓(𝑥) ที่จดุ (1, 2) มีคา่

เทา่กบั 4  และ 
2

1
 𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 = 12  แลว้  𝑓(−1) + 𝑓′′(−1) มีคา่เทา่กบัเทา่ใด    [PAT 1 (ก.ค. 53)/37] 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

14. ถา้  𝑓′(𝑥) = 𝑥2 − 1  และ 
1

0
  𝑓(𝑥) 𝑑𝑥  = 0  แลว้  |𝑓(1)|  มีคา่เทา่กบัเทา่ใด    [PAT 1 (ต.ค. 52)/2-17] 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

15. ก าหนดให ้ 𝑓(𝑥) = 4𝑥3 + 𝑏𝑥2 + 𝑐𝑥 + 𝑑  เมื่อ 𝑏, 𝑐 และ 𝑑 เป็นจ านวนจรงิ โดยที ่ 
2

2

 𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 = −
64

3
 

 ถา้ 𝑔(𝑥) เป็นพหนุามซึง่  𝑔′(𝑥) = 𝑓(𝑥)  และ  𝑔′(1) = 𝑔′(0) = 𝑔(0) = 0 

 แลว้ 𝑔′′(𝑥) = 𝑔′(𝑥) + 𝑔(𝑥)  ตรงกบัสมการในขอ้ใดตอ่ไปนี ้   [PAT 1 (พ.ย. 57)/19] 
 1. 𝑥4 − 4𝑥3 + 12𝑥2 − 6𝑥 = 0 2. 𝑥4 − 8𝑥3 − 12𝑥2 − 6𝑥 = 0 

 3. 3𝑥4 − 16𝑥3 + 48𝑥2 − 24𝑥 = 0 4. 3𝑥4 + 8𝑥3 − 48𝑥2 + 24𝑥 = 0 
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16. ก าหนดให ้ 𝑓(𝑥) = 𝑥3 + 𝑎𝑥 + 𝑏  เมื่อ 𝑎 และ 𝑏 เป็นจ านวนจรงิ  ถา้อตัราการเปลีย่นแปลงเฉลีย่ของ 𝑓(𝑥) เทียบ

กบั 𝑥 เมื่อคา่ของ 𝑥 เปลีย่นจาก −1 เป็น 1  เทา่กบั −2  และ  
1

1

 𝑓(𝑥) 𝑑𝑥  =  2 

แลว้คา่ของ  
0

lim
h

𝑓(3+ℎ)−𝑓(3−ℎ)

ℎ
  เทา่กบัเทา่ใด    [PAT 1 (มี.ค. 59)/40] 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

17. ก าหนดให ้ 𝑏 > 1  และ 
b

1


𝑥−1

𝑥+√𝑥
 𝑑𝑥 = 4    คา่ของ  1 + 𝑏 + 𝑏2  เทา่กบัเทา่ใด    [PAT 1 (เม.ย. 57)/18] 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

18. ก าหนดให ้R แทนเซตของจ านวนจรงิ  ถา้  𝑓 : R → R  และ  𝑔 : R → R  เป็นฟังกช์นั  โดยที่  𝑓(𝑥) = 2𝑥 + 3 

 และ  (𝑔 ∘ 𝑓)(𝑥)  =  8𝑥3 + 44𝑥2 + 80𝑥 + 48  ส าหรบัทกุจ านวนจรงิ 𝑥 

 แลว้คา่ของ ∫ 𝑓(𝑔(𝑥)) 𝑑𝑥
6

0
  เทา่กบัเทา่ใด    [PAT 1 (มี.ค. 55)/37] 
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19. ก าหนดใหเ้สน้โคง้  𝑦 = 𝑓(𝑥)  สมัผสักบัเสน้ตรง  2𝑥 − 𝑦 + 3 = 0 ที่จดุ (0, 3)  และ 
2

0

 𝑓′′(𝑥) 𝑑𝑥  =  −3 

ถา้  𝑔(𝑥) = √𝑥 + 2 𝑓(𝑥)  และ  𝑔′(2) = 0  แลว้ 𝑓(2) เทา่กบัเทา่ใด    [PAT 1 (มี.ค. 54)/43] 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

20. ก าหนดให ้ 𝑃(𝑥)  เป็นพหนุามที่สอดคลอ้งกบั  𝑃(𝑥2 + 3) = 3𝑥4 + 24𝑥2 + 40  และให ้ 𝑓(𝑥) = 
x

0

 𝑃(𝑡) 𝑑𝑡 

 คา่ของ  
2

lim
x

√𝑃(𝑥) − 𝑓(𝑥)  เทา่กบัเทา่ใด    [PAT 1 (ต.ค. 55)/38] 
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21. ก าหนดให ้ 𝑓(𝑥)  เป็นพหนุามก าลงัสอง โดยที่  𝑓(0) = 1  และ  𝑓(𝑥 + 1) = 𝑓(𝑥 − 1) + 𝑥 + 1  ส  าหรบั

จ านวนจรงิ  𝑥  ใดๆ  คา่ของ  
1

2

 𝑓(𝑥) 𝑑𝑥  เทา่กบัเทา่ใด    [PAT 1 (ต.ค. 55)/20] 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

22. ก าหนดให ้ 𝐼(𝑎)  = 
a

a
 (𝑥2 − 1) 𝑑𝑥  ส าหรบั 𝑎 ∈ [0,  ∞) 

ประโยคในขอ้ใดตอ่ไปนีม้คีา่ความจรงิเป็นจรงิ เมื่อเอกภพสมัพทัธค์ือช่วง [0,  ∞)    [A-NET 51/1-2] 

 1. ∀𝑎[𝐼(𝑎) > 0] 2. ∀𝑎[(𝐼(𝑎) = 0) → (𝑎 = 0)] 

 3. ∃𝑎[(𝑎 > 2) ∧ (𝐼(𝑎) < 0)] 4. ∃𝑎[(𝑎 ≠ 0) ∧ (𝐼(𝑎) = 0)] 
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23. ก าหนดให ้ 𝑓(𝑥) = 𝑥3 + 𝑎𝑥 + 𝑏  เมื่อ 𝑎 และ 𝑏 เป็นจ านวนจรงิที่แตกตา่งกนั และให ้L1 และ L2 เป็นเสน้สมัผสั

เสน้โคง้ ท่ี  𝑥 = 𝑎  และ  𝑥 = 𝑏  ตามล าดบั    ถา้ L1 ขนานกบั L2  และ  
0

lim
h

 9ℎ

𝑓(1+ℎ)−𝑓(1)
  =  1 

แลว้คา่ของ  
2

0

 𝑓(𝑥) 𝑑𝑥  เทา่กบัเทา่ใด    [PAT 1 (มี.ค. 55)/39] 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

24. ก าหนดให ้ 𝑓(𝑥) = 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐  เป็นพหนุามก าลงัสอง เมื่อ 𝑎, 𝑏, 𝑐 เป็นจ านวนจรงิ และ 𝑎 ≠ 0 

 โดยที่ 𝑓(1) = 0  และ 𝑓 มีคา่สงูสดุที่ 𝑥 = 
1

3
    ให ้ 𝐹(𝛼, 𝛽) = 




 𝑓(𝑥) 𝑑𝑥  โดยที่  𝐹(0, 𝑡) = 𝐹(1, 𝑡) + 1 

 ส  าหรบัจ านวนจรงิ  𝑡 > 1  ขอ้ใดตอ่ไปนีถ้กูตอ้งบา้ง    [PAT 1 (เม.ย. 57)/19] 

 1. 𝐹(1,2) = 𝐹(2,3) + 10 

 2. อนพุนัธข์อง  𝑓(𝑥)

𝑥2   เทา่กบั  −3𝑥2−2𝑥−2

𝑥3  
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พืน้ท่ีที่ปิดลอ้มดว้ยเสน้โคง้ 
 

พืน้ท่ีที่อยูร่ะหวา่งกราฟ 𝑓(𝑥) กบั แกน X  ตัง้แต ่𝑥 = 𝑎 ถึง 𝑥 = 𝑏 จะเทา่กบั 
b

a
  𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 

 
 
 
 
 
 
 

สิง่ที่ตอ้งระวงัก็คือ ถา้พืน้ท่ีที่แรเงาอยูใ่ตแ้กน X  เราจะได ้
b

a
  𝑓(𝑥) 𝑑𝑥  เป็นคา่ติดลบ 

แตพ่ืน้ท่ี เป็นคา่ติดลบไมไ่ด ้ดงันัน้ เราตอ้งกลบัเครือ่งหมายใหเ้ป็นบวกก่อนตอบดว้ย 
 
 

ตวัอยา่ง  จงหาพืน้ท่ีที่ปิดลอ้มดว้ยเสน้โคง้  𝑦 = 𝑥2  กบัแกน X  ตัง้แต ่ 𝑥 = 1  ถึง  𝑥 = 3 
 
 
 
 
 
 

วิธีท า พืน้ท่ีสว่นท่ีแรเงา จะเทา่กบั 
3

1
  𝑥2 𝑑𝑥 

จะได ้ 
3

1
  𝑥2 𝑑𝑥  =  

1

3
𝑥3 |

3
1

  =  [
1

3
(3)3] − [

1

3
(1)3]  =  9 −

1

3
  =  

26

3
  

ดงันัน้ พืน้ท่ีที่แรเงา เทา่กบั  26

3
 # 

 
 

ตวัอยา่ง  จงหาพืน้ท่ีที่ปิดลอ้มดว้ยเสน้โคง้  𝑦 = −𝑥2 − 1  กบัแกน X  ตัง้แต ่ 𝑥 = 1  ถึง  𝑥 = 3 

 
 
 
 
 
 
 

วิธีท า ท าเหมือนเดิม แตเ่นื่องจากพืน้ท่ีอยูใ่ตแ้กน X  ดงันัน้ค าตอบจะออกมาเป็นเลขตดิลบ 

จะได ้   
3

1
  (−𝑥2 − 1) 𝑑𝑥 =  (−

1

3
𝑥3 − 𝑥) |

3
1

  =  [−
1

3
(3)3 − 3] − [−

1

3
(1)3 − 1]  

 =  (−12) − (−
4

3
)  =  −

32

3
  

ก่อนตอบ ใหเ้ปลีย่นคา่ที่ได ้ใหเ้ป็นบวกก่อน ดงันัน้ จะไดพ้ืน้ท่ีใตก้ราฟเทา่กบั  32

3
 # 

 
 
 

1 3 

 1  3 

พืน้ที่สว่นที่แรเงา = 
b

a
  𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 

 𝑎  𝑏 
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กรณีที่สรา้งความล าบากใหเ้รามากที่สดุคือ กรณีทีม่ีบางสว่นอยูเ่หนือแกน X และบางสว่นอยูใ่ตแ้กน X 

 
 
 
 
 
 
 

จากรูป ถา้โจทยถ์ามพืน้ท่ีสว่นท่ีแรเงา เราจะอินทิเกรต รวดเดียวตัง้แต ่𝑎 ถึง 𝑏 เลย ไมไ่ด ้เพราะพืน้ท่ีเหนือแกน (เป็นบวก) 
กบัใตแ้กน (เป็นลบ) จะหกัลา้งกนั ท าใหค้า่ที่ไดน้อ้ยกวา่ค าตอบทีโ่จทยต์อ้งการ 
 

วิธีท าโจทยป์ระเภทนี ้จะตอ้งแยกอินทิเกรต โดยอินทิเกรตจาก 𝑎 ถึง 𝑐 หนึง่ครัง้ และอินทิเกรตจาก 𝑐 ถึง 𝑏 อีกหนึง่ครัง้ ถา้
อนัไหนไดค้า่ติดลบ ใหเ้ปลีย่นเป็นบวกก่อน แลว้เอาผลการอินทิเกรตที่เปลีย่นเป็นบวกแลว้ มารวมกนั 

 

ที่ยากก็คือ ปกติโจทยม์กัจะไมใ่หรู้ปกราฟมา ท าใหเ้ราตอ้งหาจดุ 𝑐 เอาเอง    จะเห็นวา่จดุ 𝑐 ก็คือ จดุที่กราฟตดัแกน X 

ซึง่วธีิหาคือ ใหแ้กส้มการ 𝑓(𝑥) = 0 โดยอาศยัการแยกตวัประกอบ หรอืใชส้ตูร 𝑥 =
−𝑏±√𝑏2−4𝑎𝑐

2𝑎
 

ดงันัน้ สิง่ที่ตอ้งท าเป็นอนัดบัแรกในการท าโจทยเ์รือ่งนีค้ือ ตอ้งแกส้มการ  𝑓(𝑥) = 0  เพื่อหาจดุที่กราฟตดัแกน X ก่อน 
 

ตวัอยา่ง  จงหาพืน้ท่ีที่ปิดลอ้มดว้ยเสน้โคง้  𝑓(𝑥) = 𝑥2 − 1  กบัแกน X  ตัง้แต ่ 𝑥 = 0  ถึง  𝑥 = 3 

วิธีท า ก่อนอื่น หาวา่กราฟตดัแกน X ที่ไหนบา้ง โดยการแกส้มการ 
 
 

ดงันัน้ กราฟตดัแกน X ที่  𝑥 = −1  และ  𝑥 = 1 
เนื่องจากเราตอ้งการหาพืน้ท่ีตัง้แต ่𝑥 = 0 ถึง 𝑥 = 3 จึงตอ้งแบง่อินทิเกรตตรงจดุ 𝑥 = 1  

1

0
  (𝑥2 − 1) 𝑑𝑥 = (

1

3
𝑥3 − 𝑥) |

1
0

  =  [
1

3
(1)3 − 1] − [

1

3
(0)3 − 0]  =  −

2

3
    →  ท าใหเ้ป็นบวก ได ้2

3
 

3

1
  (𝑥2 − 1) 𝑑𝑥 = (

1

3
𝑥3 − 𝑥) |

3
1

  =  [
1

3
(3)3 − 3] − [

1

3
(1)3 − 1]  =  

20

3
 

ดงันัน้ จะไดพ้ืน้ท่ี คือ  2
3

+
20

3
  =  

22

3
 # 

 

อยา่งไรก็ตาม มีขอ้สงัเกตจากตวัอยา่งขอ้ที่ผา่นมาดงันี ้
 ถา้โจทยต์อ้งการหาพืน้ท่ีตัง้แต ่ 𝑥 = −5  ถึง  𝑥 = 3  คราวนีต้อ้งแบง่อินทิเกรตตรง  𝑥 = −1  ดว้ย 

นั่นคือ ตอ้งอินทิเกรต 3 เที่ยว คือ  
1

5




  ,  

1

1
   และ  

3

1
  

 ถา้โจทยต์อ้งการหาพืน้ท่ีตัง้แต ่ 𝑥 = 2  ถึง  𝑥 = 5  แบบนีอ้ินทิเกรตรวดเดยีว 
5

2
  ไดเ้ลย 

เพราะจาก  𝑥 = 2  ถึง  𝑥 = 5  ไมม่ีจดุตดัแกน X 

 ถา้โจทยใ์หห้า “พืน้ท่ีระหวา่ง 𝑓(𝑥) กบัแกน X” เฉยๆ   โดยไมบ่อกวา่จะเอาพืน้ท่ีตัง้แต ่𝑥 เป็นเทา่ไหรถ่ึงเทา่ไหร ่
แบบนีใ้หห้าตัง้แตจ่ดุแรกทีก่ราฟตดัแกน X  ไปจนถึงจดุสดุทา้ยทีก่ราฟตดัแกน X 
เช่นในตวัอยา่งขอ้ที่ผา่นมา ก็ตอ้งหาตัง้แต ่ 𝑥 = −1  ถึง  𝑥 = 1 

 

 𝑎 
 𝑏  𝑐 

 𝑥2 − 1 =  0 
 (𝑥 − 1)(𝑥 + 1) =  0 
 𝑥 =  −1 , 1 
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ตวัอยา่ง  จงหาพืน้ท่ีที่ปิดลอ้มดว้ยเสน้โคง้  𝑦 = 𝑥2 − 𝑥 + 2  กบัแกน X  ตัง้แต ่ 𝑥 = −1  ถึง  𝑥 = 1 
วิธีท า หาจดุตดัแกน X ก่อนโดยแกส้มการ  𝑥2 − 𝑥 + 2 = 0 

จะเห็นวา่สมการนี ้แยกตวัประกอบไมอ่อก 

ถา้ลองใชส้ตูร  𝑥  =  
−𝑏±√𝑏2−4𝑎𝑐

2𝑎
  =  

−(−1)±√(−1)2−4(1)(2)

2(1)
   จะพบวา่หาคา่ไมไ่ด ้เพราะในรูทติดลบ 

นั่นคือ สมการนี ้ไมม่ีค  าตอบ  →  แปลวา่กราฟนี ้ไมต่ดัแกน X 

ดงันัน้ อินทเกรตรวดเดียว ตัง้แต ่−1 ถึง 1 ไดเ้ลย 

ดงันัน้ พืน้ท่ี = 
1

1
 (𝑥2 − 𝑥 + 2) 𝑑𝑥        =  (

1

3
𝑥3 −

1

2
𝑥2 + 2𝑥) |

1
−1

 

=  [
1

3
(1)3 −

1

2
(1)2 + 2(1)] − [

1

3
(−1)3 −

1

2
(−1)2 + 2(−1)]  =  

14

3
 #  

 

ตวัอยา่ง  จงหาพืน้ท่ีที่ปิดลอ้มดว้ยเสน้โคง้  𝑓(𝑥) = 4𝑥3 − 4𝑥  และแกน X 

วิธีท า หาจดุตดัแกน X ก่อน โดยแกส้มการ 
 
 
 

ขอ้นี ้โจทยไ์มไ่ดบ้อกวา่จะเอาพืน้ที่ตัง้แตต่รงไหนถึงตรงไหน 

ในกรณีนี ้ใหห้าตัง้แต่จดุแรกที่กราฟตดัแกน X ไปจนถึงจดุสดุทา้ยที่กราฟตดัแกน X 

นั่นคือ ตัง้แต ่ 𝑥 = −1  ถึง  𝑥 = 1  แตร่ะหวา่งทาง กราฟตดัแกน X ที่ 𝑥 = 0  จึงตอ้งแบง่อินทิเกรตดว้ย 

0

1
 (4𝑥3 − 4𝑥) 𝑑𝑥  =  (𝑥4 − 2𝑥2) |

0
−1

  =  [(0)4 − 2(0)2] − [(−1)4 − 2(−1)2]  =  1 

1

0
  (4𝑥3 − 4𝑥) 𝑑𝑥  =  (𝑥4 − 2𝑥2) |

1
0

  =  [(1)4 − 2(1)2] − [(0)4 − 2(0)2]  =  −1  → ท าใหเ้ป็นบวก ได ้1 

ดงันัน้ พืน้ท่ี = 1 + 1 = 2 # 
 

ตวัอยา่ง  จงหาคา่ของ 
1

1
 √1 − 𝑥2 𝑑𝑥 

วิธีท า ขอ้นี ้อินทิเกรตตรงๆไมไ่ด ้เพราะเรากระจาย ∫ เขา้ไปในรูทไมไ่ด ้
ขอ้นี ้ตอ้งท ากลบักนั คือแทนท่ีจะใชก้ารอินทิเกรตเพื่อหาพืน้ท่ี เราตอ้งใชพ้ืน้ท่ี มาหาคา่อินทิเกรตแทน 

จะเห็นวา่ 
1

1
 √1 − 𝑥2 𝑑𝑥  ก็คือ พืน้ท่ีที่ปิดลอ้มดว้ยเสน้โคง้  𝑦 = √1 − 𝑥2  ตัง้แต ่ 𝑥 = −1 ถึง 𝑥 = 1  นั่นเอง 

วาดกราฟ  𝑦  =  √1 − 𝑥2  ไดด้งัรูป 

 
 

จะเห็นวา่ 
1

1
 √1 − 𝑥2 𝑑𝑥  ก็คือพืน้ท่ีครึง่วงกลมที่มีรศัมี 1 นั่นเอง 

ดงันัน้  
1

1
 √1 − 𝑥2 𝑑𝑥   =   

1

2
× 𝜋(1)2   =   

𝜋

2
 # 

 
 
 

 4𝑥3 − 4𝑥 =  0 
 4𝑥(𝑥2 − 1) =  0 
 4𝑥(𝑥 − 1)(𝑥 + 1) =  0 
 𝑥 =  −1 , 0 , 1 

          𝑦2 =  1 − 𝑥2 ;  𝑦 ≥ 0 
𝑥2 + 𝑦2 =  1 ;  𝑦 ≥ 0 1 −1 
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แบบฝึกหดั 

1. จงหาพืน้ท่ีที่ปิดลอ้มดว้ยเสน้โคง้ตอ่ไปนี ้กบัแกน X 

 1. 𝑓(𝑥) = 𝑥 + 1  ตัง้แต ่𝑥 = 2 ถึง 4 2. 𝑓(𝑥) = 2𝑥 − 4  ตัง้แต ่𝑥 = 1 ถึง 3 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 3. 𝑓(𝑥) = 6𝑥2 − 6𝑥 − 12  ตัง้แต ่𝑥 = 0 ถึง 3 4. 𝑓(𝑥) = 𝑥2 + 1  ตัง้แต ่𝑥 = −1 ถึง 2 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 5. 𝑓(𝑥) = 𝑥2 − 1 6. 𝑓(𝑥) = 3𝑥3 − 9𝑥2 + 6𝑥 
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2. จงหาคา่ของ  
2

2
 √4 − 𝑥2 𝑑𝑥 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

3. พืน้ท่ีของบรเิวณที่ปิดลอ้มดว้ยเสน้โคง้ 𝑦 = 𝑥3 − 2𝑥2 + 2𝑥 และแกน X จาก 𝑥 = 0 ถึง 𝑥 = 4 เทา่กบัเทา่ใด 

 [A-NET 50/1-22]  
 
 
 
 
 
 
 
 

4. ก าหนดให ้𝑓(𝑥) = {𝑥 + 3 เมื่อ 𝑥 < −1

−2𝑥3 เมื่อ 𝑥 ≥ −1
 

พืน้ท่ีที่ปิดลอ้มดว้ยกราฟของ 𝑓 บนช่วง [−4,  0] มีคา่เทา่ใด    [A-NET 51/2-10] 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

5. ก าหนดให ้กราฟของ 𝑦 = 𝑓(𝑥) มีความชนัที่จดุ (𝑥,  𝑦) ใดๆ เป็น 2𝑥 + 2 และ 𝑓 มีคา่ต ่าสดุสมัพทัธเ์ทา่กบั −3 

พืน้ท่ีของอาณาบรเิวณที่ปิดลอ้มดว้ยกราฟของ 𝑦 = 𝑓(𝑥)    แกน X    เสน้ตรง 𝑥 = −1    และเสน้ตรง 𝑥 = 0 
เทา่กบัก่ีตารางหนว่ย    [A-NET 49/1-19] 
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6. ให ้L เป็นเสน้ตรงที่ผา่นจดุ (0, 10)  และมีความชนัมากกวา่ −1 แตน่อ้ยกวา่ 0 

 ถา้พืน้ท่ีของอาณาบรเิวณทีถ่กูปิดลอ้มดว้ยเสน้ตรง L กบัแกน 𝑥 จาก 𝑥 = 0 ถึง 𝑥 = 6 มีคา่เทา่กบั 51 ตารางหนว่ย 
แลว้ จงหาพืน้ท่ีของอาณาบรเิวณที่ถกูปิดลอ้มดว้ยเสน้ตร L กบัแกน 𝑥 จาก 𝑥 = 0 ถึง 𝑥 = 3 
[PAT 1 (ธ.ค. 54)/39] 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

7. ก าหนดให ้

 𝐴 แทนพืน้ท่ีของอาณาบรเิวณที่ปิดลอ้มดว้ยเสน้โคง้ 𝑦 = 1 − 𝑥2 และแกน X 

 𝐵 แทนพืน้ท่ีของอาณาบรเิวณทีใ่ตเ้สน้โคง้ 𝑦 =
𝑥2

4
 เหนือแกน X จาก 𝑥 = −𝑐 ถึง 𝑥 = 𝑐 

 คา่ของ 𝑐 ที่ท  าให ้𝐴 = 𝐵 เทา่กบัเทา่ใด    [PAT 1 (มี.ค. 52)/32] 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

8. ก าหนดให ้ A(0, 0), B(1, 0)  และ  C( 
1

2
 , 

√3

2
 )  เป็นจดุยอดของรูปสามเหลีย่ม ABC 

 ถา้กราฟของ 𝑓(𝑥) = 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐  ผา่นจดุ A(0, 0), B(1, 0) 

 โดยที่ AC และ BC เป็นเสน้สมัผสักราฟของ 𝑓 ที่จดุ A(0, 0), B(1, 0)  ตามล าดบั 

 แลว้พื่นที่ท่ีปิดลอ้มดว้ยกราฟของ 𝑓 และเสน้ตรง AB มีคา่เทา่ใด    [PAT 1 (ธ.ค. 54)/18] 
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พืน้ท่ีระหวา่งเสน้โคง้ 
 
ที่ผา่นมา เป็นการหาพืน้ท่ีระหวา่งเสน้โคง้เสน้หนึง่ กบัแกน X 

นอกจากนี ้การอินทิเกรต ยงัสามารถใชห้าพืน้ท่ีระหวา่งเสน้โคง้สองเสน้ไดด้ว้ย 

พืน้ท่ีระหวา่งเสน้โคง้ 𝑓(𝑥) กบั 𝑔(𝑥) ตัง้แต ่ 𝑥 = 𝑎  ถึง  𝑥 = 𝑏  จะหาไดจ้ากสตูร 
b

a
  (𝑓(𝑥) − 𝑔(𝑥)) 𝑑𝑥 

 
 
 
 
 
 
 

ตวัอยา่ง  จงหาพืน้ท่ีที่อยูร่ะหวา่งเสน้โคง้  𝑦 = 𝑥3 + 1  และ  𝑦 = 𝑥2  ตัง้แต ่ 𝑥 = 0  ถึง  𝑥 = 2 ดงัรูป 
 
 
 
 
 
 

วิธีท า พืน้ท่ีระหวา่งโคง้  = 
2

0
  (𝑥3 + 1 − 𝑥2) 𝑑𝑥      =  (

1

4
𝑥4 + 𝑥 −

1

3
𝑥3)  |

2
 
0
 

  =  [
1

4
(2)4 + 2 −

1

3
(2)3] − [

1

4
(0)4 + 0 −

1

3
(0)3]      =  

10

3
 #  

 

อยา่งไรก็ตาม การใชส้ตูร 
b

a
  (𝑓(𝑥) − 𝑔(𝑥)) 𝑑𝑥  มีสิง่ที่ตอ้งระวงั คือ 

  บรเิวณที่ 𝑓(𝑥) อยูเ่หนือ 𝑔(𝑥) ผลอินทิเกรตจะเป็นบวก 

  บรเิวณที่ 𝑓(𝑥) อยู ่ ใต ้  𝑔(𝑥) ผลอินทิเกรตจะเป็นลบ 

เนื่องจาก พืน้ท่ีเป็นลบไมไ่ด ้ดงันัน้ ก่อนตอบตอ้งเปลีย่นเครือ่งหมายเป็นบวกดว้ย 
 

ปัญหาจะเกิดเมื่อ บางสว่น 𝑓(𝑥) อยูเ่หนือ 𝑔(𝑥) และบางสว่น 𝑓(𝑥) อยูใ่ต ้𝑔(𝑥) ดงัรูปตอ่ไปนี ้

 
 
 
 
 
 
 

เวลาหาพืน้ท่ีที่แรเงาในรูปขา้งบน จะตอ้งแยกอินทิเกรต 
c

a
  หนึง่เที่ยว และ 

b

c
  อีกหนึง่เที่ยว 

โดยถา้อนัไหนเป็นลบก็เปลีย่นใหเ้ป็นบวกก่อน แลว้คอ่ยเอามารวมกนั 
 

อยา่งไรก็ตาม ปกติโจทยก็์จะไมใ่จดีบอกจดุ 𝑐 มาให ้   จะเห็นวา่ จดุ 𝑐 ก็คือจดุที่ 𝑓(𝑥) ตดักบั 𝑔(𝑥) นั่นเอง 
วิธีหาจดุตดัของ 𝑓(𝑥) กบั 𝑔(𝑥) ก็คือใหแ้กส้มการ  𝑓(𝑥) = 𝑔(𝑥) 

 

𝑓(𝑥) 

𝑔(𝑥) 
 𝑎  𝑏  𝑐 

พืน้ที่สว่นที่แรเงา = 
b

a
  (𝑓(𝑥) − 𝑔(𝑥)) 𝑑𝑥 

 𝑎  𝑏 

𝑦 = 𝑓(𝑥) 

𝑦 = 𝑔(𝑥) 

 2 

𝑦 = 𝑥3 + 1 

𝑦 = 𝑥2 
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ดงันัน้ สิง่ที่ตอ้งท าเป็นอนัดบัแรกในการท าโจทยเ์รือ่งนีค้ือ ตอ้งแกส้มการ  𝑓(𝑥) = 𝑔(𝑥)  เพื่อหาจดุตดักราฟก่อน 
ถา้แกส้มการ  𝑓(𝑥) = 𝑔(𝑥)  แลว้ไมม่คี  าตอบ  แสดงวา่ 𝑓(𝑥) กบั 𝑔(𝑥) ไมต่ดักนันั่นเอง 
 

และสดุทา้ย ถา้โจทยไ์มบ่อกวา่ตอ้งการพืน้ท่ีตัง้แต ่𝑥 เป็นเทา่ไหรถ่งึเทา่ไหร ่
ก็ใหห้าตัง้แตจ่ดุแรกที่กราฟตดักนัไปจนถึงจดุสดุทา้ยทีก่ราฟตดักนั 

 

ตวัอยา่ง  จงหาพืน้ท่ีระหวา่ง  𝑦 = 𝑥2  และ  𝑦 = 𝑥  ตัง้แต ่ 𝑥 = −1  ถึง  𝑥 = 1 
วิธีท า ก่อนอื่น หาจดุตดักนัของสองกราฟนีก้่อน โดยแกส้มการ 

 
 
 

จะเห็นวา่ จาก  𝑥 = −1  ถึง  𝑥 = 1  ตอ้งผา่นจดุตดักราฟท่ี 𝑥 = 0  ดงันัน้ ตอ้งแยกกินทิเกรตที่  𝑥 = 0 

0

1
 (𝑥2 − 𝑥 )𝑑𝑥 =  (

1

3
𝑥3 −

1

2
𝑥2) |

0
−1

 

 =  [
1

3
(0)3 −

1

2
(0)2] − [

1

3
(−1)3 −

1

2
(−1)2]  =  

5

6
  

1

0
  (𝑥2 − 𝑥) 𝑑𝑥 =  (

1

3
𝑥3 −

1

2
𝑥2) |

1
0

 

 =  [
1

3
(1)3 −

1

2
(1)2] − [

1

3
(0)3 −

1

2
(0)2]  =  −

1

6
    → เปลีย่นเป็นบวก ได ้ 1

6
 

ดงันัน้ พืน้ท่ีทัง้หมด คือ  5
6

+
1

6
  =  1 # 

 

ตวัอยา่ง  จงหาพืน้ท่ีระหวา่ง  𝑦 = √𝑥  และ  𝑦 = 𝑥 

วิธีท า หาจดุตดักนัของสองกราฟนีก้่อน โดยแกส้มการ 
 
 
 
 

ขอ้นีโ้จทยไ์มไ่ดบ้อกวา่ใหห้าพืน้ท่ีตัง้แตต่รงไหนถึงตรงไหน 

ดงันัน้ ตอ้งหาตัง้แตจ่ดุแรกทีก่ราฟตดักนัไปจนถงึจดุสดุทา้ยทีก่ราฟตดักนั นั่นคือ ตัง้แต ่ 𝑥 = 0  ถึง  𝑥 = 1 

จะได ้พืน้ท่ี  =  
1

0
  (√𝑥 − 𝑥) 𝑑𝑥 =  (

2

3
𝑥

3

2 −
1

2
𝑥2) |

1
0

 

 =  [
2

3
(1)

3

2 −
1

2
(1)2] − [

2

3
(0)

3

2 −
1

2
(0)2]  =  

1

6
 # 

 
 

แบบฝึกหดั 

1. จงหาพืน้ท่ีระหวา่ง  𝑦  =  𝑥 − 2  และ  𝑦  =  2 − 𝑥  ตัง้แต ่ 𝑥 = 0  ถึง  𝑥 = 3 

 
 
 
 
 
 
 

 𝑥2 =  𝑥 
 𝑥2 − 𝑥 =  0 
 𝑥(𝑥 − 1) =  0 
 𝑥 =  0 , 1 

 √𝑥 =  𝑥 
 𝑥 =  𝑥2 
 0 =  𝑥2 − 𝑥 
 0 =  𝑥(𝑥 − 1) 
 𝑥 =  0 , 1 

อยา่ลืมตรวจ
ค าตอบดว้ย ! 
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2. จงหาพืน้ท่ีระหวา่ง  𝑦  =  3𝑥2 + 2  และ  𝑦  =  1 − 𝑥  ตัง้แต ่ 𝑥 = 0  ถึง  𝑥 = 2 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

3. จงหาพืน้ท่ีระหวา่ง  𝑦  =  2𝑥2 − 𝑥 − 4  และ  𝑦  =  𝑥2 + 𝑥 − 1  ตัง้แต ่ 𝑥 = 0  ถึง  𝑥 = 3 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

4. จงหาพืน้ท่ีระหวา่ง  𝑦  =  𝑥2 − 1  และ  𝑦  =  1 − 𝑥2 
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5. จงหาคา่  𝑎 > 0 ที่เป็นไปไดท้ัง้หมด ที่ท าใหพ้ืน้ท่ีของบรเิวณที่ปิดลอ้มโดยกราฟของพาราโบลา  𝑦  =  𝑥 − 𝑎𝑥2  

และ  𝑦  =  𝑥
2

𝑎
  มีคา่มากสดุ 
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ลมิิตของฟังกช์นั 

 

1. 1. 6 2. −1 3. หาไมไ่ด ้ 4. −
1

2
 

 5. หาไมไ่ด ้ 6. −5 

7. 3 

𝑥2−√𝑥

√𝑥−1
 = 

(√𝑥)4 − √𝑥

√𝑥−1
 = 

√𝑥((√𝑥)3−1)

√𝑥−1
 = 

√𝑥(√𝑥−1)((√𝑥)2+√𝑥+1)

√𝑥−1
 = √𝑥((√𝑥)2 + √𝑥 + 1) 

ดงันัน้ 
1

lim
x

𝑥2−√𝑥

√𝑥−1
 = √1((√1)2 + √1 + 1) = 1(3) = 3 

2. 1 3. 6 4. 3 5. 330 

 

ลมิิตทางซา้ย – ลมิิตทางขวา 

 

1. 3 2. หาไมไ่ด ้ 3. −2 4. หาไมไ่ด ้

5. 32 6. หาไมไ่ด ้ 7. −1 8. 3 

9. 0 10. −
1

2
 11. 12 12. 9 

13. 2 
 

การหาลมิติจากกราฟ 

 

1. 1 , 1 , 1 , 1 2. หาไมไ่ด ้, 4 , 4 , 4 

3. 3 , 1 , 3 , หาไมไ่ด ้ 4. 1 , หาไมไ่ด ้, หาไมไ่ด ้, หาไมไ่ด ้
 

ความตอ่เนื่องของฟังกช์นั 

 

1. ตอ่เนื่อง / ตอ่เนื่อง 2. ตอ่เนื่อง / ไมต่อ่เนื่อง 
3. ตอ่เนื่อง / ตอ่เนื่อง 4. ตอ่เนื่อง / ไมต่อ่เนื่อง 
5. 1 6. 𝑎 = 2, 𝑏 = −1 7. 2, 4 8. 8 

9. 24 10. 18 11. 0.125 12. −10 

13. 53 14. 8 15. 15 16. √7 − 2 
 

อตัราการเปลีย่นแปลงเฉลีย่ 

 

1. 1. 2 2. 1

5
 3. 8 4. 2𝑎 + 1 

 

อตัราการเปลีย่นแปลงขณะใดๆ 

 

1. 1. −4 2. −6 

2. 1. 4 2. 12 
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อนพุนัธข์องฟังกช์นั 

 

1. 1. 2𝑥 + 2 2. 12𝑥3 − 2𝑥 + 1 3. −1 + 2𝑥 − 3𝑥2 4. 1

2√𝑥
 

 5. 3√𝑥

2
− 1 6. 3√𝑥

2
−

1

√𝑥
 7. −

3

2𝑥2√𝑥
 

2. 1. 4𝑥 − 3 2. 6𝑥2 − 6𝑥 + 2 3. −
2𝑥

(𝑥2+2)2 4. 2

(𝑥+1)2 

3. 6

5
 4. 3 5. 88

9
 6. 5

3
 

7. 6 8. 4 9. 12 10. 1, 2 

11. 1.5 12. 16

5
 13. 3 

 

กฎลกูโซ ่

 

1. 1. 100(2𝑥3 + 1)99(6𝑥2) 2. −
2𝑥+2

(𝑥2+2𝑥−5)2 

 3. 2𝑥+3

2√𝑥2+3𝑥
 4. (2𝑥2 + 4𝑥 − 3)(2𝑥 + 2) 

2. 1. 2𝑥3

√𝑥4+3
 2. 2𝑥 

3. 1

2
 4. 2

3
 5. 1.5 6. 1 

 

อนพุนัธข์องฟังกช์นัแฝง 
 

1. 1. 3 2. 8

3
 3. 5

4
 

 

อนพุนัธอ์นัดบัสงู 
 

1. 6𝑥 + 2 2. −
6

𝑥4 3. 105 4. 120 

5. 1

3
 6. 35 

 

ระยะทาง ความเรว็ ความเรง่ 
 

1. 7, 8 2. 12 3. 4 

 

กฎของโลปิตาล 

 

1. 1. 2 2. −6 3. หาไมไ่ด ้ 4. −3 

2. 5 3. 634 

 

ความชนัเสน้โคง้ 
 

1. 1. −2 2. 1

4
 

2. 𝑦 = −2𝑥 + 2 3. 𝑦 = 4𝑥 +
15

2
 4. 8√82 5. 4 

6. 1 7. 2 8. 3 
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ฟังกช์นัเพิ่ม – ฟังกช์นัลด 

 

1. 1. เพิ่ม 2. ลด 3. เพิ่ม 4. เพิ่ม 
2. 1. (3, ∞) 2. (−∞, 1) ∪ (3, ∞) 

3. 3 4. 1, 3 

 

คา่สงูสดุ ต ่าสดุ 

 

1. 1. สงูสดุ (−3, 42) / ต ่าสดุ (1, 10) 2. สงูสดุ (1, 4) 

2. 1. สงูสดุ (2, 8) / ต ่าสดุ (−2, −8) 2. สงูสดุ (2, 30) / ไมม่ีจดุต ่าสดุสมับรูณ ์

3. 5 4. 18 5. 10 6. 0 

7. 1, 2 8. 1, 2 9. 2 

 

ปฏิยานพุนัธ ์

 

1. 1. 2𝑥2 − 3𝑥 + 𝑐  2. 𝑥4

2
+ 2𝑥3 −

3𝑥2

2
+ 5𝑥 + 𝑐 3. 2𝑥√𝑥

3
+ 𝑐 

 4. 2√𝑥 + 𝑐 5. 𝑥3

3
− 𝑥 + 𝑐 6. 𝑥2

2
+ 2𝑥 + 𝑐 

2. 2 3. −3 4. 354 5. 100 

6. 6 7. 8 8. 7 9. 42 

10. 2 11. 2 12. 1, 2 13. 10 

14. 157 15. 2.25 

 

อินทิกรลัจ ากดัเขต 

 

1. 1. 10 2. 0 3. 12 4. 2 

2. 5 3. −6 4. 7

3
 5. 34.5 

6. 132 7. 9.25 8. 63 9. 38 

10. 12 11. 104 12. 3 13. 18 

14. 0.25 15. 4 16. 48 17. 91 

18. 990 19. 8 20. 3 21. 3 

22. 4 23. 4 24. 1 

 

พืน้ท่ีที่ปิดลอ้มดว้ยเสน้โคง้ 
 

1. 1. 8 2. 2 3. 31 4. 6 

 5. 4

3
 6. 3

2
 

2. 2𝜋 3. 37.33 4. 3 5. 8

3
 

6. 27.75 7. 2 8. √3

6
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พืน้ท่ีระหวา่งเสน้โคง้ 
 

1. 5 2. 12 3. 9 4. 8

3
 

5. 1 

หาจดุตดัของทัง้สองกราฟก่อน  โดยการแกส้มการ  𝑥 − 𝑎𝑥2  =  
𝑥2

𝑎
  →  𝑥 − (𝑎 +

1

𝑎
) 𝑥2 = 0 

→  𝑥 (1 − (
𝑎2+1

𝑎
) 𝑥) = 0  ได ้ 𝑥 = 0  หรอื  1 − (

𝑎2+1

𝑎
) 𝑥 = 0  →   𝑥 = 0 , 

𝑎

𝑎2+1
 

ดงันัน้ พท ใตก้ราฟ  =  เอาสองเสน้มาลบกนั แลว้อินทิเกรต ตัง้แต ่ 0  ถึง  𝑎

𝑎2+1
 

สองเสน้ลบกนัได ้ 𝑥 − 𝑎𝑥2 −
𝑥2

𝑎
  →  อินทิเกรตได ้ 𝑥

2

2
−

𝑎𝑥3

3
−

𝑥3

3𝑎
  แลว้แทน  𝑥 = 

𝑎

𝑎2+1
  ลบดว้ยแทน 𝑥 = 0 

ได ้พท = 
1

2
(

𝑎

𝑎2+1
)

2
−

𝑎

3
(

𝑎

𝑎2+1
)

3
−

1

3𝑎
(

𝑎

𝑎2+1
)

3
 = 

1

2
(

𝑎

𝑎2+1
)

2
−

1

3
(

𝑎2+1

𝑎
) (

𝑎

𝑎2+1
)

3
 = (

1

2
−

1

3
) (

𝑎

𝑎2+1
)

2
 

=  
1

6
(

𝑎

𝑎2+1
)

2
 = 

1

6
(

1

𝑎+
1

𝑎

)

2

  = 
1

6(𝑎2+
1

𝑎2+2)
  →  มากสดุเมื่อ  𝑎2 +

1

𝑎2 นอ้ยสดุ 

ดิฟได ้ 2𝑎 −
2

𝑎3  = 0  →  𝑎4 = 1  →  𝑎 = ±1  →  𝑎 = 1 
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