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PAT 1 (ก.พ. 61) 

รหสัวิชา 71 วิชา ความถนดัทางคณิตศาสตร ์(PAT 1) 
วนัเสารท์ี่ 24 กมุภาพนัธ ์2561 เวลา 13.00 - 16.00 น. 
 

ตอนที่ 1 ขอ้ 1 - 30 ขอ้ละ 6 คะแนน 

1. ก าหนดให ้𝑝 และ 𝑞 เป็นประพจนใ์ดๆ ประพจนใ์นขอ้ใดตอ่ไปนีเ้ป็นสจันิรนัดร ์
 1. ~𝑝 ∨ (~𝑝 ∧ 𝑞) 2. (𝑞 ∨ ~𝑞) ∧ (𝑝 → ~𝑞) 3. ~(𝑝 → ~𝑞) → 𝑞 

 4. (~𝑝 ∨ 𝑞) → (~𝑝 ∧ ~𝑞) 5. (~𝑝 ∧ 𝑞) → (~𝑞 ∧ 𝑝) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

2. ก าหนดเอกภพสมัพทัธ ์คือเซตค าตอบของอสมการ  𝑥2(𝑥2 − 1)  ≥  0 

 และให ้ 𝑃(𝑥)  แทน  |𝑥|  >  1 

  𝑄(𝑥)  แทน  𝑥2 − 𝑥  ≥  2 

  𝑅(𝑥)  แทน  𝑥  <  0 

  𝑆(𝑥)  แทน  1 − 𝑥  <  0 

 ขอ้ใดตอ่ไปนีม้คีา่ความจรงิเป็นเท็จ 
 1. ~∀𝑥[𝑃(𝑥)] 2. ∃𝑥[𝑄(𝑥)] 3. ∀𝑥[𝑄(𝑥) → 𝑃(𝑥)] 

 4. ∃𝑥[𝑆(𝑥) ∧ 𝑃(𝑥)] 5. ∀𝑥[𝑆(𝑥) → ~(𝑃(𝑥) ↔ 𝑅(𝑥))] 

 
 
 
 
 
 
 
 

3. เซตค าตอบของอสมการ  (√1 + 𝑥 + 1)(√1 + 𝑥 + 𝑥2 + 𝑥 − 13)  <  𝑥  เป็นสบัเซตของช่วงในขอ้ใดตอ่ไปนี ้
 1. (−5, 0) 2. (−4, 1) 3. (−3, 2) 4. (−2, 4) 5. (−1, 5) 
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4. คา่ของ  sin (4 arctan
1

3
) tan (2 arctan

1

7
)  เทา่กบัขอ้ใดตอ่ไปนี ้

 1. 5

24
 2. 7

25
 3. 7

24
 4. 12

25
 5. 13

25
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

5. ให ้𝑅 แทนเซตของจ านวนจรงิ  และให ้ 𝑟1  =  { (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑅 × 𝑅 | 𝑦 = √3 − 𝑥 + √2 + 𝑥 } 

  𝑟2  =  { (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑅 × 𝑅 | |𝑦| = |𝑥| + 1 }  
 ถา้ 𝐴 เป็นโดเมนของ 𝑟1  และ 𝐵 เป็นเรนจข์อง 𝑟2  แลว้ 𝐴 − 𝐵 เป็นสบัเซตของช่วงในขอ้ใดตอ่ไปนี ้
 1. (−∞, −1] 2. (−2, 0] 3. (−1, 1] 4. (0, 2] 5. (1, ∞) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

6. ถา้  𝐴 = arctan (
2 sin 130°−cos 20°

cos 290°
)  แลว้  sin (

𝜋

6
+ 𝐴) cos (

𝜋

6
− 𝐴)  เทา่กบัขอ้ใดตอ่ไปนี ้

 1. −
√3

2
 2. −

1

2
 3. 0 4. 1

2
 5. √3

2
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7. ถา้  0 < 𝐴, 𝐵 < 
𝜋

2
  สอดคลอ้งกบั  (1 + tan 𝐴)(1 + tan 𝐵)  =  2 

 แลว้คา่ของ  tan2 (
𝐴+𝐵

2
)  เทา่กบัขอ้ใดตอ่ไปนี ้

 1. 3 − 2√2 2. 3 + 2√2 3. 5 − 2√2 

 4. 1 + √2 5. 1 + 2√2 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

8. ให ้𝐸 เป็นวงรรูีปหนึง่มีจดุศนูยก์ลางอยูท่ี่จดุ (1, −2)  และโฟกสัทัง้สองอยูบ่นเสน้ตรงที่ขนานกบัแกน 𝑥 

 ถา้ (4, 0) เป็นจดุบน 𝐸  และผลบวกของระยะทางจากจดุ (4, 0) ไปยงัจดุโฟกสัทัง้สองเทา่กบั 8 หนว่ย 

 แลว้วงร ี𝐸 ผา่นจดุในขอ้ใดตอ่ไปนี ้
 1. (4, 2) 2. (2, 4) 3. (2, −4) 4. (−2, −4) 5. (4, −2) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

9. ให ้𝑎 เป็นจ านวนจรงิที่สอดคลอ้งกบัอสมการ  log3(5(6𝑎) − 22𝑎+1)  >  2𝑎 + 1  ขอ้ใดตอ่ไปนีถ้กูตอ้ง 
 1. 2𝑎 + 1  >  0 2. |𝑎|  >  1 3. 2𝑎  >  1 

 4. 1  <  |𝑎 − 1|  <  2 5. 2𝑎+1  <  1 
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10. ก าหนดให ้ 𝐴 = [
1 2

−1 3
]  และ  𝐵 = [

−3 1
𝑎 𝑏

]  เมื่อ 𝑎 และ 𝑏 เป็นจ านวนจรงิ 
 ถา้  (𝐴 − 𝐵)𝐵  =  𝐵(𝐴 − 𝐵)  แลว้คา่ของ  det(𝐴 + 𝐵)  เทา่กบัขอ้ใดตอ่ไปนี ้

 1. −
3

2
 2. −

1

2
 3. 5

2
 4. 7

2
 5. 13

2
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

11. ก าหนดใหเ้วกเตอร ์ �̅�  =  𝑖 ̅+ 𝑗̅ − 2�̅�      ถา้ �̅� เป็นเวกเตอรใ์นสามมติิ โดยที่  (�̅� + �̅�) ∙ (�̅� − �̅�)  =  10 

 และเวกเตอร ์�̅� ท ามมุ 60° กบัเวกเตอร ์�̅�    แลว้ขนาดของเวกเตอร ์ �̅� × �̅�  อยูใ่นชว่งในขอ้ใดตอ่ไปนี ้
 1. (0, 2] 2. (2, 4] 3. (4, 6] 4. (6, 8] 5. (8, 10] 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

12. ก าหนดให ้𝑎 และ 𝑏 เป็นจ านวนจรงิบวก และให ้ 𝑃 = 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦  เป็นฟังกช์นัจดุประสงค ์ภายใตอ้สมการขอ้จ ากดั
ตอ่ไปนี ้ 𝑥 + 2𝑦  ≤  12 

  𝑥 + 𝑦  ≥  6  
  𝑥 − 2𝑦  ≥  0  
  𝑥  ≥  0  และ  𝑦  ≥  0 

 ถา้  𝑃  มีคา่มากที่สดุ ทีจ่ดุ 𝐴 และ 𝐵  โดยที่จดุ 𝐴 และจดุ 𝐵 เป็นจดุสองจดุที่ตา่งกนัอยูบ่นเสน้ตรง  𝑥 + 2𝑦 = 12 

 และเป็นจดุมมุที่สอดคลอ้งกบัอสมการท่ีก าหนดให ้ แลว้ขอ้ใดตอ่ไปนีถ้กูตอ้ง 
 1. 𝑏 = 𝑎 2. 𝑏 = 2𝑎 3. 𝑏 = 3𝑎 4. 𝑏 = 4𝑎 5. 𝑏 = 5𝑎 
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13. ก าหนดให ้ 𝑆 เป็นปรภิมูิตวัอยา่ง และ 𝑃(𝐸) แทนความนา่จะเป็นของเหตกุารณ ์𝐸 

 และ 𝐸′ แทนคอมพลเีมนตข์องเหตกุารณ ์𝐸    ถา้ 𝐴 และ 𝐵 เป็นเหตกุารณใ์น 𝑆 โดยที่  𝑃(𝐴 ∪ 𝐵) = 0.8 

 และ  𝑃(𝐴 ∩ 𝐵) = 0.4    แลว้คา่ของ  𝑃(𝐴′) + 𝑃(𝐵′)  เทา่กบัขอ้ใดตอ่ไปนี ้
 1. 0.4 2. 0.6 3. 0.8 4. 1.2 5. 1.6 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

14. 
4

lim
x

 2
√𝑥𝑥2−23+√𝑥√𝑥

√𝑥−2
  มีคา่เทา่กบัขอ้ใดตอ่ไปนี ้

 1. 32 2. 64 3. 80 4. 96 5. 128 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

15. ให ้𝑓 เป็นฟังกช์นัซึง่มีโดเมนและเรนจเ์ป็นสบัเซตของจ านวนจรงิ  โดยที่  𝑓′(𝑥)  =  2𝑎𝑥 + 𝑏√𝑥 + 1 

 เมื่อ 𝑎 และ 𝑏 เป็นจ านวนจรงิ    ถา้  𝑓(0) = 1  และ  𝑓′(1) = 𝑓′(4) = 0  แลว้  (𝑓 ∘ 𝑓)(4)  มีคา่เทา่กบั 

 ขอ้ใดตอ่ไปนี ้
 1. 1.25 2. 1.75 3. 2.25 4. 2.75 5. 3.25 
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16. ก าหนดให ้𝐴𝐵𝐶 เป็นรูปสามเหลีย่ม  โดยมีความยาวของเสน้รอบรูปสามเหลีย่มเทา่กบั 60 หนว่ย 

 ถา้ความยาวของดา้นตรงขา้มมมุ 𝐴 และมมุ 𝐵 เทา่กบั 𝑎 หนว่ย และ 𝑏 หนว่ย ตามล าดบั 

 แลว้คา่ของ  𝑎 sin2 (
𝐴+𝐶

2
) + 𝑏 sin2 (

𝐵+𝐶

2
)  เทา่กบัขอ้ใดตอ่ไปนี ้

 1. 30 2. 30 + 𝑎 3. 60 

 4. 60 + 𝑎 + 𝑏 5. 150 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

17. ใหจ้ดุ 𝐴 เป็นจดุบนเสน้ตรง  3𝑥 + 𝑦 + 4 = 0  โดยที่จดุ 𝐴 หา่งจากจดุ (−5, 6) และจดุ (3, 2) เป็นระยะเทา่กนั 

 ให ้𝐿1 และ 𝐿2 เป็นเสน้ตรงสองเสน้ท่ีตา่งกนัและขนานกบัเสน้ตรง  5𝑥 + 12𝑦 = 0 

 ถา้จดุ 𝐴 อยูห่า่งจากเสน้ตรง 𝐿1 และ 𝐿2 เป็นระยะเทา่กบั 2 หนว่ย 

 แลว้ผลบวกของระยะตดัแกน 𝑥 ของเสน้ตรง 𝐿1 และ 𝐿2 เทา่กบัขอ้ใดตอ่ไปนี ้
 1. −5.6 2. −2.8 3. 2.8 4. 5.6 5. 8.4 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

18. ให ้ 𝑧1 = 
1+7𝑖

(2−𝑖)2  และ  𝑧2 = 
1+3𝑖

1−2𝑖
  เมื่อ  𝑖2 = −1 

 ถา้ 𝑎 และ 𝑏 เป็นจ านวนจรงิ ท่ีสอดคลอ้งกบั  |𝑎𝑧1 + 𝑏𝑧2̅| = 2    แลว้คา่ของ  𝑎2 + 𝑏2  เทา่กบัขอ้ใดตอ่ไปนี ้
 1. 1 2. 2 3. 4 4. 8 5. 12 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 PAT 1 (ก.พ. 61) 7 

19. จากการส ารวจรายไดแ้ละรายจา่ยของพนกังานบรษัิทแหง่หนึง่ จ านวน 8 คน ดงันี ้
 
 
 
 
 
 
 
 

 ปรากฏวา่รายได ้(𝑥) และรายจ่าย (𝑦) มีความสมัพนัธเ์ชิงฟังกช์นัแบบเสน้ตรงเป็น  𝑦 = 8𝑥 + 13.5 

 ถา้   
i


8

1
𝑦𝑖   =  492   และ   

i


8

1
𝑥𝑖𝑦𝑖   =  3432   แลว้ความแปรปรวนของรายไดข้องพนกังาน 8 คนนี ้

 เทา่กบัขอ้ใดตอ่ไปนี ้
 1. 6.5 2. 7.5 3. 8.5 4. 9.5 5. 10.5 
 
 
 
 
 
 

20. ก าหนดตารางแสดงพืน้ท่ีใตเ้สน้โคง้ปกตมิาตรฐานระหวา่ง 0 ถึง 𝑧 ดงันี ้
 
 
 

 จากการสอบถามอายขุองนกัเรยีนมธัยมศกึษาตอนปลายของโรงเรยีนแหง่หนึง่ พบวา่อายขุองนกัเรยีนมีการแจกแจง
ปกติ  มีนกัเรยีนรอ้ยละ 30.85 ที่มีอายมุากกวา่ 17 ปี  และมีนกัเรยีนรอ้ยละ 53.28 ที่มีอายตุัง้แต ่14 ปี แตไ่มเ่กิน 
17 ปี  แลว้สมัประสทิธ์ิการแปรผนัของอายนุกัเรยีนกลุม่นีเ้ทา่กบัขอ้ใดตอ่ไปนี ้

 1. 0.125 2. 1.25 3. 4.0 4. 8.0 5. 12.5 
 
 
 
 
 
 
 

21. ก าหนดขอ้มลู  𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4  โดยที่  0  <  𝑥1  ≤  𝑥2  ≤  𝑥3  ≤  𝑥4    ถา้ขอ้มลูชดุนีม้คีา่เฉลีย่เลขคณิตเทา่กบั 7    

พิสยัเทา่กบั 9    และ มธัยฐานและฐานนิยมมีคา่เทา่กนั และมีคา่เทา่กบั 6   แลว้สมัประสทิธ์ิสว่นเบ่ียงเบนควอไทล์
ของขอ้มลูชดุนี ้เทา่กบัขอ้ใดตอ่ไปนี ้

 1. 3

19
 2. 5

19
 3. 6

19
 4. 7

20
 5. 9

20
 

 
 
 
 
 
 
 
 

พนกังานคนที่ 1 2 3 4 5 6 7 8 

รายได ้(𝑥) 

(หน่วยหม่ืนบาท) 
𝑥1 𝑥2 𝑥3 𝑥4 𝑥5 𝑥6 𝑥7 𝑥8 

รายจา่ย (𝑦) 

(หน่วยหม่ืนบาท) 
𝑦1 𝑦2 𝑦3 𝑦4 𝑦5 𝑦6 𝑦7 𝑦8 

 

𝑧  0.35 0.5 0.85 1.00 1.20 

พืน้ที่ใตเ้สน้โคง้ 0.1368 0.1915 0.3023 0.3413 0.3849 
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22. ถา้ 𝑎 และ 𝑏 เป็นจ านวนจรงิบวก และ 𝑛 เป็นจ านวนเตม็บวก ที่สอดคลอ้งกบั   log 𝑎3𝑏2𝑛 = 1 ,   log 𝑎2𝑛𝑏3 = 1  

และ  log 𝑎𝑛𝑏𝑛 = 
6

7
    แลว้  𝑛 log 𝑎𝑛 − log 𝑏2𝑛    เทา่กบัขอ้ใดตอ่ไปนี ้

 1. 1

7
 2. 6

7
 3. 1 4. 2 5. 3 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

23. ให ้𝐻 เป็นไฮเพอรโ์บลาที่มีแกนสงัยคุอยูบ่นเสน้ตรง  𝑥 = 1  และมีจดุยอดจดุหนึง่อยูท่ี่ (0, 2)    ถา้ 𝐻 ผา่นจดุ
ศนูยก์ลางของวงรซีึง่มีสมการเป็น  5𝑥2 − 30𝑥 + 9𝑦2 = 0  แลว้สมการของไฮเพอรโ์บลา 𝐻 ตรงกบัขอ้ใดตอ่ไปนี ้

 1. 4𝑥2 − 3𝑦2 − 8𝑥 + 12𝑦 − 12 = 0 2. 4𝑥2 − 3𝑦2 − 8𝑥 + 12𝑦 − 13 = 0 
 3. 4𝑥2 − 3𝑦2 − 8𝑥 − 6𝑦 − 12 = 0 4. 3𝑥2 − 4𝑦2 − 6𝑥 + 16𝑦 − 17 = 0 
 5. 3𝑥2 − 4𝑦2 − 6𝑥 + 8𝑦 − 17 = 0 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

24. ให ้ 𝑎1,  𝑎2,  𝑎3, … ,  𝑎𝑛 ,  …  เป็นล าดบัเรขาคณิตของจ านวนเตม็บวก  โดยที่ มีผลบวกของพจนท์ี่สองและพจนท์ี่สี ่
เทา่กบั 60    และพจนท์ี่สามเทา่กบั 18    และให ้𝑆𝑛 เป็นผลบวก 𝑛 พจนแ์รกของล าดบั  𝑎1,  𝑎2,  𝑎3, … ,  𝑎𝑛 ,  …  

แลว้คา่ของ  𝑆8

𝑆4
 + 

𝑆4

𝑆2
  เทา่กบัขอ้ใดตอ่ไปนี ้

 1. 172

81
 2. 37

16
 3. 22 4. 88 5. 92 
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25. ก าหนดให ้ 𝒰  =  { −5, −4, 0, 1, 2, 3, 4 } 

  𝐴  =  { 𝑥 ∈ 𝒰 | 2𝑥 − 1  ∉  𝒰 }  
  𝐵  =  { 𝑥 ∈ 𝒰 | 𝑥2  >  5𝑥 }  
  𝐶  =  { 𝑥 ∈ 𝒰 | √𝑥 + 1  ∈  𝒰 }  
 จ านวนสมาชิกของเซต  (𝐴 − 𝐶) × (𝐵 ∪ 𝐶)  เทา่กบัขอ้ใดตอ่ไปนี ้
 1. 6 2. 10 3. 12 4. 20 5. 24 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

26. ก าหนดให ้𝐴 เป็นเมทรกิซม์ติิ 3 × 3  โดยที่  det 𝐴 = 
1

4
   และ  𝐵 = [

3

2
1 −1

0 2 0
𝑎 0 𝑏

]  เมื่อ 𝑎 และ 𝑏 เป็นจ านวนจรงิ 

 ถา้  2𝐴𝐵 + 3𝐼  =  𝐴  เมื่อ 𝐼 เป็นเมทรกิซเ์อกลกัษณก์ารคณูมิติ 3 × 3  แลว้คา่ของ  𝑎 + 𝑏  เทา่กบัขอ้ใดตอ่ไปนี ้
 1. 3

2
 2. −

5

2
 3. 1

2
 4. −

17

2
 5. 19

2
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

27. ให ้𝑓 และ 𝑔 เป็นฟังกช์นั ซึง่มีโดเมนและเรนจเ์ป็นสบัเซตของเซตของจ านวนจรงิ 

 โดยที่  𝑓(𝑥)  =  
𝑥+1

𝑥−1
   ส  าหรบัทกุจ านวนจรงิ 𝑥 ≠ 1    และ  𝑔(𝑥)  =  6𝑥 + 5  ส าหรบัทกุจ านวนจรงิ 𝑥 

 ถา้ 𝑎 เป็นจ านวนจรงิที่  𝑎 ≠ 1  และ  𝑔(𝑓(𝑎))  =  𝑔−1(𝑓(𝑎)) 

 แลว้  𝑓(𝑔−1(𝑎)) + 𝑓(𝑔(𝑎))  เทา่กบัขอ้ใดตอ่ไปนี ้
 1. 31

22
 2. 16

11
 3. 37

22
 4. 20

11
 5. 41

22
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28. ก าหนดให ้ 𝑎(0) = 1  และส าหรบั  𝑛 = 0, 1, 2, 3, …  ให ้ 𝑎(𝑛 + 1) = {
3 + 5𝑎(𝑛) เมื่อ  𝑎(𝑛) ≤ 5

2 +
1

5
𝑎(𝑛) เมื่อ  𝑎(𝑛) > 5

 

 พิจารณาขอ้ความตอ่ไปนี ้
 ก. 𝑎(3) − 𝑎(1)  เป็นจ านวนเฉพาะ 

 ข. 𝑎(4)  >  𝑎(5) 

 ค. 𝑎(7)  =  
146

25
 

 ขอ้ใดตอ่ไปนีถ้กูตอ้ง 
 1. ขอ้ (ก) และ ขอ้ (ข) ถกู แต ่ขอ้ (ค) ผิด 2. ขอ้ (ก) และ ขอ้ (ค) ถกู แต ่ขอ้ (ข) ผิด 
 3. ขอ้ (ข) และ ขอ้ (ค) ถกู แต ่ขอ้ (ก) ผิด 4. ขอ้ (ก)  ขอ้ (ข)  และ ขอ้ (ค)  ถกูทัง้สามขอ้ 
 5. ขอ้ (ก)  ขอ้ (ข)  และ ขอ้ (ค)  ผิดทัง้สามขอ้ 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

29. ก าหนดให ้ 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑚  และ 𝑛  เป็นจ านวนเตม็บวก สอดคลอ้งกบั  1 < 𝑎 < 𝑏 ≤ 𝑐  และ  𝑎𝑚 = 𝑏𝑛 = 𝑐 

 พิจารณาอสมการตอ่ไปนี ้
 ก. 𝑎

𝑚
  <  

𝑐

𝑛
 

 ข. 𝑏𝑚  <  𝑐 

 ค. 𝑛 + 𝑚𝑛  <  𝑐 + 𝑚𝑐 

 ขอ้ใดตอ่ไปนีถ้กูตอ้ง 
 1. ขอ้ (ก) และ ขอ้ (ข) ถกู แต ่ขอ้ (ค) ผิด 2. ขอ้ (ก) และ ขอ้ (ค) ถกู แต ่ขอ้ (ข) ผิด 
 3. ขอ้ (ข) และ ขอ้ (ค) ถกู แต ่ขอ้ (ก) ผิด 4. ขอ้ (ก)  ขอ้ (ข)  และ ขอ้ (ค)  ถกูทัง้สามขอ้ 
 5. ขอ้ (ก)  ขอ้ (ข)  และ ขอ้ (ค)  ผิดทัง้สามขอ้ 
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30. ให ้𝑅 แทนเซตของจ านวนจรงิ  และให ้ 𝑟 = { (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑅 × 𝑅  |  𝑦  <  𝑥 − 2 }    พิจารณาขอ้ความตอ่ไปนี ้
 ก. (5, 7)  ∉  𝑟−1 

 ข. (−6, −3)  ∈  𝑟−1 

 ค. 𝑟 ∩ 𝑟−1  ≠  ∅ 

 ขอ้ใดตอ่ไปนีถ้กูตอ้ง 
 1. ขอ้ (ก) และ ขอ้ (ข) ถกู แต ่ขอ้ (ค) ผิด 2. ขอ้ (ก) และ ขอ้ (ค) ถกู แต ่ขอ้ (ข) ผิด 
 3. ขอ้ (ข) และ ขอ้ (ค) ถกู แต ่ขอ้ (ก) ผิด 4. ขอ้ (ก)  ขอ้ (ข)  และ ขอ้ (ค)  ถกูทัง้สามขอ้ 
 5. ขอ้ (ก)  ขอ้ (ข)  และ ขอ้ (ค)  ผิดทัง้สามขอ้ 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ตอนที่ 2 ขอ้ 31 - 45 ขอ้ละ 8 คะแนน 
31. ก าหนดให ้ 𝑃(𝑆)  แทนเพาเวอรเ์ซตของเซต 𝑆  และ  𝑛(𝑆) แทนจ านวนสมาชิกของเซต 𝑆 

 ให ้ 𝐴, 𝐵 และ 𝐶  เป็นเซตจ ากดั โดยที่  𝐵 ⊂ 𝐴  และ  𝐴 ∩ 𝐶 ≠ ∅ 

 ถา้   𝑛(𝑃(𝑃(𝐵)))  =  𝑛(𝑃(𝐵 ∪ 𝐶))  =  16  ,    𝑛(𝐵 ∩ 𝐶)  =  1  ,  𝑛(𝐴 ∩ 𝐶)  =  2 

 และ  𝑛(𝑃(𝐴 − 𝐶))  =  4𝑛(𝑃(𝐶 − 𝐴))    แลว้  𝑛(𝑃(𝐴))  เทา่กบัเทา่ใด 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

32. ให ้𝐴 เป็นเซตค าตอบของสมการ    |𝑥2 − 2|𝑥||  =  𝑥2 − 3𝑥 + 2 

 ผลบวกของสมาชิกทัง้หมดในเซต 𝐴 เทา่กบัเทา่ใด 
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33. ถา้ 𝐴 เป็นเซตค าตอบของสมการ    2 log3 √𝑥 + 1 + log9(𝑥 − 1)2  =  log3 2𝑥 

 แลว้ผลคณูของสมาชิกทัง้หมดในเซต 𝐴 เทา่กบัเทา่ใด 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

34. ถา้ 𝐴 เป็นเซตของคูอ่นัดบั (𝑥, 𝑦)  โดยที่ 𝑥 และ 𝑦 เป็นจ านวนจรงิบวกที่สอดคลอ้งกบัสมการ 
 2𝑥 log5 𝑦  =  4 log25 5 + 4𝑥  
 2𝑥 log5 𝑦3  =  (log5 𝑦)2 + 9  
 และให ้ 𝐵  =  { 𝑥𝑦 | (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐴 }      คา่มากที่สดุของสมาชิกในเซต 𝐵 เทา่กบัเทา่ใด 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

35. ก าหนดใหฟั้งกช์นั  𝑓(𝑥)  =  {

3−|𝑥|

3−𝑥
เมื่อ  𝑥 < 3

𝑎𝑥 + 10 เมื่อ  𝑥 ≥ 3
    เมื่อ 𝑎 เป็นจ านวนจรงิ 

 ถา้ฟังกช์นั 𝑓 ตอ่เนื่องบนเซตของจ านวนจรงิ  แลว้ คา่ของ  𝑓(𝑎 − 6) + 𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑎 + 6)  เทา่กบัเทา่ใด 
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36. ก าหนดใหฟั้งกช์นั  𝑓(𝑥)  =  𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐  เมื่อ 𝑎, 𝑏, 𝑐 เป็นจ านวนจรงิ 
 ถา้  𝑓(−1) + 𝑓(1)  =  14  ,    𝑓′(1) = 2𝑓(1)  และ  𝑓′(0) + 𝑓′′(0)  =  6 

 แลว้  
1

0
𝑓(3𝑥) 𝑑𝑥  เทา่กบัเทา่ใด 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

37. ก าหนดใหฟั้งกช์นั  𝑓(𝑥)  =  𝑎𝑥3 + 𝑏𝑥2 + 1  เมื่อ  𝑎, 𝑏 เป็นจ านวนจรงิ 

 ถา้  lim
x2

 
𝑓(𝑥) − 𝑓(2)

𝑥 − 2
  =  0   และ  

1

0
𝑓(𝑥) 𝑑𝑥  =  

1

4
    แลว้  lim

x4
 
𝑓′(𝑥) − 𝑓′(4)

𝑥 − 4
  เทา่กบัเทา่ใด 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

38. คนกลุม่หนึง่มีผูช้าย 𝑛 คน  ผูห้ญิง 𝑛 + 1 คน  เมื่อ 𝑛 เป็นจ านวนเต็มบวก  ตอ้งการจดัคนกลุม่นีย้ืนเรยีงแถวเป็นแนว
ตรงเพียงหนึง่แถว    ถา้จ านวนวธีิจดัคนกลุม่นีย้ืนเรยีงแถวแนวตรง โดยไมม่ีผูช้ายสองคนใดยืนติดกนั เทา่กบัสองเทา่
ของจ านวนวิธีจดัคนกลุม่นีย้ืนเรยีงแถวเป็นแนวตรงโดยผูช้ายยืนตดิกนัทัง้หมด  แลว้คนกลุม่นีม้ีทัง้หมดก่ีคน 
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39. ก าหนดให ้𝑎 และ 𝑏 เป็นจ านวนจรงิบวก  และให ้ 𝑎1, 𝑎2, 𝑎3, … , 𝑎𝑛, …  เป็นล าดบัของจ านวนจรงิ 
 โดยที่  𝑎1 = 𝑎  ,    𝑎2 = 𝑏  และ  𝑎𝑛 = 

𝑎1+𝑎2+𝑎3+ … +𝑎𝑛−1

𝑛−1
  ส าหรบั  𝑛 = 3, 4, 5, … 

 ถา้  𝑎1 + 2𝑎2 + 3𝑎3 + 4𝑎4  =  
31

8
    และ  

i


10

1
𝑎𝑖  = 

30

8
    แลว้คา่ของ  (1

𝑎
+

1

𝑏
)

2
  เทา่กบัเทา่ใด 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

40. ขอ้มลูประชากรชดุหนึง่มี 10 จ านวน ดงันี ้ 𝑥1 , 𝑥2 , 𝑥3 , … , 𝑥10  โดยที่  𝑥𝑖 > 0  ส าหรบั  𝑖 = 1, 2, 3, … , 10 

 ถา้  
i


10

1
(𝑥𝑖 − 4) = 40  และ  

i


10

1
(𝑥𝑖 − 4)2 = 170 

 แลว้ ความแปรปรวนของขอ้มลู  2(𝑥1 + 3) ,  2(𝑥2 + 3) ,  2(𝑥3 + 3) ,  … ,  2(𝑥10 + 3)  เทา่กบัเทา่ใด 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

41. ก าหนดให ้ 𝑎, 𝑏 และ 𝑐  เป็นจ านวนเต็ม โดยที่  0 ≤ 𝑐 < 𝑎 < 𝑏  และ  𝑎 + 2𝑏 + 3𝑐 = 32 

 ถา้ 𝑐 เป็นจ านวนคู ่ และ 10 หาร 𝑏 ลงตวั  แลว้คา่ของ  4𝑎 + 5𝑏 + 6𝑐  เทา่กบัเทา่ใด 
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42. ก าหนดขอ้มลูชดุหนึง่ ดงันี ้
 เมื่อ 𝑎 และ 𝑏 เป็นจ านวนเตม็บวก 

 ถา้ขอ้มลูชดุนี ้มีต  าแหนง่ของควอไทลท์ี่ 3  (𝑄3) เทา่กบั 13.5 

 แลว้มธัยฐานของขอ้มลูชดุนีเ้ทา่กบัเทา่ใด 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

43. ให ้ 𝑎1, 𝑎2, 𝑎3, … , 𝑎𝑛, …  เป็นล าดบัเลขคณิตของจ านวนจรงิ  โดยที่มีผลบวกสีพ่จนแ์รกของล าดบัเทา่กบั 14 

 และ  𝑎20 = 𝑎10 + 30    และให ้ 𝑏1, 𝑏2, 𝑏3, … , 𝑏𝑛, …  เป็นล าดบัของจ านวนจรงิ  โดยที่  𝑏1 = 𝑎3 

 และ  𝑏𝑛+1 = 𝑏𝑛 + 1  ส าหรบั  𝑛 = 1, 2, 3, …      คา่ของ  lim
n

 𝑎𝑛

𝑏𝑛
  เทา่กบัเทา่ใด 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

คะแนน ความถ่ี 

0 – 4 4 
5 – 9 3 

10 – 14 5 
15 – 19 𝑎 
20 – 24 𝑏 
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44. ให ้ �̅�, �̅� และ 𝑐̅  เป็นเวกเตอรใ์นสามมิติ  โดยที่  �̅� = 𝑖 ̅+ 𝑗 ̅ ,    �̅� = 3𝑖̅ − 2𝑗 ̅+ 3√2�̅� 

 เวกเตอร ์𝑐̅ ท ามมุ 45° และ 60° กบัเวกเตอร ์�̅� และเวกเตอร ์𝑗 ̅ตามล าดบั  และ  𝑐̅ ∙ �̅� > 0 

 ถา้ �̅� เป็นเวกเตอรห์นึง่หนว่ยที่มีทศิทางเดียวกบัเวกเตอร ์𝑐̅  แลว้ �̅� ∙ �̅�  เทา่กบัเทา่ใด 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

45. ก าหนดให ้ 𝑓(𝑥)  =  1 −  
1

1 − 
1

1 − 
1

1+𝑥

  ส าหรบัจ านวนจรงิ 𝑥 > 0 

 ถา้ 𝑎 เป็นจ านวนจรงิบวก ที่สอดคลอ้งกบั  𝑓(1 + 𝑎) + 𝑓(2 + 𝑎) + 𝑓(3 + 𝑎) + … + 𝑓(60 + 𝑎)  =  2250 

 แลว้ 𝑎 มีคา่เทา่กบัเทา่ใด 
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เฉลย 

1. 3 11. 5 21. 5 31. 32 41. 86 
2. 3 12. 2 22. 5 32. 2.5 42. 11.5 
3. 4 13. 3 23. 1 33. 1 43. 3 
4. 2 14. 4 24. 5 34. 125 44. 3.5 
5. 3 15. 1 25. 3 35. 0.5 45. 6 
6. 5 16. 1 26. 4 36. 11 
7. 1 17. 4 27. 1 37. 18 
8. 4 18. 2 28. 4 38. 7 
9. 4 19. 2 29. 2 39. 36 
10. 3 20. 1 30. 1 40. 4 
 
 

แนวคิด 

1. ก าหนดให ้𝑝 และ 𝑞 เป็นประพจนใ์ดๆ ประพจนใ์นขอ้ใดตอ่ไปนีเ้ป็นสจันิรนัดร ์
 1. ~𝑝 ∨ (~𝑝 ∧ 𝑞) 2. (𝑞 ∨ ~𝑞) ∧ (𝑝 → ~𝑞) 3. ~(𝑝 → ~𝑞) → 𝑞 

 4. (~𝑝 ∨ 𝑞) → (~𝑝 ∧ ~𝑞) 5. (~𝑝 ∧ 𝑞) → (~𝑞 ∧ 𝑝) 

ตอบ 3 

ขอ้นี ้จะใชว้ิธียดัเยียดความเทจ็ก็ได ้แตอ่าจไมเ่หมาะกบับางตวัเลอืก (เช่น ขอ้ 4.) ที่เป็นเทจ็ไดห้ลายแบบ 

เนื่องจากมีตวัแปร 𝑝,  𝑞 แค ่2 ตวั  →  จะพยายามจดัรูปแตล่ะตวัเลอืกใหเ้ป็นรูปอยา่งง่ายก่อน 
1. 2. 3. 
 
 
 
 
 

4. 5. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

         ~𝑝        ∨ (~𝑝 ∧ 𝑞) 
≡  (~𝑝 ∧ T) ∨ (~𝑝 ∧ 𝑞) 
≡     ~𝑝 ∧ (T ∨ 𝑞) 
≡     ~𝑝 ∧      T 
≡     ~𝑝 

เป็นเท็จไดเ้มื่อ 𝑝 เป็น T    

     (𝑞 ∨ ~𝑞) ∧ (𝑝 → ~𝑞) 
≡       T          ∧ (𝑝 → ~𝑞) 
≡                          𝑝 → ~𝑞 

เป็นเท็จไดเ้มื่อ 𝑝, 𝑞 เป็น T     

  ~(𝑝 → ~𝑞) → 𝑞 
≡   (𝑝 → ~𝑞) ∨ 𝑞 
≡ ~𝑝 ∨ ~𝑞     ∨ 𝑞 
≡ ~𝑝 ∨         T 
≡        T 

เป็นจรงิเสมอ    

       (~𝑝 ∨ 𝑞) → (~𝑝 ∧ ~𝑞) 
≡ ~(~𝑝 ∨ 𝑞) ∨ (~𝑝 ∧ ~𝑞) 
≡    (𝑝 ∧ ~𝑞) ∨ (~𝑝 ∧ ~𝑞) 
≡          (𝑝 ∨ ~𝑝) ∧ ~𝑞 
≡                T         ∧ ~𝑞 
≡                               ~𝑞 

เป็นเท็จไดเ้มื่อ 𝑞 เป็น T     

      (~𝑝 ∧ 𝑞) → (~𝑞 ∧ 𝑝) 
≡ ~(~𝑝 ∧ 𝑞) ∨ (~𝑞 ∧ 𝑝) 
≡    𝑝 ∨ ~𝑞        ∨ (~𝑞 ∧ 𝑝) 
≡ 𝑝 ∨ (~𝑞 ∧ T)   ∨ (~𝑞 ∧ 𝑝) 
≡ 𝑝 ∨ (~𝑞 ∧   (T ∨ 𝑝) ) 
≡ 𝑝 ∨ (~𝑞 ∧        T       ) 
≡ 𝑝 ∨  ~𝑞 

เป็นเท็จไดเ้มื่อ 𝑝 เป็น F และ 𝑞 เป็น T     
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2. ก าหนดเอกภพสมัพทัธ ์คือเซตค าตอบของอสมการ  𝑥2(𝑥2 − 1)  ≥  0 

 และให ้ 𝑃(𝑥)  แทน  |𝑥|  >  1 

  𝑄(𝑥)  แทน  𝑥2 − 𝑥  ≥  2 

  𝑅(𝑥)  แทน  𝑥  <  0 

  𝑆(𝑥)  แทน  1 − 𝑥  <  0 

 ขอ้ใดตอ่ไปนีม้คีา่ความจรงิเป็นเท็จ 
 1. ~∀𝑥[𝑃(𝑥)] 2. ∃𝑥[𝑄(𝑥)] 3. ∀𝑥[𝑄(𝑥) → 𝑃(𝑥)] 

 4. ∃𝑥[𝑆(𝑥) ∧ 𝑃(𝑥)] 5. ∀𝑥[𝑆(𝑥) → ~(𝑃(𝑥) ↔ 𝑅(𝑥))] 

ตอบ 3 

แกอ้สมการเอกภพสมัพทัธ ์
 
 
 
 

 จะได ้ 𝒰 =  (−∞, −1] ∪ {0} ∪ [1, ∞) 

 

1. |𝑥|  >  1  จะได ้ 𝑥 > 1  หรอื  𝑥 < −1  ซึง่เขยีนไดเ้ป็น  (−∞, −1) ∪ (1, ∞) 

 ซึง่ใน 𝒰 จะมีบางตวัที่ไมอ่ยูใ่นชว่งนี ้(เช่น  𝑥 = 0)  นั่นคือ จะมีบางตวัที่ท าให ้𝑃(𝑥) เป็นเท็จ 
 ดงันัน้  ∀𝑥[𝑃(𝑥)]  เป็นเท็จ  ท าให ้ ~∀𝑥[𝑃(𝑥)]  เป็นจรงิ 
2.  
 
 

 จะไดค้  าตอบของ 𝑄(𝑥) คือ  (−∞, −1] ∪ [2, ∞)  ซึง่มีบางตวั (เช่น −1) อยูใ่น 𝒰 

 ดงันัน้  ∃𝑥[𝑄(𝑥)]  เป็นจรงิ 
3. ใชค้  าตอบของ 𝑃(𝑥) และ 𝑄(𝑥) ที่เคยแก ้มาแทน จะได ้

 𝑄(𝑥) → 𝑃(𝑥)  ≡  𝑥 ∈ (−∞, −1] ∪ [2, ∞)  →  𝑥 ∈ (−∞, −1) ∪ (1, ∞)  
 ซึง่จะเป็นเทจ็เมื่อ  𝑥 = −1  ดงันัน้  ∀𝑥[𝑄(𝑥) → 𝑃(𝑥)]  เป็นเท็จ 

4.  จะไดค้  าตอบของ 𝑆(𝑥) คือ  (1, ∞) 

 

 จากค าตอบของ 𝑃(𝑥) คือ (−∞, −1) ∪ (1, ∞)  →  มีสว่นซ า้กนั  ดงันัน้  ∃𝑥[𝑆(𝑥) ∧ 𝑃(𝑥)]  เป็นจรงิ 
5. ตอ้งหาวา่มี 𝑥 ที่ท าให ้ 𝑆(𝑥) เป็นจรงิ  และท าให ้ ~(𝑃(𝑥) ↔ 𝑅(𝑥)) เป็นเท็จ 

 𝑆(𝑥) เป็นจรงิเมื่อ  𝑥 ∈ (1, ∞)  ซึง่ในชว่งนีจ้ะท าให ้ 𝑃(𝑥) เป็นจรงิ  และ 𝑅(𝑥) เป็นเท็จ เสมอ 
 ( ค าตอบของ 𝑃(𝑥) คือ (−∞, −1) ∪ (1, ∞)  และ ค าตอบของ 𝑅(𝑥) คือ (−∞, 0) ) 
 จะได ้ ~(𝑃(𝑥) ↔ 𝑅(𝑥))  ≡  ~(T ↔ F)  ≡  ~F  ≡  T  ไมเ่ป็นเท็จ 

 ดงันัน้  𝑆(𝑥) → ~(𝑃(𝑥) ↔ 𝑅(𝑥))  จะเป็นเท็นไมไ่ด ้ →  ขอ้ 5. เป็นจรงิ 
 
 
 
 
 

𝑥2(𝑥2 − 1) ≥  0 
𝑥2(𝑥 − 1)(𝑥 + 1) ≥  0 

−1        0        1 

+       −        −       + 

ตวัยกก าลงัคู ่
ไมต่อ้งกลบับวกลบ 

  𝑥2 − 𝑥 ≥  2 
  𝑥2 − 𝑥 − 2 ≥  0 
(𝑥 − 2)(𝑥 + 1) ≥  0 

−1          2 

+        −        + 

1 − 𝑥 <  0 
1 <  𝑥 
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3. เซตค าตอบของอสมการ  (√1 + 𝑥 + 1)(√1 + 𝑥 + 𝑥2 + 𝑥 − 13)  <  𝑥  เป็นสบัเซตของช่วงในขอ้ใดตอ่ไปนี ้
 1. (−5, 0) 2. (−4, 1) 3. (−3, 2) 4. (−2, 4) 5. (−1, 5) 
ตอบ 4 

พยายามก าจดัรูทก่อน 

สงัเกตวา่ ถา้เอา √1 + 𝑥 + 1 ไปคณูกบัคอนจเูกตของมนั  จะได ้ (√1 + 𝑥 + 1)(√1 + 𝑥 − 1) 

 

ดงันัน้ เราสามารถเปลีย่น  𝑥  ทางขวาของอสมการโจทย ์เป็น  (√1 + 𝑥 + 1)(√1 + 𝑥 − 1)  เพื่อตดักบัฝ่ังซา้ยได ้
 
 
 
 
 
 
 

 จะได ้ 𝑥 ∈ (−4, 3) 

 

และในรูท ตอ้งไมต่ดิลบ  →   → พิจารณารว่มกบั  (−4, 3)  จะเหลอืค าตอบสดุทา้ยคือ [−1, 3) 

 ซึง่จะเป็นสบัเซตของ  (−2, 4)  ในขอ้ 4. 
 

4. คา่ของ  sin (4 arctan
1

3
) tan (2 arctan

1

7
)  เทา่กบัขอ้ใดตอ่ไปนี ้

 1. 5

24
 2. 7

25
 3. 7

24
 4. 12

25
 5. 13

25
 

ตอบ 2 

มมุเป็น arctan  →  จะใชส้ตูร  sin 2𝜃 = 
2 tan 𝜃

1+tan2 𝜃
 

sin (4 arctan
1

3
)  =  sin (2 (2 arctan

1

3
))  =  

2 tan(2 arctan
1

3
)

1+tan2(2 arctan
1

3
)
    …(∗) 

หา  tan (2 arctan
1

3
)  ไปแทนใน (∗) :  tan (2 arctan

1

3
)  =  

2 tan(arctan
1

3
)

1−tan2(arctan
1

3
)
  =  

2(
1

3
)

1−(
1

3
)

2  =  
2

3
∙

9

8
  =  

3

4
 

แทนใน (∗) จะได ้ sin (4 arctan
1

3
)  =  

2(
3

4
)

1+(
3

4
)

2  =  
3

2
∙

16

25
  =  

24

25
    …(1) 

และที่เหลอื  tan (2 arctan
1

7
)  =  

2 tan(arctan
1

7
)

1−tan2(arctan
1

7
)
  =  

2(
1

7
)

1−(
1

7
)

2  =  
2

7
∙

49

48
  =  

7

24
    …(2) 

แทน (1) และ (2) ในโจทย ์จะได ้ sin (4 arctan
1

3
) tan (2 arctan

1

7
)  =  

24

25
∙

7

24
  =  

7

25
 

 

5. ให ้𝑅 แทนเซตของจ านวนจรงิ  และให ้ 𝑟1  =  { (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑅 × 𝑅 | 𝑦 = √3 − 𝑥 + √2 + 𝑥 } 

  𝑟2  =  { (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑅 × 𝑅 | |𝑦| = |𝑥| + 1 }  
 ถา้ 𝐴 เป็นโดเมนของ 𝑟1  และ 𝐵 เป็นเรนจข์อง 𝑟2  แลว้ 𝐴 − 𝐵 เป็นสบัเซตของช่วงในขอ้ใดตอ่ไปนี ้
 1. (−∞, −1] 2. (−2, 0] 3. (−1, 1] 4. (0, 2] 5. (1, ∞) 
ตอบ 3 

หาโดเมนของ 𝑟1  →  ในรูทหา้มติดลบ จะได ้ และ 
 

 จะได ้ 𝐴  =  [−2, 3] 

=  1 + 𝑥 − 1 
=  𝑥 

(√1 + 𝑥 + 1)(√1 + 𝑥 + 𝑥2 + 𝑥 − 13) <  𝑥 

(√1 + 𝑥 + 1)(√1 + 𝑥 + 𝑥2 + 𝑥 − 13) <  (√1 + 𝑥 + 1)(√1 + 𝑥 − 1) 

                           √1 + 𝑥 + 𝑥2 + 𝑥 − 13 <                              √1 + 𝑥 − 1 
                                              𝑥2 + 𝑥 − 12 <    0 
                                           (𝑥 + 4)(𝑥 − 3) <    0 

√1 + 𝑥 + 1 เป็นบวก 
→ ตดัแลว้ไมต่อ้งกลบั 
 มากกวา่ นอ้ยกวา่ 

−4          3 

+        −        + 

1 + 𝑥 ≥   0 
        𝑥 ≥  −1 

3 − 𝑥 ≥  0 
3 ≥  𝑥 

2 + 𝑥 ≥   0 
        𝑥 ≥  −2 
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หาเรนจข์อง 𝑟2  →  พิจารณาช่วงคา่ของ |𝑥| แลว้จดัรูปใหเ้ป็น 𝑦 : 

 
 
 

 จะได ้ 𝐵 = (−∞, −1] ∪ [1, ∞) 

 ดงันัน้  𝐴 − 𝐵  =  (−1, 1) 

 ซึง่จะเป็นสบัเซตของ  (−1, 1]  ในขอ้ 3. 
 
 

6. ถา้  𝐴 = arctan (
2 sin 130°−cos 20°

cos 290°
)  แลว้  sin (

𝜋

6
+ 𝐴) cos (

𝜋

6
− 𝐴)  เทา่กบัขอ้ใดตอ่ไปนี ้

 1. −
√3

2
 2. −

1

2
 3. 0 4. 1

2
 5. √3

2
 

ตอบ 5 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 ดงันัน้  𝐴  =  arctan √3  =  60° 

จะได ้ sin (
𝜋

6
+ 𝐴) cos (

𝜋

6
− 𝐴) =  sin(30° + 60°) cos(30° − 60°) 

 =  sin(       90°     ) cos(    −30°    ) 

 =                1          ∙             
√3

2
                =  

√3

2
 

 

7. ถา้  0 < 𝐴, 𝐵 < 
𝜋

2
  สอดคลอ้งกบั  (1 + tan 𝐴)(1 + tan 𝐵)  =  2 

 แลว้คา่ของ  tan2 (
𝐴+𝐵

2
)  เทา่กบัขอ้ใดตอ่ไปนี ้

 1. 3 − 2√2 2. 3 + 2√2 3. 5 − 2√2 

 4. 1 + √2 5. 1 + 2√2 

ตอบ 1 

 
 
 
 

แทนในสตูร 
 
 
 

จะได ้ 𝐴 + 𝐵 =    45°       (เนื่องจาก  0 < 𝐴, 𝐵 < 
𝜋

2
    ดงันัน้  0 < 𝐴 + 𝐵 < 𝜋) 

−2  −1           1           3 

𝐴 = [−2, 3] 
𝐵 = (−∞, −1] ∪ [1, ∞) 

   |𝑥| ≥  0 
   |𝑥| + 1 ≥  1 
        |𝑦| ≥  1 

𝑦 ≥ 1  หรอื  𝑦 ≤ −1 

+1 ตลอด 

|𝑦| = |𝑥| + 1 

    
2 sin 130°−cos 20°

cos 290°
 

=  
2 sin 50°−cos 20°

cos 70°
 

=  
sin 50°+sin 50°−sin 70°

sin 20°
 

=  
sin 50°+2 cos(

50°+70°

2
) sin(

50°−70°

2
)

sin 20°
 

=  
sin 50°+2 cos 60° sin(−10°)

sin 20°
 

=  
sin 50° −                    sin 10°

sin 20°
 

=  
2 cos(

50°+10°

2
) sin(

50°−10°

2
)

sin 20°
 

=  
2 cos 30° sin 20°

sin 20°
 

=  2 (
√3

2
)          =  √3 

เปลี่ยนมมุใหเ้ป็น Q1 

โคฟังกช์นั 

(1 + tan 𝐴)(1 + tan 𝐵) =  2 
1 + tan 𝐴 + tan 𝐵 + tan 𝐴 tan 𝐵 =  2 
tan 𝐴 + tan 𝐵 =  1 − tan 𝐴 tan 𝐵    …(∗) 

tan(𝐴 + 𝐵) =  
tan 𝐴+tan 𝐵

1−tan 𝐴 tan 𝐵
 

 =  
1−tan 𝐴 tan 𝐵

1−tan 𝐴 tan 𝐵
 

 =      1 

จาก (∗) 
เน่ืองจาก 0 < 𝐴, 𝐵 < 

𝜋

2
 

ดงันัน้  tan 𝐴 + tan 𝐵  >  0 

ทัง้สองฝ่ังของ (∗) จงึ ≠ 0 
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จากสตูร  tan
𝜃

2
  =  ±√

1−cos 𝜃

1+cos 𝜃
    จะได ้ tan2 (

𝐴+𝐵

2
)  =  tan2 (

45°

2
) 

 
 
 

 
 
 
 

8. ให ้𝐸 เป็นวงรรูีปหนึง่มีจดุศนูยก์ลางอยูท่ี่จดุ (1, −2)  และโฟกสัทัง้สองอยูบ่นเสน้ตรงที่ขนานกบัแกน 𝑥 

 ถา้ (4, 0) เป็นจดุบน 𝐸  และผลบวกของระยะทางจากจดุ (4, 0) ไปยงัจดุโฟกสัทัง้สองเทา่กบั 8 หนว่ย 

 แลว้วงร ี𝐸 ผา่นจดุในขอ้ใดตอ่ไปนี ้
 1. (4, 2) 2. (2, 4) 3. (2, −4) 4. (−2, −4) 5. (4, −2) 
ตอบ 4 

โฟกสัอยูบ่นเสน้ตรงที่ขนานแกน 𝑥  →  เป็นวงรแีนวนอน  จะไดรู้ปสมการคือ  (𝑥−ℎ)2

𝑎2 +
(𝑦−𝑘)2

𝑏2   =  1    …(1) 

ผลบวกระยะจากจดุบนวงรไีปยงัโฟกสัทัง้สอง จะเทา่กบัความยาวแกนเอก (2𝑎)  →  ดงันัน้   
 

จดุศนูยก์ลาง (ℎ, 𝑘) = (1, −2)  →  แทน ℎ, 𝑘 และ 𝑎 ใน (1) จะได ้
 
 

ผา่นจดุ (4, 0)  แสดงวา่  𝑥 = 4 ,  𝑦 = 0  ตอ้งท าใหส้มการวงรเีป็นจรงิ  → 

 
 
 
 
 
 

แทน 𝑏2 ใน (2)  จะไดส้มการวงรคีอื 
 
 

ไลแ่ทนคา่ในแตล่ะตวัเลอืก แลว้ดวูา่ตวัเลอืกไหนท าใหส้มการวงรเีป็นจรงิ 
1. 2. 3. 
 
 

4. 5. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

=  (±√
1−cos 45°

1+cos 45°
)

2

 

=            
1 − 

1

√2

1 + 
1

√2

 

=            
√2−1

√2+1
  ∙ 

√2−1

√2−1
 

=                
2−2√2+1

2−1
       =  3 − 2√2 

2𝑎 =  8 
  𝑎 =  4 

(4−1)2

42 +
(0+2)2

𝑏2  =  1 

   
9

16
    +       

4

𝑏2 =  1 

                     
4

𝑏2 =  
7

16
 

                     
64

7
 =  𝑏2 

(𝑥−1)2

42 +
(𝑦−(−2))

2

𝑏2  =  1 
(𝑥−1)2

16
+

(𝑦+2)2

𝑏2  =  1    …(2) 

(𝑥−1)2

16
+

(𝑦+2)2

64

7

 =  1 

(𝑥−1)2

16
+

7(𝑦+2)2

64
 =  1 

(4−1)2

16
+

7(2+2)2

64
 =  1 

   
9

16
     +    7

4
 =  1     

(2−1)2

16
+

7(4+2)2

64
 =  1 

   
1

16
     +    63

16
 =  1     

(2−1)2

16
+

7(−4+2)2

64
 =  1 

   
1

16
     +    7

16
 =  1     

(−2−1)2

16
+

7(−4+2)2

64
 =  1 

   
9

16
     +    7

16
 =  1     

(4−1)2

16
+

7(−2+2)2

64
 =  1 

   
9

16
     +     0 =  1     
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9. ให ้𝑎 เป็นจ านวนจรงิที่สอดคลอ้งกบัอสมการ  log3(5(6𝑎) − 22𝑎+1)  >  2𝑎 + 1  ขอ้ใดตอ่ไปนีถ้กูตอ้ง 
 1. 2𝑎 + 1  >  0 2. |𝑎|  >  1 3. 2𝑎  >  1 

 4. 1  <  |𝑎 − 1|  <  2 5. 2𝑎+1  <  1 

ตอบ 4 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 

พิจารณาเครือ่งหมาย ตามชว่ง จะได ้
 
 
 
 

และหลงั log ตอ้งเป็นบวก แตจ่ากการแกอ้สมการ 
 

จะไดค้  าตอบของอสมการคือ  𝑎 ∈ (−1, 0) 

ลองแทนคา่  𝑎 ∈ (−1, 0)  แลว้คอ่ยๆ ตดัตวัเลอืกที่ไมจ่รงิออก  →  แทน  𝑎 = −0.5 

1. 2. 3. 
 
 

4. 5. 
 
 

10. ก าหนดให ้ 𝐴 = [
1 2

−1 3
]  และ  𝐵 = [

−3 1
𝑎 𝑏

]  เมื่อ 𝑎 และ 𝑏 เป็นจ านวนจรงิ 
 ถา้  (𝐴 − 𝐵)𝐵  =  𝐵(𝐴 − 𝐵)  แลว้คา่ของ  det(𝐴 + 𝐵)  เทา่กบัขอ้ใดตอ่ไปนี ้
 1. −

3

2
 2. −

1

2
 3. 5

2
 4. 7

2
 5. 13

2
 

ตอบ 3 

 
 
 
 
 
 
 
 

log3(5(6𝑎) − 22𝑎+1) >  2𝑎 + 1 
          5(6)𝑎 − 22𝑎+1 >  32𝑎+1 
     5(2 ∙ 3)𝑎 − 22𝑎 ∙ 21 >  32𝑎 ∙ 31 
   5(2𝑎 ∙ 3𝑎) − 2(2𝑎)2 >  3(3𝑎)2 
     5(𝐴 ∙ 𝐵)   − 2  𝐴2 >   3  𝐵2 
                        0 >   3𝐵2 − 5𝐴𝐵 + 2𝐴2 
                        0 >  (3𝐵 −  2𝐴) (𝐵 −  𝐴) 
                        0 >  (3(3𝑎) − 2(2𝑎))(3𝑎 − 2𝑎) 
                        0 >  (3𝑎+1 − 2𝑎+1)(3𝑎 − 2𝑎) 

3𝑎+1 − 2𝑎+1 =   0 
3𝑎+1 =   2𝑎+1 
𝑎 + 1 =   0 
𝑎 =  −1 

3𝑎 − 2𝑎 =   0 
3𝑎 =   2𝑎 
𝑎 =   0 

หาจดุที่ท  าใหแ้ตล่ะวงเลบ็เป็น 0 

แลว้พลอ็ตลงบนเสน้จ านวน 

log3(5(6𝑎) − 22𝑎+1) >  2𝑎 + 1 

          5(6)𝑎 − 22𝑎+1 >  32𝑎+1    >  0  อยูแ่ลว้ 

→  𝑎 ∈ (−1, 0) 

−1 0 

 3𝑎+1 − 2𝑎+1 : − + + 
 3𝑎 − 2𝑎 : − − + 
 (3𝑎+1 − 2𝑎+1)(3𝑎 − 2𝑎) : + − + 

2(−0.5) + 1 >  0 
          0 >  0     

|−0.5| >  1 
     0.5 >  1     

2−0.5 >  1 

  
1

√2
 >  1 

   1 >  √2     
1 <  |−0.5 − 1| <  2 
1 <         1.5 <  2     

2−0.5+1 <  1 

     √2 <  1     

                 (𝐴 − 𝐵)𝐵 =   𝐵(𝐴 − 𝐵) 
                 𝐴𝐵 − 𝐵2 =   𝐵𝐴 − 𝐵2 
                 𝐴𝐵 =   𝐵𝐴 

   [
1 2

−1 3
] [

−3 1
𝑎 𝑏

] =  [
−3 1
𝑎 𝑏

] [
1 2

−1 3
] 

[
−3 + 2𝑎 1 + 2𝑏
3 + 3𝑎 −1 + 3𝑏

] =  [
−4 −3

𝑎 − 𝑏 2𝑎 + 3𝑏
] 
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เทียบสมาชิกแตล่ะต าแหนง่  →  จะเห็นวา่เทยีบแถวที่ 1 ก็แกห้า 𝑎 , 𝑏 ไดแ้ลว้ 
 
 

จะเห็นวา่ 𝑎 , 𝑏 ที่ได ้ท าใหส้มาชิกทีเ่หลอืในแถวที่ 2 ตรงกนั 
 
 
 
 

แทนคา่ 𝑎 , 𝑏 จะได ้ 𝐵 = [
−3 1

−0.5 −2
]    → ดงันัน้  𝐴 + 𝐵  =  [

1 2
−1 3

] + [
−3 1

−0.5 −2
]  =  [

−2 3
−1.5 1

] 

 จะได ้ det(𝐴 + 𝐵)  =  (−2)(1) − (−1.5)(3)   =  2.5  =  
5

2
 

 

11. ก าหนดใหเ้วกเตอร ์ �̅�  =  𝑖 ̅+ 𝑗̅ − 2�̅�      ถา้ �̅� เป็นเวกเตอรใ์นสามมติิ โดยที่  (�̅� + �̅�) ∙ (�̅� − �̅�)  =  10 

 และเวกเตอร ์�̅� ท ามมุ 60° กบัเวกเตอร ์�̅�    แลว้ขนาดของเวกเตอร ์ �̅� × �̅�  อยูใ่นชว่งในขอ้ใดตอ่ไปนี ้
 1. (0, 2] 2. (2, 4] 3. (4, 6] 4. (6, 8] 5. (8, 10] 
ตอบ 5 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

จากสตูร  |�̅� × �̅�| =  |�̅�||�̅�| sin 𝜃 

 = (√6)(4) sin 60°   =  (√6)(4) (
√3

2
)   =  6√2   ≈  6(1.4)   =  8.4    ∈ (8, 10]  ในขอ้ 5. 

 

12. ก าหนดให ้𝑎 และ 𝑏 เป็นจ านวนจรงิบวก และให ้ 𝑃 = 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦  เป็นฟังกช์นัจดุประสงค ์ภายใตอ้สมการขอ้จ ากดั
ตอ่ไปนี ้ 𝑥 + 2𝑦  ≤  12 

  𝑥 + 𝑦  ≥  6  
  𝑥 − 2𝑦  ≥  0  
  𝑥  ≥  0  และ  𝑦  ≥  0 

 ถา้  𝑃  มีคา่มากที่สดุ ทีจ่ดุ 𝐴 และ 𝐵  โดยที่จดุ 𝐴 และจดุ 𝐵 เป็นจดุสองจดุที่ตา่งกนัอยูบ่นเสน้ตรง  𝑥 + 2𝑦 = 12 

 และเป็นจดุมมุที่สอดคลอ้งกบัอสมการท่ีก าหนดให ้ แลว้ขอ้ใดตอ่ไปนีถ้กูตอ้ง 
 1. 𝑏 = 𝑎 2. 𝑏 = 2𝑎 3. 𝑏 = 3𝑎 4. 𝑏 = 4𝑎 5. 𝑏 = 5𝑎 
ตอบ 2 

สมมติใหพ้กิดั 𝐴 และ 𝐵 คือ (𝑥1, 𝑦1) และ (𝑥2, 𝑦2) 

𝑃 = 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦  มีคา่มากสดุ ที่ 𝐴 และ 𝐵  เทา่กนั  จะไดว้า่ 
 
 
 

−3 + 2𝑎 =  −4 
              𝑎 =  −0.5 

1 + 2𝑏 =  −3 
          𝑏 =  −2 

3 + 3𝑎 =          𝑎 − 𝑏 
3 + 3(−0.5) =  (−0.5) − (−2) 
    1.5 =               1.5             

−1 + 3𝑏 =          2𝑎 + 3𝑏 
−1 + 3(−2) =  2(−0.5) + 3(−2) 
       −7 =                −7                

        (�̅� + �̅�) ∙ (�̅� − �̅�) =  10 

�̅� ∙ �̅� − �̅� ∙ �̅� + �̅� ∙ �̅� − �̅� ∙ �̅� =  10 
�̅� ∙ �̅�                            − �̅� ∙ �̅� =  10 

 |�̅�|
2

                            − |�̅�|2 =  10 

 |�̅�|
2

                           − (√6)
2

 =  10 

 |�̅�|
2

 =  16 

 |�̅�| =   4 

�̅� ∙ �̅�  =  |�̅�|2 

จาก  �̅�  =  𝑖 ̅+ 𝑗̅ − 2�̅� 

จะได ้ |�̅�|  =  √12 + 12 + (−2)2  =  √6 

𝑎𝑥1 + 𝑏𝑦1 =  𝑎𝑥2 + 𝑏𝑦2 
𝑎𝑥1 − 𝑎𝑥2 =  𝑏𝑦2 − 𝑏𝑦1 
𝑎(𝑥1 − 𝑥2) =  𝑏(𝑦2 − 𝑦1)   …(∗) 
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โจทยใ์ห ้𝐴 และ 𝐵 อยูบ่น  𝑥 + 2𝑦 = 12  ดงันัน้ 
 
 
 
 

แทนคา่ 𝑥1 − 𝑥2 ใน (∗) จะได ้
 
 

13. ก าหนดให ้ 𝑆 เป็นปรภิมูิตวัอยา่ง และ 𝑃(𝐸) แทนความนา่จะเป็นของเหตกุารณ ์𝐸 

 และ 𝐸′ แทนคอมพลเีมนตข์องเหตกุารณ ์𝐸    ถา้ 𝐴 และ 𝐵 เป็นเหตกุารณใ์น 𝑆 โดยที่  𝑃(𝐴 ∪ 𝐵) = 0.8 

 และ  𝑃(𝐴 ∩ 𝐵) = 0.4    แลว้คา่ของ  𝑃(𝐴′) + 𝑃(𝐵′)  เทา่กบัขอ้ใดตอ่ไปนี ้
 1. 0.4 2. 0.6 3. 0.8 4. 1.2 5. 1.6 
ตอบ 3 

จากสมบตัิของความนา่จะเป็น จะได ้

 

ดงันัน้   
 

จากสตูร Inclusive – Exclusive จะได ้
 
 

แทนใน (∗) จะได ้ 𝑃(𝐴′) + 𝑃(𝐵′)  =  2 − 1.2  =  0.8 

 

14. 
4

lim
x

 2
√𝑥𝑥2−23+√𝑥√𝑥

√𝑥−2
  มีคา่เทา่กบัขอ้ใดตอ่ไปนี ้

 1. 32 2. 64 3. 80 4. 96 5. 128 
ตอบ 4 

4
lim
x

 2
√𝑥𝑥2−23+√𝑥√𝑥

√𝑥−2
 =  

4
lim
x

 
2√𝑥(√𝑥

2
)

2
−232√𝑥√𝑥

√𝑥−2
 

 =  
4

lim
x

 2
√𝑥  √𝑥

 4
− 232√𝑥√𝑥

√𝑥−2
 

 =  
4

lim
x

 2
√𝑥√𝑥  (√𝑥

 3
 −  23)

√𝑥−2
 

 =  
4

lim
x

 
2√𝑥√𝑥  (√𝑥−2)(√𝑥

2
+2√𝑥+22)

√𝑥−2
 

 =  
4

lim
x

 2√𝑥√𝑥 (√𝑥
2

+ 2√𝑥 + 22) 

 =           2√4√4 (√4
2

+ 2√4 + 22)    =  8(4 + 4 + 4)  =  96 

 
 
 
 
 
 
 
 

           𝑥1  +  2𝑦1 =  12 …(1) 
           𝑥2  +  2𝑦2 =  12 …(2) 
(1) − (2) :  𝑥1 − 𝑥2 + 2𝑦1 − 2𝑦2 =  0 
 𝑥1 − 𝑥2 =  2𝑦2 − 2𝑦1 
 𝑥1 − 𝑥2 =  2(𝑦2 − 𝑦1) 

𝑎(2)(𝑦2 − 𝑦1) =  𝑏(𝑦2 − 𝑦1) 
 2𝑎 =  𝑏 

จดุที่ตา่งกนับนเสน้ตรง จะมี 𝑦1 ≠ 𝑦2 
ท าให ้หารตลอดดว้ย 𝑦2 − 𝑦1 ได ้

𝑃(𝐴′)  =  1 − 𝑃(𝐴) 
𝑃(𝐵′)  =  1 − 𝑃(𝐵) 

𝑃(𝐴′) + 𝑃(𝐵′) =  1 − 𝑃(𝐴) + 1 − 𝑃(𝐵) 
 =  2 − (𝑃(𝐴) + 𝑃(𝐵))    …(∗) 

𝑃(𝐴 ∪ 𝐵) =  𝑃(𝐴) + 𝑃(𝐵) − 𝑃(𝐴 ∩ 𝐵) 
     0.8 =  𝑃(𝐴) + 𝑃(𝐵) −      0.4 
     1.2 =  𝑃(𝐴) + 𝑃(𝐵) 

ดงึตวัรว่ม 2√𝑥√𝑥 

𝑎3 − 𝑏3  =  (𝑎 − 𝑏)(𝑎2 + 𝑎𝑏 + 𝑏2) 
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15. ให ้𝑓 เป็นฟังกช์นัซึง่มีโดเมนและเรนจเ์ป็นสบัเซตของจ านวนจรงิ  โดยที่  𝑓′(𝑥)  =  2𝑎𝑥 + 𝑏√𝑥 + 1 

 เมื่อ 𝑎 และ 𝑏 เป็นจ านวนจรงิ    ถา้  𝑓(0) = 1  และ  𝑓′(1) = 𝑓′(4) = 0  แลว้  (𝑓 ∘ 𝑓)(4)  มีคา่เทา่กบั 

 ขอ้ใดตอ่ไปนี ้
 1. 1.25 2. 1.75 3. 2.25 4. 2.75 5. 3.25 
ตอบ 1 

จาก 
 
 

ก าจดั 𝑎  →  4×(1) − (2) : 

 
 

แทน 𝑏 ใน (1) : 
 
 
 
 

แทนคา่ 𝑎, 𝑏 ใน 𝑓′(𝑥)  จะได ้ 𝑓′(𝑥)  =  2 (
1

4
) 𝑥 −

3

2
√𝑥 + 1 =  

1

2
𝑥 −

3

2
𝑥

1

2 + 1 

อินทิเกรต จะได ้  𝑓(𝑥) =  
1

4
𝑥2 − 𝑥

3

2 + 𝑥 + 𝑐 

และจาก   
 
 
 

ดงันัน้  (𝑓 ∘ 𝑓)(4)  =  𝑓(𝑓(4)) =  𝑓 (
1

4
(42) − 4

3

2 + 4 + 1) 

 =  𝑓 (    4     −  8  + 4 + 1) 
 =  𝑓 (                1                  ) 

 =      
1

4
(12) − 1

3

2 + 1 + 1 

 =       0.25  −  1  + 1 + 1    =  1.25 
 

16. ก าหนดให ้𝐴𝐵𝐶 เป็นรูปสามเหลีย่ม  โดยมีความยาวของเสน้รอบรูปสามเหลีย่มเทา่กบั 60 หนว่ย 

 ถา้ความยาวของดา้นตรงขา้มมมุ 𝐴 และมมุ 𝐵 เทา่กบั 𝑎 หนว่ย และ 𝑏 หนว่ย ตามล าดบั 

 แลว้คา่ของ  𝑎 sin2 (
𝐴+𝐶

2
) + 𝑏 sin2 (

𝐵+𝐶

2
)  เทา่กบัขอ้ใดตอ่ไปนี ้

 1. 30 2. 30 + 𝑎 3. 60 

 4. 60 + 𝑎 + 𝑏 5. 150 

ตอบ 1 

      𝑎 sin2 (
𝐴+𝐶

2
) + 𝑏 sin2 (

𝐵+𝐶

2
) 

=  𝑎 ∙ 
1−cos(𝐴+𝐶)

2
 + 𝑏 ∙ 

1−cos(𝐵+𝐶)

2
 

=  𝑎 ∙ 
1+cos(180°−(𝐴+𝐶))

2
 + 𝑏 ∙ 

1+cos(180°−(𝐵+𝐶))

2
 

=  𝑎 ∙ 
1+cos 𝐵

2
                    + 𝑏 ∙ 

1+cos 𝐴

2
 

=       
𝑎 + 𝑎 cos 𝐵     +     𝑏 + 𝑏 cos 𝐴

2
            …(∗) 

               𝑓′(1) =  0 

2𝑎(1) + 𝑏√1 + 1 =  0 
   2𝑎    +    𝑏   + 1 =  0   …(1) 

               𝑓′(4) =  0 

2𝑎(4) + 𝑏√4 + 1 =  0 
   8𝑎    +  2𝑏   + 1 =  0   …(2) 

(8𝑎 + 4𝑏 + 4) − (8𝑎 + 2𝑏 + 1) =   0 
                      2𝑏 + 3 =   0 

                         𝑏 =  −
3

2
 

2𝑎 +  (−
3

2
) + 1 =  0 

2𝑎 =  
1

2
 

  𝑎 =  
1

4
 

               𝑓(0) =  1 
1

4
(02) − 0

3

2 + 0 + 𝑐 =  1 

                                  𝑐 =  1 จะได ้ 𝑓(𝑥)  =  
1

4
𝑥2 − 𝑥

3

2 + 𝑥 + 1 

sin
𝜃

2
  =  ±√

1−cos 𝜃

2
 

cos(180° − 𝜃)  =  − cos 𝜃 

มมุในสามเหลี่ยม  𝐴 + 𝐵 + 𝐶 = 180° 
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พิจารณา ∆𝐴𝐵𝐶  ลาก 𝐶𝐷̅̅ ̅̅  ⊥ 𝐴𝐵̅̅ ̅̅   ดงัรูป 
ใน ∆𝐴𝐶𝐷 จะได ้ 𝐴𝐷  =  𝑏 cos 𝐴 

ใน ∆𝐵𝐶𝐷 จะได ้ 𝐷𝐵  =  𝑎 cos 𝐵 

ดงันัน้   
 
 

แทนใน (∗)  จะได ้ 𝑎 + 𝑎 cos 𝐵 + 𝑏 + 𝑏 cos 𝐴

2
 =  

𝑎+𝑐+𝑏

2
 

 =     
60

2
            =  30 

 

17. ใหจ้ดุ 𝐴 เป็นจดุบนเสน้ตรง  3𝑥 + 𝑦 + 4 = 0  โดยที่จดุ 𝐴 หา่งจากจดุ (−5, 6) และจดุ (3, 2) เป็นระยะเทา่กนั 

 ให ้𝐿1 และ 𝐿2 เป็นเสน้ตรงสองเสน้ท่ีตา่งกนัและขนานกบัเสน้ตรง  5𝑥 + 12𝑦 = 0 

 ถา้จดุ 𝐴 อยูห่า่งจากเสน้ตรง 𝐿1 และ 𝐿2 เป็นระยะเทา่กบั 2 หนว่ย 

 แลว้ผลบวกของระยะตดัแกน 𝑥 ของเสน้ตรง 𝐿1 และ 𝐿2 เทา่กบัขอ้ใดตอ่ไปนี ้
 1. −5.6 2. −2.8 3. 2.8 4. 5.6 5. 8.4 
ตอบ 4 

ใหพ้ิกดัของ 𝐴 คือ (𝑎, 𝑏)  โจทยใ์ห ้𝐴 อยูบ่นเสน้ตรง  3𝑥 + 𝑦 + 4 = 0  ดงันัน้  3𝑎 + 𝑏 + 4  =  0    …(1) 

𝐴 หา่งจาก (−5, 6) และ (3, 2) เทา่กนั  → 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

𝐿1 , 𝐿2 ขนานกบั  5𝑥 + 12𝑦 = 0  →  𝐿1 , 𝐿2  ตอ้งอยูใ่นรูป  5𝑥 + 12𝑦 + 𝐶 = 0 

𝐴(−2, 2) หา่งจาก 𝐿1 , 𝐿2 เป็นระยะ 2 หนว่ย  → 

 
 
 
 
 

 จะได ้𝐿1 , 𝐿2 คือ    5𝑥 + 12𝑦 + 12  =  0    และ       5𝑥 + 12𝑦 − 40  =  0 
หาระยะตดัแกน 𝑥  ตอ้งแทน 𝑦 = 0  → 

 
 

จะไดผ้ลบวกระยะตดัแกน 𝑥 คือ  − 12

5
 + 8  =  −2.4 + 8  =  5.6 

 
 
 
 

𝐴  𝐵  

𝐶  

𝑎  𝑏  

𝑐  
𝐷  

𝐴𝐷 + 𝐷𝐵 =  𝑏 cos 𝐴 + 𝑎 cos 𝐵 
      𝑐 =  𝑏 cos 𝐴 + 𝑎 cos 𝐵 

โจทยใ์หเ้สน้รอบรูป = 60 

√(𝑎 − (−5))2 + (𝑏 − 6)2 =  √(𝑎 − 3)2 + (𝑏 − 2)2 

      (𝑎 + 5)2 + (𝑏 − 6)2 =      (𝑎 − 3)2 + (𝑏 − 2)2 
      (𝑎 + 5)2 − (𝑎 − 3)2 =      (𝑏 − 2)2 − (𝑏 − 6)2 
              (8)(2𝑎 + 2) =        (4)(2𝑏 − 8) 
                      2𝑎 + 2 =                  𝑏 − 4 
                      2𝑎 − 𝑏 + 6 =                      0        …(2) 

น2 − ล2 = (น − ล)(น + ล) 

÷ 8 ตลอด 

(1) + (2) : 5𝑎       + 10 =    0 
   𝑎 =  −2 

แทนคา่ 𝑎 ใน (2) : 2(−2) − 𝑏 + 6 =    0 
                        2 =    𝑏 →  จะไดพ้ิกดั 𝐴 คือ (−2, 2) 

|5(−2)+12(2)+𝐶|

√52+122
 =  2 

        
|14+𝐶|

13
 =  2 

|14 + 𝐶| =  26 
  14 + 𝐶 =  26 ,  −26 
            𝐶 =  12 ,  −40 

5𝑥 + 12(0) + 12 =  0 

  𝑥 = −
12

5
 

5𝑥 + 12(0) − 40 =  0 
  𝑥 =  8 
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18. ให ้ 𝑧1 = 
1+7𝑖

(2−𝑖)2  และ  𝑧2 = 
1+3𝑖

1−2𝑖
  เมื่อ  𝑖2 = −1 

 ถา้ 𝑎 และ 𝑏 เป็นจ านวนจรงิ ท่ีสอดคลอ้งกบั  |𝑎𝑧1 + 𝑏𝑧2̅| = 2    แลว้คา่ของ  𝑎2 + 𝑏2  เทา่กบัขอ้ใดตอ่ไปนี ้
 1. 1 2. 2 3. 4 4. 8 5. 12 
ตอบ 2 

จดัรูป 𝑧1, 𝑧2 : 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

แทนใน 
 

 
 
 
 
 
 
 
 

19. จากการส ารวจรายไดแ้ละรายจา่ยของพนกังานบรษัิทแหง่หนึง่ จ านวน 8 คน ดงันี ้
 
 
 
 
 
 
 
 

 ปรากฏวา่รายได ้(𝑥) และรายจ่าย (𝑦) มีความสมัพนัธเ์ชิงฟังกช์นัแบบเสน้ตรงเป็น  𝑦 = 8𝑥 + 13.5 

 ถา้   
i


8

1
𝑦𝑖   =  492   และ   

i


8

1
𝑥𝑖𝑦𝑖   =  3432   แลว้ความแปรปรวนของรายไดข้องพนกังาน 8 คนนี ้

 เทา่กบัขอ้ใดตอ่ไปนี ้
 1. 6.5 2. 7.5 3. 8.5 4. 9.5 5. 10.5 
ตอบ 2 

จากความสมัพนัธ ์ 𝑦 = 8𝑥 + 13.5  จะได ้ 𝑏 = 8  และ  𝑎 = 13.5 

มีพนกังาน 8 คน  →  𝑛 = 8 

แทนขอ้มลูทัง้หมดในสตูรระบบสมการ จะได ้
 
 
 

𝑧1 =   
1+7𝑖

(2−𝑖)2 

 =  
1+7𝑖

4−4𝑖+𝑖2 

 =    
1+7𝑖

3−4𝑖
    ∙ 

3+4𝑖

3+4𝑖
 

 =  
3+25𝑖+28𝑖2

9−16𝑖2  

 =  
−25+25𝑖

25
 

 =  −1 + 𝑖 

𝑧2 =  
1+3𝑖

1−2𝑖
    ∙ 

1+2𝑖

1+2𝑖
 

 =    
1+5𝑖+6𝑖2

1−4𝑖2  

 =     
−5+5𝑖

5
 

 =   −1 + 𝑖 

                      | 𝑎𝑧1 + 𝑏𝑧2̅ | =  2 

          |𝑎(−1 + 𝑖) + 𝑏(−1 + 𝑖)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅| =  2 
          |𝑎(−1 + 𝑖) + 𝑏(−1 − 𝑖)| =  2 
          |  −𝑎 + 𝑎𝑖     − 𝑏 − 𝑏𝑖    | =  2 
          | (−𝑎 − 𝑏) + (𝑎 − 𝑏)𝑖    | =  2 

          √(−𝑎 − 𝑏)2 + (𝑎 − 𝑏)2 =  2 

𝑎2 + 2𝑎𝑏 + 𝑏2 + 𝑎2 − 2𝑎𝑏 + 𝑏2 =  4 
                      2𝑎2 + 2𝑏2 =  4 
                        𝑎2  +  𝑏2 =  2 

พนกังานคนที่ 1 2 3 4 5 6 7 8 

รายได ้(𝑥) 

(หน่วยหม่ืนบาท) 
𝑥1 𝑥2 𝑥3 𝑥4 𝑥5 𝑥6 𝑥7 𝑥8 

รายจา่ย (𝑦) 

(หน่วยหม่ืนบาท) 
𝑦1 𝑦2 𝑦3 𝑦4 𝑦5 𝑦6 𝑦7 𝑦8 

 

∑ 𝑦 =    𝑎𝑛   +  𝑏 ∑ 𝑥 

∑ 𝑥𝑦 =  𝑎 ∑ 𝑥 + 𝑏 ∑ 𝑥2 

  492 =  (13.5)(8) +  8 ∑ 𝑥 …(1) 

3432 =  (13.5) ∑ 𝑥 + 8 ∑ 𝑥2 …(2) 
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จาก (1) : จาก (2) : 

 
 
 

จากสตูรความแปรปรวน จะได ้ 𝑠2
รายได้  =  

∑ 𝑥2

𝑁
− (

∑ 𝑥

𝑁
)

2
  =  

348

8
− (

48

8
)

2
  =  43.5 − 36  =  7.5 

 

20. ก าหนดตารางแสดงพืน้ท่ีใตเ้สน้โคง้ปกตมิาตรฐานระหวา่ง 0 ถึง 𝑧 ดงันี ้
 
 
 

 จากการสอบถามอายขุองนกัเรยีนมธัยมศกึษาตอนปลายของโรงเรยีนแหง่หนึง่ พบวา่อายขุองนกัเรยีนมีการแจกแจง
ปกติ  มีนกัเรยีนรอ้ยละ 30.85 ที่มีอายมุากกวา่ 17 ปี  และมีนกัเรยีนรอ้ยละ 53.28 ที่มีอายตุัง้แต ่14 ปี แตไ่มเ่กิน 
17 ปี  แลว้สมัประสทิธ์ิการแปรผนัของอายนุกัเรยีนกลุม่นีเ้ทา่กบัขอ้ใดตอ่ไปนี ้

 1. 0.125 2. 1.25 3. 4.0 4. 8.0 5. 12.5 
ตอบ 1 

มากกวา่ 17 ปี คิดเป็น 30.85% = พืน้ท่ี 0.3085 ที่แรเงาทางขวา ดงัรูป 
แตพ่ืน้ท่ีที่ใชเ้ปิดตาราง คือพืน้ท่ีทีว่ดัจากแกนกลาง 
ครึง่ขวาทัง้หมด = 0.5  →  พืน้ท่ีที่ใชเ้ปิดตาราง  =  0.5 – 0.3085  =  0.1915 

จากตาราง เมื่อพืน้ท่ี = 0.1915  จะได ้ 𝑧 = 0.5 

จากสตูร  𝑧 = 
𝑥 − �̅�

𝑠
  จะได ้ 0.5  =  

17 − �̅�

𝑠
    …(1)  

 

14 ปี ถึง 17 ปี คิดเป็น  53.28% = พืน้ท่ี 0.5328 ที่แรเงา 
0.5328 มากกวา่ 0.1915 อยู ่0.3413 →  จะลน้มาทางซา้ยดงัรูป 
นบัจากแกนกลาง จะไดพ้ืน้ท่ีที่ใชเ้ปิดตาราง = 0.3413  →  𝑧 = 1 

แตเ่ป็นพืน้ท่ีฝ่ังซา้ย 𝑧 ตอ้งติดลบ  จะได ้ 𝑧 = −1  จะได ้ −1  =  
14 − �̅�

𝑠
    …(2) 

 
 
 
 
 
 
 

จะไดส้มัประสทิธ์ิการแปรผนั  =  
𝑠

�̅�
  =  

2

16
  =  

1

8
  =  0.125 

 

21. ก าหนดขอ้มลู  𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4  โดยที่  0  <  𝑥1  ≤  𝑥2  ≤  𝑥3  ≤  𝑥4    ถา้ขอ้มลูชดุนีม้คีา่เฉลีย่เลขคณิตเทา่กบั 7    

พิสยัเทา่กบั 9    และ มธัยฐานและฐานนิยมมีคา่เทา่กนั และมีคา่เทา่กบั 6   แลว้สมัประสทิธ์ิสว่นเบ่ียงเบนควอไทล์
ของขอ้มลูชดุนี ้เทา่กบัขอ้ใดตอ่ไปนี ้

 1. 3

19
 2. 5

19
 3. 6

19
 4. 7

20
 5. 9

20
 

ตอบ 5 

มธัยฐาน  =  ฐานนิยม  =  6   แสดงวา่ 6 เป็นตวัตรงกลางทีซ่  า้มากสดุ   →  จะไดข้อ้มลูตอ้งอยูใ่นรูป  𝑥1 ,  6 ,  6 ,  𝑥4 

492 =  108 +  8 ∑ 𝑥 
384 =                8 ∑ 𝑥 
  48 =                   ∑ 𝑥 

3432 =  (13.5)(48) +  8 ∑ 𝑥2 
  429 =  (13.5)( 6 ) +     ∑ 𝑥2 
  429 =           81       +     ∑ 𝑥2 
  348 =                                ∑ 𝑥2 

𝑧  0.35 0.5 0.85 1.00 1.20 

พืน้ที่ใตเ้สน้โคง้ 0.1368 0.1915 0.3023 0.3413 0.3849 

 

𝑥 = 17 

0.3085 

=  0.5 − 0.3085 
=      0.1915 

0.1915 =  0.5328 − 0.1915 
=       0.3413 

𝑥 = 17 𝑥 = 14 

(2) ÷ (1) :         
−1

0.5
 =  

14 − �̅�

𝑠
 ∙ 

𝑠

17 − �̅�
 

        −2 =  
14 − �̅�

17 − �̅�
 

 −34 + 2�̅� =  14 − �̅� 
         3�̅� =  48 
           �̅� =  16 

แทน �̅� ใน (2) :  −1 =  
14−16

𝑠
 

 −𝑠 =  −2 
    𝑠 =     2 
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คา่เฉลีย่เลขคณิต = 7  →  จะได ้

 
 

 พิสยั = 9  →  จะได ้  𝑥4 − 𝑥1   =   9    …(2) 

 
 
 
 

จะไดข้อ้มลูคือ  3.5 ,  6 ,  6 ,  12.5  →  หา สปส QD จากสตูร 𝑄3−𝑄1

𝑄3+𝑄1
 

𝑄3 จะอยูต่  าแหนง่ที่  3
4
 ∙ (4 + 1)  =  3.75   →   𝑄3  =  ตวัที่ 3 + 0.75 × (ตวัที่ 4 − ตวัที่ 3) 

 
 

𝑄1 จะอยูต่  าแหนง่ที่  1
4
 ∙ (4 + 1)  =  1.25   →   𝑄1  =  ตวัที่ 1 + 0.25 × (ตวัที่ 2 − ตวัที่ 1) 

 
 

ดงันัน้ สปส QD  =  
10.875−4.125

10.875+4.125
  =  

6.75

15
  =  0.45  =  

4

100
  =  

9

20
 

 

22. ถา้ 𝑎 และ 𝑏 เป็นจ านวนจรงิบวก และ 𝑛 เป็นจ านวนเตม็บวก ที่สอดคลอ้งกบั   log 𝑎3𝑏2𝑛 = 1 ,   log 𝑎2𝑛𝑏3 = 1  

และ  log 𝑎𝑛𝑏𝑛 = 
6

7
    แลว้  𝑛 log 𝑎𝑛 − log 𝑏2𝑛    เทา่กบัขอ้ใดตอ่ไปนี ้

 1. 1

7
 2. 6

7
 3. 1 4. 2 5. 3 

ตอบ 5 

จาก  log 𝑎3𝑏2𝑛 = 1  และ  log 𝑎2𝑛𝑏3 = 1 

 
 
 
 

แทน  𝑏 = 𝑎  ใน และจาก 
 
 
 
 
 
 

แทน  log 𝑎 = 
1

21
ใน (∗)  จะได ้

 

ดงันัน้  𝑛 log 𝑎𝑛 − log 𝑏2𝑛 

 
 
 
 
 
 
 
 

   
𝑥1+6+6+𝑥4

4
 =   7 

𝑥1 + 12 + 𝑥4 =  28 
𝑥1 + 𝑥4 =  16    …(1) 

(1) + (2) : 2𝑥4 =  25 
   𝑥4 =  12.5 →  แทนใน (1) : 𝑥1 + 12.5 =  16 

 𝑥1 =  3.5 

=       6   + 0.75 × (12.5  −   6) 
=       6   +        4.875                    =  10.875 

=     3.5    + 0.25 × (  6     −    3.5 ) 
=     3.5    +        0.625                    =  4.125 

𝑎3𝑏2𝑛 =   𝑎2𝑛𝑏3 
   𝑏2𝑛−3 =   𝑎2𝑛−3 
   𝑏 =   𝑎 

log เป็น 1 : 1 

𝑛 เป็นจ านวนเต็มบวก ท าให ้ 2𝑛 − 3 ≠ 0 

และ  𝑎, 𝑏 เป็นบวก 

        log 𝑎3𝑏2𝑛 =  1 
        log 𝑎3𝑎2𝑛 =  1 

log 𝑎3 + log 𝑎2𝑛 =  1 

3 log 𝑎 +   
6

7
 =  1 

    log 𝑎 =  
1

21
 

    log 𝑎𝑛𝑏𝑛 =  
6

7
 

    log 𝑎𝑛𝑎𝑛 =  
6

7
 

    log 𝑎2𝑛 =  
6

7
 

2𝑛 log 𝑎 =  
6

7
    …(∗) 

2𝑛 (
1

21
) =  

6

7
 

  𝑛 =  9 

=  9 log 𝑎9 − log 𝑎2(9) 
=  81 log 𝑎 − 18 log 𝑎 

=           63 log 𝑎            =  63 (
1

21
)    =  3 
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23. ให ้𝐻 เป็นไฮเพอรโ์บลาที่มีแกนสงัยคุอยูบ่นเสน้ตรง  𝑥 = 1  และมีจดุยอดจดุหนึง่อยูท่ี่ (0, 2)    ถา้ 𝐻 ผา่นจดุ
ศนูยก์ลางของวงรซีึง่มีสมการเป็น  5𝑥2 − 30𝑥 + 9𝑦2 = 0  แลว้สมการของไฮเพอรโ์บลา 𝐻 ตรงกบัขอ้ใดตอ่ไปนี ้

 1. 4𝑥2 − 3𝑦2 − 8𝑥 + 12𝑦 − 12 = 0 2. 4𝑥2 − 3𝑦2 − 8𝑥 + 12𝑦 − 13 = 0 
 3. 4𝑥2 − 3𝑦2 − 8𝑥 − 6𝑦 − 12 = 0 4. 3𝑥2 − 4𝑦2 − 6𝑥 + 16𝑦 − 17 = 0 
 5. 3𝑥2 − 4𝑦2 − 6𝑥 + 8𝑦 − 17 = 0 
ตอบ 1 

จากขอ้มลูแกนสงัยคุ กบัจดุยอด จะวาดไดด้งัรูป 

ซึง่เป็นไฮเพอรโ์บลาแนวนอน โดยมี จดุศนูยก์ลาง (ℎ, 𝑘) = (1, 2) 

𝑎 = ระยะจากจดุศนูยก์ลาง (1, 2) ไป V1(0, 2)  →  𝑎 = 1 

แทน ℎ, 𝑘, 𝑎 ในรูปสมการไฮเพอรโ์บลาแนวนอน  (𝑥−ℎ)2

𝑎2 −
(𝑦−𝑘)2

𝑏2   =  1  จะได ้ (𝑥−1)2

12 −
(𝑦−2)2

𝑏2   =  1   …(∗) 

โจทยใ์ห ้𝐻 ผา่นจดุศนูยก์ลาง ของ 
 
 
 
 
 

ดงันัน้ (3, 0) ตอ้งแทนใน (∗) แลว้เป็นจรงิ : 
 
 
 
 
 

แทน 𝑏2 ใน (∗) จะไดส้มการของ 𝐻 คอื 
 
 
 
 
 

24. ให ้ 𝑎1,  𝑎2,  𝑎3, … ,  𝑎𝑛 ,  …  เป็นล าดบัเรขาคณิตของจ านวนเตม็บวก  โดยที่ มีผลบวกของพจนท์ี่สองและพจนท์ี่สี ่
เทา่กบั 60    และพจนท์ี่สามเทา่กบั 18    และให ้𝑆𝑛 เป็นผลบวก 𝑛 พจนแ์รกของล าดบั  𝑎1,  𝑎2,  𝑎3, … ,  𝑎𝑛 ,  …  

แลว้คา่ของ  𝑆8

𝑆4
 + 

𝑆4

𝑆2
  เทา่กบัขอ้ใดตอ่ไปนี ้

 1. 172

81
 2. 37

16
 3. 22 4. 88 5. 92 

ตอบ 5 

จากสตูรอนกุรมเรขาคณิต 𝑆𝑛 = 
𝑎1(𝑟𝑛−1)

𝑟−1
  จะได ้ 𝑆8

𝑆4
 + 

𝑆4

𝑆2
 =  

𝑎1(𝑟8−1)

𝑟−1
𝑎1(𝑟4−1)

𝑟−1

 +

𝑎1(𝑟4−1)

𝑟−1
𝑎1(𝑟2−1)

𝑟−1

 

 =     
𝑟8−1

𝑟4−1
   +   

𝑟4−1

𝑟2−1
 

 =  
(𝑟4−1)(𝑟4+1)

𝑟4−1
 + 

(𝑟2−1)(𝑟2+1)

𝑟2−1
 

 =            𝑟4 + 1 +         𝑟2 + 1 
 =                  𝑟4 + 𝑟2 + 2            …(∗) 

 

V1(0, 2) 

𝑥 = 1 

5𝑥2 − 30𝑥 + 9𝑦2 =   0 
5(𝑥2 − 6𝑥) + 9𝑦2 =   0 
5(𝑥2 − 6𝑥 + 9) + 9𝑦2 =  5(9) 
       5(𝑥 − 3)2    + 9𝑦2 =  45 

            
(𝑥−3)2

9
   +   

(𝑦−0)2

5
 =   1 →  จดุศนูยก์ลาง คือ (3, 0) 

(3−1)2

12 −
(0−2)2

𝑏2  =  1 

    4    −    
4

𝑏2 =  1 

      3 =  
4

𝑏2 

      𝑏2 =  
4

3
 

            
(𝑥−1)2

12      −          
(𝑦−2)2

4/3
 =  1 

         
𝑥2−2𝑥+1

1
     −     

3(𝑦2−4𝑦+4)

4
 =  1 

4(𝑥2 − 2𝑥 + 1) − 3(𝑦2 − 4𝑦 + 4) =  4 

  4𝑥2 − 3𝑦2 − 8𝑥 + 12𝑦 − 12 =  0 
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ล าดบัเรขาคณิต แตล่ะพจนจ์ะเพิม่อยา่งคงที่ โดยการคณู  𝑟 

โจทยใ์ห ้ 𝑎3 = 18  ดงันัน้ พจน ์ 𝑎2 ,  𝑎3 ,  𝑎4  จะอยูใ่นรูป    
18

𝑟
 ,   18   ,  18𝑟 

โจทยใ์ห ้พจนท์ี่สอง + พจนท์ี่สี ่เทา่กบั 60  → 

 
 
 
 
 
 

แต ่𝑟 เป็น 
1

3
 ไมไ่ด ้เพราะจะท าใหพ้จนท์ี่อยูห่ลงัๆ ไมเ่ป็นจ านวนเตม็บวก  →  จะได ้ 𝑟 = 3 

แทน  𝑟 = 3  ใน (∗) จะค าตอบ  =  34 + 32 + 2  =  92  

 

25. ก าหนดให ้ 𝒰  =  { −5, −4, 0, 1, 2, 3, 4 } 

  𝐴  =  { 𝑥 ∈ 𝒰 | 2𝑥 − 1  ∉  𝒰 }  
  𝐵  =  { 𝑥 ∈ 𝒰 | 𝑥2  >  5𝑥 }  
  𝐶  =  { 𝑥 ∈ 𝒰 | √𝑥 + 1  ∈  𝒰 }  
 จ านวนสมาชิกของเซต  (𝐴 − 𝐶) × (𝐵 ∪ 𝐶)  เทา่กบัขอ้ใดตอ่ไปนี ้
 1. 6 2. 10 3. 12 4. 20 5. 24 
ตอบ 3 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ดงันัน้ 𝐴 − 𝐶  =  {−5, −4, 4}   →  มีสมาชิก 3 ตวั 

 𝐵 ∪ 𝐶  =  {−5, −4, 0, 3}  →  มีสมาชิก 4 ตวั 
จะได ้ (𝐴 − 𝐶) × (𝐵 ∪ 𝐶)  มีสมาชิก 3 × 4  =  12 ตวั 
 

26. ก าหนดให ้𝐴 เป็นเมทรกิซม์ติิ 3 × 3  โดยที่  det 𝐴 = 
1

4
   และ  𝐵 = [

3

2
1 −1

0 2 0
𝑎 0 𝑏

]  เมื่อ 𝑎 และ 𝑏 เป็นจ านวนจรงิ 

 ถา้  2𝐴𝐵 + 3𝐼  =  𝐴  เมื่อ 𝐼 เป็นเมทรกิซเ์อกลกัษณก์ารคณูมิติ 3 × 3  แลว้คา่ของ  𝑎 + 𝑏  เทา่กบัขอ้ใดตอ่ไปนี ้

 1. 3

2
 2. −

5

2
 3. 1

2
 4. −

17

2
 5. 19

2
 

ตอบ 4 

 
 
 
 

       
18

𝑟
 + 18𝑟 =  60 

      18 + 18𝑟2 =  60𝑟 
        3 +   3 𝑟2 =  10𝑟 
 3𝑟2 − 10𝑟 + 3 =   0 
(3𝑟 − 1)(𝑟 − 3) =   0 

    𝑟  =  
1

3
  ,  3 

× 𝑟 × 𝑟 

𝑥 2𝑥 − 1  
−5 −11 ∉ 𝒰 
−4 −9 ∉ 𝒰 

0 −1 ∉ 𝒰 

1 1  
2 3  
3 5 ∉ 𝒰 

4 7 ∉ 𝒰 

 𝐴 = {−5, −4, 0, 3, 4} 

𝑥 𝑥2 > 5𝑥  
−5 25 > −25  

−4 16 > −20  

0 0 > 0  
1 1 > 5  
2 4 > 10  
3 9 > 15  
4 16 > 20  

 𝐵 = {−5, −4} 

𝑥 √𝑥 + 1  

−5 -  
−4 -  
0 1 ∈ 𝒰 
1 √2  

2 √3  

3 2 ∈ 𝒰 

4 √5  

 𝐶 = {0, 3} 

𝑛(𝑋 × 𝑌) = 𝑛(𝑋) × 𝑛(𝑌) 

             2𝐴𝐵 + 3𝐼 =      𝐴 
             2𝐴𝐵 − 𝐴 =    −3𝐼 
     (𝐴)  (2𝐵 − 𝐼) =    −3𝐼 
det 𝐴 ∙ det(2𝐵 − 𝐼) =  det(−3𝐼) 
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27. ให ้𝑓 และ 𝑔 เป็นฟังกช์นั ซึง่มีโดเมนและเรนจเ์ป็นสบัเซตของเซตของจ านวนจรงิ 

 โดยที่  𝑓(𝑥)  =  
𝑥+1

𝑥−1
   ส  าหรบัทกุจ านวนจรงิ 𝑥 ≠ 1    และ  𝑔(𝑥)  =  6𝑥 + 5  ส าหรบัทกุจ านวนจรงิ 𝑥 

 ถา้ 𝑎 เป็นจ านวนจรงิที่  𝑎 ≠ 1  และ  𝑔(𝑓(𝑎))  =  𝑔−1(𝑓(𝑎)) 

 แลว้  𝑓(𝑔−1(𝑎)) + 𝑓(𝑔(𝑎))  เทา่กบัขอ้ใดตอ่ไปนี ้
 1. 31

22
 2. 16

11
 3. 37

22
 4. 20

11
 5. 41

22
 

ตอบ 1 
หา 𝑔−1  : 
 
 

จาก 
 
 
 
 
 

ดงันัน้  𝑓(𝑔−1(𝑎)) + 𝑓(𝑔(𝑎)) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(
1

4
) ∙ det([

3 2 −2
0 4 0

2𝑎 0 2𝑏
] − [

1 0 0
0 1 0
0 0 1

]) =  det [
−3 0 0
0 −3 0
0 0 −3

] 

(
1

4
) ∙ det(         [

2 2 −2
0 3 0

2𝑎 0 2𝑏 − 1
]          ) =              −27 

           (12𝑏 − 6) − (−12𝑎) =            −108 
             12𝑏              + 12𝑎 =            −102 

                 𝑏               +      𝑎 =            −
102

12
      =  −

17

2
 

  𝑦 =  6𝑥 + 5 
  𝑥 =  6𝑦 + 5 
𝑥−5

6
 =    𝑦            →  จะได ้ 𝑔−1(𝑥) = 

𝑥−5

6
 

หาอินเวอรส์ → สลบั 𝑥, 𝑦 

   𝑔(𝑓(𝑎)) =  𝑔−1(𝑓(𝑎)) 

 6𝑓(𝑎) + 5 =  
𝑓(𝑎)−5

6
 

36𝑓(𝑎) + 30 =  𝑓(𝑎) − 5 
35𝑓(𝑎) =  −35 
     𝑓(𝑎) =  −1 

    
𝑎+1

𝑎−1
 =  −1 

  𝑎 + 1 =  −𝑎 + 1 
2𝑎 =    0 
  𝑎 =    0 

=  𝑓(𝑔−1(0)) + 𝑓(𝑔(0)) 

=  𝑓 (
0−5

6
) + 𝑓(6(0) + 5) 

=  𝑓 (−
5

6
) + 𝑓(5) 

=    
−

5

6
 + 1

−
5

6
 − 1

  +  
5+1

5−1
 

=       
1

6

−
11

6

  +    
6

4
      =  −

1

11
 + 

3

2
     =  

31

22
 



 PAT 1 (ก.พ. 61) 33 

28. ก าหนดให ้ 𝑎(0) = 1  และส าหรบั  𝑛 = 0, 1, 2, 3, …  ให ้ 𝑎(𝑛 + 1) = {
3 + 5𝑎(𝑛) เมื่อ  𝑎(𝑛) ≤ 5

2 +
1

5
𝑎(𝑛) เมื่อ  𝑎(𝑛) > 5

 

 พิจารณาขอ้ความตอ่ไปนี ้
 ก. 𝑎(3) − 𝑎(1)  เป็นจ านวนเฉพาะ 

 ข. 𝑎(4)  >  𝑎(5) 

 ค. 𝑎(7)  =  
146

25
 

 ขอ้ใดตอ่ไปนีถ้กูตอ้ง 
 1. ขอ้ (ก) และ ขอ้ (ข) ถกู แต ่ขอ้ (ค) ผิด 2. ขอ้ (ก) และ ขอ้ (ค) ถกู แต ่ขอ้ (ข) ผิด 
 3. ขอ้ (ข) และ ขอ้ (ค) ถกู แต ่ขอ้ (ก) ผิด 4. ขอ้ (ก)  ขอ้ (ข)  และ ขอ้ (ค)  ถกูทัง้สามขอ้ 
 5. ขอ้ (ก)  ขอ้ (ข)  และ ขอ้ (ค)  ผิดทัง้สามขอ้ 
ตอบ 4 

ใชแ้รงลยุหา 𝑎(1) ,  𝑎(2) , …  ไปเรือ่ยๆ จนถึง 𝑎(7) 

โจทยใ์ห ้ 𝑎(0) = 1 ≤ 5  →  แทน  𝑛 = 0  จะใชเ้ง่ือนไขบน : 
 

จาก  𝑎(1) = 8 > 5  →  แทน 𝑛 = 1 จะใชเ้ง่ือนไขลา่ง : 
 
 

จาก  𝑎(2) = 3.6 ≤ 5  →  แทน  𝑛 = 2  จะใชเ้ง่ือนไขบน : 
 

จาก  𝑎(3) = 21 > 5  →  แทน 𝑛 = 3 จะใชเ้ง่ือนไขลา่ง : 
 
 

จาก  𝑎(4) = 6.2 > 5  →  แทน  𝑛 = 4  จะใชเ้ง่ือนไขลา่ง : 
 
 

จาก  𝑎(5) = 3.24 ≤ 5  →  แทน  𝑛 = 5  จะใชเ้ง่ือนไขบน : 
 

จาก  𝑎(6) = 19.2 > 5  →  แทน  𝑛 = 6  จะใชเ้ง่ือนไขลา่ง : 
 
 

ก. 𝑎(3) − 𝑎(1)  =  21 − 8  =  13  เป็นจ านวนเฉพาะ   

ข. 𝑎(4)  =  6.2  และ  𝑎(5)  =  3.24  →  𝑎(4)  >  𝑎(5)   

ค. 𝑎(7)  =  5.84  =  
584

100
  =  

146

25
   

 
 
 
 
 
 
 
 
 

𝑎(0 + 1) =  3 + 5 𝑎(0) 
𝑎(1) =  3 + 5(1)    =  8 

𝑎(1 + 1) =  2 + 1
5

𝑎(1) 

𝑎(2) =  2 + 
1

5
 ( 8 )    =  3.6 

𝑎(2 + 1) =  3 + 5 𝑎(2) 
𝑎(3) =  3 + 5(3.6)    =  21 

𝑎(3 + 1) =  2 + 1
5

𝑎(3) 

𝑎(4) =  2 + 
1

5
 (21)    =  6.2 

𝑎(4 + 1) =  2 + 
1

5
𝑎(4) 

𝑎(5) =  2 + 
1

5
 (6.2)    =  3.24 

𝑎(5 + 1) =  3 + 5𝑎(5) 

𝑎(6) =  3 + 5(3.24)   =  19.2 

𝑎(6 + 1) =  2 + 
1

5
𝑎(6) 

𝑎(7) =  2 + 
1

5
 (19.2)    =  5.84 
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29. ก าหนดให ้ 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑚  และ 𝑛  เป็นจ านวนเตม็บวก สอดคลอ้งกบั  1 < 𝑎 < 𝑏 ≤ 𝑐  และ  𝑎𝑚 = 𝑏𝑛 = 𝑐 

 พิจารณาอสมการตอ่ไปนี ้
 ก. 𝑎

𝑚
  <  

𝑐

𝑛
 

 ข. 𝑏𝑚  <  𝑐 

 ค. 𝑛 + 𝑚𝑛  <  𝑐 + 𝑚𝑐 

 ขอ้ใดตอ่ไปนีถ้กูตอ้ง 
 1. ขอ้ (ก) และ ขอ้ (ข) ถกู แต ่ขอ้ (ค) ผิด 2. ขอ้ (ก) และ ขอ้ (ค) ถกู แต ่ขอ้ (ข) ผิด 
 3. ขอ้ (ข) และ ขอ้ (ค) ถกู แต ่ขอ้ (ก) ผิด 4. ขอ้ (ก)  ขอ้ (ข)  และ ขอ้ (ค)  ถกูทัง้สามขอ้ 
 5. ขอ้ (ก)  ขอ้ (ข)  และ ขอ้ (ค)  ผิดทัง้สามขอ้ 

ตอบ 2 

ก. เนื่องจาก 𝑎 และ 𝑚 เป็นจ านวนเต็มบวก ดงันัน้  𝑎

𝑚
 ≤ 𝑎 

 โจทยใ์ห ้ 𝑎 < 𝑏  และจาก  𝑏𝑛 = 𝑐  จะได ้ 𝑏 = 
𝑐

𝑛
  จึงสรุปไดว้า่  𝑎

𝑚
 ≤ 𝑎 < 𝑏 = 

𝑐

𝑛
    →  ก. ถกู 

ข. จาก 

 
 

ค. โจทยใ์ห ้ 𝑏𝑛 = 𝑐  และเนื่องจาก  𝑏 > 1  จะสรุปไดว้า่  
 
 
 

30. ให ้𝑅 แทนเซตของจ านวนจรงิ  และให ้ 𝑟 = { (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑅 × 𝑅  |  𝑦  <  𝑥 − 2 }    พิจารณาขอ้ความตอ่ไปนี ้
 ก. (5, 7)  ∉  𝑟−1 

 ข. (−6, −3)  ∈  𝑟−1 

 ค. 𝑟 ∩ 𝑟−1  ≠  ∅ 

 ขอ้ใดตอ่ไปนีถ้กูตอ้ง 
 1. ขอ้ (ก) และ ขอ้ (ข) ถกู แต ่ขอ้ (ค) ผิด 2. ขอ้ (ก) และ ขอ้ (ค) ถกู แต ่ขอ้ (ข) ผิด 
 3. ขอ้ (ข) และ ขอ้ (ค) ถกู แต ่ขอ้ (ก) ผิด 4. ขอ้ (ก)  ขอ้ (ข)  และ ขอ้ (ค)  ถกูทัง้สามขอ้ 
 5. ขอ้ (ก)  ขอ้ (ข)  และ ขอ้ (ค)  ผิดทัง้สามขอ้ 
ตอบ 1 

ก. (5, 7)  ∉  𝑟−1  ก็ตอ่เมื่อ  (7, 5) ∉ 𝑟 

 แทน  (7, 5)  ในเง่ือนไขของ 𝑟 จะได ้ 5  <  7 − 2   เป็นเท็จ  ดงันัน้  (7, 5) ∉ 𝑟    →  ก. ถกู 

ข. (−6, −3)  ∈  𝑟−1  ก็ตอ่เมื่อ  (−3, −6)  ∈  𝑟 

 แทน  (−3, −6)  ในเง่ือนไขของ 𝑟 จะได ้ −6  <  −3 − 2   เป็นจรงิ  ดงันัน้  (−3, −6)  ∈  𝑟   →  ข. ถกู 
ค. จะดวูา่กราฟของ 𝑟 กบั 𝑟−1 มีสว่นซอ้นทบักนัหรอืไม ่
 
 
 
 
 

 จะเห็นวา่ 𝑟 กบั 𝑟−1 ไมม่ีสว่นซอ้นทบักนัเลย  ดงันัน้ 𝑟 ∩ 𝑟−1  =  ∅   →  ค. ผิด 

𝑎 <  𝑏 
𝑎𝑚 <  𝑏𝑚 
 𝑐 <  𝑏𝑚 

คณู 𝑚 ตลอด 
โจทยใ์ห ้𝑎𝑚 = 𝑐 

→  ข. ผิด 
        𝑛 <        𝑐 …(1) 
     𝑚𝑛 <     𝑚𝑐 …(2) 
(1) + (2) : 𝑛 + 𝑚𝑛 <  𝑐 + 𝑚𝑐 

คณู 𝑚 ตลอด 

→  ค. ถกู 

    𝑟 :  𝑦  <  𝑥 − 2 

→  ความชนั = 1 

→  ระยะตดัแกน 𝑦 คือ −2 

𝑦 นอ้ย  →  แรเงาฝ่ัง 𝑦 ลบ 𝑟  

𝑟−1  จะสมมาตรกบั 𝑟 

เทียบกบัเสน้ตรง 𝑦 = 𝑥 
𝑟  

𝑟−1  
𝑦 = 𝑥 
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31. ก าหนดให ้ 𝑃(𝑆)  แทนเพาเวอรเ์ซตของเซต 𝑆  และ  𝑛(𝑆) แทนจ านวนสมาชิกของเซต 𝑆 

 ให ้ 𝐴, 𝐵 และ 𝐶  เป็นเซตจ ากดั โดยที่  𝐵 ⊂ 𝐴  และ  𝐴 ∩ 𝐶 ≠ ∅ 

 ถา้   𝑛(𝑃(𝑃(𝐵)))  =  𝑛(𝑃(𝐵 ∪ 𝐶))  =  16  ,    𝑛(𝐵 ∩ 𝐶)  =  1  ,  𝑛(𝐴 ∩ 𝐶)  =  2 

 และ  𝑛(𝑃(𝐴 − 𝐶))  =  4𝑛(𝑃(𝐶 − 𝐴))    แลว้  𝑛(𝑃(𝐴))  เทา่กบัเทา่ใด 
ตอบ 32 

ยอ้นสตูร จ านวนสมาชิกของเพาเวอรเ์ซต  𝑛(𝑃(𝐴))  =  2𝑛(𝐴)  จะได ้
 
 
 
 

จากสตูร Inclusive – Exclusive : 

 
 

จาก 
 
 
 
 
 
 
 
 

32. ให ้𝐴 เป็นเซตค าตอบของสมการ    |𝑥2 − 2|𝑥||  =  𝑥2 − 3𝑥 + 2 

 ผลบวกของสมาชิกทัง้หมดในเซต 𝐴 เทา่กบัเทา่ใด 

ตอบ 2.5 

จะแบง่กรณี เพื่อใหถ้อดคา่สมับรูณ ์|𝑥| = { 𝑥 เมื่อ 𝑥 ≥ 0

−𝑥 เมื่อ 𝑥 < 0
  ได ้

กรณี 𝑥 ≥ 0  จะได ้ |𝑥| = 𝑥 : 
 

 จะได ้ 𝑥2 − 2𝑥  =  𝑥2 − 3𝑥 + 2     หรอื     𝑥2 − 2𝑥  =  −(𝑥2 − 3𝑥 + 2)    เมื่อ  𝑥2 − 3𝑥 + 2  ≥  0 

 
 
 
 
 

 ตรวจสอบเง่ือนไข  𝑥2 − 3𝑥 + 2  ≥  0  :   
 

 จะไดค้  าตอบของกรณีนี ้คือ  1
2
 ,  2 

 
 
 
 
 
 
 

𝑛(𝑃(𝐵 ∪ 𝐶))  =  16 =  24 
     𝑛(𝐵 ∪ 𝐶) =   4 

𝑛(𝑃(𝑃(𝐵)))  =  16 =  24  
     𝑛(𝑃(𝐵)) =   4 =  22 
          𝑛(𝐵)  =   2 

𝑛(𝐵 ∪ 𝐶) =   𝑛(𝐵) + 𝑛(𝐶) − 𝑛(𝐵 ∩ 𝐶) 
     4 =      2     + 𝑛(𝐶) −        1 
     3 =                  𝑛(𝐶) 

   𝑛(𝑃(𝐴 − 𝐶)) =   4𝑛(𝑃(𝐶 − 𝐴)) 

      2𝑛(𝐴−𝐶) =   4 ∙ 2𝑛(𝐶−𝐴) 

      2𝑛(𝐴−𝐶) =   22 ∙ 2𝑛(𝐶−𝐴) 

      2𝑛(𝐴−𝐶) =    22+𝑛(𝐶−𝐴) 
      𝑛(𝐴 − 𝐶) =  2 +     𝑛(𝐶 − 𝐴) 
𝑛(𝐴) − 𝑛(𝐴 ∩ 𝐶) =  2 + 𝑛(𝐶) − 𝑛(𝐴 ∩ 𝐶) 
𝑛(𝐴) =  2 +    3 =  5 →  จะได ้ 𝑛(𝑃(𝐴)) = 25  =  32 

𝑛(𝐴 − 𝐵)  =  𝑛(𝐴) − 𝑛(𝐴 ∩ 𝐵) 

|𝑥2 − 2|𝑥|| =  𝑥2 − 3𝑥 + 2 

 |𝑥2 − 2𝑥| =  𝑥2 − 3𝑥 + 2 

𝑥  =                    2      𝑥2 − 2𝑥  =  −𝑥2 + 3𝑥 − 2 
   2𝑥2 − 5𝑥 + 2 =  0 
(2𝑥 − 1)(𝑥 − 2) =  0 

      𝑥  =  
1

2
 ,  2 

(
1

2
)

2
− 3 (

1

2
) + 2 ≥  0 

0.25 − 1.5   + 2 ≥  0     

22 − 3(2) + 2 ≥  0 
4 −    6     + 2 ≥  0     
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กรณี 𝑥 < 0  จะได ้ |𝑥| = −𝑥 : 
 

 จะได ้ 𝑥2 + 2𝑥  =  𝑥2 − 3𝑥 + 2       หรอื       𝑥2 + 2𝑥  =  −(𝑥2 − 3𝑥 + 2)     เมื่อ  𝑥2 − 3𝑥 + 2  ≥  0 

 
 
 
 
 

 จะไดก้รณีนี ้ไมม่ีค  าตอบ 

รวมสองกรณี จะไดผ้ลบวกค าตอบ  =  
1

2
 + 2  =  2.5 

 

33. ถา้ 𝐴 เป็นเซตค าตอบของสมการ    2 log3 √𝑥 + 1 + log9(𝑥 − 1)2  =  log3 2𝑥 

 แลว้ผลคณูของสมาชิกทัง้หมดในเซต 𝐴 เทา่กบัเทา่ใด 
ตอบ 1 

จดัรูป และพิจารณาคา่ 𝑥 ที่เป็นไปได ้ (หลงั log ตอ้งเป็นบวก) ดงันี ้
 
 
 
 
 
 

จะไดส้มการคือ 
 
 
 

จะแบง่กรณี เพื่อก าจดัเครือ่งหมายคา่สมับรูณ ์|𝑥 − 1|  ดว้ยสมบตัิ  |𝑎|  =  { 𝑎 เมื่อ 𝑎 ≥ 0 

−𝑎 เมื่อ 𝑎 < 0
 

กรณี 𝑥 ≥ 1  จะได ้ 𝑥 − 1 ≥ 0  ดงันัน้  |𝑥 − 1|  =  𝑥 − 1 

 
 
 
 
 
 
 

 แตก่รณีนี ้ 𝑥 ≥ 1  ดงันัน้  1 − √2   จะใชไ้มไ่ด ้ →  เหลอืค าตอบเดียวคือ  1 + √2 

กรณี 𝑥 < 1  จะได ้ 𝑥 − 1 < 0  ดงันัน้  |𝑥 − 1|  =  −(𝑥 − 1) 

 
 
 
 
 
 
 

 แตจ่ากเง่ือนไขหลงั log ใน (3) จะได ้ 𝑥 > 0  ดงันัน้  −1 − √2   ใชไ้มไ่ด ้ →  เหลอืค าตอบเดียวคือ  −1 + √2 

รวมสองกรณี จะไดผ้ลคณูค าตอบ  =  (1 + √2)(−1 + √2)  =  −1 + √2 − √2 + 2  =  1 

|𝑥2 − 2|𝑥|| =  𝑥2 − 3𝑥 + 2 

 |𝑥2 + 2𝑥| =  𝑥2 − 3𝑥 + 2 

5𝑥  =                    2 
𝑥 =                 0.4 

    𝑥2 + 2𝑥  =  −𝑥2 + 3𝑥 − 2 
  2𝑥2 − 𝑥 + 2 =  0 

ไมม่ีค  าตอบ เพราะ  𝑏2 − 4𝑎𝑐  =  (−1)2 − 4(2)(2)  ติดลบ ใชไ้มไ่ด ้เพราะขดัแยง้กบั
เง่ือนไขของกรณี  𝑥 < 0  

2 log3 √𝑥 + 1 + log9(𝑥 − 1)2 =  log3 2𝑥 
   log3(𝑥 + 1) + log3|𝑥 − 1| =  log3 2𝑥 

   log3((𝑥 + 1)|𝑥 − 1|) =  log3 2𝑥 

             (𝑥 + 1)|𝑥 − 1| =           2𝑥 

(𝑥 + 1)|𝑥 − 1| =  2𝑥 
(𝑥 + 1)(𝑥 − 1) =  2𝑥 
      𝑥2 − 1 =  2𝑥 
𝑥2 − 2𝑥 − 1 =   0 

𝑥  =  
−(−2)±√(−2)2−4(1)(−1)

2(1)
  =  

2±√8

2
  =  1 ± √2 

(𝑥 + 1)|𝑥 − 1| =  2𝑥 
(𝑥 + 1)(−(𝑥 − 1)) =  2𝑥 

      −(𝑥2 − 1) =  2𝑥 
               0 =  𝑥2 + 2𝑥 − 1 

𝑥 = 
−2±√22−4(1)(−1)

2(1)
  =  

−2±√8

2
  =  −1 ± √2 

  2 log3 √𝑥 + 1 

=  log3 √𝑥 + 1
2

 
=  log3(𝑥 + 1) 

   เมื่อ  𝑥  >  −1  …(1) 

      log9(𝑥 − 1)2  
=  log32(𝑥 − 1)2 

= 
2

2
log3|𝑥 − 1| 

=    log3|𝑥 − 1| 

       เมื่อ  𝑥  ≠  1  …(2) 

 log3 2𝑥 

เมื่อ  𝑥  >  0  …(3) 
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34. ถา้ 𝐴 เป็นเซตของคูอ่นัดบั (𝑥, 𝑦)  โดยที่ 𝑥 และ 𝑦 เป็นจ านวนจรงิบวกที่สอดคลอ้งกบัสมการ 
 2𝑥 log5 𝑦  =  4 log25 5 + 4𝑥  
 2𝑥 log5 𝑦3  =  (log5 𝑦)2 + 9  
 และให ้ 𝐵  =  { 𝑥𝑦 | (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐴 }      คา่มากที่สดุของสมาชิกในเซต 𝐵 เทา่กบัเทา่ใด 

ตอบ 125 

จดัรูปสมการ และเปลีย่นตวัแปร  2𝑥 = 𝑐  และ  log5 𝑦 = 𝑑  จะได ้
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

แทน  𝑐 = 2  ใน (∗)  จะได ้ 𝑑  =  
2

2
 + 2  =  3 

เปลีย่น  𝑐 , 𝑑  กลบัไปเป็น  𝑥 , 𝑦  จะได ้  𝑐  =  2𝑥  =  2  และ  𝑑  =  log5 𝑦  =  3 

 

 จะได ้ 𝑥𝑦  =  (1)(53)  =  125 

 

35. ก าหนดใหฟั้งกช์นั  𝑓(𝑥)  =  {

3−|𝑥|

3−𝑥
เมื่อ  𝑥 < 3

𝑎𝑥 + 10 เมื่อ  𝑥 ≥ 3
    เมื่อ 𝑎 เป็นจ านวนจรงิ 

 ถา้ฟังกช์นั 𝑓 ตอ่เนื่องบนเซตของจ านวนจรงิ  แลว้ คา่ของ  𝑓(𝑎 − 6) + 𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑎 + 6)  เทา่กบัเทา่ใด 
ตอบ 0.5 

𝑓 ตอ่เนื่อง แปลวา่ทัง้สองสตูรตอ้งไดค้า่เทา่กนัตรงรอยตอ่  𝑥 → 3− ,  𝑥 = 3 ,  𝑥 → 3+ 
เมื่อ  𝑥 → 3−  จะใชส้ตูรบน  และเนื่องจาก 𝑥 เป็นบวก ดงันัน้  |𝑥| = 𝑥 

 จะได ้ lim
x 3

𝑓(𝑥)  =  lim
x 3

 3−|𝑥|

3−𝑥
  =  lim

x 3
 3−𝑥

3−𝑥
  =  1    …(1) 

เมื่อ  𝑥 = 3  กบั  𝑥 → 3+  จะใชส้ตูรลา่ง  จะได ้ 𝑓(3) = lim
x 3

𝑓(𝑥)  =   3𝑎 + 10    …(2) 

เนื่องจาก 𝑓 ตอ่เนื่อง  จะได ้(1) = (2) : 

 

ดงันัน้  𝑓(𝑎 − 6) + 𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑎 + 6) 
 
 
 
 
 
 
 

2𝑥 log5 𝑦 =  4 log25 5 + 4𝑥 
2𝑥 log5 𝑦 =  4 log52 5 + (22)𝑥 

2𝑥 log5 𝑦 =  
4

2
log5 5 + (2𝑥)2 

 𝑐     𝑑 =  2            +    𝑐2 

        𝑑 =   
2

𝑐
           +     𝑐   …(∗) 

2𝑥 log5 𝑦3 =  (log5 𝑦)2 + 9 
2𝑥(3 log5 𝑦) =  (log5 𝑦)2 + 9 
 𝑐 (     3𝑑     ) =        𝑑2       + 9 
     3𝑐𝑑 =        𝑑2       + 9 

3(2 + 𝑐2) =  (
2

𝑐
+ 𝑐)2  + 9 

    6 + 3𝑐2 =  
4

𝑐2 + 4 + 𝑐2 + 9 

  2𝑐2 − 7 −
4

𝑐2 =  0 

  2𝑐4 − 7𝑐2 − 4 =  0 
(2𝑐2 + 1)(𝑐2 − 4) =  0 
(2𝑐2 + 1)(𝑐 − 2)(𝑐 + 2) =  0 
                      𝑐 = 2 ,  −2 

ไมมี่ค  าตอบ เพราะ 𝑐2 เป็นลบไมไ่ด ้ 𝑐 คือ 2𝑥 →  เป็นลบไมไ่ด ้

𝑥  =  1 𝑦  =  53 

คณู 𝑐2 ตลอด 

3𝑎 + 10 =    1 
  𝑎 =  −3 

=  𝑓(−3 − 6) + 𝑓(−3) + 𝑓(−3 + 6) 
=       𝑓(−9)   +  𝑓(−3) +      𝑓(3) 

=       
3−|−9|

3−(−9)
    +   

3−|−3|

3−(−3)
 + (−3)(3) + 10 

=          
−6

12
       +        

0

6
       +           1                =  0.5 
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36. ก าหนดใหฟั้งกช์นั  𝑓(𝑥)  =  𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐  เมื่อ 𝑎, 𝑏, 𝑐 เป็นจ านวนจรงิ 
 ถา้  𝑓(−1) + 𝑓(1)  =  14  ,    𝑓′(1) = 2𝑓(1)  และ  𝑓′(0) + 𝑓′′(0)  =  6 

 แลว้  
1

0
𝑓(3𝑥) 𝑑𝑥  เทา่กบัเทา่ใด 

ตอบ 11 

จาก จะได ้
 
 
 

และจาก และจาก 
 
 
 

(3) − (2) : (1) + (4) : 
 
 

 แทนใน (4) : 

 

 แทนใน (2) : 

 

แทน 𝑎, 𝑏, 𝑐  จะได ้ 𝑓(𝑥)  =  5𝑥2 − 4𝑥 + 2 

 
 
 
 
 
 

37. ก าหนดใหฟั้งกช์นั  𝑓(𝑥)  =  𝑎𝑥3 + 𝑏𝑥2 + 1  เมื่อ  𝑎, 𝑏 เป็นจ านวนจรงิ 

 ถา้  lim
x2

 
𝑓(𝑥) − 𝑓(2)

𝑥 − 2
  =  0   และ  

1

0
𝑓(𝑥) 𝑑𝑥  =  

1

4
    แลว้  lim

x4
 
𝑓′(𝑥) − 𝑓′(4)

𝑥 − 4
  เทา่กบัเทา่ใด 

ตอบ 18 

จากนยิาม จะได ้ lim
x2

 
𝑓(𝑥) − 𝑓(2)

𝑥 − 2
  คือ อนพุนัธข์อง 𝑓(𝑥) เมื่อ 𝑥 = 2    →  = 𝑓′(2) 

ดงันัน้  lim
x2

 
𝑓(𝑥) − 𝑓(2)

𝑥 − 2
  =  𝑓′(2)  =  0 

จาก  𝑓(𝑥)  =  𝑎𝑥3 + 𝑏𝑥2 + 1 

 
 
 

และจาก 
 
 
     
 
 
 

 𝑓(𝑥) =  𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐 
𝑓′(𝑥) =  2𝑎𝑥 + 𝑏 
𝑓′′(𝑥) =  2𝑎 

                      𝑓(−1)      +            𝑓(1) = 14 
𝑎(−1)2 + 𝑏(−1) + 𝑐 + 𝑎(1)2 + 𝑏(1) + 𝑐 = 14 
      2𝑎                     + 2𝑐 = 14 
        𝑎                     +    𝑐 =  7   …(1) 

     𝑓′(1) =  2𝑓(1) 
2𝑎(1) + 𝑏 =  2(𝑎(1)2 + 𝑏(1) + 𝑐) 
2𝑎 + 𝑏 =  2𝑎 +  2𝑏 + 2𝑐 
      0 =                𝑏 + 2𝑐     …(2) 

         𝑓′(0) + 𝑓′′(0) =  6 
2𝑎(0) + 𝑏 +  2𝑎 =  6 
           2𝑎 + 𝑏 =  6   …(3) 

(2𝑎 + 𝑏) − (𝑏 + 2𝑐) =  6 − 0 
           2𝑎 − 2𝑐 =     6 
              𝑎 − 𝑐 =     3   …(4) 

𝑎 + 𝑐 + 𝑎 − 𝑐 =  7 + 3 
           2𝑎 =    10 
             𝑎 =     5 

5 − 𝑐 =  3 
   2 =  𝑐 

𝑏 + 2(2) =   0 
𝑏 =  −4 

𝑓(3𝑥) =  5(3𝑥)2 − 4(3𝑥) + 2 
 =   45𝑥2 − 12𝑥 + 2 


1

0
𝑓(3𝑥) 𝑑𝑥 =  15𝑥3 − 6𝑥2 + 2𝑥 |

1
 
0
 

 =  (15 − 6 + 2) − 0        =  11 

12𝑎 + 4𝑏 =   0 
  3𝑎 + 𝑏 =   0 
            𝑏 =  −3𝑎    …(∗) 

𝑓′(𝑥) =  3𝑎𝑥2 + 2𝑏𝑥 
𝑓′(2) =  3𝑎(22) + 2𝑏(2) 
 =  12𝑎 + 4𝑏 


1

0
𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 =  

1

4
 

𝑎𝑥4

4
+

𝑏𝑥3

3
+ 𝑥 |

1
 
0
 =  

1

4
 

(
𝑎

4
+

𝑏

3
+ 1) − 0 =  

1

4
 

𝑎

4
+

−3𝑎

3
+ 1 =  

1

4
 

𝑎 − 4𝑎 + 4 =  1 
−3𝑎 =  −3 
     𝑎 =  1 

จาก (∗) 

แทนใน (∗) จะได ้ 𝑏  =  −3(1)  =  −3 
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จากนยิาม จะได ้ lim
x4

 
𝑓′(𝑥) − 𝑓′(4)

𝑥 − 4
  คือ อนพุนัธข์อง 𝑓′(𝑥) เมื่อ 𝑥 = 4    →  = 𝑓′′(4) 

จาก  
 
 
 
 
 

38. คนกลุม่หนึง่มีผูช้าย 𝑛 คน  ผูห้ญิง 𝑛 + 1 คน  เมื่อ 𝑛 เป็นจ านวนเต็มบวก  ตอ้งการจดัคนกลุม่นีย้ืนเรยีงแถวเป็นแนว
ตรงเพียงหนึง่แถว    ถา้จ านวนวธีิจดัคนกลุม่นีย้ืนเรยีงแถวแนวตรง โดยไมม่ีผูช้ายสองคนใดยืนติดกนั เทา่กบัสองเทา่
ของจ านวนวิธีจดัคนกลุม่นีย้ืนเรยีงแถวเป็นแนวตรงโดยผูช้ายยืนตดิกนัทัง้หมด  แลว้คนกลุม่นีม้ีทัง้หมดก่ีคน 

ตอบ 7 

ไมม่ีชายยืนตดิกนั :  เอา หญิง 𝑛 + 1 คน มาเรยีงก่อน จะเรยีงได ้(𝑛 + 1)! แบบ 

 หญิง 𝑛 + 1 คน จะมชี่องวา่งให ้ชาย ลงได ้𝑛 + 2 ช่อง 

 เรยีงชาย 𝑛 คน ลงใน 𝑛 + 2 ช่อง จะเรยีงได ้ 𝑃𝑛+2,𝑛  =  
(𝑛+2)!

2!
  แบบ 

 รวมจ านวนแบบ  =  (𝑛 + 1)! (𝑛+2)!

2!
  แบบ 

ชายยืนติดกนัหมด :  เอา ชาย 𝑛 คน มดัรวมเป็นคนใหม ่1 คน 

 มี หญิง 𝑛 + 1 คน  รวมแบบใหมเ่ป็นคนทัง้หมด 𝑛 + 2 คน  →  เรยีงได ้ (𝑛 + 2)! แบบ 

 ชายทัง้ 𝑛 คนในมดั จะสลบัท่ีกนัเองได ้𝑛! แบบ 

 รวมจ านวนแบบ  =  (𝑛 + 2)! 𝑛!  แบบ 
โจทยใ์ห ้   ไมม่ีชายยืนตดิกนั  =  2 × ชายยืนติดกนัหมด 
 
 
 

ดงันัน้ เป็นชาย 3 คน และเป็นหญิง 3 + 1 = 4 คน  →  รวมเป็นคนทัง้หมด 3 + 4 = 7 คน 
 

39. ก าหนดให ้𝑎 และ 𝑏 เป็นจ านวนจรงิบวก  และให ้ 𝑎1, 𝑎2, 𝑎3, … , 𝑎𝑛, …  เป็นล าดบัของจ านวนจรงิ 
 โดยที่  𝑎1 = 𝑎  ,    𝑎2 = 𝑏  และ  𝑎𝑛 = 

𝑎1+𝑎2+𝑎3+ … +𝑎𝑛−1

𝑛−1
  ส าหรบั  𝑛 = 3, 4, 5, … 

 ถา้  𝑎1 + 2𝑎2 + 3𝑎3 + 4𝑎4  =  
31

8
    และ  

i


10

1
𝑎𝑖  = 

30

8
    แลว้คา่ของ  (1

𝑎
+

1

𝑏
)

2
  เทา่กบัเทา่ใด 

ตอบ 36 

จาก →  แทน 𝑛 ดว้ย 𝑛 + 1 : 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 ซึง่จาก  𝑎𝑛 = 
𝑎1+𝑎2+𝑎3+ … +𝑎𝑛−1

𝑛−1
  แทน  𝑛 = 3  จะได ้ 𝑎3  =  

𝑎1+𝑎2

3−1
  =  

𝑎+𝑏

2
 

 𝑓′(𝑥) =  3𝑎𝑥2 + 2𝑏𝑥 
 =  3(1)𝑥2 + 2(−3)𝑥 
 =  3𝑥2 − 6𝑥 
𝑓′′(𝑥) =   6𝑥 − 6 
𝑓′′(4) =  6(4) − 6        =  18 

ญ      ญ      ญ      ญ 

1      2       3       4      5 

(𝑛 + 1)! (𝑛+2)!

2!
 =  2 (𝑛 + 2)! 𝑛! 

  𝑛 + 1 =  4 
  𝑛 =  3 

      𝑎𝑛 =  
𝑎1+𝑎2+𝑎3+ … +𝑎𝑛−1

𝑛−1
 

𝑛𝑎𝑛 − 𝑎𝑛 =  𝑎1 + 𝑎2 + 𝑎3 + … + 𝑎𝑛−1 
𝑛𝑎𝑛 =  𝑎1 + 𝑎2 + 𝑎3 + … + 𝑎𝑛−1 + 𝑎𝑛  …(∗) 

𝑎𝑛+1 =  
𝑎1+𝑎2+𝑎3+ … +𝑎𝑛+1−1

𝑛+1−1
 

𝑎𝑛+1 =  
𝑎1+𝑎2+𝑎3+ … +𝑎𝑛

𝑛
 

𝑎𝑛+1 =            
𝑛𝑎𝑛

𝑛
 

𝑎𝑛+1 =             𝑎𝑛    ส าหรบั 𝑛 = 3, 4, 5, … 

แทน 𝑛 = 3 จะได ้ 𝑎4 = 𝑎3 

แทน 𝑛 = 4 จะได ้ 𝑎5 = 𝑎4 

               ⋮ 

จะได ้ 𝑎3 = 𝑎4 = 𝑎5 = … 

จาก (∗) 
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นั่นคือ จะได ้ 𝑎1 = 𝑎 ,   𝑎2 = 𝑏  และตัง้แต ่𝑎3 ขึน้ไป มีคา่ 𝑎+𝑏

2
  ทกุตวั 

แทนใน 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 จะได ้ (1

𝑎
+

1

𝑏
)

2
  =  (

1
1

4

+
1
1

2

)

2

  =  (4 + 2)2  =  36 

 

40. ขอ้มลูประชากรชดุหนึง่มี 10 จ านวน ดงันี ้ 𝑥1 , 𝑥2 , 𝑥3 , … , 𝑥10  โดยที่  𝑥𝑖 > 0  ส าหรบั  𝑖 = 1, 2, 3, … , 10 

 ถา้  
i


10

1
(𝑥𝑖 − 4) = 40  และ  

i


10

1
(𝑥𝑖 − 4)2 = 170 

 แลว้ ความแปรปรวนของขอ้มลู  2(𝑥1 + 3) ,  2(𝑥2 + 3) ,  2(𝑥3 + 3) ,  … ,  2(𝑥10 + 3)  เทา่กบัเทา่ใด 
ตอบ 4 

พิจารณาขอ้มลู  𝑥1 − 4 ,  𝑥2 − 4 ,  𝑥3 − 4 , … ,  𝑥10 − 4 

 จะไดว้า่ขอ้มลูชดุนีม้ีคา่เฉลีย่  =  
∑(𝑥𝑖−4)

10
  =  

40

10
  =  4 

 และมีความแปรปรวน  =  
∑(𝑥𝑖−4)2

10
− (คา่เฉลีย่)2  =  

170

10
− 42  =  1 

พิจารณาขอ้มลู  𝑥1 + 3 ,  𝑥2 + 3 ,  𝑥3 + 3 , … ,  𝑥10 + 3 

 เนื่องจากขอ้มลูชดุนี ้เพิม่จากขอ้มลูชดุแรกอยา่งคงที่ ดงันัน้ ขอ้มลูชดุนีจ้ะมคีวามแปรปรวนเทา่เดมิ คือ 1 

พิจารณาขอ้มลู  2(𝑥1 + 3) ,  2(𝑥2 + 3) ,  2(𝑥3 + 3) ,  … ,  2(𝑥10 + 3) 

 เนื่องจากขอ้มลูชดุนี ้เพิม่จากขอ้มลูชดุก่อนหนา้ 2 เทา่ ดงันัน้ 𝑠 จะเพิ่มจากเดิม 2 เทา่ 

 ท าให ้ความแปรปวน (𝑠2)  จะเพิ่มเป็น 22 = 4 เทา่  →  จะไดค้วามแปรปรวน  =  4(1)  =  4 

 

41. ก าหนดให ้ 𝑎, 𝑏 และ 𝑐  เป็นจ านวนเต็ม โดยที่  0 ≤ 𝑐 < 𝑎 < 𝑏  และ  𝑎 + 2𝑏 + 3𝑐 = 32 

 ถา้ 𝑐 เป็นจ านวนคู ่ และ 10 หาร 𝑏 ลงตวั  แลว้คา่ของ  4𝑎 + 5𝑏 + 6𝑐  เทา่กบัเทา่ใด 
ตอบ 86 

จาก  0 ≤ 𝑐 < 𝑎 < 𝑏  จะได ้𝑎, 𝑏 เป็นบวก  และ จาก 10 หาร 𝑏 ลงตวั  จะได ้𝑏 = 10, 20, 30, … 

จาก  𝑎 + 2𝑏 + 3𝑐 = 32  จะท าให ้𝑏 เป็น 20 ขึน้ไปไมไ่ด ้เพราะจะท าให ้ 𝑎 + 2𝑏 + 3𝑐 เกิน 32 
ดงันัน้ สรุปไดท้นัทีวา่  𝑏 = 10 

แทนคา่ 𝑏 จะได ้ 0 ≤ 𝑐 < 𝑎 < 10  และ   
 

จาก 𝑐 เป็นคู ่จะได ้ 𝑐 = 0, 2, 4, … →  จาก (∗) จะไดว้า่ 𝑐 เป็น 0 ไมไ่ด ้เพราะจะท าให ้𝑎 = 12  ขดัแยง้กบัท่ี 𝑎 < 10 

 →  𝑐 เป็น 4 ขึน้ไปไมไ่ด ้เพราะ 𝑎 เป็นบวก ท าให ้ 𝑎 + 3𝑐 เกิน 12  ขดัแยง้กบั (∗) 

           𝑎1 + 2𝑎2 +  3𝑎3 +  4𝑎4 =  
31

8
 

          𝑎  +  2𝑏 + 3(
𝑎+𝑏

2
) + 4(

𝑎+𝑏

2
) =  

31

8
 

8𝑎 + 16𝑏 + 12𝑎 + 12𝑏 + 16𝑎 + 16𝑏 =  31 
                           36𝑎 + 44𝑏 =  31    …(1) 

                 
i


10

1
𝑎𝑖  =  

30

8
 

𝑎1 + 𝑎2 + 𝑎3 + … + 𝑎10 =  
30

8
 

                10𝑎10 =  
30

8
 

             10 (
𝑎+𝑏

2
) =  

30

8
 

                4𝑎 + 4𝑏 =  3   …(2) 

จาก (∗) 

11 × (2)  −  (1) : (44𝑎 + 44𝑏) − (36𝑎 + 44𝑏) =  33 − 31 
                          8𝑎 =        2 

                            𝑎 =        
1

4
 แทนใน (2) : 4(

1

4
) + 4𝑏 =  3 

                 𝑏 =  
2

4
  =  

1

2
 

𝑎 + 2(10) + 3𝑐 =  32 
𝑎                 + 3𝑐 =  12   …(∗) 
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 →  จึงสรุปไดว้า่  𝑐 = 2  แทนใน (∗) จะได ้
 

ดงันัน้  4𝑎 + 5𝑏 + 6𝑐  =  4(6) + 5(10) + 6(2)  =  86 
 

42. ก าหนดขอ้มลูชดุหนึง่ ดงันี ้
 เมื่อ 𝑎 และ 𝑏 เป็นจ านวนเตม็บวก 

 ถา้ขอ้มลูชดุนี ้มีต  าแหนง่ของควอไทลท์ี่ 3  (𝑄3) เทา่กบั 13.5 

 แลว้มธัยฐานของขอ้มลูชดุนีเ้ทา่กบัเทา่ใด 

ตอบ 11.5 

โจทยใ์หต้  าแหนง่ของ 𝑄3 คือ 13.5  ซึง่หาไดจ้ากสตูร  3
4

(𝑁)  ดงันัน้   
 

จะไดต้  าแหนง่ของมธัยฐานคือ  𝑁
2

 = 9 

จะเห็นวา่ความถ่ีสะสม (𝐹) วิ่งผา่น 9 เป็นครัง้แรกในชัน้ 10 – 14  
ดงันัน้ มธัยฐาน อยูใ่นชัน้ 10 – 14  →  ความกวา้งชัน้  =  14.5 – 9.5  =  5 

จากสตูร  Med =  𝐿 + (
𝑁

2
 −𝐹𝐿

𝑓𝑚
) 𝐼 

 = 9.5 + (
9−7

5
) (5)  =  11.5 

 

43. ให ้ 𝑎1, 𝑎2, 𝑎3, … , 𝑎𝑛, …  เป็นล าดบัเลขคณิตของจ านวนจรงิ  โดยที่มีผลบวกสีพ่จนแ์รกของล าดบัเทา่กบั 14 

 และ  𝑎20 = 𝑎10 + 30    และให ้ 𝑏1, 𝑏2, 𝑏3, … , 𝑏𝑛, …  เป็นล าดบัของจ านวนจรงิ  โดยที่  𝑏1 = 𝑎3 

 และ  𝑏𝑛+1 = 𝑏𝑛 + 1  ส าหรบั  𝑛 = 1, 2, 3, …      คา่ของ  lim
n

 𝑎𝑛

𝑏𝑛
  เทา่กบัเทา่ใด 

ตอบ 3 

ถา้จะหา lim
n

 𝑎𝑛

𝑏𝑛
  ตอ้งพิจารณาดีกร ีและ สปส ของ 𝑎𝑛 และ 𝑏𝑛 

จาก  𝑏𝑛+1 = 𝑏𝑛 + 1  แสดงวา่แตล่ะพจนข์องล าดบั {𝑏𝑛} เพิ่มทีละ 1   → ล าดบั {𝑏𝑛} ก็เป็นล าดบัเลขคณิต 

 ที่มีผลตา่งรว่ม 𝑑𝑏 = 1 

ใชส้ตูรล าดบัเลขคณิต จะได ้ lim
n

 𝑎𝑛

𝑏𝑛
 =  lim

n
 𝑎1+(𝑛−1)𝑑𝑎

𝑏1+(𝑛−1)𝑑𝑏
 

 =  lim
n

 𝑎1+𝑛𝑑𝑎−𝑑𝑎

𝑏1+𝑛𝑑𝑏−𝑑𝑏
 

 =  lim
n

 
𝑎1
𝑛

+  𝑑𝑎 − 
𝑑𝑎
𝑛

𝑏1
𝑛

+  𝑑𝑏 − 
𝑑𝑏
𝑛

    =  
0+𝑑𝑎+0

0+𝑑𝑏+0
  =  

𝑑𝑎

𝑑𝑏
    …(∗) 

จาก 
 
 
 

แทน  𝑑𝑎 = 3  และ  𝑑𝑏 = 1  ใน (∗) จะได ้ lim
n

 𝑎𝑛

𝑏𝑛
  =  

3

1
  =  3 

หมายเหต ุ:  ผลบวกสีพ่จนแ์รก = 14 ที่โจทยใ์ห ้จะชว่ยใหห้า 𝑎1 ได ้แตข่อ้นีไ้มจ่ าเป็นตอ้งใช ้
 
 
 
 

𝑎 + 3(2) =  12 
𝑎 =   6 

คะแนน ความถ่ี 

0 – 4 4 
5 – 9 3 

10 – 14 5 
15 – 19 𝑎 
20 – 24 𝑏 

 

3

4
(𝑁) =  13.5 

    𝑁 =   18 

คะแนน ความถ่ี 𝐹 
0 – 4 4 4 
5 – 9 3 7 

10 – 14 5 12 
15 – 19 𝑎  
20 – 24 𝑏  

 

      𝑎20 =          𝑎10                  + 30 
𝑎1 + (20 − 1)𝑑𝑎 =  𝑎1 + (10 − 1)𝑑𝑎 + 30 
                 19𝑑𝑎 =                     9𝑑𝑎      + 30 
                      𝑑𝑎 =                                       3 
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44. ให ้ �̅�, �̅� และ 𝑐̅  เป็นเวกเตอรใ์นสามมิติ  โดยที่  �̅� = 𝑖 ̅+ 𝑗 ̅ ,    �̅� = 3𝑖̅ − 2𝑗 ̅+ 3√2�̅� 

 เวกเตอร ์𝑐̅ ท ามมุ 45° และ 60° กบัเวกเตอร ์�̅� และเวกเตอร ์𝑗 ̅ตามล าดบั  และ  𝑐̅ ∙ �̅� > 0 

 ถา้ �̅� เป็นเวกเตอรห์นึง่หนว่ยที่มีทศิทางเดียวกบัเวกเตอร ์𝑐̅  แลว้ �̅� ∙ �̅�  เทา่กบัเทา่ใด 
ตอบ 3.5 

เนื่องจาก �̅� เป็นเวกเตอรห์นึง่หนว่ยที่มีทิศเหมือน 𝑐̅  ดงันัน้  �̅� ท ามมุ 45° และ 60° กบั �̅� และ 𝑗 ̅ดว้ย 

ให ้ �̅� = [
𝑥
𝑦
𝑧

]  เนื่องจาก �̅� เป็นเวกเตอรห์นึง่หนว่ย  ดงันัน้  |�̅�| = 1 

�̅� ท ามมุ 60° กบั 𝑗 ̅ ดงันัน้  �̅� ∙ 𝑗 ̅   =   |�̅�| |𝑗|̅ cos 60° 

 
 
 
 

และจาก  �̅�  =  𝑖 ̅+ 𝑗 ̅ =  [
1
1
0

]  ดงันัน้ |�̅�| = √12 + 12 + 02  =  √2 

�̅� ท ามมุ 45° กบั �̅�  ดงันัน้     �̅� ∙ �̅�    =   |�̅�| |�̅�| cos 45°  
 
 
 
 
 

และจาก และจาก �̅� มีขนาดหนึง่หนว่ย ดงันัน้ 
 
 
 
 
 
 

จะได ้ �̅� ∙ �̅�  =  [
0.5
0.5

√0.5
] ∙ [

3
−2

3√2
]    =  (0.5)(3) + (0.5)(−2) + (√0.5)(3√2) 

 
 

45. ก าหนดให ้ 𝑓(𝑥)  =  1 −  
1

1 − 
1

1 − 
1

1+𝑥

  ส าหรบัจ านวนจรงิ 𝑥 > 0 

 ถา้ 𝑎 เป็นจ านวนจรงิบวก ที่สอดคลอ้งกบั  𝑓(1 + 𝑎) + 𝑓(2 + 𝑎) + 𝑓(3 + 𝑎) + … + 𝑓(60 + 𝑎)  =  2250 

 แลว้ 𝑎 มีคา่เทา่กบัเทา่ใด 
ตอบ 6 

จดัรูป  𝑓(𝑥)  

 
 
 
 
 
 
 
 

[
𝑥

0.5
𝑧

] ∙ [
1
1
0

] =  (1)(√2)(
√2

2
) 

  𝑥 + 0.5 =          1 
  𝑥 =       0.5 

[
𝑥
𝑦
𝑧

] ∙ [
0
1
0

] =  (1)(1)(
1

2
) 

       𝑦 =          0.5 

 √𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 =    1 

0.52 + 0.52 + 𝑧2 =    1 
                           𝑧2 =    0.5 

                           𝑧 =  ±√0.5 

                           𝑧 =     √0.5 

    𝑐̅ ∙ �̅� > 0 
|𝑐̅|�̅� ∙ �̅� > 0 
     �̅� ∙ �̅� > 0 

[
𝑥
𝑦
𝑧

] ∙ [
0
0
1

] >  0 

      𝑧 >  0 

=      1.5             −  1                 + 3                 =  3.5 

=  1 −  
1

1 − 
1

1 − 
1

1+𝑥

 

=  1 −  
1

1 − 
1

1+𝑥 − 1
1+𝑥

 

=  1 −  
1

1 − 
1+𝑥

𝑥

 

=  1 −  
1

𝑥 − (1+𝑥)

𝑥

 

=  1 −  
𝑥

−1
 

=  1 + 𝑥 
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และจาก 
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ที่ช่วยตรวจสอบความถกูตอ้งของเอกสาร 
 

𝑓(1 + 𝑎)  +   𝑓(2 + 𝑎)  +  𝑓(3 + 𝑎) + … + 𝑓(60 + 𝑎) =  2250 
1 + 1 + 𝑎 + 1 + 2 + 𝑎 + 1 + 3 + 𝑎 + … + 1 + 60 + 𝑎 =  2250 
60(1) +    (1 + 2 + 3 + … + 60)    + 60𝑎 =  2250 

  60     +               
60

2
(60 + 1)              + 60𝑎 =  2250 

    2     +                        61                    +    2𝑎 =    75 
                                                                          𝑎 =      6 

÷30 ตลอด 


