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PAT 1 (มี.ค. 59) 

รหสัวิชา 71 วิชา ความถนดัทางคณิตศาสตร์ (PAT 1) 
วนัเสาร์ที่ 5 มีนาคม 2559 เวลา 13.00 - 16.00 น. 
 

ตอนที่ 1 ข้อ 1 - 30 ข้อละ 6 คะแนน 

1. ก าหนดให้ 𝑝, 𝑞 และ 𝑟 เป็นประพจน์ใดๆ พิจารณาข้อความตอ่ไปนี ้

 (ก) (~𝑝 → 𝑞) → (~𝑞 → 𝑝)  เป็นสจันิรันดร์ 
 (ข) (𝑝 → 𝑞) ↔ (~𝑝 ∧ 𝑞)  ไมเ่ป็นสจันิรันดร์ 
 (ค) (𝑝 → 𝑞) ∨ (~𝑟 → ~𝑞)  สมมลูกบั  𝑝 → 𝑟 

 ข้อใดตอ่ไปนีถ้กูต้อง 
 1. ข้อ (ก) และ ข้อ (ข) ถกู แต ่ข้อ (ค) ผิด 2. ข้อ (ก) และ ข้อ (ค) ถกู แต ่ข้อ (ข) ผิด 
 3. ข้อ (ข) และ ข้อ (ค) ถกู แต ่ข้อ (ก) ผิด 4. ข้อ (ก)  ข้อ (ข)  และ ข้อ (ค)  ถกูทัง้สามข้อ 
 5. ข้อ (ก)  ข้อ (ข)  และ ข้อ (ค)  ผิดทัง้สามข้อ 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

2. ในการส ารวจนกัเรียนห้องหนึง่ เก่ียวกบัความชอบเรียนวิชาคณิตศาสตร์ วชิาภาษาองักฤษ และวชิาภาษาไทย พบวา่
นกัเรียนในห้องนีช้อบเรียนวชิาดงักลา่วอยา่งน้อย 1 วิชา และ 

 มี 24 คน ชอบเรียนวิชาคณิตศาสตร์ 
 มี 22 คน ชอบเรียนวิชาภาษาองักฤษ 

 มี 21 คน ชอบเรียนวิชาภาษาไทย 

 มี 21 คน ชอบเรียนเพียงวชิาเดียว และ มี 4 คน ชอบเรียนทัง้สามวชิา 
 จ านวนนกัเรียนทีช่อบเรียนวิชาภาษาองักฤษ หรือวชิาภาษาไทย แตไ่มช่อบเรียนวิชาคณิตศาสตร์ เทา่กบัข้อใดตอ่ไปนี  ้

 1. 16 คน 2. 17 คน 3. 18 คน 
 4. 19 คน 5. 20 คน 
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3. ให้ 𝑚, 𝑛, 𝑟 และ 𝑠 เป็นจ านวนเต็มบวกที่แตกตา่งกนัทัง้หมด โดยที่ 1 < 𝑚 < 𝑟 

 ให้ 𝑎 > 1 และ 𝑏 > 1 สอดคล้องกบั  𝑎𝑚 = 𝑏𝑛  และ  𝑎𝑟  = 𝑏𝑠    พิจารณาข้อความตอ่ไปนี ้
 (ก) 𝑚 + 𝑛  <  𝑟 + 𝑠 

 (ข) 𝑚𝑛  <  𝑟𝑠 

 (ค) (
𝑛

𝑠
)
𝑚

  >  (
𝑛

𝑠
)
𝑟

 

 ข้อใดตอ่ไปนีถ้กูต้อง 
 1. ข้อ (ก) และ ข้อ (ข) ถกู แต ่ข้อ (ค) ผิด 2. ข้อ (ก) และ ข้อ (ค) ถกู แต ่ข้อ (ข) ผิด 
 3. ข้อ (ข) และ ข้อ (ค) ถกู แต ่ข้อ (ก) ผิด 4. ข้อ (ก)  ข้อ (ข)  และ ข้อ (ค)  ถกูทัง้สามข้อ 
 5. ข้อ (ก)  ข้อ (ข)  และ ข้อ (ค)  ผิดทัง้สามข้อ 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

4. ให้  𝑎 = (sin2 𝜋

8
) (sin2 3𝜋

8
)  และ  𝑏 = (sin2 3𝜋

8
) − (sin2 𝜋

8
)    ข้อใดตอ่ไปนีถ้กูต้อง 

 1. 𝑏2 − 4𝑎  =  0 2. 4𝑏2 − 8𝑎  =  3 3. 16𝑎2 − 8𝑏2  =  1 

 4. 4𝑎2 + 𝑏2  =  1 5. 4𝑎2 + 4𝑏2  =  1 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

5. ก าหนดให้ 𝐴𝐵𝐶 เป็นรูปสามเหลีย่มทีม่ีมมุ 𝐶 เป็นมมุแหลม  ถ้า 𝑎, 𝑏 และ 𝑐 เป็นความยาวด้านตรงข้ามมมุ 𝐴 มมุ 𝐵 

และมมุ 𝐶 ตามล าดบั  โดยที่  𝑎4 + 𝑏4 + 𝑐4  =  2(𝑎2 + 𝑏2)𝑐2  แล้วมมุ 𝐶 สอดคล้องกบัสมการในข้อใดตอ่ไปนี ้
 1. sin2𝐶  =  cos 𝐶 2. 2 tan𝐶  =  cosec2 𝐶 

 3. sec 𝐶 + 2 cos𝐶  =  4 4. 4 cosec2 𝐶 − cos2 𝐶  =  1 

 5. tan2 𝐶 + 2 cos(2𝐶)  =  2 
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6. ก าหนดให้ 𝑃(𝑆) แทนเพาเวอร์เซตของเซต 𝑆    ให้ 𝐴, 𝐵 และ 𝐶 เป็นเซตใดๆ  พจิารณาข้อความตอ่ไปนี ้
 (ก) ถ้า  𝐴 ∩ 𝐶 ∈ 𝐵  แล้ว  𝐴 ∈ 𝐵 ∪ 𝐶 

 (ข) ถ้า  𝐴 ∩ 𝐶 ⊂ 𝐵  แล้ว  𝐵 = (𝐴 ∪ 𝐵) ∪ (𝐵 ∩ 𝐶) 

 (ค) 𝑃(𝐴 ∪ 𝐵) ⊂ 𝑃(𝐴) ∪ 𝑃(𝐵) 

 ข้อใดตอ่ไปนีถ้กูต้อง 
 1. ข้อ (ก) ถกูเพยีงข้อเดียว 2. ข้อ (ข) ถกูเพียงข้อเดียว 
 3. ข้อ (ค) ถกูเพยีงข้อเดียว 4. ข้อ (ก)  ข้อ (ข)  และ ข้อ (ค)  ถกูทัง้สามข้อ 
 5. ข้อ (ก)  ข้อ (ข)  และ ข้อ (ค)  ผิดทัง้สามข้อ 
 
 
 
 
 
 
 

7. ก าหนดเอกภพสมัพทัธ์คือ  { 𝑥 ∈ ℝ | 0 < |𝑥| < 2 }  เมื่อ ℝ แทนเซตของจ านวนจริง 

 ให้   𝑃(𝑥) แทน | |𝑥| − 𝑥 |

𝑥
  ≤  0    และ    𝑄(𝑥) แทน  |𝑥 − √(𝑥 − 1)2|  <  3      พิจารณาข้อความตอ่ไปนี ้

 (ก) ∃𝑥[𝑄(𝑥)] → ∀𝑥[𝑃(𝑥)]  มีคา่ความจริงเป็น จริง 
 (ข) ∀𝑥[𝑃(𝑥) ∧ 𝑄(𝑥)]  มีคา่ความจริงเป็น จริง 
 (ค) ∀𝑥[~𝑃(𝑥)] ∨ ∀𝑥[𝑄(𝑥)]  มีคา่ความจริงเป็น เท็จ 
 ข้อใดตอ่ไปนีถ้กูต้อง 
 1. ข้อ (ก) และ ข้อ (ข) ถกู แต ่ข้อ (ค) ผิด 2. ข้อ (ก) และ ข้อ (ค) ถกู แต ่ข้อ (ข) ผิด 
 3. ข้อ (ข) และ ข้อ (ค) ถกู แต ่ข้อ (ก) ผิด 4. ข้อ (ก)  ข้อ (ข)  และ ข้อ (ค)  ถกูทัง้สามข้อ 
 5. ข้อ (ก)  ข้อ (ข)  และ ข้อ (ค)  ผิดทัง้สามข้อ 
 
 
 
 
 
 
 

8. ก าหนดให้ 𝑥 และ 𝑦 เป็นจ านวนจริงบวกที่สอดคล้องกบั 

 2 log2 𝑦  =  4 + log√2 𝑥    และ    4(𝑥+1) + 2  =  9(√2
4

)
𝑦

 

 ข้อใดตอ่ไปนีถ้กูต้อง 
 1. 𝑥2 + 𝑦2 = 17 2. 𝑥3 + 𝑦3 = 9 3. 𝑥2 = 𝑦 − 1 

 4. 𝑦2 = 𝑥 + 4 5. 𝑥 + 2𝑦 = 7 
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9. คา่ของ  4 sin40° − tan 40°  ตรงกบัข้อใดตอ่ไปนี ้
 1. cos 405° 2. sin420° 3. sec(−60°) 

 4. tan(−120°) 5. cot(−135°) 

 
 
 
 
 
 
 
 

10. ก าหนดให้ ℝ แทนเซตของจ านวนจริง  ให้ 𝑓 เป็นฟังก์ชนัซึง่มีโดเมนและเรนจ์เป็นสบัเซตของจ านวนจริง 
 และ  𝑔 : ℝ → ℝ  โดยที ่   𝑔(1 + 𝑥)  =  𝑥(2 + 𝑥)    และ    (𝑓 ∘ 𝑔)(𝑥)  =  𝑥2 + 1   ส าหรับ 𝑥 ∈ ℝ 

 พิจารณาข้อความตอ่ไปนี ้
 (ก) { 𝑥 ∈ ℝ | (𝑔 ∘ 𝑓)(𝑥) = (𝑓 ∘ 𝑔)(𝑥) }  เป็นเซตวา่ง 
 (ข) (𝑔 ∘ 𝑓)(𝑥) + 1 ≥ 0  ส าหรับทกุจ านวนจริง 𝑥 ≥ −1 

 (ค) (𝑓 + 𝑔)(𝑥) ≥ 1  ส าหรับทกุจ านวนจริง 𝑥 ≥ −1 
 ข้อใดตอ่ไปนีถ้กูต้อง 
 1. ข้อ (ก) ถกูเพยีงข้อเดียว 2. ข้อ (ข) ถกูเพียงข้อเดียว 
 3. ข้อ (ค) ถกูเพยีงข้อเดียว 4. ข้อ (ก)  ข้อ (ข)  และ ข้อ (ค)  ถกูทัง้สามข้อ 
 5. ข้อ (ก)  ข้อ (ข)  และ ข้อ (ค)  ผิดทัง้สามข้อ 
 
 
 
 
 
 
 
 

11. ให้ 𝐶 เป็นวงกลมมจีดุศนูย์กลางอยูท่ี่จดุ 𝐴  เส้นตรง  3𝑥 + 4𝑦 = 35  สมัผสัวงกลมที่จดุ (5, 5)    ถ้าไฮเพอร์โบลา
รูปหนึง่ มีแกนตามขวางขนานกบัแกน 𝑦  มีจดุศนูย์กลางอยูท่ี่จดุ 𝐴  ระยะระหวา่งจดุศนูย์กลางกบัโฟกสัจดุหนึง่เป็น
สองเทา่ของรัศมขีองวงกลม 𝐶    และเส้นตรง  3𝑥 − 4𝑦 = 2  เป็นเส้นก ากบัเส้นหนึง่  แล้วสมการไฮเพอร์โบลารูปนี ้
ตรงกบัข้อใดตอ่ไปนี ้

 1. 9𝑥2 − 16𝑦2 + 32𝑥 + 36𝑦 + 596 = 0 2. 9𝑥2 − 16𝑦2 − 32𝑥 − 36𝑦 + 596 = 0 

 3. 9𝑥2 − 16𝑦2 + 32𝑥 + 36𝑦 − 596 = 0 4. 9𝑥2 − 16𝑦2 − 36𝑥 − 32𝑦 + 596 = 0 

 5. 9𝑥2 − 16𝑦2 − 36𝑥 + 32𝑦 + 596 = 0 
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12. ให้ ℝ แทนเซตของจ านวนจริง    ถ้า 𝐴 เป็นเซตค าตอบของอสมการ  √𝑥 + 2  <  √3 − 𝑥 + √2𝑥 − 1 

 แล้ว 𝐴 เป็นสบัเซตของเซตในข้อใดตอ่ไปนี ้
 1. { 𝑥 ∈ ℝ | |2𝑥 − 1| < 1 } 2. { 𝑥 ∈ ℝ | |𝑥 − 2| < 1 } 

 3. { 𝑥 ∈ ℝ | |𝑥 − 1| < 2 } 4. { 𝑥 ∈ ℝ | 𝑥2 + 2 < 3𝑥 } 

 5. { 𝑥 ∈ ℝ | 𝑥2 < 2𝑥 } 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

13. ก าหนดให้ 𝑃 เป็นพาราโบลารูปหนึง่มีสมการเป็น  𝑥2 + 4𝑥 + 3𝑦 − 5 = 0  และพาราโบลา 𝑃 ตดัแกน 𝑥 ที่จดุ 𝐴 
และจดุ 𝐵    ถ้า 𝐸 เป็นวงรีทีม่ีจดุยอดอยูท่ี่จดุ 𝐴 และจดุ 𝐵  และผลบวกของระยะทางจากจดุยอดของพาราโบลา 𝑃 
ไปยงัโฟกสัทัง้สองของวงรี 𝐸 เทา่กบั 2√13 หนว่ย  แล้วสมการวงรี 𝐸 ตรงกบัข้อใดตอ่ไปนี ้

 1. 𝑥2 + 4𝑥 + 9𝑦2 = 5 2. 3𝑥2 + 12𝑥 + 5𝑦2 = 15 

 3. 5𝑥2 + 20𝑥 + 9𝑦2 = 25 4. 6𝑥2 + 24𝑥 + 25𝑦2 = 30 

 5. 9𝑥2 + 36𝑥 + 16𝑦2 = 45 
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14. ก าหนดสมการจดุประสงค์  𝑃 = 7𝑥 − 5𝑦  และอสมการข้อจ ากดัดงันี ้
 𝑥 + 3𝑦 − 12 ≥ 0    ,      3𝑥 + 𝑦 − 12 ≥ 0    ,      𝑥 − 2𝑦 + 17 ≥ 0      และ    9𝑥 + 𝑦 − 56 ≤ 0 

 พิจารณาข้อความตอ่ไปนี ้
 (ก) ถ้า (𝑎, 𝑏) เป็นจดุมมุที่สอดคล้องกบัอสมการข้อจ ากดัและให้คา่ 𝑃 มากที่สดุ  แล้ว 𝑎2 + 𝑏2 = 40 

 (ข) ผลตา่งระหวา่งคา่มากที่สดุและคา่น้อยที่สดุของ 𝑃 เทา่กบั 70 

 (ค) ถ้า 𝐴 และ 𝐵 เป็นพิกดัของจดุมมุที่สอดคล้องกบัอสมการข้อจ ากดั โดยที่ 𝑃 มีคา่มากที่สดุทีจ่ดุ 𝐴 และ 

𝑃 มีคา่น้อยที่สดุทีจ่ดุ 𝐵  แล้วจดุ 𝐴 และ 𝐵 อยูบ่นเส้นตรง  7𝑥 + 5𝑦 = 52 

 ข้อใดตอ่ไปนีถ้กูต้อง 
 1. ข้อ (ก) และ ข้อ (ข) ถกู แต ่ข้อ (ค) ผิด 2. ข้อ (ก) และ ข้อ (ค) ถกู แต ่ข้อ (ข) ผิด 
 3. ข้อ (ข) และ ข้อ (ค) ถกู แต ่ข้อ (ก) ผิด 4. ข้อ (ก)  ข้อ (ข)  และ ข้อ (ค)  ถกูทัง้สามข้อ 
 5. ข้อ (ก)  ข้อ (ข)  และ ข้อ (ค)  ผิดทัง้สามข้อ 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

15. ก าหนดให้ 𝐴 และ 𝐵 เป็นจดุสองจดุบนเส้นตรง  𝑦 = 2𝑥 + 1    ถ้าจดุ 𝐶(−2, 2) เป็นจดุที่ท าให้  |𝐶𝐴̅̅ ̅̅ | = |𝐶𝐵̅̅ ̅̅ |  

และ  𝐶𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ ∙ 𝐶𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0  แล้วสมการของวงกลมที่ผา่นจดุ 𝐴, 𝐵 และ 𝐶 ตรงกบัข้อใดตอ่ไปนี ้
 1. 𝑥2 + 𝑦2 − 2𝑦 − 4 = 0 2. 𝑥2 + 𝑦2 + 2𝑦 − 12 = 0 

 3. 𝑥2 + 𝑦2 + 2𝑥 − 4 = 0 4. 𝑥2 + 𝑦2 − 2𝑥 − 12 = 0 

 5. 𝑥2 + 𝑦2 − 8 = 0 
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16. ถ้าพาราโบลารูปหนึง่ มีแกนสมมาตรทบักบัแกน 𝑦 และผา่นจดุปลายของสว่นของเส้นตรง  2𝑥 + 3𝑦 − 6 = 0 

 เมื่อ 𝑥 สอดคล้องกบัสมการ  |√𝑥2 − 𝑥| + |3 − 𝑥 − |𝑥 − 3|| = 0  แล้วความยาวของเลตสัเรกตมั 

 ของพาราโบลาเทา่กบัข้อใดต่อไ่ปนี ้
 1. 9

8
 2. 9

4
 3. 9

2
 

 4. 9 5. 18 

 
 
 
 
 
 
 

17. ให้ 𝑓 เป็นฟังก์ชนั โดยที่  𝑓(𝑥) = {
𝑥 + 𝑏 − 4 , 𝑥 ≤ 𝑎

𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑎 , 𝑎 < 𝑥 ≤ 𝑏
2𝑏𝑥 − 𝑎 , 𝑥 > 𝑏

    เมือ่ 𝑎 และ 𝑏 เป็นจ านวนจริง 

 และ 𝑓 เป็นฟังก์ชนัตอ่เนื่องบนเซตของจ านวนจริง  พิจารณาข้อความตอ่ไปนี ้
 (ก) (𝑓 ∘ 𝑓)(𝑎 − 𝑏)  =  𝑎 − 𝑏 

 (ข) 𝑓(𝑎 + 𝑏)  =  𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏) 

 (ค) 𝑓′(𝑓(2))  =  𝑓(𝑓′(2)) 

 ข้อใดตอ่ไปนีถ้กูต้อง 
 1. ข้อ (ก) และ ข้อ (ข) ถกู แต ่ข้อ (ค) ผิด 2. ข้อ (ก) และ ข้อ (ค) ถกู แต ่ข้อ (ข) ผิด 
 3. ข้อ (ข) และ ข้อ (ค) ถกู แต ่ข้อ (ก) ผิด 4. ข้อ (ก)  ข้อ (ข)  และ ข้อ (ค)  ถกูทัง้สามข้อ 
 5. ข้อ (ก)  ข้อ (ข)  และ ข้อ (ค)  ผิดทัง้สามข้อ 
 
 
 
 
 
 
 
 

18. ก าหนดให้ ℝ เป็นเซตของจ านวนจริง  ให้  𝑓 : ℝ → ℝ  และ  𝑔 : ℝ → ℝ  เป็นฟังก์ชนั 

 โดยที ่ 𝑓(𝑥 + 3)  =  𝑥 + 4  และ  (𝑓−1 ∘ 𝑔)(𝑥)  =  3𝑥𝑓(𝑥) − 3𝑥 − 4  ส าหรับจ านวนจริง 𝑥 

 ถ้า 𝐴 เป็นเรนจ์ของ 𝑔 ∘ 𝑓  และ 𝐵 เป็นเรนจ์ของ 𝑓 ∘ 𝑔  แล้ว 𝐴 − 𝐵 เป็นสบัเซตของช่วงในข้อใดตอ่ไปนี ้

 1. (0, 2) 2. (−2, 1) 3. (−3, 0) 

 4. (−4, −2) 5. (−6, −3) 
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19. ก าหนดให้ ℝ แทนเซตของจ านวนจริง  ถ้า  𝐴 = { 𝑥 ∈ ℝ | 32𝑥+10 − 4(3𝑥+6) + 27 ≤ 0 } 

 แล้วเซต 𝐴 เป็นสบัเซตของชว่งในข้อใดตอ่ไปนี ้
 1. (−9, −4) 2. (−5, −2) 3. (−3, 3) 

 4. (0, 5) 5. (2, 10) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

20. ก าหนดให้  𝑎1, 𝑎2, 𝑎3, … , 𝑎𝑛, …  เป็นล าดบัเลขคณิตของจ านวนจริง 

 โดยที่  
25

1


n

𝑎𝑛 = 1900  และ  





1n

𝑎𝑛

4𝑛−1 = 8        คา่ของ 𝑎100 ตรงกบัข้อใดตอ่ไปนี ้

 1. 298 2. 302 3. 400 

 4. 499 5. 598 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

21. ถ้าข้อมลู 10 จ านวน คือ  𝑥1, 𝑥2, …, 𝑥10  เมื่อ  𝑥1, 𝑥2, …, 𝑥10  เป็นจ านวนจริง    โดยที่คา่เฉลีย่เลขคณิตของ 

 ข้อมลู  𝑥1
2, 𝑥2

2, 𝑥3
2, …, 𝑥10

2   เทา่กบั 70  และ 
10

1


i

(𝑥𝑖 − 3)2 = 310 

 แล้วคา่ความแปรปรวนของข้อมลู  3𝑥1 − 1 ,  3𝑥2 − 1 ,  … ,  3𝑥10 − 1  ตรงกบัข้อใดตอ่ไปนี ้
 1. 6 2. 18 3. 45 

 4. 54 5. 63 
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22. ให้  𝑥1, 𝑥2, …, 𝑥20  เป็นข้อมลูที่เรียงคา่จากน้อยไปหามาก และเป็นล าดบัเลขคณิตของจ านวนจริง 

 ถ้าควอร์ไทล์ที ่1 และเดไซล์ท่ี 6 ของข้อมลูชดุนีเ้ทา่กบั 23.5 และ 38.2 ตามล าดบั 

 แล้ว สว่นเบี่ยงเบนควอไทล์ เทา่กบัข้อใดต่อไปนี ้

 1. 9.75 2. 10.25 3. 10.50 

 4. 11.50 5. 11.75 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

23. นาย ก. และนางสาว ข. พร้อมด้วยเพื่อนผู้ชายอีก 3 คน และเพื่อนผู้หญิงอีก 3 คน นัง่รับประทานอาหารรอบโต๊ะกลม 
โดยที ่นาย ก. และนางสาว ข. นัง่ตรงข้ามกนั และมีเพื่อนผู้หญิง 2 คนนัง่ติดกนักบั นางสาว ข. จะมีจ านวนวิธีจดัทีน่ัง่
รอบโต๊ะกลมดงักลา่วได้เทา่กบัข้อใดตอ่ไปนี ้

 1. 30 วิธี 2. 72 วิธี 3. 96 วิธี 

 4. 120 วิธี 5. 144 วิธี 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

24. ก าหนดให้   𝑎𝑛 = 
2

4𝑛2−1
− (−

1

3
)
𝑛

  ส าหรับ 𝑛 = 1, 2, 3, …      อนกุรม 





1n

𝑎𝑛 ตรงกบัข้อใดตอ่ไปนี ้

 1. อนกุรมลูเ่ข้าและมีผลบวกเทา่กบั 5
4
 2. อนกุรมลูเ่ข้าและมีผลบวกเทา่กบั 3

4
 

 3. อนกุรมลูเ่ข้าและมีผลบวกเทา่กบั 5
6
 4. อนกุรมลูเ่ข้าและมีผลบวกเทา่กบั 1

6
 

 5. อนกุรมลูอ่อก 
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25. ส าหรับ 𝑥 และ 𝑦 เป็นจ านวนจริงที่ไมเ่ป็นศนูย์    นิยาม   𝑥 ∗ 𝑦 = {

𝑥𝑦

𝑥+𝑦
, 𝑥 + 𝑦 ≠ 0

0 , 𝑥 + 𝑦 = 0
 

 ถ้า 𝑎, 𝑏 และ 𝑐 เป็นจ านวนจริงที่ไมเ่ป็นศนูย์ โดยที่  𝑎 ∗ 𝑏 = 1  ,   𝑎 ∗ 𝑐 = 2   และ   𝑏 ∗ 𝑐 = 3 

 แล้วข้อใดตอ่ไปนีถ้กูต้อง 
 1. 𝑎 + 𝑏  <  𝑐 2. 𝑎  <  𝑏 + 𝑐 3. 𝑎 < 𝑏 < 𝑐 

 4. 𝑏 < 𝑐 < 𝑎 5. 𝑐 < 𝑎 < 𝑏 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

26. ก าหนดให้  𝐴−1 = [
𝑎 0
−2 1

]  และ  𝐵−1 = [
1 0
𝑏 1

]  เมื่อ 𝑎 และ 𝑏 เป็นจ านวนจริงที่ไมเ่ป็นศนูย์ 

 โดยที่  (𝐴𝑡)−1𝐵 = [
8 −2

−3 1
]    คา่ของ  det(2𝐴 + 𝐵)  เทา่กบัข้อใดตอ่ไปนี ้

 1. 3 2. 6 3. 9 

 4. 12 5. 14 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

27. ก าหนดข้อมลู 𝑥 และ 𝑦 มีความสมัพนัธ์ ดงันี ้
 
 
 
 

 โดยที่ 𝑥 และ 𝑦 มีความสมัพนัธ์เชิงฟังก์ชนัแบบเส้นตรง  ถ้า 𝑦 = 8 แล้วคา่ของ 𝑥 เทา่กบัข้อใดตอ่ไปนี ้
 1. 5.94 2. 5.86 3. 7.1 

 4. 7.23 5. 8 

 
 
 
 
 
 
 

𝑥 1 3 4 5 7 

𝑦 0 3 6 7 9 
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28. ก าหนดให้ ℝ เป็นเซตของจ านวนจริง  ให้  𝑓 : ℝ → ℝ  และ  𝑔 : ℝ → ℝ  เป็นฟังก์ชนัที่มีอนพุนัธ์ทกุอนัดบั และ
สอดคล้องกบั    𝑔(𝑥) = 𝑥𝑓(𝑥)  และ  𝑔′(𝑥) = 4𝑥3 + 9𝑥2 + 2  ส าหรับทกุจ านวนจริง 𝑥 

พิจารณาข้อความตอ่ไปนี ้
 (ก) คา่สงูสดุสมัพทัธ์ของ 𝑓 เทา่กบั 6 

 (ข) คา่ต า่สดุสมัพทัธ์ของ 𝑓 เทา่กบั 2 

 (ค) อตัราการเปลีย่นแปลงของ (𝑓 + 𝑔)(𝑥) เทียบกบั 𝑥 ขณะที่ 𝑥 = 1 เทา่กบั 12 

 ข้อใดตอ่ไปนีถ้กูต้อง 
 1. ข้อ (ก) และ ข้อ (ข) ถกู แต ่ข้อ (ค) ผิด 2. ข้อ (ก) และ ข้อ (ค) ถกู แต ่ข้อ (ข) ผิด 
 3. ข้อ (ข) และ ข้อ (ค) ถกู แต ่ข้อ (ก) ผิด 4. ข้อ (ก)  ข้อ (ข)  และ ข้อ (ค)  ถกูทัง้สามข้อ 
 5. ข้อ (ก)  ข้อ (ข)  และ ข้อ (ค)  ผิดทัง้สามข้อ 
 
 
 
 
 
 
 
 

29. กลอ่งใบหนึง่บรรจลุกูแก้วสแีดง 2 ลกู ลกูแก้วสขีาว 3 ลกู และลกูแก้วสเีขยีว 3 ลกู สุม่หยิบลกูแก้วออกมาจากกลอ่ง 
8 ครัง้ ครัง้ละลกูโดยไมต้่องใสค่นื ความนา่จะเป็นท่ีสุม่หยิบลกูแก้ว 8 ครัง้ โดยครัง้ที ่1 ได้ลกูแก้วสขีาวหรือหยิบครัง้ 
ที ่8 ไมไ่ด้ลกูแก้วสแีดง เทา่กบัข้อใดตอ่ไปนี ้

 1. 3

4
 2. 5

8
 3. 29

56
 

 4. 7

8
 5. 6

7
 

 
 
 
 
 
 
 
 

30. ก าหนดให้    𝐴 = 
2

√3
4 − √3

4
    ,      𝐵 = 

√3 − 
1

√3

√3
4

 − √
1

√3

      และ      𝐶 = 
2

√3( √3
4

 + 
1

√√3
)
+

3

√27
4  

 คา่ของ  𝐴 − 𝐵 + 𝐶  เทา่กบัข้อใดตอ่ไปนี ้
 1. −√3 2. √3 3. −1 

 4. 1 5. 0 
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ตอนที่ 2 ข้อ 31 - 45 ข้อละ 8 คะแนน 

31. ให้ 𝐴 แทนเซตค าตอบของสมการ  25 + 3(15)|𝑥|  =  5|𝑥| + 25(3|𝑥|+1)  เมื่อ 𝑥 เป็นจ านวนจริง 
 และให้ 𝐵 = { 3𝑥 + 5𝑥  | 𝑥 ∈ 𝐴 }        คา่มากที่สดุในเซต 𝐵 เทา่กบัเทา่ใด 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

32. ให้ 𝐴 แทนเซตของจ านวนเต็มทัง้หมดที่สอดคล้องกบัสมการ  |√𝑥 − 1 − 2| + |√𝑥 − 1 − 3|  =  1 

 ผลบวกของสมาชิกทัง้หมดในเซต 𝐴 เทา่กบัเทา่ใด 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

33. ก าหนดให้ 𝑧 เป็นจ านวนเชิงซ้อน โดยที่  |𝑧| = |𝑧 − 1 + 𝑖|  และ  Re(
(1−2𝑖)𝑧

3−𝑖
) = 0  เมื่อ  𝑖2 = −1 

 แล้วคา่ของ  |2𝑧 + 1|2  เทา่กบัเทา่ใด 
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34. คา่ของ 
2

4





  𝑥3+𝑥2+𝑥

𝑥|𝑥+2|−𝑥2−2
𝑑𝑥  เทา่กบัเทา่ใด 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

35. ก าหนดให้  {𝑎𝑛}  และ  {𝑏𝑛}  เป็นล าดบัของจ านวนจริง 
 โดยที่  3𝑎𝑛+1 = 𝑎𝑛  และ  2𝑛𝑏𝑛 = 𝑎𝑛 ส าหรับ 𝑛 = 1, 2, 3, … 

 ถ้า  𝑎5 = 2  แล้ว อนกุรม  𝑏1 + 𝑏2 + 𝑏3 + …  มีผลบวกเทา่กบัเทา่ใด 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

36. ให้ 𝑎 และ 𝑏 เป็นจ านวนจริงที่สอดคล้องกบั    𝑎(𝑎 + 𝑏 + 3) = 0    และ    2(𝑏 − 𝑎) = (𝑎 + 𝑏 + 1)(2 − 𝑏) 

 คา่มากที่สดุของ  𝑎4 + 𝑏4  เทา่กบัเทา่ใด 
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37. คะแนนสอบวิชาคณิตศาสตร์ของนกัเรียนห้องหนึง่ จ านวน 30 คน มีการแจกแจงปกติ และมีคา่เฉลี่ยเลขคณิตเทา่กบั 
64 คะแนน นกัเรียนชายห้องนีม้ี 18 คน คะแนนสอบวิชาคณิตศาสตร์ของนกัเรียนชายห้องนี ้มคีา่เฉลีย่เลขคณิต
เทา่กบั 64 คะแนน และความแปรปรวนเทา่กบั 10 สว่นคะแนนสอบของนกัเรียนหญิงมีสว่นเบี่ยงเบนมาตรฐาน
เทา่กบั 5 คะแนน ถ้านางสาว ก. เป็นนกัเรียนคนหนึ่งในห้องนี ้สอบได้เปอร์เซ็นไทล์ที่ 22.66 ของนกัเรียนทัง้ห้อง แล้ว
คะแนนสอบของนางสาว ก. เทา่กบัเทา่ใด  เมื่อก าหนดพืน้ทีใ่ต้เส้นโค้งปกติ ระหวา่ง 0 ถึง 𝑧 ดงันี ้

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

38. ก าหนด  0 < 𝜃 < 90°  และ 

 ให้    𝐴 = arcsin (
sin𝜃

√1+sin2 𝜃
)   ,     𝐵 = arctan(1 − sin 𝜃)    และ    𝐶 = arctan√sin 𝜃 − sin2 𝜃 

 ถ้า  𝐴 + 𝐵 = 2𝐶  แล้วคา่ของ  3 sin4 𝜃 + cos4 𝜃  เทา่กบัเทา่ใด 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

39. ก าหนดให้  𝐴 = [
2 −2 1
𝑎 𝑏 2
1 2 2

]  เมื่อ 𝑎 และ 𝑏 เป็นจ านวนจริง 

 ถ้า 𝐴𝐴𝑡 = 9𝐼  เมื่อ 𝐼 เป็นเมทริกซ์เอกลกัษณ์ที่มมีิติ 3 × 3  แล้วคา่ของ 𝑎2 − 𝑏2 เทา่กบัเทา่ใด 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

𝑧 0.5 0.6 0.75 1.0 1.25 

พืน้ที่ 0.1915 0.2257 0.2734 0.3413 0.3944 
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40. ก าหนดให้  𝑓(𝑥) = 𝑥3 + 𝑎𝑥 + 𝑏  เมื่อ 𝑎 และ 𝑏 เป็นจ านวนจริง  ถ้าอตัราการเปลีย่นแปลงเฉลีย่ของ 𝑓(𝑥) เทียบ

กบั 𝑥 เมื่อคา่ของ 𝑥 เปลีย่นจาก −1 เป็น 1  เทา่กบั −2  และ  
1

1

 𝑓(𝑥) 𝑑𝑥  =  2 

แล้วคา่ของ  
0

lim
h

𝑓(3+ℎ)−𝑓(3−ℎ)

ℎ
  เทา่กบัเทา่ใด 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

41. ให้ ℝ แทนเซตของจ านวนจริง ให้ 𝑟1 = { (𝑥, 𝑦) ∈ ℝ × ℝ | 𝑦 ≥ 0  และ  𝑥2 − 𝑦2 − 2𝑥 + 4𝑦 ≤ 3 } 

  และ 𝑟2 = { (𝑥, 𝑦) ∈ ℝ × ℝ | 𝑦 ≥ 0  และ  𝑥2 + 𝑦2 − 2𝑥 ≤ 33 } 

 ถ้าโดเมนของเซต  𝑟1 ∩ 𝑟2  คือช่วงปิด [𝑎, 𝑏] เมื่อ 𝑎 และ 𝑏 เป็นจ านวนจริง โดยที ่ 𝑎 < 𝑏 

 แล้วคา่ของ  𝑎2 + 𝑏2 เทา่กบัเทา่ใด 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

42. คา่ของ  
2

lim
x

|𝑥2−𝑥−2|

2− √𝑥2+4
3   เทา่กบัเทา่ใด 
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43. ให้ 𝑛 เป็นจ านวนเต็มบวก    ถ้า 𝐴 เป็นเซตของข้อมลู 2𝑛 จ านวน คือ 1, 2, 3, … , 𝑛 , −1, −2, −3, … , −𝑛 

 โดยทีค่วามแปรปรวนของข้อมลูในเซต 𝐴 เทา่กบั 46 

 แล้วคา่เฉลีย่เลขคณิตของ  13 ,  23 ,  33 , … , 𝑛3  เทา่กบัเทา่ใด 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

44. ก าหนดให้  𝑎̅, 𝑏̅ และ 𝑐̅ เป็นเวกเตอร์ในสามมิติ โดยที่  𝑎̅ + 𝑏̅ = 𝑡𝑐 ̅ โดยที่ 𝑡 เป็นจ านวนจริงบวก 

 ถ้า    𝑎̅  =  𝑖 ̅ + 𝑗̅ + 𝑘̅  ,    |𝑏̅| = |𝑎̅|2  ,    |𝑐̅| = √2    และ    𝑎̅ ∙ 𝑏̅ + 𝑏̅ ∙ 𝑐̅ + 𝑐̅ ∙ 𝑎̅  =  9 

 แล้วคา่ของ  𝑡  เทา่กบัเทา่ใด 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

45. นิยาม  𝑆 × 𝑆 × 𝑆 = { (𝑎, 𝑏, 𝑐) | 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑆 }  เมื่อ 𝑆 เป็นเซตใดๆ 

 ก าหนดให้  𝑆 = {1, 2, 3, 4, 5} 

 จงหาจ านวนสมาชิก (𝑎, 𝑏, 𝑐) ในเซต 𝑆 × 𝑆 × 𝑆 ทัง้หมด โดยที่  (3 + 𝑎)(𝑏
𝑐) หารด้วย 4 ลงตวั 
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เฉลย 

1. 1 11. 5 21. 4 31. 34 41. 20 
2.  3 12. 3 22. 3 32. 45 42. 9 
3.  4 13. 3 23. 5 33. 5 43. 396 
4.  1 14. 4 24. 1 34. 3 44. 3 
5.  2 15. 1 25. 5 35. 97.2 45. 70 
6.  5 16. 3 26. 2 36. 641 
7.  2 17. 1 27. 2 37. 61 
8.  1 18. 4 28. 1 38. 0.75 
9.  4 19. 2 29. 5 39. 3 
10.  2 20. 5 30. 5 40. 48 
 
 

แนวคิด 

1. 1 

ก. ใช้วธีิสมมตใิห้เป็นเท็จ 
 
 
 
 
 
 
 
 

  
ข. ↔  ต้องดวูา่ หน้า หลงั สมมลูกนัหรือไม่ ค. 
 
 
 
 

 ไมส่มมลูกนั ดงันัน้ ไม่เป็นสจันิรันดร์  →  ข. ถกู 
 
 

2. 3 

นกัเรียนชอบอยา่งน้อย 1 วิชา → ข้างนอกสามวง = 0 ชอบวิชาเดียว = 21 คน →  จะได้สว่นท่ีแรเงา = 21 

ชอบ 3 วิชา = 4 คน  →  จะได้ตรงกลาง = 4 

 

ก าหนด 𝑎, 𝑏, 𝑐 ตามรูป 

 
 
 
 

แตจ่ากสตูร Inclusive – Exclusive จะได้นกัเรียนทัง้หมด 

=  𝑛(𝑀) + 𝑛(𝐸) + 𝑛(𝑇) − 𝑛(𝑀 ∩ 𝐸) − 𝑛(𝐸 ∩ 𝑇) − 𝑛(𝑀 ∩ 𝑇) + 𝑛(𝑀 ∩ 𝐸 ∩ 𝑇) 
=    24    +   22    +   21   −   (𝑎 + 4)   −   (𝑏 + 4)   −   (𝑐 + 4)   +           4 
=                             59 − 𝑎 − 𝑏 − 𝑐 …(2) 

 

(~𝑝 → 𝑞) → (~𝑞 → 𝑝)  
                    F 
         T        →           F 
                            T   →  F 
                           ~F 

ได้  𝑞 ≡ F ,  𝑝 ≡ F 

แทนในตวัหน้า 

~F → F 
  T  → F 
       F 

ขดัแย้ง 

  𝑝 → 𝑞 ≡       ~𝑞 → 𝑝 
~𝑝 ∨ 𝑞 ≡  ~(~𝑞) ∨ 𝑝 
~𝑝 ∨ 𝑞 ≡       𝑞      ∨ 𝑝 

  (𝑝 → 𝑞) ∨    (~𝑟 → ~𝑞) ≡    𝑝 → 𝑟 
(~𝑝 ∨ 𝑞) ∨ (~(~𝑟) ∨ ~𝑞) ≡  ~𝑝 ∨ 𝑟 
  ~𝑝 ∨ 𝑞   ∨      𝑟       ∨  ~𝑞 ≡  ~𝑝 ∨ 𝑟 
         (𝑞 ∨ ~𝑞) ∨ ~𝑝 ∨ 𝑟 ≡  ~𝑝 ∨ 𝑟 
              T          ∨ ~𝑝 ∨ 𝑟 ≡  ~𝑝 ∨ 𝑟 
                        T ≡  ~𝑝 ∨ 𝑟 

T หรือ กบัอะไรก็ได้ T 

ไมส่มมลู  →  ค. ผิด 

→  เกิดข้อขดัแย้ง ดงันัน้ เป็นสจันิรันดร์  →  ก. ถกู 

𝑝 → 𝑞  ≡  ~𝑝 ∨ 𝑞 

𝑀  𝐸  

𝑇  

𝑎  

𝑏  𝑐  4 

𝑀  𝐸  

𝑇  จะได้นกัเรียนทัง้หมด =  21 + 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 + 4 

 =  25 + 𝑎 + 𝑏 + 𝑐        …(1) 
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(1) = (2) จะได้ 
 
 
 

โจทย์ถามนกัเรียนที่ชอบ 𝐸 หรือ 𝑇 แตไ่มช่อบ 𝑀  →  คือสว่นท่ีแรเงา ดงัรูป 
ซึง่จะหาได้จาก จ านวนนกัเรียนทัง้หมด ลบด้วย จ านวนนกัเรียนทีช่อบ 𝑀 

 
 
 
 
 
 

3. 4 

ก. จาก 

 
 
 
 

 ดงันัน้  𝑚 < 𝑟  และ  𝑛 < 𝑠  บวกสองอสมการนี ้จะได้วา่  𝑚 + 𝑛  <  𝑟 + 𝑠    →  ก. ถกู 
ข. จาก  1 < 𝑚 < 𝑟  และ  0 < 𝑛 < 𝑠  (โจทย์ให้ทกุตวัเป็นจ านวนเต็มบวก) 
 จะได้               𝑚𝑛 <  𝑟𝑠                  →  ข. ถกู 
ค. จาก  0 < 𝑛 < 𝑠  หารด้วย  𝑠  ตลอด จะได้  0 < 

𝑛

𝑠
 < 1 

 จาก  1  <   𝑚 <   𝑟 

 จะได้ (
𝑛

𝑠
)
𝑚

 > (
𝑛

𝑠
)
𝑟
 

 →  ค. ถกู 
 

4. 1 

สงัเกตวา่  𝜋
8

 กบั 3𝜋

8
  รวมกนัได้  4𝜋

8
  =  

𝜋

2
  →  ใช้โคฟังก์ชนั จะได้  sin 3𝜋

8
 = cos

𝜋

8
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

จะได้  𝑎 = 
1

8
  และ  𝑏 = 

√2

2
  →  แทนในตวัเลอืกแตล่ะข้อ 

 1. (
√2

2
)
2

− 4(
1

8
)  =  

2

4
−

1

2
  =  0  →  ถกู 2. 4 (

√2

2
)
2

− 8(
1

8
)  =  2 − 1  ≠  3  →  ผิด 

 3. 16 (
1

8
)
2
− 8(

√2

2
)
2

  =  
1

4
− 4  ≠  1  →  ผิด 4. 4 (

1

8
)
2
+ (

√2

2
)
2

  =  
1

16
 + 

1

2
  ≠  1  →  ผิด 

25 + 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 =  59 − 𝑎 − 𝑏 − 𝑐 
     2𝑎 + 2𝑏 + 2𝑐 =  34 
         𝑎 + 𝑏 + 𝑐 =  17 →  แทนใน (1) จะได้นกัเรียนทัง้หมด  =  25 + 17  =  42 คน 

𝑀  𝐸  

𝑇  
𝑀  𝐸  

𝑇  

𝑀  𝐸  

𝑇  

𝑀  𝐸  

𝑇  

−                                       = 

ทัง้หมด 42 คน     −        ชอบคณิต 24 คน    =         18 คน        →  ตอบ 18 

 𝑚 <   𝑟 

𝑎𝑚 <   𝑎𝑟  

𝑏𝑛 <   𝑏𝑠 

𝑛 <   𝑠 

ยกก าลงัด้วยฐาน 𝑎 ทัง้สองฝ่ัง  ไมต้่องกลบั น้อยกวา่ เป็น มากกวา่ เพราะ  𝑎 > 1 

𝑎𝑚 = 𝑏𝑛  และ  𝑎𝑟  = 𝑏𝑠 

ตดัฐาน 𝑏 ทัง้สองฝ่ัง  ไมต้่องกลบั น้อยกวา่ เป็น มากกวา่ เพราะ  𝑏 > 1 

ยกก าลงัด้วยฐาน 𝑛
𝑠
 ทัง้สองฝ่ัง  ต้องกลบั น้อยกวา่ เป็น มากกวา่ เพราะ  𝑛

𝑠
 < 1 

𝑎 = (sin2 𝜋

8
) (sin2 3𝜋

8
) 

 =   (sin
𝜋

8
cos

𝜋

8
)
2

 

 =    (
2sin

𝜋

8
cos

𝜋

8

2
)
2

 

 =        (
  sin

𝜋

4
  

2
)
2

 

 =        (
   

√2

2
   

2
)

2

  =  
2

4

4
  =  

1

8
 

𝑏 = (sin2 3𝜋

8
) − (sin2 𝜋

8
) 

 = (cos2 𝜋

8
) − (sin2 𝜋

8
) 

 =             cos
𝜋

4
 

 =               
√2

2
 

ใช้สตูร sin 2𝜃 

ใช้สตูร cos 2𝜃 

 sin 2𝜃 =  2 sin 𝜃 cos 𝜃 
 cos2𝜃 =  cos2 𝜃 − sin2 𝜃 
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 5. 4 (
1

8
)
2
+ 4(

√2

2
)
2

  =  
1

16
 + 2  ≠  1  →  ผิด 

 

5. 2 

มี  𝑎4 + 𝑏4 + 𝑐4  จะลองใช้กฎของ cos ที่ 𝐶 แล้วยกก าลงัสองด ูดงันี ้
 

 
 
 
 
 
 
 
 

 
โจทย์ให้ 𝐶 เป็นมมุแหลม  ดงันัน้  cos 𝐶 = +

1

√2
  จะได้  𝐶 = 45° 

 1.  2.  

 
 

 3.  4.  

 
 

 5.  
 
 

6.  5 

(ก) 𝐴 ∩ 𝐶 ∈ 𝐵   คือ  𝐴 ∩ 𝐶  ต้องเข้าไปอยูใ่นปีกกาของ  𝐵 

 เช่น 𝐴 = {1, 2} ,  𝐶 = {2, 3}  จะได้  𝐴 ∩ 𝐶 = {2}  →  ถ้าให้  𝐵 = { {2} }  จึงจะได้วา่  𝐴 ∩ 𝐶 ∈ 𝐵 

  แตจ่ะได้  
 
 
 

(ข) 𝐴 ∩ 𝐶 ⊂ 𝐵  จะวาดได้ดงัรูป จะตรวจสอบข้อนี ้โดยใช้วิธีก าหนด 

  “สมาชิกตวัแทน” ให้ทกุสว่น ดงัรูป 

 

  จะได้  𝐴 = {1, 2, 3} ,  𝐵 = {2, 3, 4, 6} ,  และ  𝐶 = {3, 4, 5} 

  ดงันัน้ 

 
 

(ค) ปกติแล้ว  𝑃(𝐴 ∪ 𝐵)  จะใหญ่กวา่  𝑃(𝐴) ∪ 𝑃(𝐵)  เพราะใน  𝑃(𝐴 ∪ 𝐵)  จะมีสบัเซตที ่“บางตวัมาจาก 𝐴 และ
บางตวัมาจาก 𝐵”  ในขณะท่ี  𝑃(𝐴) ∪ 𝑃(𝐵)  คือ การน า “สบัเซตทีม่าจาก 𝐴 รวมกบั “สบัเซตที่มาจาก 𝐵”  ซึง่จะไม่
มีสบัเซตทีเ่กิดร่วมกนั ระหวา่ง 𝐴 กบั 𝐵 

 
 

            𝑐2 =    𝑎2 + 𝑏2 − 2𝑎𝑏 cos𝐶 
  2𝑎𝑏 cos𝐶 =    𝑎2 + 𝑏2 − 𝑐2 
(2𝑎𝑏 cos𝐶)2 =  (𝑎2 + 𝑏2 − 𝑐2)2 
4𝑎2𝑏2 cos2 𝐶 =  𝑎4 + 𝑏4 + 𝑐4 + 2𝑎2𝑏2 − 2𝑏2𝑐2 − 2𝑎2𝑐2 
4𝑎2𝑏2 cos2 𝐶 =  2(𝑎2 + 𝑏2)𝑐2 + 2𝑎2𝑏2 − 2𝑏2𝑐2 − 2𝑎2𝑐2 
4𝑎2𝑏2 cos2 𝐶 =  2𝑎2𝑐2 + 2𝑏2𝑐2 + 2𝑎2𝑏2 − 2𝑏2𝑐2 − 2𝑎2𝑐2 
4𝑎2𝑏2 cos2 𝐶 =                                    2𝑎2𝑏2 

             cos2 𝐶 =                                     
1

2
 

              cos𝐶 =                                  ±
1

√2
 

โจทย์ก าหนด 

sin2(45°) =  cos 45° 

      1 =      
√2

2
       × 

2 tan 45°  =  cosec2 45° 

      2 =    (√2)
2

       

sec 45° + 2 cos 45° =  4 

    √2     + 2 (
√2

2
) =  4     × 

4 cosec2 45° − cos2 45° =  1 

4   ( 2 )          −        
2

4
 =  1     × 

tan2 45° + 2 cos 2(45°) =  2 
      1        + 2  (  0  ) =  2      × 

    𝐴 ∈  𝐵 ∪ 𝐶 
{1, 2} ∈  { {2} } ∪ {2, 3} 
{1, 2} ∈  { 2 ,  3 ,  {2} }        × 

𝐴  𝐶  

𝐵  

1 

2 
3 

4 

5 

6 7 

𝐴  𝐶  

𝐵  

        𝐵 =  (𝐴 ∪ 𝐵) ∪ (𝐵 ∩ 𝐶) 
{2, 3, 4, 6} =  {1, 2, 3, 4, 6} ∪ {3, 4} 
{2, 3, 4, 6} =  {1, 2, 3, 4, 6} × 
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 เช่น ถ้าให้  𝐴 = {1} ,  𝐵 = {2}  จะได้  𝐴 ∪ 𝐵 = {1, 2} 

 ดงันัน้ 
 
 
 
 
 

7. 2 

แก้  0 < |𝑥| < 2  หาเอกภพสมัพทัธ์   →   0 < |𝑥|   และ   |𝑥| < 2 

 
 

จะแก้อสมการ เพื่อหาวา่ 𝑃(𝑥) กบั 𝑄(𝑥) เป็นจริงเมื่อ 𝑥 มีคา่เป็นอยา่งไร 

𝑃(𝑥) : จะแบง่กรณีคิดที่  𝑥 ≥ 0  และ  𝑥 < 0  เพื่อใช้สมบตัิ  |𝑥| = {
𝑥 , 𝑥 ≥ 0

−𝑥 , 𝑥 < 0
    ในการก าจดัคา่สมับรูณ์ 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 จะเห็นวา่ ไมว่า่เป็นกรณีไหน จะได้ 𝑃(𝑥) เป็นจริงเสมอ ดงันัน้  ∃𝑥[𝑃(𝑥)] ≡ T  และ  ∀𝑥[𝑃(𝑥)]  ≡  T 

𝑄(𝑥) : จาก  |𝑥 − √(𝑥 − 1)2|  <  3  จะได้วา่    
 

 จะแบง่คดิเป็นกรณีที่  𝑥 ≥ 1  และ  𝑥 < 1  เพื่อก าจดัคา่สมับรูณ์  |𝑥 − 1| 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 รวมสองกรณี จะได้ค าตอบคือ  [1, ∞) ∪ (−1, 1)  =  (−1, ∞) 

 จะเห็นวา่ ในเอกภพสมัพทัธ์  (−2, 0) ∪ (0, 2) มีทัง้คา่ที่อยูใ่นเซตต าคอบ  (−1, ∞) (เช่น 𝑥 = 1) 
  และคา่ที่ไมอ่ยูใ่นเซตค าตอบ  (−1, ∞) (เช่น  𝑥 = −1.5) 
 ดงันัน้  ∃𝑥[𝑄(𝑥)] ≡ T  แต ่ ∀𝑥[𝑄(𝑥)] ≡ F 

         𝑃(𝐴 ∪ 𝐵) ⊂   𝑃(𝐴)  ∪  𝑃(𝐵) 
         𝑃({1, 2}) ⊂  𝑃({1}) ∪ 𝑃({2}) 
{ ∅, {1}, {2}, {1,2} } ⊂  { ∅, {1} } ∪ { ∅, {2} } 
{ ∅, {1}, {2}, {1,2} } ⊂       { ∅, {1}, {2} } × 

สบัเซตที่มีสมาชิกมาจากทัง้ 𝐴 และ 𝐵 

หมายเหต ุ: ถ้า ข้อ ค. สลบัข้างสบัเซต 

เป็น  𝑃(𝐴) ∪ 𝑃(𝐵) ⊂  𝑃(𝐴 ∪ 𝐵)  จะถกู 

จริงเสมอยกเว้น 𝑥 = 0       −2 < 𝑥 <2    →  เอกภพสมัพทัธ์ คือ  (−2, 0) ∪ (0, 2) 

กรณี 𝑥 ≥ 0  จะได้  |𝑥| = 𝑥 

 
| |𝑥| − 𝑥 |

𝑥
 ≤  0 

 
|  𝑥  − 𝑥 |

𝑥
 ≤  0 

      
0

𝑥
 ≤  0 

      0 ≤  0 

เป็นจริงเสมอโดยไมข่ึน้กบัคา่ 𝑥 

กรณี 𝑥 < 0  จะได้ |𝑥| = −𝑥 

 
| |𝑥| − 𝑥 |

𝑥
 ≤  0 

 
| −𝑥  − 𝑥 |

𝑥
 ≤  0 

   
|−2𝑥|

𝑥
 ≤  0 

    
2 |𝑥|

𝑥
 ≤  0 

   
2 (−𝑥)

𝑥
 ≤  0 

     −2 ≤  0 

เป็นจริงเสมอโดยไมข่ึน้กบัคา่ 𝑥 

|𝑥| = −𝑥 

ตดัได้ เพราะ 𝑥 ≠ 0 

−3  <  𝑥 − √(𝑥 − 1)2 <  3 
−3  <  𝑥  −    |𝑥 − 1| <  3 

กรณี 𝑥 ≥ 1  จะได้  𝑥 − 1 ≥ 0  

ดงันัน้  |𝑥 − 1|  =  𝑥 − 1 

 −3 <  𝑥 − |𝑥 − 1| <  3 
 −3 <  𝑥 − (𝑥 − 1) <  3 
 −3 <  𝑥 − 𝑥  + 1  <  3 
 −3 <               1 <  3 

เป็นจริงเสมอโดยไมข่ึน้กบัคา่ 𝑥 

แตก่รณีนี ้𝑥 ≥ 1  →  จะได้  𝑥 ∈ [1, ∞) 

กรณี 𝑥 < 1  จะได้  𝑥 − 1 < 0  

ดงันัน้  |𝑥 − 1|  =  −(𝑥 − 1) 

 −3 <  𝑥 − |𝑥 − 1| <  3 
 −3 <  𝑥 − (−(𝑥 − 1)) <  3 

 −3 <  𝑥 + 𝑥 − 1 <  3 
 −2 <     2𝑥 <  4 
 −1 <       𝑥 <  2 
          →   𝑥 ∈ (−1, 2) 

แตก่รณีนี ้𝑥 < 1  →  เหลอื  𝑥 ∈ (−1, 1) 
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(ก) ∃𝑥[𝑄(𝑥)] → ∀𝑥[𝑃(𝑥)]  ≡  T → T  ≡  T  →  (ก) ถกู 
(ข) เนื่องจากเมื่อ  𝑥 = −1.5  จะได้  𝑄(𝑥) เป็นเท็จ  ท าให้  𝑃(𝑥) ∧ 𝑄(𝑥)  ≡  𝑃(𝑥) ∧ F  ≡  F 

 ดงันัน้  ∀𝑥[𝑃(𝑥) ∧ 𝑄(𝑥)]  ≡  F  →  (ข) ผิด 
(ค) ∀𝑥[~𝑃(𝑥)] จะเป็นจริงเมื่อ 𝑥 ทกุตวั ท าให้ 𝑃(𝑥) เป็นเท็จทัง้หมด 

 แต ่𝑥 ทกุคา่ท าให้ 𝑃(𝑥) เป็นจริง  ดงันัน้  ∀𝑥[~𝑃(𝑥)]  ≡  F 

 จะได้  ∀𝑥[~𝑃(𝑥)] ∨ ∀𝑥[𝑄(𝑥)]  ≡  F ∨ F  ≡  F  →  (ค) ถกู 

 

8. 1 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

แทน  𝑥 = 1  จะได้  𝑦 = 4(1) = 4  →  แทนในตวัเลอืก 
 1. 12 + 42 = 17   2. 13 + 43 = 9  × 3. 12 = 4 − 1  × 

 4. 42 = 1 + 4  × 5. 1 + 2(4) = 7  × 

 

9.  4 

4 sin40° − tan 40°  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

หาคา่ตวัเลอืกในแตล่ะข้อ วา่ข้อไหนได้ √3 

 1. cos 405°  =  cos(360° + 45°)  =  cos 45° = 
√2

2
    × 

 2. sin420°  =  sin(360° + 60°)  =  sin 60°  =  
√3

2
    × 

 3. sec(−60°)  =  
1

cos(−60°)
  =  

1

cos60°
  =  

1

1/2
  =  2    × 

2 log2 𝑦 =     4   +   log√2 𝑥 

2 log2 𝑦 =     4   +   log
2
1
2
𝑥 

2 log2 𝑦 =     4   + 2 log2 𝑥 

   log2 𝑦 =     2   +     log2 𝑥 

   log2 𝑦 =  log2 4 + log2 𝑥 

   log2 𝑦 =      log2 4𝑥 

            𝑦 =               4𝑥 

4(𝑥+1) + 2 =  9(√2
4

)
𝑦

 

4(𝑥+1) + 2 =  9(√2
4

)
4𝑥

 

4𝑥 ∙ 41 + 2 =  9 (2
1

4)
4𝑥

 

4 ∙ 22𝑥 + 2 =  9 ∙ 2𝑥 
4 ∙ 22𝑥 − 9 ∙ 2𝑥 + 2 =  0 
(4 ∙ 2𝑥 − 1)(2𝑥 − 2) =  0 

       2𝑥 =  
1

4
  ,  2 

       2𝑥 =  2−2  ,  21 
       𝑥 =  −2   ,   1 

โจทย์ให้ 𝑥 เป็น 𝑅+ 

=  4 sin40° −
sin40°

cos40°
 

=  
4 sin40° cos40° − sin40°

cos40°
 

=  
2(2sin40° cos40°) − sin40°

cos40°
 

=  
2         sin80°              − sin40°

cos40°
 

=  
sin80°  +  sin80°     − sin40°

cos40°
 

=  
sin80° + 2 cos

80°+40°

2
sin

80°−40°

2

cos40°
 

=  
sin80° + 2 cos60° sin 20°

cos40°
 

=  
sin80° + 2( 

1

2
 ) sin20°

cos40°
 

=  
sin80° +      sin20°

cos40°
 

=  
2 sin

80°+20°

2
cos

80°−20°

2

cos40°
 

=  
2 sin50° cos30°

cos40°
 

=  
2 sin50° (  

√3

2
  )

cos40°
 

=        √3 

จากโคฟังก์ชนั จะได้ 

sin 50° = cos 40° 
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 4. tan(−120°)  =  tan(−180° + 60°)  =  tan 60°  =  √3        →  ตอบข้อ 4. 
 5. cot(−135°)  =  

1

tan(−135°)
  =  

1

tan(−180°+45°)
  =  

1

tan45°
  =  

1

1
  =  1    × 

 

10. 2 

หา 𝑔(𝑥) :  จาก  𝑔(1 + 𝑥)  =  𝑥(2 + 𝑥)  →  ให้ 

 
 
 
 
 
 

หา 𝑓(𝑥) :  จาก 
 
 
 
 
 
 
 

(ก) แก้สมการ 
 
 
 
 
 
 
 
 

(ข) จากทีเ่คยท าฝ่ังซ้ายของข้อ ก. จะได้  (𝑔 ∘ 𝑓)(𝑥)  =  (𝑥 + 2)2 − 1  เมื่อ  𝑥 ≥ −1 

 แทนในข้อ ข. จะได้ 
 
 

(ค)  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

1 + 𝑥 =  𝑎 
        𝑥 =  𝑎 − 1 

𝑔(  𝑎  ) =  (𝑎 − 1)(2 + 𝑎 − 1) 
𝑔(  𝑎  ) =  (𝑎 − 1)(𝑎 + 1) 
𝑔(  𝑎  ) =   𝑎2 − 1 
𝑔(  𝑥  ) =   𝑥2 − 1 

ให้ 

(𝑓 ∘ 𝑔)(𝑥) =  𝑥2 + 1 
𝑓( 𝑔(𝑥) ) =  𝑥2 + 1 
𝑓(𝑥2 − 1) =  𝑥2 + 1 𝑥2 − 1 =  𝑏 

𝑥2 =  𝑏 + 1 

𝑓(  𝑏  ) =  𝑏 + 1 + 1 ;    𝑏 ≥ −1 
𝑓(  𝑏  ) =  𝑏 + 2 
𝑓(  𝑥  ) =  𝑥 + 2 ;    𝑥 ≥ −1 

→  เนื่องจาก  𝑥2 ≥ 0  ดงันัน้  𝑏 =  𝑥2 − 1 
≥  0 − 1 
≥    −1 

     (𝑔 ∘ 𝑓)(𝑥) =  (𝑓 ∘ 𝑔)(𝑥) 

      𝑔(𝑓(𝑥)) =  𝑥2 + 1 

      𝑔(𝑥 + 2) =  𝑥2 + 1 ;  𝑥 ≥ −1 
   (𝑥 + 2)2 − 1 =  𝑥2 + 1 
𝑥2 + 4𝑥 + 4 − 1 =  𝑥2 + 1 
          4𝑥 =  −2 

            𝑥 =  −
1

2
 →  สอดคล้องกบัเง่ือนไข  𝑥 ≥ −1 

→  สมการมีค าตอบ ดงันัน้ ไมเ่ป็นเซตวา่ง  →  ก. ผิด 

   (𝑔 ∘ 𝑓)(𝑥)   + 1 ≥  0 
(𝑥 + 2)2 − 1  + 1 ≥  0 ;  𝑥 ≥ −1 
(𝑥 + 2)2 ≥  0  →  จริง  (ผลยกก าลงัสอง ≥ 0 เสมอ)  →  ข. ถกู 

(𝑓 + 𝑔)(𝑥) ≥  1 
𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥) ≥  1 
𝑥 + 2 + 𝑥2 − 1 ≥  1 ;  𝑥 ≥ −1 
     𝑥2 + 𝑥 ≥  0 
  𝑥(𝑥 + 1) ≥  0 

→  จะเห็นวา่ เมื่อ  𝑥 ≥ −1 จะมีชว่ง (−1, 0) ทีไ่มเ่ป็นค าตอบของอสมการ  →  ค. ผิด  
−1 0 

+       −        + 
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11. 5 
ให้วงกลมมจีดุศนูย์กลางที่ 𝐴(ℎ, 𝑘)  จะวาดได้ดงัรูป 

จดัรูปเส้นตรง  3𝑥 + 4𝑦 =   35 

            𝑦 =  −
3

4
𝑥 +

35

4
    →  ความชนั = −

3

4
 

จาก รัศมี ⊥ เส้นสมัผสั จะได้ ความชนัรัศมี × ความชนัเส้นสมัผสั = −1 

 
 
 
 
 

โจทย์ให้ 𝐴(ℎ, 𝑘) เป็นจดุศนูย์กลางของไฮเพอร์โบลาด้วย  และโจทย์ให้เส้นก ากบัเส้นหนึง่คือ  3𝑥 − 4𝑦 = 2 
เนื่องจากเส้นก ากบัจะผา่นจดุศนูย์กลางเสมอ ดงันัน้ 𝐴(ℎ, 𝑘) ต้องแทนใน   3𝑥 − 4𝑦 = 2  แล้วเป็นจริง 
 
 
 
 
 
 
 

ดงันัน้ วงกลม มีจดุศนูย์กลาง 𝐴(2, 1) และรัศม ี =  ระยะจาก (2, 1) ไป (5, 5) 

 =  √(5 − 2)2 + (5 − 1)2  =  √32 + 42  =  5  
จะได้ไฮเพอร์โบลา มีจดุศนูย์กลาง (ℎ, 𝑘) = (2, 1)  และระยะโฟกสั 𝑐  =  สองเทา่รัศมี  =  2(5)  =  10 

โจทย์ให้แกนตามขวางขนานแกน 𝑦  →  เป็นไฮเพอร์โบลาแนวตัง้ มีรูปสมการคือ  (𝑦−𝑘)2

𝑎2 −
(𝑥−ℎ)2

𝑏2   =  1 

เนื่องจากเส้นก ากบั  3𝑥 − 4𝑦 = 2  มีความชนั = 
3

4
  →  จะได้  𝑎

𝑏
  =  

3

4
  ดงัรูป 

 
   
และจาก  𝑎2 + 𝑏2  =  𝑐2  =  102 

 
 
 
 
 
 
 

แทนคา่  ℎ, 𝑘, 𝑎, 𝑏  จะได้สมการไฮเพอร์โบลาคือ 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(5, 5) 

3𝑥 + 4𝑦 = 35 

(ℎ, 𝑘) 

𝑘−5

ℎ−5
       ×          −

3

4
 =  −1 

         3𝑘 − 15 =  4ℎ − 20 
                     5 =  4ℎ − 3𝑘 
              4ℎ − 3𝑘 =     5 …(1) 

 3ℎ − 4𝑘 =    2 …(2) 
3(1) − 4(2) :           7𝑘 =    7 
             𝑘 =    1 
แทนใน (2) : 3ℎ − 4(1) =    2 
   ℎ =    2 

แปลวา่รูปต้องเป็นแบบนี ้

(แตก็่ยงัท าแบบเดิมได้อยู)่ 

(5, 5) 

(2, 1) 

(
3𝑏

4
)
2

+ 𝑏2 =  102 

         
25𝑏2

16
 =  102 

           
5𝑏

4
 =  10 

            𝑏 =   8 

3

4
𝑥 −

1

2
  = 𝑦 𝑎  =  

3𝑏

4
 

𝑏  
𝑎  

ความชนั = 
𝑎

𝑏
 

→  จะได้  𝑎  =  
3(8)

4
  =  6 

                
(𝑦−1)2

62     −    
(𝑥−2)2

82  =    1 

              
𝑦2−2𝑦+1

62    −   
𝑥2−4𝑥+4

82  =    1 

42(𝑦2 − 2𝑦 + 1) − 32(𝑥2 − 4𝑥 + 4) =   242 
16𝑦2 − 32𝑦 + 16 − 9𝑥2 + 36𝑥 − 36 =  576 
−9𝑥2 + 16𝑦2 + 36𝑥 − 32𝑦 − 596 =  0 
   9𝑥2 − 16𝑦2 − 36𝑥 + 32𝑦 + 596 =  0 
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12. 3 

สงัเกตวา่ ตวัในรูททางขวาสองตวั บวกกนั จะเทา่กบั ตวัในรูทฝ่ังซ้าย →  3 − 𝑥  +  2𝑥 − 1  =  𝑥 + 2 

ดงันัน้ ถ้าให้  𝑎 = 3 − 𝑥  และ  𝑏 = 2𝑥 − 1  จะได้อสมการคือ 
 
 

เนื่องจาก ในรูทต้อง ≥ 0  และ  ผลรูท ≥ 0  จะเห็นวา่ อสมการ   0  <  2√𝑎√𝑏   เป็นจริงเมื่อ  𝑎 > 0 และ 𝑏 > 0 

นัน่คือ  3 − 𝑥  >  0  และ  2𝑥 − 1  >  0 

 
 

 1. 2. 3. 
 
 
 
 

 4. 5. 
 
 
 
 
 
 

13. 3 

โจทย์ให้ จดุยอดของวงรี อยูท่ี่ จดุตดัแกน 𝑥 ของพาราโบลา 
หาจดุที่พาราโบลาตดัแกน 𝑥  →  แทน 𝑦 = 0 ในสมการพาราโบลา : 
 
 
 

ดงันัน้ จดุยอดของวงรีคือ  (−5, 0)  และ  (1, 0)  →  เป็นวงรีแนวนอน 

จดุศนูย์กลางวงรี จะอยูต่รงกลางระหวา่งจดุยอด  →  ได้จดุศนูย์กลาง (ℎ, 𝑘)  =  ( 
−5+1

2
 , 0)  =  (−2, 0) 

และถ้าให้ระยะโฟกสัของวงรี = 𝑐  จะได้จดุโฟกสัทัง้สองคือ  (−2 + 𝑐 , 0)  และ  (−2 − 𝑐 , 0) 

โจทย์ให้ ผลบวกของระยะจากจดุยอดพาราโบลา ไปยงัโฟกสัทัง้สองของวงรี  =  2√13 

หาจดุยอดพาราโบลา  →  จดัรูป 

 
 

ดงันัน้  ระยะจาก (−2, 3) ไปยงั (−2 + 𝑐 , 0)  บวก  ระยะจาก (−2, 3) ไปยงั (−2 − 𝑐 , 0)  เทา่กบั  2√13 

 
 
 
 
 
 
 
 

โจทย์ถามสมการวงรี  →  ต้องหา 𝑎, 𝑏 

𝑥2 + 4𝑥 + 3𝑦 − 5 =   0 
𝑥2 + 4𝑥 + 4 = −3𝑦 + 5 + 4 
    (𝑥 + 2)2 = −3(𝑦 − 3) 

√𝑎 + 𝑏 <  √𝑎 + √𝑏 

   𝑎 + 𝑏 <   𝑎 + 2√𝑎√𝑏 + 𝑏 

       0 <           2√𝑎√𝑏 

3          >  𝑥 𝑥           >  
1

2
 →  จะได้  𝐴 = (

1

2
, 3) 

      |2𝑥 − 1|  <  1 
−1 <  2𝑥 − 1 <  1 
 0 <  2𝑥 <  2 
 0 <    𝑥 <  1    × 

      |𝑥 − 2|  <  1 
−1 <  𝑥 − 2 <  1 
 1 <  𝑥 <  3    × 

      |𝑥 − 1|  <  2 
−2 <  𝑥 − 1 <  2 
−1 <  𝑥 <  3     

         𝑥2 + 2 <  3𝑥 
   𝑥2 − 3𝑥 + 2 <  0 
(𝑥 − 1)(𝑥 − 2) <  0 

1 2 

+       −        + 

      𝑥2 <  2𝑥 
𝑥2 − 2𝑥 <  0 
𝑥(𝑥 − 2) <  0 

0 2 

+       −        + 
× × 

จะได้ (1

2
, 3) เป็นสบัเซตของข้อ 3. 

𝑥2 + 4𝑥 + 3(0) − 5 =  0 
𝑥2 + 4𝑥 − 5 =  0 
(𝑥 + 5)(𝑥 − 1) =  0 
   𝑥 = −5 ,  1 

√((−2) − (−2 + 𝑐))
2
+ (3 − 0)2 + √((−2) − (−2 − 𝑐))

2
+ (3 − 0)2 =  2√13 

√(  −2       + 2 − 𝑐  )2 +      32       + √(   −2       + 2 + 𝑐 )2 +       32      =  2√13 

√                              𝑐2      +      9         + √                                𝑐2    +        9        =  2√13 

                                                      2√𝑐2 + 9 =  2√13 
                                                           𝑐2 + 9 =       13 
                                                           𝑐 =         2 

→  จะได้จดุยอด คือ  (−2, 3) 
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จากจดุยอดวงรี  (−5, 0)  และ  (1, 0)  จะได้แกนเอกยาว  1 − (−5)  =  6  ดงันัน้  𝑎  =  
6

2
  =  3 

และจาก 
 
 

แทน  (ℎ, 𝑘) = (−2, 0)  และ  𝑎 = 3 ,  𝑏2 = 5  ในสมการวงรีแนวนอน 
 
 
 
 
 
 
 

14. 4 

หาจดุตดัแกนของเส้นตรง วาดกราฟ และแทนจดุที่ไมไ่ด้อยูบ่นเส้นกราฟ (0, 0) เพื่อแรเงา จะได้ดงัรูป 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

หาพิกดัของจดุมมุ  E, F, G, H 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  

𝑎2 − 𝑏2 =  𝑐2 
32 − 𝑏2 =  22 
     5 =  𝑏2 

     
(𝑥−ℎ)2

𝑎2   +  
(𝑦−𝑘)2

𝑏2  =   1 

     
(𝑥+2)2

32    +  
(𝑦−0)2

5
 =   1 

   
𝑥2+4𝑥+4

9
  +    

𝑦2

5
 =   1 

5𝑥2 + 20𝑥 + 20 + 9𝑦2 =  45 
5𝑥2 + 20𝑥 + 9𝑦2 =  25 

L1 :  𝑥 + 3𝑦 − 12  ≥  0 

จดุตดัแกน 

 

จดุ (0, 0)  →  อสมการเป็นเท็จ 
แรเงาสว่นขวาบนที่ไมมี่ (0, 0) 

𝑥 0 12 
𝑦 4 0 

 

L2 :  3𝑥 + 𝑦 − 12  ≥  0 

จดุตดัแกน 

 

จดุ (0, 0)  →  อสมการเป็นเท็จ 

แรเงาสว่นขวาบนที่ไมมี่ (0, 0) 

𝑥 0 4 
𝑦 12 0 

 

L3 :  𝑥 − 2𝑦 + 17  ≥  0 

จดุตดัแกน 

 
 

จดุ (0, 0)  →  อสมการเป็นจริง 
แรเงาสว่นขวาลา่งที่มี (0, 0) 

𝑥 0 −17 

𝑦 
17

2
  0 

 

หา E  →  ต้องแก้ L1 กบั L2 
L1 :  𝑥 + 3𝑦 =  12 …(1) 
L2 : 3𝑥 + 𝑦 =  12 …(2) 
3(1) − (2):         8𝑦 =  24 
           𝑦 =   3 

แทนใน (1):   𝑥 + 9 =  12 
   𝑥 =   3 

จะได้พิกดั  E(3, 3) 

L4 :  9𝑥 + 𝑦 − 56  ≤  0 

จดุตดัแกน 

 
 

จดุ (0, 0)  →  อสมการเป็นจริง 
แรเงาสว่นซ้ายลา่งที่มี (0, 0) 

𝑥 0 
56

9
  

𝑦 56 0 

 L1  

L2  

L3  

E 

F G 

H 

L4  

หา F  →  ต้องแก้ L2 กบั L3 
L2 : 3𝑥 + 𝑦 =   12 …(2) 
L3 : 𝑥 − 2𝑦 = −17 …(3) 
(2) − 3(3):       7𝑦 =  63 
           𝑦 =   9 

แทนใน (2):  3𝑥 + 9 =  12 
   𝑥 =   1 

จะได้พิกดั  F(1, 9) 

หา G  →  ต้องแก้ L3 กบั L4 
L3 :  𝑥 − 2𝑦 = −17 …(3) 
L4 : 9𝑥 + 𝑦 =   56 …(4) 
(3) + 2(4): 19𝑥 =   95 
     𝑥 =    5 

แทนใน (4):  45 + 𝑦 =  56 
            𝑦 =   11 

จะได้พิกดั  G(5, 11) 

หา H  →  ต้องแก้ L1 กบั L4 
L1 :  𝑥 + 3𝑦 =   12 …(1) 
L4 : 9𝑥 + 𝑦 =   56 …(4) 
9(1) − (4):       26𝑦 =   52 
            𝑦 =    2 

แทนใน (1):   𝑥 + 6 =   12 
    𝑥 =    6 

จะได้พิกดั  H(6, 2) 
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เอาจดุมมุทัง้สี ่ไปแทนใน สมการจดุประสงค์  𝑃 = 7𝑥 − 5𝑦 
E(3, 3) →  𝑃  =  7(3) − 5(3) =     6 
F(1, 9) →  𝑃  =  7(1) − 5(9) =  −38 →  min 
G(5, 11) →  𝑃  =  7(5) − 5(11) =  −20 
H(6, 2) →  𝑃  =  7(6) − 5(2) =    32 →  max 

(ก) จดุที่ให้คา่มากสดุ คอื (6, 2)  →  𝑎2 + 𝑏2  =  62 + 22  =  40  →  (ก) ถกู 

(ข) คา่มากสดุ = 32 ,  คา่น้อยสดุ = −38  →  ผลตา่ง  =  32 − (−38)  =  70  →  (ข) ถกู 

(ค) ดวูา่จดุทีใ่ห้คา่ 𝑃 มากสดุ กบั น้อยสดุ แทนในสมการ  7𝑥 + 5𝑦 = 52  แล้วเป็นจริงหรือไม ่
 มากสดุที่ (6, 2) : 7(6) + 5(2)  =  52  จริง 
 น้อยสดุที่ (1, 9) : 7(1) + 5(9)  =  52  จริง →  (ค) ถกู 
 

15. 1 

จาก  𝐶𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ ∙ 𝐶𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0  แสดงวา่  𝐶𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ ⊥ 𝐶𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗  ดงันัน้  ∆𝐴𝐵𝐶 เป็น ∆ มมุฉาก 
และจากสมบตัิของคร่ึงวงกลม จะได้ 𝐴𝐵̅̅ ̅̅  เป็นเส้นผา่นศนูย์กลางวงกลม 

ให้จดุศนูย์กลางคือ 𝐷(ℎ, 𝑘) จะวาดได้ดงัรูป 
เนื่องจาก 𝐷(ℎ, 𝑘) อยูบ่นเส้นตรง  𝑦 = 2𝑥 + 1 

ดงันัน้ (ℎ, 𝑘) ต้องสอดคล้องกบัสมการเส้นตรง  →   𝑘 = 2ℎ + 1    …(∗) 

และจาก 𝐶𝐴 = 𝐶𝐵  จะได้  𝐶𝐷̅̅ ̅̅  ⊥ 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗  ด้วย 

จากสมบตัิความชนัเส้นตัง้ฉาก จะได้  ความชนั 𝐶𝐷̅̅ ̅̅   × ความชนั 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗  =  −1 

 
 
 
 
 
 
 

แทน  ℎ = 0  ใน (∗) จะได้  𝑘  =  2(0) + 1  =  1  →  จะได้จดุศนูย์กลางคือ 𝐷(0, 1) 

และจะได้รัศมี  =  𝐶𝐷  =  √(−2 − 0)2 + (2 − 1)2  =  √4 + 1  =  √5 

จะได้สมการวงกลมคือ 
 
 
 
 

16. 3 

โจทย์ให้แกนสมมาตรทบัแกน 𝑦  ดงันัน้ จะเป็นพาราโบลาคว ่าหงาย มีรูปสมการคือ  (𝑥 − ℎ)2  =   4𝑐(𝑦 − 𝑘) 

เนื่องจากแกนสมมาตรจะผา่นจดุยอดเสมอ ดงันัน้ จดุยอดจะอยูบ่นแกน 𝑦 ด้วย 

และเนื่องจากจดุบนแกน 𝑦 จะมีพกิดั 𝑥 เป็น 0 เสมอ  ดงันัน้ จดุยอด  𝑉(ℎ, 𝑘)  จะมี  ℎ = 0 

 →  แทนในสมการจะได้      𝑥2       =  4𝑐(𝑦 − 𝑘)    …(∗) 

 
 
 
 

𝐴  

𝐵  

𝐶(−2, 2) 

𝑦 = 2𝑥 + 1 

𝐷(ℎ, 𝑘) 

𝑘−2

ℎ−(−2)
     ×         2 =  −1 

2ℎ+1−2

ℎ+2
     ×        2 =  −1 

4ℎ − 2 =  −ℎ − 2 
   ℎ =    0 

𝑦 = 2𝑥 + 1 

จาก (∗) 

(𝑥 − ℎ)2 + (𝑦 − 𝑘)2 =   𝑟2 

(𝑥 − 0)2 + (𝑦 − 1)2 =  √5
2

 
𝑥2 + 𝑦2 − 2𝑦 + 1 =   5 
𝑥2 + 𝑦2 − 2𝑦 − 4 =   0 
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ถดัมา แก้สมการ  |√𝑥2 − 𝑥| + |3 − 𝑥 − |𝑥 − 3|| = 0 

จะเห็นวา่ ทัง้  |√𝑥2 − 𝑥|  และ  |3 − 𝑥 − |𝑥 − 3||  เป็นคา่สมับรูณ์  ซึง่จะ  ≥  0 

ดงันัน้ ถ้า  |√𝑥2 − 𝑥|  กบั  |3 − 𝑥 − |𝑥 − 3||  บวกกนัได้ 0  แสดงวา่ ทัง้คูต้่องเป็น 0 พร้อมๆกนั เทา่นัน้ 
 
 
 
 
 
 

ถดัมา หาจดุปลายของ  2𝑥 + 3𝑦 − 6 = 0    →  เนื่องจาก  0 ≤ 𝑥 ≤ 3  ดงันัน้ จดุปลายจะเกิดที่  𝑥 = 0  และ  𝑥 = 3 

 
 
 

ดงันัน้ พาราโบลาผา่นจดุ  (0, 2)  และ  (3, 0)   →   สองจดุนีต้้องแทนในสมการพาราโบลา (∗) แล้วเป็นจริง 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

17. 1 

𝑓 ตอ่เนื่อง แสดงวา่ 𝑓 ต้องมคีา่เทา่กนัตรงบริเวณรอยตอ่ของแตล่ะสมการ 
ที่รอยตอ่ตรง  𝑥 = 𝑎  จะได้ ที่รอยตอ่ตรง  𝑥 = 𝑏  จะได้ 
 
 
 
 
 
 

จะได้  𝑎 = 0 ,  𝑏 = 4  →  แทนใน  𝑓(𝑥)  จะได้    𝑓(𝑥) = {

𝑥 , 𝑥 ≤ 0

𝑥2 + 4𝑥 , 0 < 𝑥 ≤ 4
8𝑥 , 𝑥 > 4

 

แทน  𝑎 ,  𝑏  และ  𝑓  ในตวัเลอืกในแตล่ะข้อ จะได้ดงันี ้
(ก) (ข) 
 
 
 
 

(ค) ดิฟจะได้  𝑓′(𝑥) = {
1 , 𝑥 ≤ 0

2𝑥 + 4 , 0 < 𝑥 ≤ 4
8 , 𝑥 > 4

      ดงันัน้ 

 
 
 
 

√𝑥2 − 𝑥 =  0 

√𝑥2 =  𝑥 
 |𝑥| =  𝑥 

เป็นจริงเมื่อ  𝑥 ≥ 0 

3 − 𝑥 − |𝑥 − 3| =  0 
 − |𝑥 − 3| =  𝑥 − 3 
  |𝑥 − 3| =  −(𝑥 − 3) 

เป็นจริงเมื่อ 𝑥 − 3 ≤  0 
𝑥 ≤  3 

และ 

จะได้  0  ≤  𝑥  ≤  3 

𝑥 = 0 : 2(0) + 3𝑦 − 6 =  0 
                 𝑦 =  2 

𝑥 = 3 : 2(3) + 3𝑦 − 6 =  0 
                 𝑦 =  0 

𝑥2 =  4𝑐(𝑦 − 𝑘) 
02 =  4𝑐(2 − 𝑘) 

แต ่ 𝑐 ≠ 0  (เพราะ 𝑐 คือระยะโฟกสั) 
ดงันัน้ จะสรุปได้วา่  𝑘 = 2 

  𝑥2 =  4𝑐(𝑦 − 𝑘) 
  32 =  4𝑐(0 − 𝑘) 
  9 =  4𝑐(0 − 2) 

−
9

8
 =  𝑐 →  𝑐 เป็นลบ แสดงวา่เป็นพาราโบลาคว า่ 

ดงันัน้ ความยาวลาตสัเรคตมั =  |4𝑐| 

 =  |4 (−
9

8
)|  =  

9

2
 

𝑥 + 𝑏 − 4 =  𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑎 
𝑎 + 𝑏 − 4 =  𝑎2 + 𝑏𝑎 + 𝑎 
        𝑏 − 4 =  𝑎2 + 𝑏𝑎 

𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑎 =  2𝑏𝑥 − 𝑎 
𝑏2 + 𝑏2 + 𝑎 =  2𝑏2 − 𝑎 
                  2𝑎 =   0 
                    𝑎 =   0 

𝑥 = 𝑏 𝑥 = 𝑎 

        𝑏 − 4 =   0  +  0 
        𝑏 =   4 

(𝑓 ∘ 𝑓)(0 − 4) =  0 − 4 

    𝑓(𝑓(−4)) =   −4 

    𝑓(   −4    ) =   −4 
         −4 =   −4     

สตูรแรก 
สตูรแรก 

𝑓(0 + 4) =  𝑓(0) + 𝑓(4) 
𝑓(   4    ) =    0     + 𝑓(4) 
𝑓(   4    ) =                𝑓(4)    

ใช้สตูรแรกหา 𝑓(0)  

𝑓′(𝑓(2)) =  𝑓(𝑓′(2)) 

𝑓′(22 + 4(2)) =  𝑓(2(2) + 4) 

𝑓′(     12        ) =  𝑓(8) 
        8 =  8(8) 
        8 =   64      × 
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18. 4 

จดัรูป 𝑓(𝑥)  →  ให้      𝑘  =  𝑥 + 3  จะได้   𝑓(𝑥 + 3)  =     𝑥    + 4 
 
 

และจาก 
 
 
 
 
 
 
 

ดงันัน้ 
 
 
 
 
 
 
 
 

จะได้  𝐴 − 𝐵  =  [−3 , −2)  ซึง่จะเป็นสบัเซตของข้อ 4   

 
 

19. 2 

จดัสมการให้อยูใ่นรูปของ 3𝑥+5  : 
 
 
 
 
 
 
 

 จะได้  𝐴 = [−4 , −3]  ซี่งจะเป็นสบัเซตของข้อ  2 

20. 5 

จากสตูร 𝑆𝑛  จะได้  
25

1


n

𝑎𝑛  =  
25

2
(2𝑎1 + (25 − 1)𝑑)  =  1900 

 
 
 

กระจาย 





1n

𝑎𝑛

4𝑛−1  =  8  จะได้ 

 
 
 
 
 
 

𝑘 − 3 =  𝑥 𝑓(    𝑘    )  =  𝑘 − 3 + 4 
𝑓(    𝑘    )  =  𝑘 + 1 →  ดงันัน้  𝑓(𝑥)  =  𝑥 + 1 

(𝑓−1 ∘ 𝑔)(𝑥) =  3𝑥𝑓(𝑥) − 3𝑥 − 4 
𝑓−1(𝑔(𝑥)) =  3𝑥(𝑥 + 1) − 3𝑥 − 4 

𝑓−1(𝑔(𝑥)) =  3𝑥2 + 3𝑥 − 3𝑥 − 4 

𝑓−1(𝑔(𝑥)) =  3𝑥2      − 4 

          𝑔(𝑥) =  𝑓(3𝑥2 − 4) 
          𝑔(𝑥) =  3𝑥2 − 4 + 1 
          𝑔(𝑥) =  3𝑥2 − 3 

ย้ายข้าง 𝑓−1 ไปเป็น 𝑓 ที่อีกฝ่ัง 
จาก  𝑓(𝑥) = 𝑥 + 1 

(𝑔 ∘ 𝑓)(𝑥) =  𝑔(𝑓(𝑥)) 

 =  𝑔(𝑥 + 1) 
 =  3(𝑥 + 1)2 − 3 
 ≥                      − 3 

                (เพราะ (𝑥 + 1)2 ≥ 0) 
→  จะได้เรนจ์  =  [−3 , ∞)  =  𝐴 

(𝑓 ∘ 𝑔)(𝑥) =  𝑓(𝑔(𝑥)) 

 =  𝑓(3𝑥2 − 3) 
 =  3𝑥2 − 3 + 1 
 =  3𝑥2 − 2 
 ≥          − 2 

                 (เพราะ 𝑥2 ≥ 0) 
→  จะได้เรนจ์  =  [−2 , ∞)  =  𝐵 

−3 −2 

      𝐴 
      𝐵 
𝐴 − 𝐵  

32𝑥+10 − 4(3𝑥+6) + 27 ≤  0 

32(𝑥+5) − 4(3𝑥+5 ∙ 31) + 27 ≤  0 
(3𝑥+5)2 − 12(3𝑥+5) + 27 ≤  0 
   (3𝑥+5 − 3)(3𝑥+5 − 9) ≤  0 

+          −         +  

3 9 

ดงันัน้
  

  3 ≤   3𝑥+5 ≤   9 
  31 ≤   3𝑥+5 ≤   32 
  1 ≤   𝑥 + 5 ≤   2 
−4 ≤   𝑥 ≤  −3 

𝑎1

40 +   
𝑎2

41   +     
𝑎3

42    +    
𝑎4

43     + … =  8 

𝑎1

40 + 
𝑎1+𝑑

41  + 
𝑎1+2𝑑

42  + 
𝑎1+3𝑑

43  + … =  8    …(1) 

            
𝑎1

41   +  
𝑎1+𝑑

42  + 
𝑎1+2𝑑

43  + 
𝑎1+3𝑑

43  + … =  2    …(2) 

อนกุรมเลขคณิต 
𝑎𝑛  =  𝑎1 + (𝑛 − 1)𝑑 

𝑆𝑛  =  
𝑛

2
(2𝑎1 + (𝑛 − 1)𝑑) 

÷ 4 ตลอด ให้ต าแหน่งเลื่อน 

(1) − (2) :    
𝑎1

1
 +    

𝑑

4
    +     

𝑑

42   +    
𝑑

43    +   … =  6 

2𝑎1

2
  +      

24𝑑

2
 =   

1900

25
 

𝑎1   +     12𝑑 =    76 
𝑎1 =    76 − 12𝑑   …(∗) 
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แทน  𝑑 = 6  ใน (∗)  จะได้  𝑎1  =  76 − 12(6)  =  4 

ดงันัน้  𝑎100   

 
 

21. 4 

จะหาความแปรปรวนของ  𝑥1, 𝑥2, …, 𝑥10  ก่อน แล้วคอ่ยขยายผลไปสู ่ 3𝑥1 − 1 ,  3𝑥2 − 1 ,  … ,  3𝑥10 − 1 

จากคา่เฉลีย่ของ  𝑥1
2, 𝑥2

2, 𝑥3
2, …, 𝑥10

2   เทา่กบั 70  จะได้  ∑𝑥𝑖
2

10
 =  70  ดงันัน้  ∑𝑥𝑖

2 = 700   …(1) 

และจาก ∑(𝑥𝑖 − 3)2  =  310 
 
 
 
 
 
 

จาก (1) และ (2) จะได้ ความแปรปรวนของ  𝑥1, 𝑥2, …, 𝑥10  =  
∑𝑥2

𝑁
− 𝑥̅2  =  

700

10
− 82  =  6 

 

ข้อมลู  3𝑥1 − 1 ,  3𝑥2 − 1 ,  … ,  3𝑥10 − 1  เกิดจากการเอาข้อมลู  𝑥1, 𝑥2, …, 𝑥10  มาคณู 3 แล้วลบ 1 

การบวกลบ จะไมท่ าให้ 𝑠 เปลีย่น  แตก่ารคณู 3 จะท าให้คา่ 𝑠 เพิ่มเป็น 3 เทา่ 

เนื่องจาก ความแปรปรวน = 𝑠2  ดงันัน้ การคณู 3 จะท าให้ ความแปรปรวนเพิ่มเป็น 32 เทา่  = 9 เทา่ 

ดงันัน้ ความแปรปรวนของ  3𝑥1 − 1 ,  3𝑥2 − 1 ,  … ,  3𝑥10 − 1 =  9 × ความแปรปรวนของ  𝑥1, 𝑥2, …, 𝑥10 

 =  9 × 6        =  54 
 

22. 3 

Q1 จะอยูต่วัที่  1
4
∙ (𝑁 + 1)  =  

1

4
 ∙ (20 + 1) =    ตวัที่ 5.25 

 =    ตวัที่ 5              +  0.25(ตวัที่ 6 − ตวัที่ 5) 

 =  𝑥1 + (5 − 1)𝑑 +  0.25 𝑑 

 =  𝑥1 +   4.25 𝑑  
โจทย์ให้  Q1 = 23.5  ดงันัน้ 

 
 
 

(1) − (2) :    
𝑎1

1
 +    

𝑑

4
    +     

𝑑

42   +    
𝑑

43    +   … =  6 

อนกุรมเรขาคณิตอนนัต์  พจน์แรก = 
𝑑

4
 ,  อตัราสว่นร่วม = 

1

4
 

จะได้  𝑆∞  =  

𝑑

4

1 − 
1

4

  =  
𝑑

4
×

4

3
  =  

𝑑

3
 

          𝑎1 +                           
𝑑

3
 =  6 

        3𝑎1 +                          𝑑 = 18 
3(76 − 12𝑑)  +               𝑑 = 18 
 228 − 36𝑑     +               𝑑 = 18 
 210 =  35𝑑 
     6 =      𝑑 

จาก (∗) 

× 3 ตลอด 

=  𝑎1 + (100 − 1)𝑑 
=  4   + (     99     )6    =  598 

∑(𝑥𝑖
2 − 6𝑥𝑖 + 9) =  310 

∑𝑥𝑖
2 − 6∑𝑥𝑖 + ∑9 =  310 

700 − 6∑𝑥𝑖 + 10(9) =  310 

                            480 =  6∑𝑥𝑖  

                              80 =     ∑ 𝑥𝑖 

จาก (1) ∑ 𝑐  =  𝑁𝑐 

→  ดงันัน้  𝑥̅  =  
∑𝑥𝑖

𝑁
  =  

80

10
  =  8   …(2) 

𝑎𝑛  =  𝑎1 + (𝑛 − 1)𝑑 ล าดบัเลขคณิต 

พจน์เพ่ิมทีละ 𝑑 

𝑥1 + 4.25𝑑 =  23.5 
𝑥1 =  23.5 − 4.25𝑑    …(∗) 
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D6 จะอยูต่วัที่  6
10

∙ (𝑁 + 1)  =  
6

10
 ∙ (20 + 1) =    ตวัที่ 12.6 

 =    ตวัที่ 12              +  0.6(ตวัที่ 13 − ตวัที่ 12) 

 =  𝑥1 + (12 − 1)𝑑 +  0.6 𝑑 

 =  𝑥1 +   11.6 𝑑  
โจทย์ให้  D6 = 38.2  ดงันัน้  𝑥1 + 11.6𝑑  =  38.2 

แทน  𝑥1  =  23.5 − 4.25𝑑  จาก (∗)  จะได้ 
 
 
 

โจทย์ถาม สว่นเบี่ยงเบนควอไทล์  ซึง่มีสตูรคือ  
Q3−Q1

2
  →  โจทย์ให้ Q1 = 23.5 แล้ว แตย่งัต้องหา Q3 เพิ่ม 

Q3 จะอยูต่วัที่  3
4
∙ (𝑁 + 1)  =  

3

4
 ∙ (20 + 1) =    ตวัที่ 15.75 

 =    ตวัที่ 15              +  0.75(ตวัที่ 16 − ตวัที่ 15) 

 =  𝑥1 + (15 − 1)𝑑 +  0.75 𝑑 
 =  𝑥1 +   14.75 𝑑 
 = 15  +  14.75(2)    =  44.5 
ดงันัน้  สว่นเบี่ยงเบนควอไทล์  =  

Q3−Q1

2
  =  

44.5 − 23.5

2
  =  10.5 

 

23. 5 

มีทัง้หมด 2 + 3 + 3 = 8  คน  เอา นาย ก. ตอกไว้หวัโต๊ะไมใ่ห้วงหมนุ 

ข. ต้องนัง่ตรงข้าม ก.  จะวาดได้ดงัรูป 

ต าแหนง่ A กบั B ต้องเป็นหญิง →  มีหญิง 3 คน ดงันัน้ A เลอืกได้ 3 แบบ 

 →  เหลอืหญิง 2 คน เลอืกให้ B ได้ 2 แบบ 
ที่เหลอื หญิง 1 คน + ชาย 3 คน รวม เป็น 4 คน เลอืกนัง่ใน 4 ที่นัง่ที่เหลอื ได้ 4! แบบ 

ดงันัน้ จ านวนวิธี  =  3 × 2 × 4!  =  144 แบบ 
 

24. 1 






1n

𝑎𝑛  =  





1n

  (
2

4𝑛2−1
− (−

1

3
)
𝑛
)  =  






1n

2

4𝑛2−1
  − 






1n

(−
1

3
)
𝑛

    …(∗) 

จะเห็นวา่  2

4𝑛2−1
  แยกเป็นผลลบเพื่อท าเทเลสโคปิคได้  →  

2

4𝑛2−1
  =  

2

(2𝑛−1)(2𝑛+1)
  =  

1

2𝑛−1
−

1

2𝑛+1
 

ดงันัน้  





1n

2

4𝑛2−1
 =  






1n

 (
1

2𝑛−1
−

1

2𝑛+1
) 

 =  
1

2(1)−1
−

1

2(1)+1
   +   

1

2(2)−1
−

1

2(2)+1
   +   

1

2(3)−1
−

1

2(3)+1
   +   … 

 =      
1

1
      −      

1

3
       +        

1

3
      −      

1

5
      +        

1

5
      −      

1

7
      +   … 

 
 
 
 =      1 
 
 
 

23.5 − 4.25𝑑 + 11.6𝑑 =  38.2 
                      7.35𝑑 =  14.7 
                              𝑑 =     2 

แทนใน (∗)  จะได้  𝑥1  =  23.5 – 4.25(2)  =  15 

𝑥1 = 15 ,  𝑑 = 2 

ก 

ข 

2 

4 

B A 

3 

1 

ตดักนัได้หมด เหลือเทอมแรก = 1    กบัเทอมสดุท้ายที่เข้าใกล้ 0 
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และ  





1n

(−
1

3
)
𝑛

 =  (−
1

3
)
1

 + (−
1

3
)
2

 + (−
1

3
)
3

 + …   →  เป็นอนกุรมเรขาอนนัต์ที่มี  𝑎1 = −
1

3
  ,  𝑟 = −

1

3
 

 =                      
−

1

3

1−(−
1

3
)
                =  −

1

3
×

3

4
  =  −

1

4
 

แทนใน (∗)  จะได้  





1n

𝑎𝑛 =  





1n

2

4𝑛2−1
  − 






1n

(−
1

3
)
𝑛

 

 =           1       −     (−
1

4
)        =  

5

4
 

 

25. 5 

จาก  𝑎 ∗ 𝑏 = 1  ≠ 0  ดงันัน้  𝑎 ∗ 𝑏  ต้องมาจากสตูรแรก  จะได้   𝑎 ∗ 𝑏  =  
𝑎𝑏

𝑎+𝑏
  =  1 

 
 
 
 

ท านองเดียวกนั  𝑎 ∗ 𝑐  =  
𝑎𝑐

𝑎+𝑐
  =  2 𝑏 ∗ 𝑐  =  

𝑏𝑐

𝑏+𝑐
  =  3 

 
 
 
 

เปลีย่นตวัแปร ให้  𝐴 = 
1

𝑎
 ,  𝐵 = 

1

𝑏
 ,  𝐶 = 

1

𝑐
  จะได้ระบบสมการ (1), (2), (3) ดงันี ้

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

จะได้    𝐴 = 
7

12
  ,   𝐵 = 5

12
  ,   𝐶 = −

1

12
    ดงันัน้    𝑎 = 

12

7
  ,   𝑏 = 

12

5
  ,   𝑐 = −12  →  แทนในตวัเลอืก 

1. 7

12
+

5

12
  <  −12 →  ผิด ฝ่ังซ้ายเป็นบวก จะมากกวา่ฝ่ังขวาทีเ่ป็นลบ 

2. 7

12
  <  

5

12
+ (−12) →  ผิด ฝ่ังซ้ายเป็นบวก แตฝ่ั่งขวาเป็นลบ 

3. 4. 5.  ต้องเรียงล าดบั  𝑎, 𝑏, 𝑐  จะเห็นวา่   −12  <  
12

7
  <  

12

5
   ดงันัน้   𝑐 < 𝑎 < 𝑏  →  ตอบ ข้อ 5 

 

26. 2 

จาก    (𝐴𝑡)−1𝐵     =  [
8 −2

−3 1
] 

 
 
 
 
 
 
 
 

𝑆∞  =  
𝑎1

1−𝑟
 

1

1
 =   

𝑎+𝑏

𝑎𝑏
 

1 =  
1

𝑏
 + 

1

𝑎
    …(1) 

1

2
 =   

𝑎+𝑐

𝑎𝑐
 

1

2
 =  

1

𝑐
 + 

1

𝑎
    …(2) 

1

3
 =   

𝑏+𝑐

𝑏𝑐
 

1

3
 =  

1

𝑐
 + 

1

𝑏
    …(3) 

𝐵 + 𝐴 =  1 …(1) 

𝐶 + 𝐴 =  
1

2
 …(2) 

𝐶 + 𝐵 =  
1

3
 …(3) 

(1) − (2) : 𝐵 − 𝐶 =  1 −
1

2
 

 𝐵 − 𝐶 =      
1

2
 …(4) 

(3) + (4) :   2𝐵 =  
1

3
+

1

2
 =  

5

6
 

    𝐵  = 
5

12
 

แทนคา่หา 𝐴 กบั 𝐶 จะได้ 
  (1) : 

5

12
+ 𝐴 =  1 

          𝐴 =  
7

12
 

  (2) : 𝐶 + 
7

12
 =  

1

2
 

 𝐶 =  
1

2
−

7

12
  =  −

1

12
 

  (𝐴𝑡)−1 =  [
8 −2

−3 1
]  ∙  𝐵−1 

  (𝐴−1)𝑡 =  [
8 −2

−3 1
]  ∙  𝐵−1 

[
𝑎 0
−2 1

]
𝑡

 =  [
8 −2

−3 1
] [

1 0
𝑏 1

] 

ย้ายข้าง 𝐵 

(𝐴𝑡)−1 = (𝐴−1)𝑡     (เพราะ  𝐴𝑡 ∙ (𝐴−1)𝑡   =  (𝐴−1 ∙ 𝐴)𝑡   =  I𝑡  =  I 

แทนคา่ที่โจทย์ให้ 



32    PAT 1 (มี.ค. 59) 

 
 
 
 
 

แทน  𝑎 = 2  จะได้  𝐴−1 = [
2 0

−2 1
] 

ดงันัน้  𝐴  =  [
2 0

−2 1
]
−1

 =  
1

(2)(1)−(−2)(0)
 [
1 0
2 2

]  =  
1

2
[
1 0
2 2

] 

แทน  𝑏 = 3  จะได้  𝐵−1 = [
1 0
3 1

] 

ดงันัน้  𝐵  =  [
1 0
3 1

]
−1

 =  
1

(1)(1)−(3)(0)
 [

1 0
−3 1

]  =  [
1 0

−3 1
] 

ดงันัน้  2𝐴 + 𝐵  =  2 ∙
1

2
[
1 0
2 2

] + [
1 0

−3 1
]  =  [

2 0
−1 3

]    →  det จะได้  (2)(3) − (−1)(0)  =  6 

 

27. 2 

ต้องการท านาย 𝑥  เมื่อรู้  𝑦 = 8  →  ต้องใช้รูปสมการ   𝑋̂  =  𝑎 + 𝑏𝑦   …(∗)    (สลบั 𝑥, 𝑦 กบัแบบปกติที่เคยใช้) 
จะได้ระบบสมการคือ 
 
 

หาคา่ทีต้่องใช้ จากตารางที่โจทย์ให้ จะได้ 
 
 
 
 
 
 
 

แทนในระบบสมการ จะได้ 
 
 
 
 
 

แทนคา่ 𝑎, 𝑏 ใน (∗) จะได้สมการท านายคือ  𝑋̂  =  0.9 + 0.62𝑦 

ดงันัน้ เมื่อ  𝑦 = 8  จะท านาย 𝑥 ได้  =  0.9 + 0.62(8)  =  5.86 

 

28. 1 

อินทิเกรต 𝑔′(𝑥) =  4𝑥3 + 9𝑥2 + 2 

จะได้ 𝑔(𝑥) =  
4𝑥4

4
  +  

9𝑥3

3
  + 2𝑥 + 𝑐  =  𝑥4 + 3𝑥3 + 2𝑥 + 𝑐    …(∗) 

จาก  𝑔(𝑥)  =  𝑥𝑓(𝑥)  แทน 𝑔(𝑥) จาก (∗) จะได้ 
 
 

แทน  𝑐 = 0  ใน (∗)  จะได้  𝑔(𝑥)  =  𝑥4 + 3𝑥3 + 2𝑥  =  𝑥𝑓(𝑥) 

 
 

→  เทียบสมาชิกตวัตอ่ตวั จะได้    𝑎 = 8 − 2𝑏   และ    0 = −3 + 𝑏 [
𝑎 −2
0 1

] =    [
8 − 2𝑏 −2
−3 + 𝑏 1

] 

3 =            𝑏 
𝑎 = 8 − 2(3) 
 =     2 

[
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

]
−1

 = 
1

𝑎𝑑−𝑏𝑐
[
𝑑 −𝑏
−𝑐 𝑎

] 

 ∑ 𝑥 =    𝑎𝑛   + 𝑏 ∑ 𝑦 …(1) 

∑ 𝑥𝑦 =  𝑎 ∑ 𝑦 + 𝑏 ∑𝑦2 …(2) 

    20 =    5𝑎  + 25𝑏 …(1) 

  131 =  25𝑎 + 175𝑏 …(2) 
   5 × (1) :  100 =  25𝑎 + 125𝑏 …(3) 
(2) − (3) :    31 =                  50𝑏 
 0.62 =                       𝑏 

𝑥 1 3 4 5 7 →  ∑ 𝑥 = 20 

𝑦 0 3 6 7 9 →  ∑ 𝑦 = 25 

𝑥𝑦 0 9 24 35 63 →  ∑ 𝑥𝑦 = 131 

𝑦2 0 9 36 49 81 →  ∑𝑦2 = 175 

 

มี (𝑥, 𝑦) อยู ่5 คู ่ →  𝑛 = 5 

  4 =  𝑎 + 5𝑏 
  4 =  𝑎 + 5(0.62) 
0.9 =  𝑎 

(1) ÷ 5 

→  แทนหา 𝑎  → 

𝑥4 +  3𝑥3  +  2𝑥  +  𝑐 =   𝑥𝑓(𝑥) 
04 + 3(03) + 2(0) + 𝑐 = (0) 𝑓(0) 
                                        𝑐 =   0 

แทน 𝑥 = 0 

𝑥3 + 3𝑥2 + 2 =    𝑓(𝑥)        …(∗∗) 
÷ 𝑥 ตลอด 
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ก. และ ข. หาคา่สมัพทัธ์ของ 𝑓  ต้องดเูคร่ืองหมายของ 𝑓′(𝑥) 

จาก  𝑓(𝑥) = 𝑥3 + 3𝑥2 + 2  →  ดิฟจะได้  𝑓′(𝑥)  =  3𝑥2 + 6𝑥 
 
 
 
 
 
 

ดงันัน้ คา่สงูสดุสมัพทัธ์  =  𝑓(−2) =  (−2)3 + 3(−2)2 + 2 =  6    →  ก. ถกู 

 คา่ต า่สดุสมัพทัธ์  =   𝑓(0) =  (0)3 + 3(0)2 + 2 =  2    →  ข. ถกู 
ค.  อตัราการเปลีย่นแปลงของ (𝑓 + 𝑔)(𝑥) ขณะที่ 𝑥 = 1  คือ  (𝑓 + 𝑔)′(1)  นัน่เอง 
 
 
 

ดิฟ จะได้  (𝑓 + 𝑔)′(𝑥)  =  4𝑥3 + 12𝑥2 + 6𝑥 + 2 

ดงันัน้       (𝑓 + 𝑔)′(1)  =  4(1)3 + 12(1)2 + 6(1) + 2    =  24    →  ค. ผิด 
 

29. 5 

จากสตูร Inclusive – Exclusive จะได้ 
𝑃(ครัง้ที ่1 สขีาว หรือ ครัง้ที่ 8 ไมไ่ด้สแีดง)  =  𝑃(ครัง้ที ่1 สขีาว) + 𝑃(ครัง้ที่ 8 ไมไ่ด้สแีดง) − 𝑃(ครัง้ที ่1 สขีาว และ 

ครัง้ที่ 8 ไมไ่ด้สแีดง) 

จ านวนแบบทัง้หมด :  มีลกูแก้ว 2 + 3 + 3 = 8 ลกู  หยิบทีละลกู 8 ครัง้แบบไมใ่สค่ืน  →  จะหยบิได้ทัง้หมด 8! แบบ 
𝑃(ครัง้ที ่1 สขีาว) : มีสขีาว 3 ลกู ดงันัน้ ครัง้ที่ 1 เลอืกได้ 3 แบบ 

 ที่เหลอื 7 ครัง้ เหลอืลกูแก้วในกลอ่ง 7 ลกู จะหยิบได้ 7! แบบ 

 ดงันัน้  𝑃(ครัง้ที ่1 สขีาว)  =  
3 ∙ 7!

8!
  =  

3

8
 

𝑃(ครัง้ที ่8 ไมไ่ด้สแีดง) : มีสอีื่นๆท่ีไมใ่ช่สแีดง = 3 + 3 = 6 ลกู ดงันัน้ ครัง้ที่ 8 เลอืกได้ 6 แบบ 

 ที่เหลอื 7 ครัง้ เหลอืลกูแก้วในกลอ่ง 7 ลกู จะหยิบได้ 7! แบบ 

 ดงันัน้  𝑃(ครัง้ที ่8 ไมไ่ด้สแีดง)  =  
6 ∙ 7!

8!
  =  

3

4
 

𝑃(ครัง้ที ่1 สขีาว และ ครัง้ที ่8 ไมไ่ด้สแีดง) : มีสขีาว 3 ลกู ดงันัน้ ครัง้ที่ 1 เลอืกได้ 3 แบบ 

 เหลอืสขีาว 2 ลกู ดงันัน้ เหลอืสอีื่นๆท่ีไมใ่ช่สแีดง = 2 + 3 = 5 ลกู 

 ดงันัน้ ครัง้ที่ 8 เลอืกได้ 5 แบบ 

 ที่เหลอื 6 ครัง้ เหลอืลกูแก้วในกลอ่ง 6 ลกู จะหยิบได้ 6! แบบ 

 ดงันัน้  𝑃(ครัง้ที ่1 สขีาว และ ครัง้ที ่8 ไมไ่ด้สแีดง)  =  
3 ∙ 5 ∙ 6!

8!
  =  

15

56
 

จะได้  𝑃(ครัง้ที ่1 สขีาว หรือ ครัง้ที่ 8 ไมไ่ด้สแีดง)  =  
3

8
+

3

4
−

15

56
  =  

21 + 42 − 15

56
  =  

48

56
  =  

6

7
 

 
 
 
 
 
 
 

=  3𝑥(𝑥 + 2) 

−2 0 

+          −            + 

ขึน้        ลง          ขึน้ สงูสดุสมัพทัธ์ที่  𝑥 = −2 

ต ่าสดุสมัพทัธ์ที่  𝑥 =  0 

(𝑓 + 𝑔)(𝑥)  =  𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥) =  𝑥3 + 3𝑥2 + 2 + 𝑥4 + 3𝑥3 + 2𝑥 
 =  𝑥4 + 4𝑥3 + 3𝑥2 + 2𝑥 + 2 
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30. 5 

ให้  𝑥 = √3
4

 จะได้ 𝑥2  =  √3
4 2

  =  3
2

4  =  3
1

2  =  √3 

 และ 𝑥4  =  √3
4 4

  =  3
4

4  =  3 →  จะเปลีย่น  𝐴, 𝐵, 𝐶  ให้อยูใ่นรูปของ 𝑥 

 𝐴  =  
2

√3
4 − √3

4
 𝐵  =  

√3 − 
1

√3

√3
4

 − √
1

√3

 𝐶  =  
2

√3( √3
4

 + 
1

√√3
)
+

3

√27
4  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ดงันัน้  𝐴 − 𝐵 + 𝐶 =  (
2

𝑥
− 𝑥) − (𝑥 +

1

𝑥
) + (

2

𝑥3 + 𝑥
+ 𝑥) 

 =    
2

𝑥
− 𝑥     −𝑥  −

1

𝑥
    +    

2

𝑥3+𝑥
 + 𝑥 

 =    
1

𝑥
      − 𝑥                  +   

2

𝑥(𝑥2+1)
 

 =  
𝑥2+1   −  𝑥2(𝑥2+1)         +           2

𝑥(𝑥2+1)
 

 =  
𝑥2+1   −  𝑥4   −  𝑥2          +           2

𝑥(𝑥2+1)
    =  

3   −  𝑥4

𝑥(𝑥2+1)
    =  

3 − 3

𝑥(𝑥2+1)
    =  0 

 

31. 34 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

จะเห็นวา่ 𝑥 = 2 จะท าให้  3𝑥 + 5𝑥  มีคา่มากกวา่  𝑥 = −2  ดงันัน้ คา่มากสดุของ  3𝑥 + 5𝑥  คือ  32 + 52  =  34 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

=   
2

𝑥
   −   𝑥 

=    
𝑥2 − 

1

𝑥2

𝑥 − √
1

𝑥2

 

=    
𝑥2 − 

1

𝑥2

𝑥 −    
1

𝑥
 
 

=  
(𝑥 − 

1

𝑥
)(𝑥 + 

1

𝑥
)

𝑥 − 
1

𝑥

 

=             𝑥 + 
1

𝑥
 

=  
2

√3( √3
4

 + 
1

√√3
)
+

3

√3
4 3 

=  
2

 𝑥2(  𝑥  +  
1

√𝑥2
)
+

𝑥4

𝑥3 

=  
2

 𝑥2(  𝑥  +    
1

𝑥
   )

 + 𝑥 

=      
2

  𝑥3  +  𝑥   
   + 𝑥 

𝑥4 = 3 

25 + 3(15)|𝑥| =  5|𝑥| + 25(3|𝑥|+1) 

25 + 3(3 ∙ 5)|𝑥| =  5|𝑥| + 25(3|𝑥| ∙ 31) 

25 + 3 ∙ 3|𝑥| ∙ 5|𝑥| =  5|𝑥| + 75 ∙ 3|𝑥| 
25 + 3 ∙   𝑎   ∙  𝑏 =   𝑏    + 75 ∙  𝑎 
0 =   𝑏 − 25 − 3𝑎𝑏 + 75𝑎 
0 =  (𝑏 − 25) − 3𝑎(𝑏 − 25) 
0 =  (𝑏 − 25)(1 − 3𝑎) 

                                 𝑏  =  25      หรือ      𝑎  =  
1

3
 

ให้  𝑎 = 3|𝑥|  และ  𝑏 = 5|𝑥| 

5|𝑥| =  52 
|𝑥| =  2 
𝑥 =  2 ,  −2 

3|𝑥| =  3−1 
|𝑥| =  −1 

ไมม่ีค าตอบ  (คา่สมับรูณ์เป็นลบไมไ่ด้) 
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32. 45 

เปลีย่นตวัแปร ให้  √𝑥 − 1 = 𝑎  จะได้สมการคือ  |𝑎 − 2| + |𝑎 − 3|  =  1 

 

จะแบง่กรณีตามคา่ 𝑎 เป็น 3 กรณี ดงัรูป 

เพื่อให้รู้เคร่ืองหมายของ  𝑎 − 2  และ  𝑎 − 3  และถอดเคร่ืองหมายคา่สมับรูณ์ได้ ด้วยสมบตัิ   |𝑘| = {
𝑘 , 𝑘 ≥ 0

−𝑘 , 𝑘 < 0
 

 

กรณี  (1) :   𝑎 < 2 กรณี (2) :  2 ≤ 𝑎 < 3 กรณี (3) :  𝑎 ≥ 3 
จะได้  𝑎 − 2  และ  𝑎 − 3  เป็นลบ จะได้  𝑎 − 2 ≥ 0  แต ่ 𝑎 − 3 < 0 จะได้  𝑎 − 2  และ  𝑎 − 3  ≥ 0 

 
 
 
 
 
 
 
 

รวมทัง้ 3 กรณี จะได้ค าตอบคือ  2 ≤ 𝑎 < 3  หรือ 𝑎 = 3  →  เขียนใหมไ่ด้เป็น 

 
 
 

𝐴 เอาแตจ่ านวนเตม็  →  จะได้ผลบวกของจ านวนเต็มตัง้แต ่5 ถึง 10 =  5 + 6 + 7 + 8 + 9 + 10  =  45 

 

33. 5 

ให้  𝑧 = 𝑥 + 𝑦𝑖  จะได้ 
 
 
 
 
 
 
 

และจะได้  (1−2𝑖)𝑧

3−𝑖
 

 
 
 
 
 
 
 
(1) + (2) : 2𝑥 =  1 

   𝑥 =  
1

2
 

 
 

จะได้  |2𝑧 + 1|2 =  |2 (
1

2
−

1

2
𝑖) + 1|

2
 

 =  |    1 −  𝑖    + 1|2 
 =  |    2 −  𝑖            |2    =  22 + 12    =  5 

2 3 

(1)        (2)        (3) 

   |𝑎 − 2| +        |𝑎 − 3| =  1 
−(𝑎 − 2) + (−(𝑎 − 3)) =  1 

 −𝑎 + 2          −𝑎   + 3 =  1 
−2𝑎 =  −4 
     𝑎 =  2 

       ใช้ไมไ่ด้ เพราะกรณีนี ้ 𝑎 < 2 

|𝑎 − 2| +     |𝑎 − 3| =  1 

 𝑎 − 2 + (−(𝑎 − 3)) =  1 

 𝑎 − 2        −𝑎 + 3 =  1 
               1 =  1 

จริงเสมอ ดงันัน้ กรณี 2 ≤ 𝑎 < 3   
เป็นค าตอบของอสมการได้ทกุตวั 

|𝑎 − 2| + |𝑎 − 3| =  1 
  𝑎 − 2  +  𝑎 − 3 =  1 
 2𝑎 =  6 
   𝑎 =  3 

ใช้ได้  (𝑎 ≥ 3 คือเป็น 3 ได้) 

2 ≤        𝑎 ≤  3 

2 ≤  √𝑥 − 1 ≤  3 
4 ≤     𝑥 − 1 ≤  9 
5 ≤     𝑥 ≤ 10 

      | 𝑧 | =   |  𝑧  − 1 + 𝑖  | 
  |𝑥 + 𝑦𝑖| =   |𝑥 + 𝑦𝑖 − 1 + 𝑖| 
  |𝑥 + 𝑦𝑖| =   |𝑥 − 1 + (𝑦 + 1)𝑖| 

√𝑥2 + 𝑦2 = √(𝑥 − 1)2 + (𝑦 + 1)2 
   𝑥2 + 𝑦2 =  𝑥2 − 2𝑥 + 1 + 𝑦2 + 2𝑦 + 1 
  2𝑥 − 2𝑦 =                       2 
   𝑥 − 𝑦 =                       1        …(1) 

=  
(1−2𝑖)(𝑥+𝑦𝑖)

3−𝑖
 ∙ 

3+𝑖

3+𝑖
 

=  
(3+𝑖−6𝑖+2)(𝑥+𝑦𝑖)

9−(−1)
 

=  
(5−5𝑖)(𝑥+𝑦𝑖)

10
 

=  
(1−𝑖)(𝑥+𝑦𝑖)

2
 →  โจทย์ให้สว่นจริง = 0  ดงันัน้   

𝑥+𝑦

2
 =  0 

 𝑥 + 𝑦 =  0    …(2) 

สว่นจริง   สว่นจินตภาพ 

=  
𝑥+𝑦𝑖−𝑥𝑖+𝑦

2
 

=  
𝑥+𝑦

2
 + 

(𝑦−𝑥)

2
𝑖 

→  แทนใน (2) จะได้ 
1

2
 + 𝑦 =  0 

        𝑦 = −
1

2
 →  ดงันัน้  𝑧  =  

1

2
−

1

2
𝑖 



36    PAT 1 (มี.ค. 59) 

34. 3 

ถอดเคร่ืองหมายคา่สมับรูณ์  |𝑥 + 2|  ก่อน 
โจทย์จะอินทิเกรตในช่วง  𝑥 = −4  ถึง  𝑥 = −2  ซึง่ในช่วงนีจ้ะเห็นวา่  𝑥 + 2  ≤  0 

ดงันัน้  |𝑥 + 2|  จะเปลีย่น  𝑥 + 2  ให้เป็นบวกโดยการคณูลบเข้าไป จะได้  |𝑥 + 2| = −(𝑥 + 2) 

หมายเหต ุ: สมบตัิคา่สมับรูณ์  |𝑘| = {
𝑘 , 𝑘 ≥ 0

−𝑘 , 𝑘 < 0
 

 จะย้ายกรณี 𝑘 = 0 ไปไว้สตูรลา่ง เป็น  |𝑘| = {
𝑘 , 𝑘 > 0

−𝑘 , 𝑘 ≤ 0
   ก็ได้ เพราะเมื่อ 𝑘 = 0 จะได้  𝑘 = −𝑘 

 

ดงันัน้  𝑥3+𝑥2+𝑥

𝑥|𝑥+2|−𝑥2−2
  =  

𝑥3+𝑥2+𝑥

𝑥(−(𝑥+2))−𝑥2−2
 

 
 
 
 
 
 

ดงันัน้  
2

4





  𝑥3+𝑥2+𝑥

𝑥|𝑥+2|−𝑥2−2
𝑑𝑥  =  

2

4





  − 𝑥

2
𝑑𝑥  =  −

𝑥2

4
 |
−2
 

−4
  =  (−

(−2)2

4
) − (−

(−4)2

4
)  =  −1 + 4  =  3 

 

35. 97.2 

จาก 3𝑎𝑛+1 =  𝑎𝑛 

 𝑎𝑛+1  =  
1

3
𝑎𝑛    แสดงวา่ ล าดบั {𝑎𝑛} จะมีพจน์ถดัไป (𝑎𝑛+1) จะเทา่กบั พจน์ก่อนหน้า (𝑎𝑛) คณู 

1

3
 

ดงันัน้ 𝑎𝑛 เป็นล าดบัเรขาคณิตที่มี อตัราสว่นร่วม  𝑟 = 
1

3
 

โจทย์ให้  𝑎5 = 2  →  จะแทน  𝑛 = 5  ในสตูรล าดบัเรขาคณิต  𝑎𝑛  =  𝑎1𝑟
𝑛−1  จะได้  𝑎5  =  𝑎1 𝑟

5−1 

 
 
 

จะได้สตูรพจน์ทัว่ไปของล าดบั  {𝑎𝑛} คือ  𝑎𝑛  =  𝑎1𝑟
𝑛−1  =  162(

1

3
)
𝑛−1

 

และจาก  2𝑛𝑏𝑛  =  𝑎𝑛 =  162(
1

3
)
𝑛−1

  

จะได้            𝑏𝑛 =  
162

2𝑛3𝑛−1 

ดงันัน้  𝑏1 + 𝑏2 + 𝑏3 + …  =  
162

2130 + 
162

2231 + 
162

2332 + …  จะเป็นอนกุรมอนนัต์  ที่มี  𝑎1 =  
162

2130  =  81 

 และมี   𝑟  =  
1

2131  =  
1

6
 

เนื่องจาก |𝑟| = |
1

6
| < 1  →  จะได้ผลบวกอนกุรมอนนัต์  𝑆∞ = 

𝑎1

1 − 𝑟
  =  

81

1 − 
1

6

  =  81 ×
6

5
  =  97.2 

 

36. 641 

จาก  𝑎(𝑎 + 𝑏 + 3) = 0  จะได้  𝑎 = 0  หรือ  𝑎 + 𝑏 + 3 = 0 

กรณี  𝑎 = 0 :  แทน  𝑎 = 0  ใน  2(𝑏 − 𝑎)  =  (𝑎 + 𝑏 + 1)(2 − 𝑏) 
 
 
 
 
 

=  
𝑥3+𝑥2+𝑥

−𝑥2−2𝑥    −𝑥2−2
 

=  
𝑥3+𝑥2+𝑥

−2𝑥2−2𝑥−2
 

=  
𝑥(𝑥2+𝑥+1)

−2(𝑥2+𝑥+1)
        =  −

𝑥

2
 

   2 =  𝑎1 (
1

3
)
4

 

162 =  𝑎1 

           2(𝑏       ) =  (        𝑏 + 1)(2 − 𝑏) 
           2𝑏 =  2𝑏 − 𝑏2 + 2 − 𝑏 
    𝑏2 + 𝑏 − 2 =  0 
(𝑏 + 2)(𝑏 − 1) =  0 
    𝑏 = −2 ,  1 →  ได้ค าตอบคือ 

𝑎 𝑏 
0 −2 
0 1 
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กรณี  𝑎 + 𝑏 + 3 = 0 :  ย้ายข้าง จะได้  𝑎 = −𝑏 − 3  แทนในอีกสมการ จะได้ 
 
 
 
 
 
 

 แทน  𝑏 = −5  เพื่อหา 𝑎  →  จะได้  𝑎  =  −𝑏 − 3 

 
 

รวมทัง้ 2 กรณี จะได้ทัง้หมด 3 ค าตอบ 

ซึง่จะพอกะๆได้วา่  (𝑎, 𝑏) = (2, −5)  จะท าให้  𝑎4 + 𝑏4  มีคา่มากกวา่ค าตอบอื่นๆ 

(เลขตดิลบ ยกก าลงั 4 จะกลายเป็นบวก) 
ดงันัน้  คา่มากที่สดุของ  𝑎4 + 𝑏4  =  24 + (−5)4  =  16 + 625  =  641 

 

37. 61 

นางสาว ก. = 𝑃22.66 ของทัง้ห้อง แสดงวา่ พืน้ท่ีทางซ้ายของ ก. คือ 0.2266 ดงัรูป 
แตพ่ืน้ท่ีที่ใช้เปิดตาราง ต้องเป็นพืน้ท่ีที่วดัจากแกนกลาง (ตรงบริเวณที่แรเงา) 
พืน้ท่ีคร่ึงซ้าย = 0.5  →  จะได้พืน้ท่ีที่แรเงา  =  0.5 − 0.2266 

 

เปิดตาราง พืน้ท่ี = 0.2734  จะได้  𝑧 = 0.75 

แต ่นางสาว ก อยูฝ่ั่งซ้าย จะมี 𝑧 ติดลบ  →  จะได้  𝑧ก = −0.75 

โจทย์ถามคะแนนของ นางสาว ก.  → ต้องหา  𝑥̅  กบั  𝑠  ของทัง้ห้อง (นางสาว ก. = 𝑃22.66 ของทัง้ห้อง) 

 แล้วใช้สตูร  𝑧ก = 
𝑥ก−𝑥̅

𝑠
  เพื่อย้อนหา 𝑥ก  จาก  𝑧ก = −0.75   …(∗) 

ทัง้ห้อง 30 คน  เป็นชาย 18 คน  จะเป็นหญิง = 30 − 18 = 12 คน   →  แทนในสตูร 
     
 
 
 
 
 

จะเห็นวา่  𝑥̅รวม  =  𝑥̅ช  =  𝑥̅ญ  =  64 

ดงันัน้  จะหา  𝑠รวม ได้จากสตูร  𝑠รวม2   =    𝑁ช𝑠ช
2 + 𝑁ญ𝑠ญ

2  

𝑁ช+𝑁ญ
 

 
 
 
 

แทน  𝑥̅รวม = 64 ,  𝑠รวม = 4  ใน (∗)  จะได้  −0.75  =  𝑥ก−64

4
 

 
 
 
 
 
 

    2(𝑏 − 𝑎) =  (𝑎 + 𝑏 + 1)(2 − 𝑏) 
2(𝑏 − (−𝑏 − 3)) = ((−𝑏 − 3) + 𝑏 + 1)(2 − 𝑏) 

2(𝑏   + 𝑏 + 3) = (−𝑏 − 3 + 𝑏 + 1)(2 − 𝑏) 
2(    2𝑏    + 3) = (          −2              )(2 − 𝑏) 
          2𝑏 + 3 =                                 −2 + 𝑏 
            𝑏 =           −5 

= −(−5) − 3    =  2 →  ได้ค าตอบคือ 
𝑎 𝑏 
2 −5 

 
𝑎 𝑏 
0 −2 
0 1 
2 −5 

 

     𝑥̅รวม =  
𝑁ช𝑥̅ช+𝑁ญ𝑥̅ญ

𝑁ช+𝑁ญ
 

      64 =  
18(64)+12𝑥̅ญ

18+12
 

30(64) =  18(64) + 12𝑥̅ญ 

12(64) =                     12𝑥̅ญ 

       64 =                          𝑥̅ญ 

=  
(18)(10)+(12)(52)

18+12
 

=              
480

30
        =  16 

ก 

0.2266 

=  0.5 − 0.2266 
=     0.2734 

=      0.2734 

โจทย์ให้ความแปรปรวนชาย 𝑠ช
2 = 10 

 และ ให้ 𝑠ญ =   5 

→  จะได้  𝑠รวม  =  √16  =  4 

  −3 =  𝑥ก − 64 
   61 =  𝑥ก 
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38. 0.75 

ย้ายข้างฟังก์ชนั  arc  จะได้ดงันี ้
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

จาก  𝐴 + 𝐵 = 2𝐶  →  ใส ่tan ตลอด จะได้ 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ดงันัน้  3 sin4 𝜃 + cos4 𝜃  =  3 sin4 30° + cos4 30° 

 
 

39. 3 

จาก                  𝐴                    𝐴𝑡 =          9𝐼 

             [
2 −2 1
𝑎 𝑏 2
1 2 2

] [
2 𝑎 1

−2 𝑏 2
1 2 2

] =  9[
1 0 0
0 1 0
0 0 1

] 

             [
2 −2 1
𝑎 𝑏 2
1 2 2

] [
2 𝑎 1

−2 𝑏 2
1 2 2

] =    [
9 0 0
0 9 0
0 0 9

] 

 
 
 
 

    [
? ? ?

2𝑎 − 2𝑏 + 2    ?   𝑎 + 2𝑏 + 4
? ? ?

] =    [
9 0 0
0 9 0
0 0 9

] 

 
 

=  3    (
1

2
)
4

    +    (
√3

2
)
4

    =  
3

16
+

9

16
    =  

12

16
    =  

3

4
    =  0.75 

      𝐴 =  arcsin (
sin𝜃

√1+sin2 𝜃
) 

sin𝐴 =                sin𝜃

√1+sin2 𝜃
 

       𝐵 =  arctan(1 − sin𝜃) 

tan𝐵 =                1 − sin 𝜃 

…(1) 

       𝐶 =  arctan√sin 𝜃 − sin2 𝜃 

tan𝐶 =               √sin 𝜃 − sin2 𝜃 

…(2) 
ท าเป็น tan ให้เหมือน 𝐵 กบั 𝐶 

0 < 𝜃 < 90°  ท าให้  sin𝜃 เป็นบวก  →  
sin𝜃

√1+sin2 𝜃
  เป็นบวก 

→  ใช้สามเหลีย่ม  sin = 
ข้าม
ฉาก  ได้โดยไมต้่องสนใจเคร่ืองหมายบวกลบ 

𝐴  
sin 𝜃  

√1 + sin2 𝜃  

=  (1 + sin2 𝜃) − sin2 𝜃  
=    1 

จะได้  tan𝐴  =  
ข้าม
ชิด   =  

sin𝜃

1
  =  sin 𝜃       …(3) 

               tan(𝐴 + 𝐵) =     tan 2𝐶 

               
tan𝐴+tan𝐵

1−tan𝐴 tan𝐵
 =     

2 tan𝐶

1−tan2 𝐶
 

             
sin𝜃 + (1−sin𝜃)

1−sin𝜃(1−sin𝜃)
 =  

2√sin𝜃−sin2 𝜃

1−(sin𝜃−sin2 𝜃)
 

              
1

1−sin𝜃+sin2 𝜃
 =  

2√sin𝜃−sin2 𝜃

1−sin𝜃+sin2 𝜃
 

                        1 =  2√sin 𝜃 − sin2 𝜃 
                        1 =  4(sin𝜃 − sin2 𝜃) 
4 sin2 𝜃 − 4 sin 𝜃 + 1 =  0 
      (2 sin𝜃 − 1)2 =  0 

           sin𝜃 =  
1

2
 

จาก (1), (2), (3) 

→   จะได้  𝜃  =  30° 

เลือกคณูแคบ่างแถว / บางหลกั ให้หา 𝑎, 𝑏 ได้ก็พอ 

จะเอาแถว 2 ที่มี 𝑎 กบั 𝑏 มาคณู  หลกั 1 กบั หลกั 3 ของ 𝐴𝑡  ที่รู้ทกุตวั 

2𝑎 − 2𝑏 + 2 =  0    …(1) 
𝑎 + 2𝑏 + 4 =  0    …(2) 
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ดงันัน้  𝑎2 − 𝑏2  =  (−2)2 − (−1)2  =  3 

 

40. 48 

อตัราการ ปป เฉลีย่ จาก −1 ถึง 1   =  −2 
 
 
 
 
 
 
 

แทนคา่ 𝑎  จะได้  𝑓(𝑥) = 𝑥3 − 3𝑥 + 𝑏   
 แทนคา่ 𝑏  จะได้  𝑓(𝑥)  =  𝑥3 − 3𝑥 + 1 

โจทย์ถาม  
0

lim
h

𝑓(3+ℎ)−𝑓(3−ℎ)

ℎ
    ซึง่จะคล้ายๆกบันิยามของอนพุนัธ์  

0
lim
h

𝑓(𝑥+ℎ)−𝑓(𝑥)

ℎ
  =  𝑓′(𝑥) 

จาก  𝑓(𝑥)  =  𝑥3 − 3𝑥 + 1 

  
ดงัน้น จาก (1) แทน ℎ ด้วย −ℎ จะได้ 
 
 
 
 
 
 
 
 

(1) + (2) : 
0

lim
h

 
𝑓(3+ℎ)−𝑓(3)

ℎ
+

−𝑓(3−ℎ)+𝑓(3)

ℎ
 =  48 

 
0

lim
h

 
𝑓(3+ℎ)                   − 𝑓(3−ℎ)

ℎ
 =  48 

 

หมายเหต ุ: ข้อนี ้ช่วงคร่ึงหลงั จะใช้โลปิตาลก็ได้ (เพราะ  
0

lim
h

𝑓(3+ℎ)−𝑓(3−ℎ)

ℎ
   อยูใ่นรูป 0

0
 ) 

 ใช้  ดิฟบนดิฟลา่ง  จะได้  0
lim
h

𝑓(3+ℎ)−𝑓(3−ℎ)

ℎ
 =  

0
lim
h

(𝑓′(3+ℎ))(1) − (𝑓′(3−ℎ))(−1)

1
 

  =           𝑓′(3)      +   𝑓′(3) 

  =      3(3)2 − 3   +  3(3)2 − 3        =  48 
 
 
 
 
 
 
 

(1) + (2) : 3𝑎 + 6 =  0 
   𝑎 = −2 

แทนคา่ 𝑎 ใน (2) : −2 + 2𝑏 + 4 =  0 
               𝑏 = −1 

0
lim
h

𝑓(𝑥+ℎ)−𝑓(𝑥)

ℎ
 =   3𝑥2 − 3 

0
lim
h

𝑓(3+ℎ)−𝑓(3)

ℎ
 =  3(32) − 3 

0
lim
h

𝑓(3+ℎ)−𝑓(3)

ℎ
 =        24        …(1) 

      และจาก       
1

1

  𝑓(𝑥)   𝑑𝑥 =  2 

                        𝑥
4

4
−

3𝑥2

2
+ 𝑏𝑥 |

1
 

−1
  =  2 

(
14

4
−

3(1)2

2
+ 𝑏(1) ) − (

(−1)4

4
−

3(−1)2

2
+ 𝑏(−1) ) =  2 

   
1

4
    −

3

2
     +    𝑏           −

1

4
          + 

3

2
          + 𝑏 =  2 

                         2𝑏 =  2 
                           𝑏 =  1 

               
𝑓(1) − 𝑓(−1)

1 − (−1)
 =  −2 

(13+𝑎(1)+𝑏) − ((−1)3+𝑎(−1)+𝑏)

2
 =  −2 

 1 + 𝑎 + 𝑏    + 1     + 𝑎  − 𝑏 =  −4 
       2𝑎 =  −6 
          𝑎 =  −3 

แทน 𝑥 = 3 

𝑓′(𝑥) =  3𝑥2 − 3 

0
lim
h

𝑓(3+(−ℎ))−𝑓(3)

−ℎ
 =  24 

 
 

0
lim
h

𝑓(3+(−ℎ))−𝑓(3)

−ℎ
 =  24 

0
lim
h

−𝑓(3−ℎ)+𝑓(3)

ℎ
 =  24          …(2) 

−ℎ → 0  มี ความหมายเหมือนกนักบั  ℎ → 0 
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41. 20 

จะวาดกราฟ 𝑟1 กบั 𝑟2 แล้วดสูว่นซ้อนทบัเพื่อหา 𝑟1 ∩ 𝑟2 

วาดกราฟอสมการ  ต้องวาดกราฟสมการ (เปลีย่นเคร่ืองหมายเป็น เทา่กบั) ก่อน  แล้วคอ่ยสุม่จดุ - แรเงาพืน้ท่ี 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ดงันัน้ จะได้  𝑟1 ∩ 𝑟2 ดงัรูป 

หาโดเมน ต้องหาพกิดั 𝑥 ของ K, L, M, N 

(ถ้าวาดรูปได้สดัสว่น จะเห็นวา่หาแค ่K กบั L ก็พอ) 
 
 
 

       𝑥2 − 𝑦2 − 2𝑥 + 4𝑦 =  3 
    (𝑥2 − 2𝑥) − (𝑦2 − 4𝑦) =  3 
(𝑥2 − 2𝑥 + 1) − (𝑦2 − 4𝑦 + 4) =  3 + 1 − 4 
      (𝑥 − 1)2     −      (𝑦 − 2)2 =  0 

       𝑥2 + 𝑦2 − 2𝑥 =  33 
    (𝑥2 − 2𝑥) + 𝑦2 =  33 
(𝑥2 − 2𝑥 + 1) + 𝑦2 =  33 + 1 
      (𝑥 − 1)2     + 𝑦2 =  34 

เป็นสมการเส้นก ากบั ของไฮเพอร์โบลา 

    (𝑥 − 1)2 − (𝑦 − 2)2  =  1 

ซึง่จะวาดได้ดงัรูป 

สุม่จดุ - แรเงาพืน้ท่ี  →  กราฟแบง่ระนาบออกเป็น 4 สว่น 

บริเวณ สุม่จดุ 𝑥2 − 𝑦2 − 2𝑥 + 4𝑦 ≤  3 

(A) (1, 3)  1  −  9  −   2  + 12 ≤  3 
                  2 ≤  3     

(B) (2, 2)  4  −  4  −   4  +  8 ≤  3 
                  4 ≤  3    × 

(C) (0, 0) 0  −  0  −   0  +  0 ≤  3 
                  0 ≤  3     

(D) (0, 2) 0  −  4  −   0  +  8 ≤  3 
                  4 ≤  3    × 

บริเวณ (A) กบั (C) เทา่นัน้ ที่ท าให้อสมการเป็นจริง 
ดงันัน้ จะได้กราฟ 𝑟1 เป็นสว่นท่ีแรเงาดงัรูป 

(𝑟1 มี 𝑦 ≥ 0 ด้วย → เหลอืเฉพาะสว่นท่ีอยูเ่หนือแกน Y) 

(1, 2) 

(1, 2) 
(D) 

(A) 

(B) 

(C) 

เป็นสมการวงกลม ซึง่จะวาดได้ดงัรูป 

(1, 0) 

(E) 

(F) 

→  กราฟแบง่ระนาบออกเป็น 2 สว่น 

บริเวณ สุม่จดุ 𝑥2 + 𝑦2 − 2𝑥 ≤  33 

(E) (0, 0)  0  +  0  −   0 ≤  33 
           0 ≤  33     

(F) (0, 10)  0 + 100 − 0 ≤  33 
         100 ≤  33    × 

บริเวณ (E) เทา่นัน้ ที่ท าให้อสมการเป็นจริง 
ดงันัน้ จะได้กราฟ 𝑟2 เป็นสว่นท่ีแรเงาดงัรูป 

(𝑟2 มี 𝑦 ≥ 0 ด้วย → เหลอืเฉพาะสว่นท่ีอยูเ่หนือ 

 แกน Y) 

(1, 0) 

K L 

M N 
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หา M, N → หาจดุตดัแกน X ของสมการกราฟ 𝑟1 : 

 
 
 
 

หา K, L →  หาจดุตดัของสมการกราฟ 𝑟1 กบั 𝑟2 : 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

จากพกิดั 𝑥 ของ K, L, M, N จะวาดได้ดงัรูป 

ซึง่จะเห็นวา่สว่นท่ีแรเงา คลมุคา่ทางแกน X  ตัง้แต ่−2 ถึง 4 

ดงันัน้ โดเมน ของ 𝑟1 ∩ 𝑟2 = [−2, 4] 

จะได้  𝑎2 + 𝑏2  =  (−2)2 + 42 =  20 

 
 

42. 9 

ก่อนอื่น พิจารณาเคร่ืองหมายบวกลบของ  𝑥2 − 𝑥 − 2  เพื่อถอดคา่สมับรูณ์กอ่น 
 

𝑥 → 2−  คือ 𝑥 น้อยกวา่ 2 นิดๆ  ซึง่จะท าให้  𝑥 − 2 เป็นลบ และ ท าให้ 𝑥 + 1 เป็นบวก 

ดงันัน้  𝑥2 − 𝑥 − 2  =  (𝑥 − 2)(𝑥 + 1)  =  (ลบ)(บวก)  =  ลบ 

จากสมบตัิ  |𝐴|  = −𝐴  เมื่อ 𝐴 < 0    จะได้  |𝑥2 − 𝑥 − 2|  =  −(𝑥2 − 𝑥 − 2) 

ดงันัน้ 
2

lim
x

|𝑥2−𝑥−2|

2− √𝑥2+4
3  =  

2
lim
x

−(𝑥2−𝑥−2)

2− √𝑥2+4
3    →  ถ้าแทน 𝑥 = 2 จะได้ 0

0
  ดงันัน้ ต้องจดัรูปให้ 𝑥 − 2 ตดักนัก่อน 

 =  
2

lim
x

−(𝑥+1)(𝑥−2)

2− √𝑥2+4
3 ∙

22+2 √𝑥2+4
3

+ √𝑥2+4
3 2

22+2 √𝑥2+4
3

+ √𝑥2+4
3 2 

 =  
2

lim
x

−(𝑥+1)(𝑥−2)(22+2 √𝑥2+4
3

+ √𝑥2+4
3 2

)

8−(𝑥2+4)
 

 =  
2

lim
x

(𝑥+1)(𝑥−2)(22+2 √𝑥2+4
3

+ √𝑥2+4
3 2

) 

𝑥2−4
 

 =  
2

lim
x

(𝑥+1)(𝑥−2)(22+2 √𝑥2+4
3

+ √𝑥2+4
3 2

) 

(𝑥−2)(𝑥+2)
 

 =  
2

lim
x

(𝑥+1)             (22+2 √𝑥2+4
3

+ √𝑥2+4
3 2

) 

             (𝑥+2)
 

 =            
(2+1)             (22+2 √22+4

3
+ √22+4

3 2
) 

             (2+2)
    =  

(3)(4+4+4)

4
    =  9 

 
 
 

(แทน 𝑦 = 0) 
𝑥2 − 𝑦2 − 2𝑥 + 4𝑦 =  3 
𝑥2 −  0  − 2𝑥 +  0 =  3 
𝑥2 − 2𝑥 − 3 =  0 
(𝑥 + 1)(𝑥 − 3) =  0 
   𝑥 = −1 ,  3 

 𝑥2 − 𝑦2 − 2𝑥 + 4𝑦 =  3 …(1) 
 𝑥2 + 𝑦2 − 2𝑥 =  33 …(2) 

(2) − (1) :        2𝑦2            − 4𝑦 =  30 
          𝑦2             − 2𝑦 =  15 
          𝑦2 − 2𝑦 − 15 =   0 
         (𝑦 + 3)(𝑦 − 5) =   0 
            𝑦 = −3 ,  5 

 𝑥2 + 52 − 2𝑥 =  33 
 𝑥2 − 2𝑥 − 8 =  0 
 (𝑥 + 2)(𝑥 − 4) =  0 
     𝑥 = −2, 4 

(𝑟2 ต้องมี  𝑦 ≥ 0) 

แทน 𝑦 = 5 ใน (2) : 

K L 

M N 

−2 −1 3 4 

(𝑥 − 2)(𝑥 + 1)  

เศษ  →  แยกตวัประกอบ 

สว่น  →  คณูให้เข้าสตูร 
   (น − ล)(น2 + นล + ล2) = น3 − ล3 
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43. 396 

จะเห็นวา่ ถ้าเอาทกุตวัใน 𝐴 มาบวกกนั ตวับวก กบัตวัลบ จะหกักนัหมดพอดี 

ดงันัน้  𝑥̅  ของข้อมลูใน 𝐴  =  
∑𝑥𝑖

𝑁
  =  

0

2𝑛
  =  0 

โจทย์ให้ความแปรปรวน = 46  →  จากสตูรความแปรปรวน  ∑𝑥𝑖
2

𝑁
− 𝑥̅2  จะได้สมการคือ 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ดงันัน้ คา่เฉลีย่เลขคณิตของ  13 ,  23 ,  33 , … , 𝑛3 =  
13+23+33+ … +𝑛3

𝑛
 

 =        
(
𝑛

2
(𝑛+1))

2

𝑛
    =  

(
11

2
(11+1))

2

11
    =  

112∙122

4
∙

1

11
    =  396 

 

44. 3 

จาก  𝑎̅  =  𝑖 ̅ + 𝑗̅ + 𝑘̅  จะได้  |𝑎̅|  =  √12 + 12 + 12  =  √3 

จาก  |𝑏̅| = |𝑎̅|2  จะได้  |𝑏̅| = √3
2

 =  3 →  ดงันัน้  |𝑎̅| = √3  ,    |𝑏̅| = 3  ,   |𝑐̅| = √2 

จาก  𝑎̅ + 𝑏̅ = 𝑡𝑐̅  จะได้ 

 
 
 
 
 
 

พยายามสร้างอีกสมการให้มี  𝑎̅ ∙ 𝑏̅  →  จาก 
 
 
 
 
 
 
 
 
 (1) = (2)  : 
 
 
 
 
 
 
 
 

12+22+32+ … +𝑛2  +  (−1)2+(−2)2+(−3)2+ … +(−𝑛)2

2𝑛
− 02 =  46 

                         
2(12+22+32+ … +𝑛2)

2𝑛
 =  46 

                   12 + 22 + 32 + … + 𝑛2 =  46𝑛 

                               
𝑛(𝑛+1)(2𝑛+1)

6
 =  46𝑛 

                           (𝑛 + 1)(2𝑛 + 1) =  276 
                           2𝑛2 + 3𝑛 − 275 =   0 
                         (2𝑛 + 25)(𝑛 − 11) =   0 

                           𝑛  =  −
25

2
 ,  11 

(ลบ)2 กลายเป็นบวก จบัคูก่บักลุม่หน้า 

ตดั 𝑛 ได้ เพราะ 𝑛 เป็นจ านวนเต็มบวก ≠ 0 

(𝑛 เป็นจ านวนเต็มบวก) 

           |𝑎̅ + 𝑏̅|
2

 =  |𝑡𝑐̅|2 

|𝑎̅|2 + |𝑏̅|
2
+ 2𝑎̅ ∙ 𝑏̅ =  𝑡2 |𝑐̅|2 

√3
2

 +  32   + 2𝑎̅ ∙ 𝑏̅ =  𝑡2 √2
2

 
        12         + 2𝑎̅ ∙ 𝑏̅ =  2𝑡2 
          6         +    𝑎̅ ∙ 𝑏̅ =    𝑡2 
                             𝑎̅ ∙ 𝑏̅ =    𝑡2 − 6        …(1) 

𝑎̅ ∙ 𝑏̅ + 𝑏̅ ∙ 𝑐̅ + 𝑐̅ ∙ 𝑎̅ =  9 
𝑎̅ ∙ 𝑏̅ + 𝑎̅ ∙ 𝑐̅ + 𝑏̅ ∙ 𝑐̅ =  9 
𝑎̅ ∙ 𝑏̅ + (𝑎̅ + 𝑏̅) ∙ 𝑐̅ =  9 
𝑎̅ ∙ 𝑏̅ + (   𝑡𝑐̅   ) ∙ 𝑐̅ =  9 
𝑎̅ ∙ 𝑏̅ +     𝑡(𝑐̅ ∙ 𝑐̅) =  9 
𝑎̅ ∙ 𝑏̅ +     𝑡   |𝑐̅|2 =  9 

𝑎̅ ∙ 𝑏̅ +     𝑡   √2
2

 =  9 
𝑎̅ ∙ 𝑏̅ =  9 − 2𝑡        …(2) 

สลบัที่การ dot , สลบัที่การบวก 

โจทย์ให้  𝑎̅ + 𝑏̅ = 𝑡𝑐̅ 

𝑢̅ ∙ 𝑢̅  =  |𝑢̅|2 

        𝑡2 − 6 =  9 − 2𝑡 
𝑡2 + 2𝑡 − 15 =  0 
(𝑡 + 5)(𝑡 − 3) =  0 
    𝑡 = −5 ,  3 (โจทย์ให้ 𝑡 เป็นบวก) 
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45. 70 

จะเห็นวา่ ถ้าฐาน  3 + 𝑎  เป็นเลขคี่แล้ว เอาไปยกก าลงัอะไรก็ตาม ผลลพัธ์จะเป็นเลขคี่เสมอ และจะไมม่ีทางท าให้ 
(3 + 𝑎)(𝑏

𝑐) หารด้วย 4 ลงตวัได้  ดงันัน้  3 + 𝑎 ต้องเป็นเลขคู ่ →  𝑎 = 1, 3, 5  เทา่นัน้ 

กรณี 𝑎 = 1 หรือ 5 : จะได้  3 + 𝑎  =  4  หรือ  8  →  จะเห็นวา่ ฐาน หารด้วย 4 ลงตวั 

 เมื่อเอาจ านวนที่หารด้วย 4 ลงตวั ไปยกก าลงัอะไรก็ตาม ผลลพัธ์ก็จะยงัหารด้วย 4 ลงตวัเสมอ 

 ดงันัน้ (3 + 𝑎)(𝑏
𝑐)  จะหารด้วย 4 ลงเสมอ ไมว่า่ 𝑏 กบั 𝑐 เป็นอะไรก็ตาม 

 ดงันัน้ กรณีนี ้ 𝑎 เป็นได้ 2 แบบ (1 หรือ 5)  ,    𝑏 กบั 𝑐 เป็นอะไรก็ได้ (1, 2, 3, 4, 5) ได้ 5 แบบ 

 จะได้จ านวนแบบ  =  2 × 5 × 5  =  50 แบบ 
กรณี 𝑎 = 3 : จะได้  3 + 𝑎  =  6  =  2 × 3  →  จะเห็นวา่ ฐาน มี 2 เป็นตวัประกอบแคต่วัเดยีว 

 แต ่(3 + 𝑎)(𝑏
𝑐)  จะหารด้วย 4 ลงตวัได้ ต้องมี 2 เป็นตวัประกอบ 2 ตวัขึน้ไป (เพราะ 4 = 2 × 2) 

 ดงันัน้ กรณีนี ้เลขชีก้ าลงั  𝑏𝑐 ต้องมากกวา่ 1 เพื่อให้มี 2 เป็นตวัประกอบมากขึน้อีกนิด 

 (เช่น  62 ,  63 ,  64 , … ทกุตวัจะมี 2 เป็นตวัประกอบมากพอทีจ่ะหารด้วย 4 ลงตวัแล้ว) 
 เนื่องจาก  𝑏𝑐 จะมากกวา่ 1 เมื่อ 𝑏 > 1    ในขณะท่ี 𝑐 เป็นอะไรก็ได้ 

 ดงันัน้ กรณีนี ้ 𝑎 เป็นได้ 1 แบบ (3)  ,    𝑏 > 1 เป็นได้ 4 แบบ (2, 3, 4, 5)  ,  𝑐 เป็นอะไรก็ได้ ได้ 5 แบบ 

 จะได้จ านวนแบบ  =  1 × 4 × 5  =  20 แบบ 
รวมทัง้สองกรณี จะได้จ านวนแบบทัง้หมด  =  50 + 20  =  70 แบบ 
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