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PAT 1 (พ.ย. 57) 

รหสัวิชา 71 วิชา ความถนดัทางคณิตศาสตร์ (PAT 1) 
วนัเสาร์ที่ 22 พฤศจิกายน 2557 เวลา 13.00 - 16.00 น. 
 

ตอนที่ 1 ข้อ 1 - 30 ข้อละ 6 คะแนน 

1. ก าหนดให้  𝑝, 𝑞 และ 𝑟  แทนประพจน์ใดๆ  ให้  𝑆(𝑝, 𝑞, 𝑟) แทนประพจน์ที่ประกอบด้วยประพจน์ 𝑝, 𝑞 และ 𝑟 

 และคา่ความจริงของประพจน์  𝑆(𝑝, 𝑞, 𝑟)  แสดงดงัตารางตอ่ไปนี ้
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 ประพจน์  𝑆(𝑝, 𝑞, 𝑟)  สมมลูกบัประพจน์ใดตอ่ไปนี ้
 1. (𝑞 → 𝑝) ∨ (𝑞 ∧ 𝑟) 2. (𝑞 → 𝑝) → (𝑝 → ~𝑟) 

 3. (𝑝 ∧ ~𝑞) → (𝑞 ∧ 𝑟) 4. (𝑝 ∧ ~𝑞) → (𝑝 → ~𝑟) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

2. ให้ ℝ แทนเซตของจ านวนจริง ก าหนดให้เอกภพสมัพทัธ์คือ { 𝑥 ∈ ℝ | 0 < 𝑥 < 1 }  พิจารณาข้อความตอ่ไปนี ้

 (ก) ประพจน์  ∃𝑥∀𝑦 [ 𝑥2 − 𝑦2 < 𝑦 − 𝑥 ]  มีคา่ความจริงเป็นจริง 
 (ข) ประพจน์  ∀𝑥∀𝑦 [ |𝑥 − 𝑦| < 1 − 𝑥𝑦 ]  มีคา่ความจริงเป็นจริง 
 ข้อใดตอ่ไปนีถ้กูต้อง 
 1. (ก) ถกู และ (ข) ถกู 2. (ก) ถกู แต ่(ข) ผิด 

 3. (ก) ผิด แต ่(ข) ถกู 4. (ก) ผิด และ (ข) ผิด 
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3. ก าหนดให้ 𝐴𝐵𝐶 เป็นรูปสามเหลีย่มโดยมีความยาวของด้านตรงข้ามมมุ 𝐴  มมุ 𝐵  และมมุ 𝐶 เทา่กบั 𝑎 หนว่ย 
𝑏 หนว่ย และ 𝑐 หนว่ย ตามล าดบั  สมมตุิวา่มมุ 𝐴 มีขนาดเป็นสามเทา่ของมมุ 𝐵  และ  𝑎 = 2𝑏 

 พิจารณาข้อความตอ่ไปนี ้
 (ก) 𝐴𝐵𝐶 เป็นรูปสามเหลีย่มมมุฉาก 

 (ข) ถ้า  𝑎 = 𝑘𝑐  แล้ว  𝑘 สอดคล้องกบั  3𝑥3 − 9𝑥2 − 𝑥 + 3 = 0 

 ข้อใดตอ่ไปนีถ้กูต้อง 
 1. (ก) ถกู และ (ข) ถกู 2. (ก) ถกู แต ่(ข) ผิด 

 3. (ก) ผิด แต ่(ข) ถกู 4. (ก) ผิด และ (ข) ผิด 
 
 
 
 
 
 
 
 

4. ให้ 𝑎 และ 𝑏 เป็นจ านวนเต็มบวก  นิยาม 𝑎R𝑏 หมายถงึ 𝑎 หารด้วย 𝑏 ลงตวั  พิจารณาข้อความตอ่ไปนี ้
 (ก) ถ้า  𝑥R𝑦  และ  𝑦R𝑧  แล้ว  𝑥R(𝑦 + 𝑧)  ส าหรับทกุจ านวนเตม็บวก 𝑥, 𝑦 และ 𝑧 

 (ข) ถ้า  𝑤R𝑥  และ  𝑦R𝑧  แล้ว  (𝑤𝑦)R(𝑥𝑧)  ส าหรับทกุจ านวนเตม็บวก 𝑤, 𝑥, 𝑦 และ 𝑧 

 ข้อใดตอ่ไปนีถ้กูต้อง 
 1. (ก) ถกู และ (ข) ถกู 2. (ก) ถกู แต ่(ข) ผิด 

 3. (ก) ผิด แต ่(ข) ถกู 4. (ก) ผิด และ (ข) ผิด 
 
 
 
 
 
 

5. ก าหนดให้ 𝑎 และ 𝑏 เป็นจ านวนจริงบวกที่มากกวา่ 1 และสอดคล้องกบั  log𝑎 4 + log𝑏 4 = 9 log𝑎𝑏 2 

 คา่มากสดุของ  log𝑎(𝑎𝑏5) + log𝑏 (
𝑎2

√𝑏
)  เทา่กบัข้อใดตอ่ไปนี ้

 1. 13.5 2. 11.5 3. 9 4. 7 
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6. sin25° sin85° sin35°

sin75°
  ตรงกบัข้อใดตอ่ไปนี ้

 1. tan 15° 2. sin15° sin 75° 

 3. cos 20° cos 40° cos 80° 4. sec 420° 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

7. ให้ 𝑎 และ 𝑏 เป็นจ านวนจริง และก าหนดให้  𝑓(𝑥) = 𝑎𝑥 +
𝑏

𝑥
  เมื่อ 𝑥 ≠ 0  โดยที่  𝑦 = 𝑓(𝑥) เป็นเส้นโค้งที่สมัผสั

กบัเส้นตรง  𝑦 = 1  ที่จดุ (1, 1)  พิจารณาข้อความตอ่ไปนี ้
 (ก) 𝑓 มีคา่สงูสดุสมัพทัธ์ที่  𝑥 = −1 

 (ข) 
1

lim
x

(𝑓 ∘ 𝑓)(𝑥)  =  𝑓(2𝑎2 + 2𝑏2) 

 ข้อใดตอ่ไปนีถ้กูต้อง 
 1. (ก) ถกู และ (ข) ถกู 2. (ก) ถกู แต ่(ข) ผิด 

 3. (ก) ผิด แต ่(ข) ถกู 4. (ก) ผิด และ (ข) ผิด 
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8. ให้  𝑆 = {1, 2, 3, … , 15}  และให้ 𝐴 เป็นสบัเซตของ 𝑆  โดยมีจ านวนสมาชิกชองเซต 𝐴 เทา่กบั 4  ความนา่จะเป็น
ที่จะได้เซต 𝐴 โดยที่สมาชิกในเซต 𝐴 จดัเรียงเป็นล าดบัเลขคณิต ซึง่มผีลตา่งร่วมเป็นจ านวนเต็มบวก เทา่กบัข้อใด
ตอ่ไปนี ้

 1. 3

455
 2. 4

455
 3. 1

91
 4. 2

91
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

9. ก าหนดให้ 𝑧 เป็นจ านวนเชิงซ้อน ที่สอดคล้องกบัสมการ  |𝑧| + 2𝑧̅ − 3𝑧  =  3 − 45i  เมื่อ  |𝑧| แทนคา่สมับรูณ์ 
(absolute value) ของ 𝑧  และ 𝑧̅ แทนสงัยคุ (conjugate) ของ 𝑧  คา่ของ |𝑧̅|2  เทา่กบัข้อใดตอ่ไปนี ้

 1. 95 2. 225 3. 245 4. 375 
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10. ก าหนดให้  𝑦2 − 2𝑥2 + 8𝑥 − 6 = 0  เป็นสมการของไฮเพอร์โบลา  ให้เส้นตรง  𝑦 = √2  ตดักบัเส้นก ากบัของ
ไฮเพอร์โบลาที่จดุ 𝐴 และจดุ 𝐵  เมื่อจดุ 𝐵 อยูท่างขวามือของจดุ 𝐴    และเส้นตรง 𝑦 = √2  ตดักบักราฟ
ไฮเพอร์โบลาที่จดุ 𝑃 และจดุ 𝑄  เมื่อจดุ 𝑄 อยูท่างขวามือของจดุ 𝑃    สมการของวงรีทีม่ีจดุยอดอยูท่ีจ่ดุ 𝑃 และจดุ 𝑄  

โฟกสัของวงรีอยูท่ี่จดุ 𝐴 และจดุ 𝐵 มสีมการตรงกบัข้อใดตอ่ไปนี ้
 1. 2𝑥2 + 𝑦2 − 8𝑥 + 4√2𝑦 − 4  =  0 2. 2𝑥2 + 𝑦2 − 8𝑥 − 2√2𝑦 + 8  =  0 

 3. 𝑥2 + 2𝑦2 − 4𝑥 − 4√2𝑦 + 6  =  0 4. 𝑥2 + 2𝑦2 + 4𝑥 + 4√2𝑦 + 6  =  0 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

11. ให้ 𝐶 เป็นวงกลมมีสมการ  𝑥2 + 𝑦2 + 𝐷𝑥 + 𝐸𝑦 + 𝐹 = 0  มีจดุศนูย์กลางอยูใ่นควอดรันต์ (quadrant) ที่ 1 
และวงกลม 𝐶 สมัผสัแกน 𝑦  ให้ 𝑃 เป็นพาราโบลามีสมการ  𝐷𝑥 = 𝑦2 + 𝐸𝑦 + 𝐹  ผา่นจดุ (−4, −1)  และระยะ
ระหวา่งจดุยอดกบัโฟกสัเทา่กบั 1 หนว่ย พิจารณาข้อความตอ่ไปนี ้

 (ก) 𝐷2 + 𝐸2 + 𝐹2 = 133 

 (ข) เส้นตรง  4𝑥 + 3𝑦 − 7 = 0  สมัผสักบัวงกลม 𝐶 

 ข้อใดตอ่ไปนีถ้กูต้อง 
 1. (ก) ถกู และ (ข) ถกู 2. (ก) ถกู แต ่(ข) ผิด 

 3. (ก) ผิด แต ่(ข) ถกู 4. (ก) ผิด และ (ข) ผิด 
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12. ก าหนดให้ 𝐴𝐵𝐶 เป็นรูปสามเหลีย่ม โดยทีด้่าน 𝐴𝐵 ยาว 5 หนว่ย ด้าน 𝐵𝐶 ยาว 12 หนว่ย และมมุ 𝐴�̂�𝐶 เทา่กบั 
60°  ถ้าเวกเตอร์ �̅� = 𝐴𝐵̅̅ ̅̅   เวกเตอร์ �̅� = 𝐵𝐶̅̅ ̅̅   และเวกเตอร์ �̅� =  𝐶𝐴̅̅ ̅̅   แล้ว (2�̅� − �̅�) ∙ �̅� เทา่กบัข้อใดตอ่ไปนี ้

 1. 64 2. 109 3. 114 4. 124 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

13. ให้ 𝐴 เป็นเอกภพสมัพทัธ์ที่ท าให้ประพจน์  ∀𝑥[ 2𝑥2 + 𝑥 − 3 ≤ 0  และ  |𝑥 − 2| ≤ 3 ]  มีคา่ความจริงเป็นจริง  
และให้ 𝐵 เป็นเซตค าตอบของอสมการ  6𝑥−2 − 5𝑥−1 − 1 > 0  ข้อใดตอ่ไปนีถ้กูต้อง 

 1. 𝐴 ⊂ 𝐵 2. 𝐴 − 𝐵 มีสมาชิก 2 ตวั 
 3. (𝐴 − 𝐵) ∪ (𝐵 − 𝐴) = (−6, 1) 4. (−6, 0) ⊂ (𝐵 − 𝐴) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

14. ถ้า 𝑥 และ 𝑦 เป็นจ านวนจริงบวกและสอดคล้องกบัสมการ  2 log2(𝑥 − 2𝑦) + log1

2

𝑥 + log1

2

𝑦 = 0 

 แล้ว  (𝑥

𝑦
)
2

 + 1  เทา่กบัข้อใดตอ่ไปนี ้
 1. 2 2. 5 3. 10 4. 17 
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15. ให้  𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 และ 𝑥  เป็นจ านวนเต็มบวกใดๆ  พิจารณาข้อความตอ่ไปนี ้
 (ก) ถ้า  𝑎

𝑏
 < 

𝑐

𝑑
  แล้ว  𝑎+𝑥

𝑏
 < 

𝑐+𝑥

𝑑
 

 (ข) 𝑎

𝑏
  <  𝑎+𝑥

𝑏+𝑥
 

 ข้อใดตอ่ไปนีถ้กูต้อง 
 1. (ก) ถกู และ (ข) ถกู 2. (ก) ถกู แต ่(ข) ผิด 

 3. (ก) ผิด แต ่(ข) ถกู 4. (ก) ผิด และ (ข) ผิด 
 
 
 

 
 
 
 

16. ก าหนดให้ 𝑓 และ 𝑔 เป็นฟังก์ชนัซึง่มีโดเมนและเรนจ์เป็นสบัเซตของจ านวนจริง โดยทัง้ 𝑓 และ 𝑔 เป็นฟังก์ชนัท่ี
สามารถหาอนพุนัธ์ได้ และสอดคล้องกบั  (𝑓 ∘ 𝑔)(𝑥) = √𝑥2 + 5  ส าหรับทกุ 𝑥 ที่อยูใ่นโดเมนของ 𝑓 ∘ 𝑔 

และ  ∫𝑔(𝑥) 𝑑𝑥 = 𝑥2 − 4𝑥 + 𝐶  เมื่อ 𝐶 เป็นคา่คงตวั  ถ้า 𝐿 เป็นเส้นตรงที่สมัผสัเส้นโค้ง  𝑦 = 𝑓(𝑥)  ณ 𝑥 = 0 

แล้วเส้นตรง 𝐿 ตัง้ฉากกบัเส้นตรงที่มีสมการตรงกบัข้อใดตอ่ไปนี ้
 1. 𝑥 + 𝑦 − 3 = 0 2. 2𝑥 + 𝑦 − 7 = 0 

 3. 3𝑥 + 𝑦 − 5 = 0 4. 5𝑥 + 𝑦 − 2 = 0 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

17. ก าหนดให้ 𝐿1 เป็นเส้นตรงผา่นจดุ (−2, −4) มีความชนัเป็นจ านวนเตม็บวก และตดัแกน 𝑋 และแกน 𝑌 ที่จดุ 𝐴 
และจดุ 𝐵 ตามล าดบั โดยผลบวกของระยะตดัแกน 𝑋 และระยะตดัแกน 𝑌 เทา่กบั 3 หนว่ย  ให้ 𝐿2 เป็นเส้นตรงที่
ขนานกบัเส้นตรง 𝐿1  และผา่นจดุ (0, −13)  ถ้า 𝐶 เป็นจดุบนเส้นตรง 𝐿2 โดยที่ 𝐶𝐴 = 𝐶𝐵  แล้วพืน้ท่ีของรูป
สามเหลีย่ม 𝐴𝐵𝐶 เทา่กบัข้อใดตอ่ไปนี ้

 1. 8.5  ตารางหนว่ย 2. 7.5  ตารางหนว่ย 3. 6.5  ตารางหนว่ย 4. 5.5  ตารางหนว่ย 
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18. ก าหนดให้ฟังก์ชนัจดุประสงค์  𝑃1 = 5𝑥 + 2𝑦  และ  𝑃2 = 4𝑥 + 3𝑦  โดยมีอสมการข้อจ ากดัดงันี ้
 2𝑥 + 3𝑦 ≥ 6  ,   3𝑥 − 𝑦 ≤ 15  ,   −𝑥 + 𝑦 ≤ 4  ,   2𝑥 + 5𝑦 ≤ 27  ,   𝑥 ≥ 0  และ  𝑦 ≥ 0 

 ให้ คา่มากที่สดุของ 𝑃1 และ 𝑃2 เทา่กบั 𝑀1 และ 𝑀2 ตามล าดบั 

 และคา่น้อยที่สดุของ 𝑃1 และ 𝑃2 เทา่กบั 𝑁1 และ 𝑁2 ตามล าดบั    พิจารณาข้อความตอ่ไปนี ้
 (ก) 𝑀1 มีคา่มากกวา่ 𝑀2 

 (ข) 𝑁1 มีคา่น้อยกวา่ 𝑁2 

 ข้อใดตอ่ไปนีถ้กูต้อง 
 1. (ก) ถกู และ (ข) ถกู 2. (ก) ถกู แต ่(ข) ผิด 

 3. (ก) ผิด แต ่(ข) ถกู 4. (ก) ผิด และ (ข) ผิด 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

19. ก าหนดให้  𝑓(𝑥) = 4𝑥3 + 𝑏𝑥2 + 𝑐𝑥 + 𝑑  เมื่อ 𝑏, 𝑐 และ 𝑑 เป็นจ านวนจริง โดยที ่ 
2

2

 𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 = −
64

3
 

 ถ้า 𝑔(𝑥) เป็นพหนุามซึง่  𝑔′(𝑥) = 𝑓(𝑥)  และ  𝑔′(1) = 𝑔′(0) = 𝑔(0) = 0 

 แล้ว 𝑔′′(𝑥) = 𝑔′(𝑥) + 𝑔(𝑥)  ตรงกบัสมการในข้อใดตอ่ไปนี ้
 1. 𝑥4 − 4𝑥3 + 12𝑥2 − 6𝑥 = 0 2. 𝑥4 − 8𝑥3 − 12𝑥2 − 6𝑥 = 0 

 3. 3𝑥4 − 16𝑥3 + 48𝑥2 − 24𝑥 = 0 4. 3𝑥4 + 8𝑥3 − 48𝑥2 + 24𝑥 = 0 
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20. ก าหนดให้  {𝑎𝑛}  เป็นล าดบัของจ านวนจริง โดยที่  𝑎1 = 
1

6
  และ  𝑎𝑛 = 𝑎𝑛−1 −

1

3𝑛  ส าหรับ  𝑛 = 2, 3, 4, … 

 พิจารณาข้อความตอ่ไปนี ้
 (ก) 

n
lim  𝑎𝑛 = 0 

 (ข) อนกุรม  𝑎1 + 𝑎2 + 𝑎3 + …  เป็นอนกุรมลูเ่ข้า มผีลบวกเทา่กบั 0.75 

 ข้อใดตอ่ไปนีถ้กูต้อง 
 1. (ก) ถกู และ (ข) ถกู 2. (ก) ถกู แต ่(ข) ผิด 

 3. (ก) ผิด แต ่(ข) ถกู 4. (ก) ผิด และ (ข) ผิด 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

21. ก าหนดให้  𝑎, 𝑏, 𝑐 และ 𝑑  เป็นจ านวนจริงบวก โดยที ่ 𝑎𝑏 = 24  และ  𝑐𝑑 = 8  พิจารณาข้อความตอ่ไปนี ้

 (ก) ถ้า  𝑑 > 𝑏  แล้ว  √𝑎

(𝑐+1)𝑏
 < 

√𝑐

(𝑎+1)𝑑
 

 (ข) ถ้า  𝑎 < 𝑐  แล้ว  (0.01)𝑏 < (0.05)𝑑 

 ข้อใดตอ่ไปนีถ้กูต้อง 
 1. (ก) ถกู และ (ข) ถกู 2. (ก) ถกู แต ่(ข) ผิด 

 3. (ก) ผิด แต ่(ข) ถกู 4. (ก) ผิด และ (ข) ผิด 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

22. นิยาม จ านวนสามหลกัลด คือ จ านวน 𝐴𝐵𝐶 โดยที่ 𝐴, 𝐵, 𝐶 ∈ {0, 1, … , 9}  และ  𝐴 > 𝐵 > 𝐶  จ านวนวิธีสร้าง
จ านวนสามหลกัลด ท่ีมคีา่มากกวา่ 500 มีจ านวนทัง้หมดเทา่กบัข้อใดตอ่ไปนี ้

 1. 119 2. 117 3. 114 4. 110 
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23. ให้ 𝑆 เป็นเซตของข้อมลูชดุหนึง่ประกอบด้วยจ านวนเต็ม 𝑛 จ านวนทีแ่ตกตา่งกนั  คา่เฉลีย่เลขคณิตของข้อมลูใน 𝑆 

เทา่กบั 22    ถ้าน าคา่ต า่สดุของข้อมลูออกจาก 𝑆 จะได้คา่เฉลีย่เลขคณิตเทา่กบั 24    ถ้าน าคา่สงูสดุของข้อมลูออก
จาก 𝑆 จะได้คา่เฉลีย่เลขคณิตเทา่กบั 15    แตถ้่าน าทัง้คา่ต า่สดุและคา่สงูสดุออกจาก 𝑆 จะได้คา่เฉลีย่เลขคณิต
เทา่กบั 16    พิจารณาข้อความตอ่ไปนี ้

 (ก) พิสยัของข้อมลูเทา่กบั 96 

 (ข) 𝑛 = 9 

 ข้อใดตอ่ไปนีถ้กูต้อง 
 1. (ก) ถกู และ (ข) ถกู 2. (ก) ถกู แต ่(ข) ผิด 

 3. (ก) ผิด แต ่(ข) ถกู 4. (ก) ผิด และ (ข) ผิด 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

24. ก าหนดให้เส้นตรง 𝐿 เป็นความสมัพนัธ์เชิงฟังก์ชนัระหวา่ง 𝑥 และ 𝑦 ที่ก าหนดในตารางตอ่ไปนี ้โดยที่ 𝑥 เป็นตวัแปร
อิสระ 

 
 

 และให้ (3, 𝑏) เป็นจดุบนเส้นตรง 𝐿 เมื่อ 𝑏 เป็นจ านวนจริง  พิจารณาข้อความตอ่ไปนี ้
 (ก) 𝑏 = 13 
 (ข) ถ้าคา่ของ 𝑥 เพิ่มขึน้ 0.5 แล้วคา่ของ 𝑦 จะเพิ่มขึน้ 1.3 

 ข้อใดตอ่ไปนีถ้กูต้อง 
 1. (ก) ถกู และ (ข) ถกู 2. (ก) ถกู แต ่(ข) ผิด 

 3. (ก) ผิด แต ่(ข) ถกู 4. (ก) ผิด และ (ข) ผิด 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

𝑥 1 2 3 4 5 
𝑦 9 11 𝑏 17 19 
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25. ก าหนดให้  𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛 เป็นจ านวนจริงบวก ข้อมลูชดุที่ 1 คือ  𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛  และ 

  ข้อมลูชดุที่ 2 คือ  2𝑥1 + 1 ,  2𝑥2 + 1 , … , 2𝑥𝑛 + 1 

 พิจารณาข้อความตอ่ไปนี ้
 (ก) สมัประสทิธ์ิของการแปรผนัของข้อมลูชดุท่ี 1 มากกวา่ สมัประสทิธ์ิของการแปรผนัของข้อมลูชดุท่ี 2 

 (ข) สมัประสทิธ์ิพิสยัของข้อมลูชดุท่ี 1 น้อยกวา่ สมัประสทิธ์ิพิสยัของข้อมลูชดุท่ี 2 
 ข้อใดตอ่ไปนีถ้กูต้อง 
 1. (ก) ถกู และ (ข) ถกู 2. (ก) ถกู แต ่(ข) ผิด 

 3. (ก) ผิด แต ่(ข) ถกู 4. (ก) ผิด และ (ข) ผิด 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

26. ก าหนดให้ 𝐴 เป็น 2 × 3 เมทริกซ์   𝐵 เป็น 3 × 2 เมทริกซ์  และ 𝐶 เป็น 2 × 2 เมทริกซ์  โดยที่  𝐴𝐵𝐶 = [
1 6
1 14

] 

 พิจารณาข้อความตอ่ไปนี ้
 (ก) det(𝐴𝐵) − det(𝐵𝐴)  =  0 

 (ข) ถ้า  𝐶 = [
−1 2
1 2

]  แล้ว  𝐶𝐴𝐵 = [
5 7
6 10

] 

 ข้อใดตอ่ไปนีถ้กูต้อง 
 1. (ก) ถกู และ (ข) ถกู 2. (ก) ถกู แต ่(ข) ผิด 

 3. (ก) ผิด แต ่(ข) ถกู 4. (ก) ผิด และ (ข) ผิด 
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27. คะแนนสอบของนกัเรียน 160 คน มีการแจกแจงปกติ โดยมีคา่เฉลีย่เลขคณิตเทา่กบั 60 คะแนน  มีนกัเรียนเพียง 4 
คนทีส่อบได้คะแนนมากกวา่ 84.5 คะแนน นกัเรียนที่สอบได้ 55 คะแนนจะอยูต่ าแหนง่เปอร์เซนไทล์เทา่กบัข้อใด
ตอ่ไปนี ้   เมื่อก าหนดพืน้ทีใ่ต้เส้นโค้งปกติ ระหวา่ง 0 ถึง 𝑧 ดงัตารางตอ่ไปนี ้

 
 
 
 

 1. 19.15 2. 15.54 3. 34.46 4. 30.85 

 
 
 
 
 
 
 
 

28. ข้อมลูชดุหนึง่มี 5 จ านวนที่แตกตา่งกนั โดยที่คา่เฉลีย่ของควอร์ไทล์ที่หนึง่ และควอร์ไทล์ที่สาม เทา่กบัมธัยฐาน  ถ้า
สว่นเบี่ยงเบนเฉลีย่เทา่กบั 2.8 และมธัยฐานเทา่กบั 15  แล้วสว่นเบี่ยงเบนควอร์ไทล์เทา่กบัข้อใดตอ่ไปนี ้

 1. 3.5 2. 5.25 3. 7.5 4. 11.25 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

29. ถ้า  sin
4 𝑥

5
+

cos4 𝑥

7
 = 

1

12
  ส าหรับบาง 𝑥 > 0  แล้วคา่ของ  sin

2(2𝑥)

5
+

cos2(2𝑥)

7
  ตรงกบัข้อใดตอ่ไปนี ้

 1. 1

144
 2. 25

126
 3. 2

9
 4. 1

6
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

𝑍 0.3 0.4 0.5 1.0 1.1 1.96 2.0 

พืน้ท่ี 0.1179 0.1554 0.1915 0.3413 0.3643 0.4750 0.4773 
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30. ก าหนดให้  𝐴, 𝐵, 𝐶 และ 𝐷  เป็นจ านวนจริงบวกที่สอดคล้องกบั 

 𝐵 = 𝐶 + 𝐷  ,    𝐷 = 𝐴 + 𝐶 − 𝐵   และ  𝐴 = 2𝐶 − 𝐵    ข้อใดตอ่ไปนีถ้กูต้อง 
 1. 𝐷 < 𝐴 < 𝐶 < 𝐵 2. 𝐴 < 𝐷 < 𝐶 < 𝐵 

 3. 𝐷 < 𝐶 < 𝐴 < 𝐵 4. 𝐶 < 𝐴 < 𝐷 < 𝐵 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ตอนที่ 2 ข้อ 31 - 45 ข้อละ 8 คะแนน 
31. ให้  𝑆′  แทนคอมพลเีมนท์ของเซต 𝑆  และ 𝑛(𝑆) แทนจ านวนสมาชิกของเซต 𝑆    ให้ 𝐴, 𝐵 และ 𝐶 เป็นสบัเซตของ

เอกภพสมัพทัธ์ 𝒰 โดยที่  𝐴 ∩ 𝐶 = ∅ ,  𝐴 − 𝐵 ≠ ∅ ,  𝐵 − 𝐴 ≠ ∅ ,  𝐵 − 𝐶 ≠ ∅  และ  𝐶 − 𝐵 ≠ ∅ 

ถ้า  𝑛(𝒰) = 20 ,  𝑛(𝐴′) = 12 ,  𝑛(𝐵′) = 9 ,  𝑛(𝐶′) = 15 ,  𝑛((𝐴 − 𝐵) ∪ (𝐵 − 𝐴)) = 11 

และ  𝑛((𝐵 − 𝐶) ∪ (𝐶 − 𝐵)) = 12  แล้ว  𝑛((𝐴 − 𝐵) ∪ (𝐶 − 𝐵)) เทา่กบัเทา่ใด 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

32. ให้  𝐴 = cos 15° + cos87° + cos159° + cos 231° + cos 303° 

 และ  𝐵 = sin (arctan(
15

8
) + arccos(

4

5
)) 

 ถ้า  𝐴 + 𝐵 = 
𝑎

𝑏
   เมื่อ ห.ร.ม. ของ 𝑎 และ 𝑏 เทา่กบั 1 แล้วคา่ของ 𝑎 + 𝑏 เทา่กบัเทา่ใด 
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33. ให้ 𝑧1 และ 𝑧2 เป็นจ านวนเชิงซ้อน โดยที่ |𝑧1| = √2 ,  |𝑧2| = √3  และ  |𝑧1 − 𝑧2| = 1 

 แล้วคา่ของ  |𝑧1 + 𝑧2| เทา่กบัเทา่ใด  เมื่อ |𝑧| เทนคา่สมับรูณ์ของ 𝑧 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

34. ให้ 𝑎 และ 𝑏 เป็นจ านวนจริง โดยที่ 𝑎 > 0 และ 𝑏 > 1    ถ้า  𝑎𝑏 = 𝑏𝑎  และ  𝑏 = 𝑎𝑏3𝑎  แล้ว  20𝑎 + 14𝑏  
เทา่กบัเทา่ใด 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

35. ให้  𝑎  เป็นจ านวนจริงบวก และให้  {𝑏𝑛}  เป็นล าดบัของจ านวนจริง โดยที่  𝑏𝑛 = (𝑎 + 𝑛 − 1)(𝑎 + 𝑛)  ส าหรับ 

𝑛 = 1, 2, 3, …  ถ้า 𝑎 สอดคล้องกบั 
n

lim (
𝑎+1

𝑏1𝑏2
+

𝑎+2

𝑏2𝑏3
+ ⋯+

𝑎+𝑛

𝑏𝑛𝑏𝑛+1
) = 

1

312
  แล้วคา่ของ  𝑎2 + 57  เทา่กบั

เทา่ใด 
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36. ถ้า 𝑥 และ 𝑦 เป็นจ านวนจริงที่สอดคล้องกบั  [|𝑥| 1
2 𝑥 − |𝑦|

] + 2 [
𝑦 3

−1 |𝑦|
] = [

10 + 𝑥 0
7 7 − 𝑦

]
𝑡

 

 แล้วคา่ของ  𝑥 + 𝑦  เทา่กบัเทา่ใด 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

37. ก าหนดให้  𝒰 = {1, 2, 3, 4, 5}   ให้ 𝑆 เป็นเซตของคูอ่นัดบั (𝐴, 𝐵) ทัง้หมด โดยที่จ านวนสมาชิกของเซต 𝐴 ∩ 𝐵 
เทา่กบั 2  เมื่อ 𝐴 และ 𝐵 เป็นสบัเซตของ 𝒰    จ านวนสมาชิกของเซต 𝑆 เทา่กบัเทา่ใด 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

38. ให้ {𝑎𝑛} เป็นล าดบัเลขคณิต โดยที่  𝑎1 = 2  และ  𝑎1 < 𝑎2 < 𝑎3 < …    สมมตุวิา่  𝑎2, 𝑎4, 𝑎8  เรียงกนัเป็น

ล าดบัเรขาคณิต  จงหาคา่ของ 𝑛 ที่ท าให้  (𝑎1−1)3+(𝑎2−1)3+ … +(𝑎𝑛−1)3

𝑎1
3+𝑎2

3+ … +𝑎𝑛
3   =  

391

450
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39. ให้ 𝑆 แทนเซตค าตอบของสมการ  3√2 + 𝑥 − 6√2 − 𝑥 + 4√4 − 𝑥2  =  10 − 3𝑥    ถ้าผลบวกของสมาชิก
ทัง้หมดในเซต 𝑆 เทา่กบั 𝑎

𝑏
  เมื่อ ห.ร.ม. ของ 𝑎 และ 𝑏 เทา่กบั 1  แล้ว  𝑎 + 𝑏  เทา่กบัเทา่ใด 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

40. ก าหนดให้  8 cos(2𝜃) + 8 sec(2𝜃) = 65  เมื่อ  0 < 𝜃 < 90°  คา่ของ  160 sin(
𝜃

2
) sin(

5𝜃

2
)  เทา่กบัเทา่ใด 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

41. ให้ 𝑓 เป็นฟังก์ชนัซึง่มีโดเมนและเรนจ์เป็นสบัเซตของเซตของจ านวนจริง โดยที่  𝑓(2𝑥 − 1) = 4𝑥2 − 10𝑥 + 𝑎  

เมื่อ 𝑎 เป็นจ านวนจริง และ 𝑓(0) = 12  คา่ของ  
4

1

 𝑓(𝑥) 𝑑𝑥  เทา่กบัเทา่ใด 
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42. ให้  ℝ  แทนเซตของจ านวนจริง    ให้ 𝑓 : ℝ → ℝ  เป็นฟังก์ชนัหนึง่ตอ่หนึง่  และ  𝑔 : ℝ → ℝ  เป็นฟังก์ชนั 
โดยที่  𝑔(𝑥) = 2𝑓(𝑥) + 5  ส าหรับทกุจ านวนจริง 𝑥 
ถ้า 𝑎 เป็นจ านวนจริงที่  (𝑓 ∘ 𝑔−1)(1 + 𝑎) = (𝑔 ∘ 𝑓−1)(1 + 𝑎)  แล้วคา่ของ 𝑎2 เทา่กบัเทา่ใด 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

43. ให้ 𝐴 แทนเซตค าตอบของสมการ  (4𝑥 + 2𝑥 − 6)3 = (2𝑥 − 4)3 + (4𝑥 − 2)3  ผลบวกของสมาชิกทัง้หมดใน
เซต 𝐴 เทา่กบัเทา่ใด 
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44. ให้ ℝ แทนเซตของจ านวนจริง  ให้ 𝑓 : ℝ → ℝ  ,   𝑔 : ℝ → ℝ  และ  𝑠 : ℝ → ℝ  เป็นฟังก์ชนั โดยที ่
  𝑓(𝑥) = 𝑥 + 1  ส าหรับทกุ 𝑥 ∈ ℝ        𝑔(𝑓(𝑥)) = 𝑥2 + 2𝑥 − 1  ส าหรับทกุ 𝑥 ∈ ℝ 

 และ  𝑠(𝑥) = 
0

lim
h

(𝑔(𝑥+ℎ))
2
−(𝑔(𝑥))

2

ℎ
  ส าหรับทกุ 𝑥 ∈ ℝ    คา่ของ  (𝑠𝑔)(1)  เทา่กบัเทา่ใด 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

45. ให้  𝐴 = {0, 1, 2, …}    ก าหนดให้  𝑎(𝑛,𝑚) ∈ 𝐴  ส าหรับทกุ 𝑛,𝑚 ∈ 𝐴  โดยที ่
 (ก) 𝑎(𝑛, 0) = 𝑛 + 1    ส าหรับทกุ 𝑛 ∈ 𝐴 

 (ข) 𝑎(0,𝑚) = 𝑎(1,𝑚 − 1)  ส าหรับทกุ 𝑚 ∈ 𝐴 − {0} 

 (ค) 𝑎(𝑛 + 1,𝑚 + 1) = 𝑎(𝑎(𝑛,𝑚 + 1),𝑚)  ส าหรับทกุ 𝑛,𝑚 ∈ 𝐴 

 ถ้า  𝑥 ∈ 𝐴  และ  𝑎(𝑥, 2) = 2557  แล้วคา่ของ 𝑥 เทา่กบัเทา่ใด 
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เฉลย 

1. 3 11. 1 21. 3 31. 7 41. 34.5 
2.  3 12. 4 22. 4 32. 169 42. 36 
3.  2 13. 2 23. 4 33. 3 43. 3.5 
4.  3 14. 4 24. 3 34. 66 44. 4 
5.  2 15. 4 25. 4 35. 201 45. 1277 
6.  2 16. 3 26. 4 36. 3 
7.  1 17. 1 27. 3 37. 270 
8.  4 18. 1 28. 1 38. 14 
9.  2 19. 4 29. 2 39. 11 
10.  3 20. 2 30. 1 40. 55 
 

แนวคิด 

1. 3 
จะไลแ่ทนแตล่ะข้อดก็ูได้  หรืออีกวิธีคือ สงัเกตวา่ 4 แถวลา่งของตารางที่ 𝑝 เป็น F จะได้ช่องผลลพัธ์เป็น T 

ดงันัน้  𝑆(𝑝, 𝑞, 𝑟) นา่จะอยูใ่นรูป  ~𝑝 ∨ ____   (เพราะ ~F ∨ ___   ≡  T ∨ ___  จะเป็น T เสมอ) 

และ 4 แถวบน จะได้ผลลพัธ์เหมอืน 𝑞  ดงันัน้  𝑆(𝑝, 𝑞, 𝑟) ≡ ~𝑝 ∨ 𝑞 

ท าแตล่ะข้อให้อยูใ่นรูปอยา่งงา่ย จะได้ตรงกบัข้อ 3 

1. 
 
 
 
 

2. 
 
 
 
 
 
 

3.   4. 
 
 
 
 

2. 3 

ก. ∃𝑥∀𝑦  เป็นจริงเมื่อ มี 𝑥 หนึง่คา่ ท่ีคูก่บั 𝑦 ได้ทกุตวั 

สงัเกตวา่ ถ้า 𝑦 = 𝑥  ประโยคนีจ้ะกลายเป็น  0 < 0  ซึง่ไมจ่ริง  ดงันัน้ 𝑥 จะคูก่บั 𝑦 ไมไ่ด้ทกุตวั 

(เช่น 𝑥 = 0.2 จะคูก่บั 𝑦 = 0.2 ไมไ่ด้ ,  𝑥 = 0.7 จะคูก่บั 𝑦 = 0.7 ไมไ่ด้)  →  ก. ผิด 
 

ข. จะเห็นวา่ อสมการเป็นบวกทัง้สองฝ่ัง (เพราะเอกภาพสมัพทัธ์คอื (0, 1) บงัคบัใช้กบัทัง้ 𝑥 และ 𝑦  ซึง่จะท าให้ 1 − 𝑥𝑦 
เป็นบวก) ดงันัน้ จะสามารถยกก าลงัสองทัง้สองข้างเพื่อก าจดัเคร่ืองหมายคา่สมับรูณ์ได้  
 
 
 

กระจาย ~𝑞 ∨ 

เข้าไปในวงเลบ็ 

≡ ~𝑞 ∨ 𝑝 ∨ (𝑞 ∧ 𝑟) 
≡ 𝑝 ∨ [(~𝑞 ∨ 𝑞) ∧ (~𝑞 ∨ 𝑟)] 
≡ 𝑝 ∨ [         T       ∧ (~𝑞 ∨ 𝑟)] 
≡ 𝑝 ∨             (~𝑞 ∨ 𝑟) 

≡ ~(~𝑞 ∨ 𝑝) ∨ (~𝑝 ∨ ~𝑟) 
≡ (𝑞 ∧ ~𝑝) ∨ ~𝑝 ∨ ~𝑟 
≡ (𝑞 ∧ ~𝑝) ∨ (T ∧ ~𝑝) ∨ ~𝑟  
≡ [     (𝑞 ∨ T)      ∧ ~𝑝] ∨ ~𝑟 
≡ [          T            ∧ ~𝑝] ∨ ~𝑟 
≡                                 ~𝑝  ∨ ~𝑟 

เปลี่ยน  ~𝑝  เป็น  T ∧ ~𝑝 

เพ่ือดงึตวัร่วม ก าจดั 𝑞 หรือจะใช้สตูร 𝑝 ∧ (𝑝 ∨ 𝑞) ≡ 𝑝 

  𝑝 ∨ (𝑝 ∧ 𝑞) ≡ 𝑝 

ใช้สตูรลา่ง จะท าจากบรรทดั 2 ไปบรรทดัสดุท้ายเลยได้ 

≡ ~(𝑝 ∧ ~𝑞) ∨ (𝑞 ∧ 𝑟) 
≡   ~𝑝 ∨ 𝑞    ∨ (𝑞 ∧ 𝑟) 
≡   ~𝑝 ∨        𝑞 

≡ ~(𝑝 ∧ ~𝑞) ∨ (𝑝 → ~𝑟) 
≡    ~𝑝 ∨ 𝑞    ∨ (~𝑝 ∨ ~𝑟) 
≡    ~𝑝 ∨ 𝑞 ∨ ~𝑟 

คราวนีข้อใช้สตูรในกรอบสี่เหลี่ยม (สตูรลา่ง) 
(หรือจะเปลี่ยน 𝑞 เป็น 𝑞 ∧ T 

แล้วดงึตวัร่วม 𝑞 ∧  แบบข้อ 2 ก็ได้) 

|𝑥 − 𝑦|2 <  (1 − 𝑥𝑦)2 
(𝑥 − 𝑦)2 <  (1 − 𝑥𝑦)2 
(𝑥 − 𝑦)2 − (1 − 𝑥𝑦)2 <  0 
(𝑥 − 𝑦 + 1 − 𝑥𝑦)(𝑥 − 𝑦 − 1 + 𝑥𝑦) <  0 

ไมต้่องกระจาย แตใ่ห้ย้ายข้าง 
แล้วเข้าสตูร น2 − ล2 = (น + ล)(น − ล) 
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3. 2 

ก.  จากกฎของ sin จะได้  𝑎

sin𝐴
 = 

𝑏

sin𝐵
 = 

𝑐

sin𝐶
  แทน  𝐴 = 3𝐵 และ 𝑎 = 2𝑏  ในคูแ่รก จะได้  2𝑏

sin3𝐵
 = 

𝑏

sin𝐵
 

จากสตูรมมุ 3 เทา่ จะได้  2𝑏

3 sin𝐵−4 sin3 𝐵
 = 

𝑏

sin𝐵
   ตดั 𝑏 กบั sin𝐵 ตลอดทัง้สองฝ่ัง เหลอื  2

3−4sin2 𝐵
 = 1 

แก้สมการ จะได้   
 
 
 

แต ่𝐵 = 150° ไมไ่ด้ เพราะจะท าให้ 𝐴 = 3(150°) เกิน 180°  →  𝐵 = 30° ,  𝐴 = 3(30°) = 90°  →  ก. ถกู 
 

ข.  วาดรูปได้ ดงันัน้  𝑘 = 
𝑎

𝑐
 = sec 30° = 

2

√3
  ลองแทนในสมการในข้อ ข. 

 จะได้  3 (
8

3√3
) − 9 (

4

3
) −

2

√3
+ 3  =  

8

√3
− 12 −

2

√3
+ 3  ≠ 0  →  ข. ผิด 

 

4. 3 

ข้อนีต้้องระวงัค าวา่ “หารด้วย” →  𝑎 หารด้วย 𝑏 ลงตวั คือ 𝑎 เป็นตวัตัง้  (แต ่𝑎 หาร 𝑏 ลงตวั คือ 𝑏 เป็นตวัตัง้) 
𝑎R𝑏  ก็คือ  𝑏 | 𝑎  นัน่เอง ดงันัน้ ก. และ ข. เปลีย่นเป็นสญัลกัษณ์ที่เราคุ้นเคยได้เป็น 

ก.  ถ้า 𝑦 | 𝑥 และ 𝑧 | 𝑦  แล้ว  (𝑦 + 𝑧) | 𝑥 

จะเห็นวา่ผิด เช่น ถ้า 𝑥= 𝑦 = 𝑧 = 1  จะได้  1 | 1 และ 1 | 1 แต ่ 2 ∤ 1  →  ก. ผิด 
ข.  ถ้า  𝑥 | 𝑤  และ  𝑧 | 𝑦  แล้ว  𝑥𝑧 | 𝑤𝑦  ข้อนี ้ตรงตามสมบตัิของการหารลงตวั  →  ข. ถกู 
(หรือพิสจูน์โดยให้  𝑤 = 𝑚𝑥 ,  𝑦 = 𝑛𝑧  คณูกนัได้  𝑤𝑦 = (𝑚𝑛)(𝑥𝑧)  →  𝑥𝑧 | 𝑤𝑦  ก็ได้) 
 

5. 2 
เปลีย่น 4 เป็น 22 แล้วโยนเลขชีก้ าลงัไปหน้า log จะได้  2 log𝑎 2 + 2 log𝑏 2 = 9 log𝑎𝑏 2 
คณูตลอดด้วย log2 𝑎𝑏 : 
 
 
 
 

log𝑎 𝑏 กบั log𝑏 𝑎 เป็นสว่นกลบักนั ดงันัน้ ถ้าให้ log𝑎 𝑏 = 𝑘  จะได้ log𝑏 𝑎 = 
1

𝑘
 

ดงันัน้ สมการจะกลายเป็น 
 
 
 
 
 

โจทย์ถาม  log𝑎(𝑎𝑏5) + log𝑏 (
𝑎2

√𝑏
) = log𝑎 𝑎 + log𝑎 𝑏5 + log𝑏 𝑎2 − log𝑏 √𝑏 

 =       1    + 5 log𝑎 𝑏 + 2 log𝑏 𝑎 −
1

2
 

เนื่องจาก  𝑥, 𝑦 ∈ (0, 1)  → 

(2 log𝑎 2)(log2 𝑎𝑏) + (2 log𝑏 2)(log2 𝑎𝑏) =  (9 log𝑎𝑏 2)(log2 𝑎𝑏) 
           2 log𝑎 𝑎𝑏          +        2log𝑏 𝑎𝑏 =    9 
 2(log𝑎 𝑎 + log𝑎 𝑏)  + 2(log𝑏 𝑎 + log𝑏 𝑏) =    9 
 2(     1     + log𝑎 𝑏)  + 2(log𝑏 𝑎 +      1    ) =    9 

                    2 log𝑎 𝑏   + 2 log𝑏 𝑎 – 5 =    0 

2𝑘 +
2

𝑘
− 5 = 0 

2𝑘2 + 2 − 5𝑘 = 0 
2𝑘2 − 5𝑘 + 2 = 0 
(2𝑘 − 1)(𝑘 − 2) = 0 

     𝑘 = 
1

2
 ,  2    →  log𝑎 𝑏 = 

1

2
 ,  2 

(𝑥 + 1 − 𝑦 − 𝑥𝑦)(𝑥 − 1 − 𝑦 + 𝑥𝑦) <  0 

(𝑥 + 1 − 𝑦(1 + 𝑥))(𝑥 − 1 + 𝑦(−1 + 𝑥)) <  0 

    (𝑥 + 1)(1 − 𝑦)         (𝑥 − 1)(1 + 𝑦) <  0 

    (   +    )(   +    )         (   −    )(   +    )   →  เป็น ลบ  < 0  จริง  →  ข. ถกู 

  2  = 3 − 4 sin2 𝐵 

  
1

4
  = sin2 𝐵 

±
1

2
 = sin𝐵 

แตม่มุใน ∆ อยูใ่นช่วง 0° ถึง 180°  →  sin เป็นบวก 

ได้ sin 𝐵 = 
1

2
  →  𝐵 = 30° ,  150° 

𝐴  𝐵  

𝐶  

30°  

𝑏  
𝑎  

𝑐  
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แทนคา่หาตวัมาก →  ถ้า log𝑎 𝑏 = 
1

2
 จะได้  log𝑏 𝑎 = 2  →  แทนได้   1 + 5(

1

2
) + 2(2) −

1

2
 

 →  ถ้า log𝑎 𝑏 = 2 จะได้  log𝑏 𝑎 = 
1

2
  →  แทนได้   1 + 5(2) + 2(

1

2
) −

1

2
    →  มากกวา่ 

จะได้คา่มากสดุ  =  1 + 5(2) + 2(
1

2
) −

1

2
  =  1 + 10 + 1 – 0.5  =  11.5 

 

6. 2 

= 
(−2sin25° sin85°) sin35°

−2sin75°
 

= 
[cos110°−cos(−60°)] sin35°

−2sin75°
 

= 
[cos110°−       

1

2
            ] sin35°

−2sin75°
 

= 
cos110° sin35° − 

1

2
sin35°

−2sin75°
 

= 
2cos110° sin35° − sin35°

−4 sin75°
 

= 
sin145°−sin75° − sin35°

−4 sin75°
 

=             
−sin75°

−4sin75°
 

=                    
1

4
 

1.  tan 15° เป็นคา่ติดรูทไมล่งตวั ≠ 
1

4
 แนน่อน 

2. 3. 
 
 
 
 
 
 
 
 

4.  = sec 60° = 2 

 
 

7. 1 

เส้นตรง 𝑦 = 1 เป็นเส้นแนวนอน มีความชนั = 0  →  ความชนั 𝑦 = 𝑓(𝑥) ที่ 𝑥 = 1 ต้องเป็น 0 ด้วย  →  𝑓′(1) = 0 

จาก 𝑓(𝑥) = 𝑎𝑥 +
𝑏

𝑥
 = 𝑎𝑥 + 𝑏𝑥−1  →  ดิฟได้  𝑓′(𝑥) = 𝑎 − 𝑏𝑥−2  ดงันัน้ 

𝑦 = 𝑓(𝑥) ผา่นจดุ (1, 1) แสดงวา่ แทน (1, 1) แล้วสมการต้องเป็นจริง 
จะได้ แก้ (1) กบั (2)  บวกสองสมการ 𝑏 จะตดักนัได้ เหลอื 
 

 แทนใน (1) จะได้ 𝑏 = 
1

2
  ด้วย  

ก.  หาคา่สงูสดุสมัพทัธ์ ต้องแก้ 𝑓′(𝑥) = 0  →  𝑓′(𝑥)  =  𝑎 − 𝑏𝑥−2  =   

 
 

หาวา่สงูหรือต ่า ต้องดวูา่ 𝑓′′(𝑥) < 0 มัย้  →  𝑓′′(𝑥) = 0 + 2𝑏𝑥−3 = 2 (
1

2
) 𝑥−3  = 𝑥−3 

จะเห็นวา่ 𝑓′′(1) = 1−3 = 1 →  > 0  →  ต ่าสดุสมัพทัธ์ 

 𝑓′′(−1) = (−1)−3 = −1 →  < 0  →  สงูสดุสมัพทัธ์    →  ก. ถกู 

sin(𝐴 + 𝐵) + sin(𝐴 − 𝐵) =    2 sin 𝐴 cos𝐵 
sin(𝐴 + 𝐵) − sin(𝐴 − 𝐵) =    2 cos𝐴 sin𝐵 
cos(𝐴 + 𝐵) + cos(𝐴 − 𝐵) =    2 cos𝐴 cos 𝐵 
cos(𝐴 + 𝐵) − cos(𝐴 − 𝐵) = −2 sin 𝐴 sin𝐵 

คณู −2 บนลา่งให้เข้าสตูร 

คณู 2 บนลา่งให้เข้าสตูร 

sin 145° =  sin 35° 

เพราะมมุรวมกนัได้ 180°  

= 
−2sin15° sin75°

−2
 

= 
cos90°−cos(−60°)

−2
 

= 
0−

1

2

−2
    = 

1

4
  →  ถกู 

= 
(2 cos20° cos40°) cos80°

2
 

= 
[cos60°+cos(−20°)] cos80°

2
 

= 
[     

1

2
        +   cos20°] cos80°

2
 

= 
1

2
cos80° + cos20° cos80°

2
 

= 
cos80° + 2cos20° cos80°

4
 

= 
cos80° + cos100°+cos(−60°) 

4
  =  

cos(−60°)

4
  =  

1

2

4
  =  

1

8
 

cos(−𝜃) = cos 𝜃 

cos 80° กบั cos 100° เป็นลบซึง่ 
กนัและกนั จะตดักนัได้ 

𝑎 − 𝑏(1−2) = 0 
𝑎 − 𝑏 = 0   …(1) 

1 = 𝑎(1) +
𝑏

1
   

1 = 𝑎     + 𝑏    …(2) 

2𝑎 = 1 

  𝑎 =  
1

2
 

1

2
−

1

2
𝑥−2 =  0 

          𝑥−2 =  1 
          𝑥 = ±1 
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ข.  หา 
1

lim
x

→  เทคนิคคือ จะลองแทน 𝑥 = 1 ลงไปดกู่อน ถ้าหาคา่ได้ ( ≠ 
0

0
 ) ก็ไมต้่องจดัรูป 

(𝑓 ∘ 𝑓)(1)  =  𝑓(𝑓(1))  =  𝑓 (
1

2
(1) +

1

2
(1−1))  =  𝑓(1)  =  

1

2
(1) +

1

2
(1−1)  =  1  ไมอ่ยูใ่นรูป 0

0
 

ดงันัน้  
1

lim
x

(𝑓 ∘ 𝑓)(𝑥)  = 1  ได้เลย 

และ  𝑓(2𝑎2 + 2𝑏2)  =  𝑓 (2 (
1

2
)
2
+ 2(

1

2
)
2
)  =  𝑓 (

1

2
+

1

2
)  =  𝑓(1)  เทา่กนั  →  ข. ถกู 

 

8. 4 

จ านวนแบบทัง้หมด :  เลอืก 4 ตวัจาก 𝑆 ได้  (15
4
) = 

15∙14∙13∙12

4∙3∙2
 = 15 ∙ 7 ∙ 13 

จ านวนแบบที่โจทย์ต้องการ :  จะได้ 4 ตวัใน 𝐴 ต้องอยูใ่นรูป  𝑎1 ,  𝑎1 + 𝑑 ,  𝑎1 + 2𝑑 ,  𝑎1 + 3𝑑  โดยมีเง่ือนไขคือ  
𝑎1 และ 𝑑 ต้องเป็นจ านวนเต็มบวก และตวัสดุท้าย  𝑎1 + 3𝑑  ต้องไมเ่กิน 15   นัน่คือ  𝑎1 + 3𝑑  ≤  15 

 กรณี 𝑑 = 1 :  จะได้  𝑎1 + 3(1) ≤ 15  →  𝑎1 ≤ 12 →  𝑎1 = 1, 2, … , 12 ทัง้หมด 12 แบบ 

 กรณี 𝑑 = 2 :  จะได้  𝑎1 + 3(2) ≤ 15  →  𝑎1 ≤   9 →  𝑎1 = 1, 2, … , 9 ทัง้หมด 9 แบบ 

 กรณี 𝑑 = 3 :  จะได้  𝑎1 + 3(3) ≤ 15  →  𝑎1 ≤   6 →  𝑎1 = 1, 2, … , 6 ทัง้หมด 6 แบบ 

 กรณี 𝑑 = 4 :  จะได้  𝑎1 + 3(4) ≤ 15  →  𝑎1 ≤   3 →  𝑎1 = 1, 2, 3 ทัง้หมด 3 แบบ 

 กรณี 𝑑 = 5 :  จะได้  𝑎1 + 3(5) ≤ 15  →  𝑎1 ≤   0 เป็นไปไมไ่ด้ เพราะ 𝑎1 ต้องเป็นจ านวนเตม็บวก 

 จะเห็นวา่ ถ้า 𝑑 > 5 จะหา 𝑎1 ที่สอดคล้องกบัเง่ือนไขไมไ่ด้แล้ว 

รวมทกุกรณี จะได้จ านวนแบบ = 12 + 9 + 6 + 3 = 30  →  ความนา่จะเป็น  =  
30

15∙7∙13
  =  

2

7∙13
  =  

2

91
 

 

9. 2 
ให้  𝑧 = 𝑥 + 𝑦i  จะได้  |𝑧| = √𝑥2 + 𝑦2  และ  𝑧̅ = 𝑥 − 𝑦i  แทนในสมการ แล้วจบักลุม่จ านวนจริง กบัจ านวนจินต
ภาพ จะได้ 

 
 
 

เทียบสว่นจริง = สว่นจริง และ สว่นจินตภาพ = สว่นจินตภาพ  จะได้  √𝑥2 + 𝑦2 − 𝑥 = 3    และ 

แทน 𝑦 = 9  จะได้   
 
 
 
 

จะได้  |𝑧̅|2  = |12 − 9i|2  =  √122 + 92
2

  =  144 + 81  =  225 

 

10. 3 
จดัรูปไฮเพอร์โบลา : 
 
 
 
 
 
 
 

√𝑥2 + 𝑦2 + 2(𝑥 − 𝑦i) − 3(𝑥 + 𝑦i)  =  3 − 45i 

√𝑥2 + 𝑦2 + 2𝑥 − 2𝑦i − 3𝑥 − 3𝑦i  =  3 − 45i 

(√𝑥2 + 𝑦2 − 𝑥) − 5𝑦i =  3 − 45i 

5𝑦 =  45 
  𝑦 =    9 

√𝑥2 + 92 − 𝑥 =  3 

√𝑥2 + 92 =  𝑥 + 3 
  𝑥2 + 81 =  𝑥2 + 6𝑥 + 9 
            72 =            6𝑥 
            12 =              𝑥 

อยา่ลืมตรวจค าตอบด้วย ‼ 

เพราะมีการยกก าลงัสองทัง้สองข้าง 

𝑦2 − 2(𝑥2 − 4𝑥) =  6 
𝑦2 − 2(𝑥2 − 4𝑥 + 4) =  6 − 2(4) 
𝑦2 − 2(𝑥 − 2)2 =   −2 
𝑦2

−2
−

2(𝑥−2)2

−2
 =      1 

(𝑥−2)2

1
−

𝑦2

2
 =      1 

หาสมการเส้นก ากบั ให้เปลีย่น 1 ทางขวาเป็น 0 

จะได้สมการเส้นก ากบัคือ  (𝑥−2)2

1
−

𝑦2

2
  =  0 
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วาดทัง้ 4 จดุ จะได้วงรีแนวนอนดงัรูป  และจะได้จดุศนูย์กลาง (2, √2)  และ  𝑎 = 𝑂𝑄 = √2  ,   𝑐 = 𝑂𝐵 = 1 

 และจะได้   𝑏 = √𝑎2 − 𝑐2 = √2 − 1 = 1 

 ดงันัน้ สมการวงรีคือ   
(𝑥−2)2

√2
2 +

(𝑦−√2)
2

12  =  1 
 
 
 
 
 

11. 1 

ให้วงกลมมี ศก อยูท่ี่ (𝑎, 𝑏) เนื่องจาก ศก อยูใ่นควอดรันต์ 1 ดงันัน้ 𝑎 > 0 และ 𝑏 > 0 

เนื่องจากวงกลมสมัผสัแกน 𝑦  ดงันัน้ วงกลมจะมีรัศมี 𝑟 ยาวเทา่กบั 𝑎 ดงัรูป 
ดงันัน้ สมการวงกลม จะอยูใ่นรูป  (𝑥 − 𝑎)2 + (𝑦 − 𝑏)2 = 𝑎2 

 
 

เทียบกบั  𝑥2 + 𝑦2 + 𝐷𝑥 + 𝐸𝑦 + 𝐹 = 0  จะได้  𝐷 = −2𝑎 ,  𝐸 = −2𝑏  และ  𝐹 = 𝑏2   …(1) 

เนื่องจาก 𝑎 เป็นบวก จะได้ 𝐷 เป็นลบ  ดงันัน้ พาราโบลา 𝐷𝑥 = 𝑦2 + 𝐸𝑦 + 𝐹  เป็นพาราโบลาแบบเปิดซ้าย (เพราะ
ก าลงัสองอยูท่ี่ 𝑦 และ 𝐷 เป็นลบ) จะได้รูปสมการคือ  (𝑦 − 𝑘)2 = −4𝑐(𝑥 − ℎ) 
โจทย์ให้ระยะโฟกสั 𝑐 = 1  แทนแล้วจดัในรูป 𝐷𝑥 = 𝑦2 + 𝐸𝑦 + 𝐹 จะได้ 
 
 

เทียบกบั  𝐷𝑥 = 𝑦2 + 𝐸𝑦 + 𝐹  จะได้  𝐷 = −4 ,  𝐸 = −2𝑘  และ  𝐹 = 𝑘2 − 4ℎ   …(2) 

พาราโบลาผา่น (−4, −1)  ดงันัน้ต้องแทนในสมการพาราโบลาแล้วเป็นจริง  →  𝐷(−4) = (−1)2 + 𝐸(−1) + 𝐹 

แทน 𝐷 = −4 จาก (2)  แทน 𝐸 = −2𝑏 ,  𝐹 = 𝑏2  จาก (1) จะได้  (−4)(−4) = (−1)2 + (−2𝑏)(−1) + 𝑏2 

 
 
 

แต ่𝑏 เป็นบวก ดงันัน้  𝑏 = 3  แทนใน (1) จะได้ 𝐸 = −6 ,  𝐹 = 9 
ก.  𝐷2 + 𝐸2 + 𝐹2  =  (−4)2 + (−6)2 + 92  =  16 + 36 + 81  =  133  →  ถกู 
ข.  วงกลม จะสมัผสัเส้นตรง เมื่อ ระยะจาก ศก ไปเส้นตรง = รัศมี 
จาก (1) :  𝐷 = −2𝑎  จะได้  −4 = −2𝑎  →  𝑎 = 2  ดงันัน้ ศก  (𝑎, 𝑏) = (2, 3)  และรัศมี = 𝑎 = 2 

จากสตูรระยะหา่งจากจดุ (𝑎, 𝑏) ไปเส้นตรง  𝐴𝑥 + 𝐵𝑦 + 𝐶 = 0  เทา่กบั |𝐴𝑎+𝐵𝑏+𝐶|

√𝐴2+𝐵2
 

จะได้ ระยะหา่งจาก (2, 3) ไปเส้นตรง 4𝑥 + 3𝑦 − 7 = 0 เทา่กบั |4(2)+3(3)−7|

√42+32
 = 

10

5
 = 2 = รัศมี  →  ถกู 

 

หาจดุตดัเส้นตรง กบั เส้นก ากบั 

แทน 𝑦 = √2 ในสมการเส้นก ากบั 

 
(𝑥−2)2

1
−

√2
2

2
 =   0 

 (𝑥 − 2)2 − 1 =   0 
 (𝑥 − 2)2 =   1 
   𝑥 − 2 =  1 ,  −1 
   𝑥 =  3 ,   1 

หาจดุตดัเส้นตรง กบั ไฮเพอร์โบลา 

แทน 𝑦 = √2 ในสมการไฮเพอร์โบลา 

 
(𝑥−2)2

1
−

√2
2

2
 =   1 

 (𝑥 − 2)2 − 1 =   1 
 (𝑥 − 2)2 =   2 

   𝑥 − 2 =  √2 ,  −√2 

   𝑥 =  2 + √2 ,   2 − √2 

1(𝑥2 − 4𝑥 + 4) + 2(𝑦2 − 2√2𝑦 + 2) =  2 

𝑥2 + 2𝑦2 − 4𝑥 − 4√2𝑦 + 6 =  0 
𝑥 = 2−√2 

𝑦 = √2 

𝑥 = 2+√2 

𝑥 = 1 𝑥 = 3 

𝑥 = 2 

𝐴  𝐵  

𝑃  𝑄  𝑂  

𝑎  
(𝑎,𝑏) 

𝑥2 − 2𝑎𝑥 + 𝑎2 + 𝑦2 − 2𝑏𝑦 + 𝑏2 =  𝑎2 
𝑥2 + 𝑦2 − 2𝑎𝑥 − 2𝑏𝑦 + 𝑏2 =  0 

𝑦2 − 2𝑘𝑦 + 𝑘2 = −4𝑥 + 4ℎ 
𝑦2 − 2𝑘𝑦 + 𝑘2 − 4ℎ = −4𝑥 
−4𝑥  =  𝑦2 − 2𝑘𝑦 + 𝑘2 − 4ℎ 

16 =  1 + 2𝑏 + 𝑏2 
  0 =  𝑏2 + 2𝑏 − 15 
  0 =  (𝑏 + 5)(𝑏 − 3) 
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12. 4 
 �̅� =  𝐶𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗  =  𝐶𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗  =  −�̅� − �̅�  
 ดงันัน้  (2�̅� − �̅�) ∙ �̅�  =  (2�̅� − �̅�) ∙ (−�̅� − �̅�) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

13. 2 

หา 𝐴 : 

 
 
 
 

จะได้สว่นท่ีซ้อนทบักนั คือ  [− 3

2
, 1] ∩ [−1, 5] = [−1, 1]  ดงันัน้ ถ้า เอกภพสมัพทัธ์ 𝐴 อยูภ่ายในช่วง [−1, 1]  ก็จะ

ท าให้ประพจน์อนัแรกจริงได้  →  สงัเกตวา่ 𝐴 ไมจ่ าเป็นต้องเทา่กบั [−1, 1]  แค ่ 𝐴 ⊂ [−1, 1] ก็พอ 

แต ่ถ้าคดิให้ 𝐴 ⊂ [−1, 1] ข้อนีจ้ะไมม่ีค าตอบ ดงันัน้ คนออกข้อสอบนา่จะตัง้ใจให้  𝐴 = [−1, 1]  ซึง่ในกรณีนี ้ควรแก้
ข้อความในโจทย์เป็น “ให้ 𝐴 เป็นเอกภพสมัพทัธ์ที่ใหญ่ที่สดุ ที่ท าให้ประพจน์  ∀𝑥 [2𝑥2 + 𝑥 …  เป็นจริง” 
หา 𝐵 : 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ก. 𝐴 ⊂ 𝐵  ผิด เพราะ 𝐴 มี 0 แต ่𝐵 ไมม่ี  →  ผิด 
ข. 𝐴 − 𝐵 = {0, 1}  มี 2 ตวั →  ถกู 

ค. (𝐴 − 𝐵) ∪ (𝐵 − 𝐴)  =  {0, 1} ∪ (−6, −1)  →  ผิด 

ง. (−6, 0) ⊂ (𝐵 − 𝐴) = (−6, −1)  →  ผิด 
 

14. 4 
 
 
 
 
 

การ dot กระจายในการบวกลบเวกเตอร์ได้ 

𝐴  𝐵  

𝐶  

60° 
�̅�  

�̅�  �̅�  

�̅� ∙ �̅� = �̅� ∙ �̅� 
�̅� ∙ �̅� =  |�̅�|2 

=  −2�̅� ∙ �̅� − 2�̅� ∙ �̅� + �̅� ∙ �̅� + �̅� ∙ �̅� 
=  −�̅� ∙ �̅�     − 2|�̅�|2 + |�̅�|2 
=  −|�̅�||�̅�| cos 120° − 2|�̅�|2 + |�̅�|2 

�̅� ∙ �̅�  =  |�̅�||�̅�| cos 𝜃  
เม่ือ 𝜃 เป็นมมุที่ �̅� ท ากบั �̅� 

แบบหวัตอ่หวั (หรือหางตอ่หาง) 

𝐵  

𝐶  

60° 

�̅�  

�̅�  

�̅�  

120° 

=  −(5)(12) (−
1

2
) − 2(52) + 122 

=                30           −   50 + 144 
=                           124 

6𝑥−2 − 5𝑥−1 − 1 > 0 

    
6

𝑥2 −
5

𝑥
− 1 > 0 

      
6−5𝑥−𝑥2

𝑥2  > 0 

    
−𝑥2−5𝑥+6

𝑥2  > 0 

      
𝑥2+5𝑥−6

𝑥2  < 0 

   
(𝑥+6)(𝑥−1)

𝑥2  < 0 

จะได้  𝐵 = (−6, 0) ∪ (0, 1) 

ไมค่วรคณู 𝑥2 ตลอด เพราะจะพลาดกรณีที่ 𝑥 = 0 

คณู – ตลอด ต้องเปลี่ยน  >  เป็น  < 

   2𝑥2 + 𝑥 − 3 ≤  0 
(2𝑥 + 3)(𝑥 − 1) ≤  0 

      |𝑥 − 2|   ≤  3 
−3 ≤   𝑥 − 2 ≤  3 
−1 ≤   𝑥 ≤  5 
         𝑥 ∈ [−1, 5] 𝑥 ∈ [−

3

2
, 1] 

และ 

∩ 

−
3

2
  1 

+     −     + 

−6  0 

+     −      −      + 

1 

วงเล็บก าลงัคู ่ใช้เคร่ืองหมายเดิม 

−6  −1 0 1 

𝐴  

𝐵  

log2(𝑥 − 2𝑦)2 +
1

−1
log2 𝑥 +

1

−1
log2 𝑦 =  0 

log2(𝑥 − 2𝑦)2 − log2 𝑥 − log2 𝑦 =  0 

log2
(𝑥−2𝑦)2

𝑥𝑦
 =  0 

         
(𝑥−2𝑦)2

𝑥𝑦
 =  1 

(𝑥 − 2𝑦)2 =  𝑥𝑦 
𝑥2 − 4𝑥𝑦 + 4𝑦2 =  𝑥𝑦 
𝑥2 − 5𝑥𝑦 + 4𝑦2 =   0 
(𝑥 − 4𝑦)(𝑥 − 𝑦) =   0 

𝑥 = 4𝑦  หรือ  𝑥 = 𝑦 
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แตห่ลงั log ต้องเป็นบวก และ โจทย์ให้ 𝑥, 𝑦 เป็นบวก ดงันัน้  𝑥 = 𝑦  ใช้ไมไ่ด้ เพราะจะท าให้  𝑥 − 2𝑦  หลงั log ตวัแรก

เป็นลบ  →  เหลอื 𝑥 = 4𝑦  →  จะได้  𝑥
𝑦

 = 4  ดงันัน้  (𝑥

𝑦
)
2

 + 1  =  42 + 1  =  17 

 

15. 4 

ทกุตวัเป็นบวก  →  ย้ายข้างแบบคณูหารได้โดยไมต้่องกลบัเคร่ืองหมายมากกวา่น้อยกวา่ 

ก.  𝑎
𝑏

 < 
𝑐

𝑑
  คณูไขว้จะได้  𝑎𝑑 < 𝑏𝑐        ประโยคหลงั   𝑎+𝑥

𝑏
 < 

𝑐+𝑥

𝑑
   คณูไขว้จะได้  𝑎𝑑 + 𝑥𝑑 < 𝑏𝑐 + 𝑏𝑥 

ดงันัน้ ประโยคในข้อ ก. คือ  ถ้า  𝑎𝑑 < 𝑏𝑐  แล้ว  𝑎𝑑 + 𝑥𝑑 < 𝑏𝑐 + 𝑏𝑥  ดงัรูป 
จะเห็นวา่ ถ้า 𝑥𝑑 มากกวา่ 𝑏𝑥 มากๆ ประโยคหลงัจะผิดได้ 

นัน่คือ ถ้าให้ 𝑑 มากกวา่ 𝑏 มากๆ ประโยคนีจ้ะผิด 

เช่น  𝑎 = 1 ,  𝑏 = 2 ,  𝑐 = 11 ,  𝑑 = 20  จะได้  1
2
 < 

11

20
  แต ่ 1+1

2
 < 

11+1

20
  ผิด 

ข.    

 
 

 
 
 

16. 3 
 
 
 
 
 

เราจะหา 𝑔(𝑥) และ 𝑔′(𝑥) มาแทนใน (∗) 

จาก ∫𝑔(𝑥) 𝑑𝑥 = 𝑥2 − 4𝑥 + 𝐶 
 
 

แทน 𝑔(𝑥) และ 𝑔′(𝑥) ที่ได้ ใน (∗) จะได้   𝑓′(2𝑥 − 4) ∙ (2)  =  
𝑥

√𝑥2+5
   …(∗∗) 

จากสมบตัิของอนพุนัธ์ จะได้ ความชนัของ 𝐿 = 𝑓′(0)  →  จาก (∗∗) ต้องเทียบให้ 

 

แทน 𝑥 = 2 ใน (∗∗)  จะได้  𝑓′(0) ∙ (2)  =  
2

√22+5
  =  

2

3
  →  หารด้วย 2 ตลอดได้  𝑓′(0) = 

1

3
 

ดงันัน้ 𝐿 มีความชนั = 1
3
  ดงันัน้ เส้นตรงที่ตัง้ฉากกบั 𝐿 ต้องมีความชนั = −3        (ตัง้ฉากกนั ความชนัคณูกนัได้ −1) 

จะเห็นวา่ ข้อ 3 คือ  𝑦 = −3𝑥 + 5  →  ชนั = −3 

 

17. 1 
ให้ 𝐿1 ตดัแกน 𝑋 และแกน 𝑌 ที่จดุ 𝐴(𝑎, 0) และ 𝐵(0, 𝑏)  จากโจทย์จะได้ 

 

เนื่องจาก (−2, −4) ,  𝐴(𝑎, 0) และ 𝐵(0, 𝑏) อยูบ่นเส้นตรง 𝐿1 เหมือนกนั ดงันัน้ จะใช้จดุไหนมาหาความชนัของ 𝐿1 ก็
ต้องได้ความชนัเทา่กนั  นัน่คือ ความชนัจาก (−2, −4) ไป 𝐴(𝑎, 0)  จะเทา่กบั ความชนัจาก (−2, −4) ไป 𝐵(0, 𝑏) 

จากสตูรความชนั = 
∆𝑦

∆𝑥
  จะได้    

0−(−4)

𝑎−(−2)
  =  

𝑏−(−4)

0−(−2)
 

 
 

𝑎𝑑 <  𝑏𝑐 
 
𝑎𝑑 + 𝑥𝑑 <  𝑏𝑐 + 𝑏𝑥 

           𝑎
𝑏

 <      𝑎+𝑥

𝑏+𝑥
 

𝑎𝑏 + 𝑎𝑥 <  𝑎𝑏 + 𝑏𝑥 
          𝑎𝑥 <            𝑏𝑥 
          𝑎 <            𝑏 

ดงันัน้ ถ้า 𝑎 > 𝑏 ประโยคนีจ้ะผิด 

เช่น ถ้า 𝑎 = 2 ,  𝑏 = 1  จะเห็นวา่  2
1
 < 

2+1

1+1
  ผิด 

𝑔(𝑥) = 2𝑥 − 4 
𝑔′(𝑥) = 2 

ดิฟทัง้สองข้าง  ฝ่ังซ้าย ดิฟจะตดักบัอินทิเกรตได้ 

2𝑥 − 4 =  0 

  𝑥 =  2 

          (𝑓 ∘ 𝑔)(𝑥) = √𝑥2 + 5 

         (𝑓 ∘ 𝑔)′(𝑥) = 
1

2
(𝑥2 + 5)−

1

2(2𝑥) 

𝑓′(𝑔(𝑥)) ∙ 𝑔′(𝑥) =        
𝑥

√𝑥2+5
         …(∗)  

ดิฟด้วยกฎลกูโซ ่
ดิฟฟังก์ชนัคอมโพสิท 

ด้วยกฎลกูโซ ่

𝑎 + 𝑏 = 3 
𝑎 = 3 − 𝑏   …(1) 
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คณูไขว้ จะได้ 

 
 
 
 

แตถ้่า  𝑏 = −3  จะได้ความชนั 𝐿1  =  
−3−(−4)

0−(−2)
  =  

1

2
  ใช้ไมไ่ด้ เพราะโจทย์ให้ความชนั 𝐿1 เป็นจ านวนเตม็ 

ถ้า  𝑏 = 4  จะได้ความชนั 𝐿1  =  
4−(−4)

0−(−2)
  =  

8

2
  =  4  ใช้ได้  และจาก (1) จะได้  𝑎  =  3 − 4  =  −1 

จะได้ 𝐴(−1, 0) และ 𝐵(0, 4) ซึง่จะวาดได้ดงัรูป 

จะได้ พืน้ท่ี ∆𝐴𝐵𝐶  =  
1

2
× 𝐴𝐵 × ℎ   …(∗) 

จะได้  𝐴𝐵  =  √(∆𝑥)2 + (∆𝑦)2  =  √(−1 − 0)2 + (0 − 4)2 =   √17 

และ ℎ  =  ระยะระหวา่ง 𝐿1 กบั 𝐿2  =  
|𝐶1−𝐶2|

√𝐴2+𝐵2
 

(จริงๆข้อนี ้ไมต้่องบอก  𝐶𝐴 = 𝐶𝐵  มาก็ได้) 
𝐿1 ชนั = 4 และตดัแกน 𝑌 ที่ (0, 4)  ดงันัน้ สมการ 𝐿1 คือ  𝑦 = 4𝑥 + 4   →  จดัรูปได้  𝐿1 :  4𝑥 − 𝑦 + 4  =  0 

𝐿2 ขนาน 𝐿1 ดงันัน้ จะชนั = 4 ด้วย  และ 𝐿2 ตดัแกน 𝑌 ที่ (0, −13)  ดงันัน้ สมการ 𝐿2 คือ  𝑦 = 4𝑥 − 13 

 →  จดัรูปได้  𝐿2 :  4𝑥 − 𝑦 − 13  =  0 

จะได้  ℎ = 
|4−(−13)|

√42+(−1)2
 = 

17

√17
  →  แทนคา่ 𝐴𝐵 กบั ℎ ใน (∗) จะได้  ∆𝐴𝐵𝐶  =  

1

2
× √17 ×

17

√17
  =  

17

2
  =  8.5 

 

18. 1 

หาจดุตดัแกน 𝑋 (แทน 𝑦 = 0) และจดุตดัแกน 𝑌 (แทน 𝑥 = 0) 
ของสมการข้อจ ากดั แล้ววาดกราฟหาพืน้ท่ีที่ซ้อนทบักนั จะได้ดงัรูป 

( 𝑥 ≥ 0 ,  𝑦 ≥ 0  คือ เอาเฉพาะบริเวณใน 𝑄1 ) 
 
 
 
 
 
 

หาจดุที่ได้คา่มากสดุ-น้อยสดุโดยการ “เลือ่นเส้นจดุประสงค์” 
 
 
 
 
 
 
 

จะได้ จดุ A ให้คา่ 𝑃1, 𝑃2 มากสดุ และ จดุ B ให้คา่ 𝑃1, 𝑃2 น้อยสดุ 
ถดัมา จะเทยีบวา่ 𝑃1 = 5𝑥 + 2𝑦  กบั  𝑃2 = 4𝑥 + 3𝑦  อนัไหนมากกวา่กนั 

จะเห็นวา่ 𝑃1 มี 𝑥 มากกวา่ 𝑃2 อยู ่ 5 − 4 = 1 ตวั  แต ่𝑃2 ก็มี 𝑦 มากกวา่ 𝑃1 อยู ่ 3 − 2 = 1 ตวัเช่นกนั 
ดงันัน้ ถ้า 𝑥 > 𝑦 จะได้ 𝑃1 > 𝑃2  แตถ้่า  𝑥 < 𝑦 จะได้ 𝑃1 < 𝑃2 
คา่มากสดุ : จดุ A อยูใ่กล้แกน 𝑋 มากกวา่แกน 𝑌 ดงันัน้ จะมีพิกดั 𝑥 > 𝑦  →  𝑃1 > 𝑃2  →  𝑀1 > 𝑀2  → ก. ถกู 
คา่น้อยสดุ : จดุ B อยูบ่นแกน 𝑌 บวก จะมีพิกดั 𝑥 = 0  ดงันัน้  𝑥 < 𝑦  →  𝑃1 < 𝑃2  →  𝑁1 < 𝑁2  → ข. ถกู 

𝐵(0, 4) 

𝐴(–1, 0)  𝐶  

𝐿1  𝐿2  

ℎ  

(4)(2) =  (𝑏 + 4)(𝑎 + 2) 
     8 =  (𝑏 + 4)(3 − 𝑏 + 2) 
     8 =  (𝑏 + 4)(5 − 𝑏) 
     8 =  5𝑏 − 𝑏2 + 20 − 4𝑏 

แทน  𝑎 = 3 − 𝑏  จาก (1) 

𝑏2 − 𝑏 − 12 =  0 
(𝑏 − 4)(𝑏 + 3) =  0 
   𝑏  =  4, −3 

 𝑥 = 0 𝑦 = 0 
2𝑥 + 3𝑦 = 6 (0, 2) (3, 0) 
3𝑥 − 𝑦 = 15 (0, –15) (5, 0) 
−𝑥 + 𝑦 = 4 (0, 4) (–4, 0) 
2𝑥 + 5𝑦 = 27 (0, 5.4) (13.5, 0) 

 

𝑃1 = 5𝑥 + 2𝑦 

5 

2 

𝑃2 = 4𝑥 + 3𝑦 

4 

3 

เลื่อน 𝑃1, 𝑃2 ได้มากสดุที่จดุ A  →  คา่มากสดุ 

เลื่อน 𝑃1, 𝑃2 ได้น้อยสดุที่จดุ B  →  คา่น้อยสดุ 
A 

𝑃2 

B 

𝑃1 
𝑃2 𝑃1 

2𝑥 + 3𝑦 = 6 

3𝑥 − 𝑦 = 15 

−𝑥 + 𝑦 = 4 

2𝑥 + 5𝑦 = 27 
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19. 4 
จาก  𝑔′(𝑥) = 𝑓(𝑥)  จะได้  𝑔′(𝑥) = 4𝑥3 + 𝑏𝑥2 + 𝑐𝑥 + 𝑑  …(1)    ดงันัน้ 
 𝑔′(0)  =  4(03) + 𝑏(02) + 𝑐(0) + 𝑑  =  𝑑 แตโ่จทย์ให้ 𝑔′(0) = 0  ดงันัน้  𝑑 = 0 

 𝑔′(1)  =  4(13) + 𝑏(12) + 𝑐(1) + 0  =  4 + 𝑏 + 𝑐 แตโ่จทย์ให้ 𝑔′(1) = 0  ดงันัน้  4 + 𝑏 + 𝑐 = 0  …(∗) 

จาก  𝑑 = 0  จะได้  𝑓(𝑥) = 4𝑥3 + 𝑏𝑥2 + 𝑐𝑥 

ดงันัน้ 
2

2

 𝑓(𝑥) 𝑑𝑥  =  𝑥4 +
𝑏

3
𝑥3 +

𝑐

2
𝑥2 |

2
 
−2

  =  (16 +
8𝑏

3
+ 2𝑐) − (16 −

8𝑏

3
+ 2𝑐)  =  

16𝑏

3
 

แตโ่จทย์ให้  
2

2

 𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 = −
64

3
   ดงันัน้  16𝑏

3
 = −

64

3
  จะได้  𝑏 = −4  แทนใน (∗) จะได้  𝑐 = 0 

แทน  𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑  ใน (1)  จะได้  𝑔′(𝑥)  =  4𝑥3 − 4𝑥2  …(2)  →   ดิฟจะได้  𝑔′′(𝑥) = 12𝑥2 − 8𝑥   …(3) 

อินทิเกรต (2) จะได้  𝑔(𝑥) = 𝑥4 −
4

3
𝑥3 + 𝑘  ดงันัน้  𝑔(0)  =  04 −

4

3
(03) + 𝑘  =  𝑘  แตโ่จทย์ให้  𝑔(0) = 0 

ดงันัน้  𝑘 = 0  จะได้  𝑔(𝑥) = 𝑥4 −
4

3
𝑥3   …(4) 

แทน (2), (3), (4) ในสมการ 𝑔′′(𝑥) = 𝑔′(𝑥) + 𝑔(𝑥)  จะได้ 
 
 
 

20. 2 

แทนหาพจน์ตา่งๆ 
 
 
 
 
 

จะเห็นวา่ เราท าซ า้แบบนีไ้ปได้เร่ือยๆ และจากแบบรูปที่ได้ จะสรุปได้วา่  𝑎𝑛 = 
1

2∙3𝑛 

ก. 
n

lim  𝑎𝑛 = 
n

lim  
1

2∙3𝑛  =  0  →  ก. ถกู 

ข. 𝑎1 + 𝑎2 + 𝑎3 + …  =  
1

2∙3
+

1

2∙32 +
1

2∙33 + … =  
1

2∙3

1−
1

3

  

  =  
1

2∙3
∙
3

2
    =  

1

4
  =  0.25  →  ข. ผิด 

 

21. 3 

ก. ข้อนี ้จะแทนตวัเลขก็ได้ ไมว่า่แทนอะไร ประโยคนีจ้ะผิดหมด 
เนื่องจาก  𝑎𝑏 = 24  จะได้  𝑏 = 

24

𝑎
  และจาก  𝑐𝑑 = 8  จะได้  𝑑 = 

8

𝑐
   แทนใน  𝑑 > 𝑏  จะได้เป็น 

 

ตวัเศษ : เนื่องจาก  𝑎 > 3𝑐 > 𝑐  จะได้  √𝑎 > √𝑐  …(1) 

ตวัสว่น : เนื่องจาก  𝑎, 𝑐 > 0  ดงันัน้  (𝑐 + 1)𝑏 , (𝑎 + 1)𝑑   มีฐาน > 1  →  ยิ่งยกก าลงัมาก คา่จะยิง่มาก 

และเนื่องจาก  𝑐 < 𝑎  และ  𝑏 < 𝑑  ดงันัน้ 

   

(1) × (2) จะได้  √𝑎

(𝑐+1)𝑏
 > 

√𝑐

(𝑎+1)𝑑
  →  ก. ผิด 

 

 

12𝑥2 − 8𝑥 =  4𝑥3 − 4𝑥2 + 𝑥4 −
4

3
𝑥3 

        0 =   𝑥4 +
8

3
𝑥3 − 16𝑥2 + 8𝑥 

        0 = 3𝑥4 + 8𝑥3 − 48𝑥2 + 24𝑥 

𝑎1  =  1
6
  =  

1

2∙3
 

𝑎2  =  𝑎1 −
1

32  =  
1

2∙3
−

1

32 =  
1

3
(
1

2
−

1

3
) =  

1

3
(
1

6
) =  

1

2∙32 

𝑎3  =  𝑎2 −
1

33  =  
1

2∙32 −
1

33 =  
1

32 (
1

2
−

1

3
) =  

1

32 (
1

6
) =  

1

2∙33 

𝑎4  =  𝑎3 −
1

34  =  
1

2∙33 −
1

34 =  
1

33 (
1

2
−

1

3
) =  

1

33 (
1

6
) =  

1

2∙34 

อนกุรมเรขาคณิตอนนัต์ 

𝑆∞ = 
𝑎1

1−𝑟
    เม่ือ |𝑟| < 1 

8

𝑐
 >  

24

𝑎
 

𝑎 >  3𝑐 

(𝑐 + 1)𝑏 <  (𝑎 + 1)𝑑 

  1

(𝑐+1)𝑏
 >   1

(𝑎+1)𝑑
    …(2) 

กลบัเศษกลบัสว่นต้องกลบัเคร่ืองหมาย 
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ข. ท าแบบเดยีวกบัข้อ ก. แตไ่ปเน้นที่ 𝑎 กบั 𝑐 แทน 
เนื่องจาก  𝑎𝑏 = 24  จะได้  𝑎 = 

24

𝑏
  และจาก  𝑐𝑑 = 8  จะได้  𝑐 = 

8

𝑑
   แทนใน  𝑎 < 𝑐  จะได้เป็น 

 

เนื่องจากฐาน 0.01 กบั 0.05  < 1  →  ยิ่งยกก าลงัมาก คา่จะยิ่งน้อย 

ดงันัน้  (0.01)𝑏 < (0.01)3𝑑 = (0.013)𝑑 = (0.000001)𝑑 < (0.05)𝑑  →  ข. ถกู 
 

22. 4 

จะใช้วิธีนบัแบบตรงข้าม คือ เอาจ านวนแบบทัง้หมด ลบด้วยจ านวนแบบท่ีโจทย์ไมต้่องการ 
นัน่คือ  #จ านวนสามหลกัลดที่มากกวา่ 500  =  #จ านวนสามหลกัลดทัง้หมด – #จ านวนสามหลกัลดที่ไมเ่กิน 500 

จ านวนสามหลกัลดทัง้หมด :  เลอืก 3 ตวั จาก 0, 1, … , 9  (= 10 แบบ) แล้วเอาตวัมากเป็นหลกัร้อย, ตวักลางเป็นหลกั
สบิ, ตวัน้อยเป็นหลกัหนว่ย จะได้จ านวนสามหลกัลดทัง้หมด  →  เลอืกได้  (10

3
) = 

10∙9∙8

3∙2∙1
 = 120 แบบ 

จ านวนสามหลกัลดที่ไมเ่กิน 500 :  เนื่องจาก 500 ไมใ่ช่จ านวนสามหลกัลด ดงันัน้ หลกัร้อยต้องเป็น 4 ลงไป 
และจ านวนสามหลกัลด จะมีหลกัสบิกบัหลกัหนว่ยที่น้อยลงไปเร่ือยๆ  ดงันัน้ ทัง้สามหลกัจะเกิดจาก 0, 1, 2, 3, 4 

เทา่นัน้  →  เลอืก 3 ตวั จาก 0, 1, 2, 3, 4  (= 5 แบบ) แล้วเอาตวัมากเป็นหลกัร้อย, ตวักลางเป็นหลกัสบิ, ตวัน้อย

เป็นหลกัหนว่ย จะได้จ านวนสามหลกัลดทัง้หมดที่ไมเ่กิน 500  →  เลอืกได้  (5
3
) = 

5∙4∙3

3∙2∙1
 = 10 แบบ 

จะได้จ านวนแบบท่ีโจทย์ต้องการ  =  120 – 10  =  110 แบบ 
 

23. 4 

ให้จ านวนน้อยสดุ = 𝑎 ,  จ านวนมากสดุ = 𝑏  จากโจทย์ จะได้วา่ 
 
 
 
 
 
 

ย้ายตวัสว่นขึน้ไปคณูทางขวา จะได้ 

 
 
 
 
 
 
 

จะเห็นวา่ ฝ่ังซ้ายของ (5) กบั (6) เป็น 𝑎 ทัง้คู ่ดงันัน้ ฝ่ังขวาของ (5) กบั (6) ต้องเทา่กนั  
 

แทน 𝑛 = 7 ใน (6) จะได้  𝑎  =  −7 + 17  =  10 

และเอา (2) − (4) จะได้  𝑏  =  (24𝑛 − 24) − (16𝑛 − 32)  =  8𝑛 + 8  =  8(7) + 8  =  64 

ก.  พิสยั  =  มากสดุ – น้อยสดุ  =  𝑏 − 𝑎  =  64 – 10  =  54  →  ก. ผิด 

ข.  𝑛 = 7  →  ข. ผิด 

 
 
 

 
24

𝑏
 <  

8

𝑑
 

3𝑑 <  𝑏 

𝑎 + ผลบวกจ านวนตรงกลาง + 𝑏 =  22𝑛 …(1) 

        ผลบวกจ านวนตรงกลาง + 𝑏 =  24𝑛 − 24 …(2) 

𝑎 + ผลบวกจ านวนตรงกลาง =  15𝑛 − 15 …(3) 

        ผลบวกจ านวนตรงกลาง =  16𝑛 − 32 …(4) 

−2𝑛 + 24 = −𝑛 + 17 
             7 =    𝑛 

𝑎 + ผลบวกจ านวนตรงกลาง + 𝑏

𝑛
 =  22 

        ผลบวกจ านวนตรงกลาง + 𝑏

𝑛−1
 =  24 

𝑎 + ผลบวกจ านวนตรงกลาง        
𝑛−1

 =  15 

        ผลบวกจ านวนตรงกลาง        
𝑛−2

 =  16 

หกัออก 1 ตวั เหลือ 𝑛 − 1 ตวั 

หกัออก 2 ตวั เหลือ 𝑛 − 2 ตวั 

(1) − (2) :    𝑎  =  22𝑛 − (24𝑛 − 24) =  −2𝑛 + 24 …(5) 
(3) − (4) :    𝑎  =  (15𝑛 − 15) − (16𝑛 − 32) =  −𝑛 + 17 …(6) 
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24. 3 

ก.  จากสมบตัิของความสมัพนัธ์เชิงฟังก์ชนั จะได้วา่ 𝐿 ต้องผา่นจดุกึ่งกลางของข้อมลู คือ 𝐿 ต้องผา่น (�̅�, �̅�) 

จะเห็นวา่  �̅�  =  
1+2+3+4+5

5
  =  

15

5
  =  3  ดงันัน้  𝐿 ต้องผา่น (3, �̅�) 

แตโ่จทย์ให้ 𝐿 ผา่น (3, 𝑏)  ดงันัน้  𝑏 = �̅� 

 
 
 
 

ข.  การเปลีย่นของ 𝑦 เทียบกบั 𝑥 จะขึน้กบัคา่ 𝑚 ที่ในสมการท านาย �̂� = 𝑐 + 𝑚𝑥 

แทน 𝑏 = 14 ในตาราง 
 
 
 
 
 

(2) – 3(1) : 26 = 10𝑚  →  จะได้  𝑚 = 2.6  ดงันัน้ สมการท านายคือ  �̂� = 𝑐 + 2.6𝑥 
เนื่องจาก 𝑥 ถกู 2.6 คณูอยู ่ดงันัน้ ถ้า 𝑥 เพิ่ม   1 แล้ว 𝑦 จะเพิ่ม  2.6 

 ถ้า 𝑥 เพิ่ม 0.5 แล้ว 𝑦 จะเพิ่ม  2.6

1
× 0.5  =  1.3  →  ข. ถกู 

 

25. 4 

ก.  สปส การแปรผนั  =  
𝑠

𝑥 ̅
  →  ต้องเทียบ 𝑠 กบั �̅� ของข้อมลูทัง้สองชดุ 

จะเห็นวา่ ข้อมลูชดุที่ 2 ได้จากการเอาข้อมลูชดุแรก คณู 2 แล้วบวก 1 

ดงันัน้ �̅�ชดุ 2 จะสมัพนัธ์กบั �̅�ชดุ 1 ในลกัษณะเดียวกนั คือ  �̅�ชดุ 2 = 2�̅�ชดุ 1 + 1    …(1) 

แตก่ารบวก 1 จะไมม่ีผลกบัคา่ 𝑠  (เพราะ ถ้าทกุตวับวก 1 เทา่ๆกนั ข้อมลูจะยงักระจายตวัเทา่เดิม)  แตก่ารคณู 2 จะท า 

 ให้ 𝑠 เพิ่ม 2 เทา่ นัน่คือ  𝑠ชดุ 2 = 2𝑠ชดุ 1    …(2) 

 

จะได้ สปส การแปรผนัชดุ 2  =  𝑠ชดุ 2
�̅�ชดุ 2

  =  2𝑠ชดุ 1
2�̅�ชดุ 1+1

  ≤  
2𝑠ชดุ 1
2�̅�ชดุ 1

  =  
𝑠ชดุ 1
�̅�ชดุ 1

  =  สปส การแปรผนัชดุ 1 
 
 

ดงันัน้ สปส การแปรผนัชดุ 2 ≤ สปส การแปรผนัชดุ 1  →  ก. ผิด (เพราะ เทา่กนัได้ ถ้าข้อมลูทกุตวัเทา่กนั จะได้ 𝑠 = 0) 
(แตถ้่าโจทย์ให้ 𝑥 บางคูไ่มเ่ทา่กนั จะได้ 𝑠 ≠ 0 แล้ว ข้อ ก. จะถกู) 

ข.  สปส พิสยั = 
𝑚𝑎𝑥 − 𝑚𝑖𝑛

𝑚𝑎𝑥 + 𝑚𝑖𝑛
    และจาก  𝑚𝑎𝑥ชดุ 2 = 2𝑚𝑎𝑥ชดุ 1 + 1  และ  𝑚𝑖𝑛ชดุ 2 = 2𝑚𝑖𝑛ชดุ 1 + 1 

จะได้ สปส พิสยัชดุ 2 = 
𝑚𝑎𝑥ชดุ 2 − 𝑚𝑖𝑛ชดุ 2
𝑚𝑎𝑥ชดุ 2 + 𝑚𝑖𝑛ชดุ 2

  =  
(2𝑚𝑎𝑥ชดุ 1+1) − (2𝑚𝑖𝑛ชดุ 1+1)

(2𝑚𝑎𝑥ชดุ 1+1) + (2𝑚𝑖𝑛ชดุ 1+1)
  =  

2𝑚𝑎𝑥ชดุ 1 − 2𝑚𝑖𝑛ชดุ 1
2𝑚𝑎𝑥ชดุ 1 + 2𝑚𝑖𝑛ชดุ 1+ 2

 

 = 
2(𝑚𝑎𝑥ชดุ 1 − 𝑚𝑖𝑛ชดุ 1)

2(𝑚𝑎𝑥ชดุ 1 + 𝑚𝑖𝑛ชดุ 1+ 1)
  =  

𝑚𝑎𝑥ชดุ 1 − 𝑚𝑖𝑛ชดุ 1
𝑚𝑎𝑥ชดุ 1 + 𝑚𝑖𝑛ชดุ 1+ 1

  ≤  
𝑚𝑎𝑥ชดุ 1 − 𝑚𝑖𝑛ชดุ 1
𝑚𝑎𝑥ชดุ 1 + 𝑚𝑖𝑛ชดุ 1

  =  สปส พิสยัชดุ 1 

 
 

ดงันัน้ สปส พิสยัชดุ 2  ≤  สปส พิสยัชดุ 1  →  ข้อ ข. ผิด 
 
 
 

  𝑏 =  
9+11+𝑏+17+19

5
 

5𝑏 =         𝑏 + 56 

  𝑏 =           14    →  ก. ผิด 

𝑥 1 2 3 4 5   ∑𝑥 =  15 
𝑦 9 11 14 17 19   ∑𝑦 =  70 
𝑥2 1 4 9 16 25  ∑𝑥2 =  55 
𝑥𝑦 9 22 42 68 95 ∑𝑥𝑦 = 236 

 

จากสตูร   ∑𝑦 =   𝑐𝑛   +  𝑚∑𝑥 

 ∑𝑥𝑦 = 𝑐 ∑𝑥 + 𝑚∑𝑥2 
จะได้   70 =   5𝑐 + 15𝑚 …(1) 

 236 = 15𝑐 + 55𝑚 …(2) 

จาก (1) 

จาก (2) 

ตวัหารน้อยลง → คา่มากขึน้  โดยกรณีที่เศษเป็น 0 คา่จะยงัเทา่เดิมได้ 

ตวัหารน้อยลง → คา่มากขึน้  โดยกรณีที่เศษเป็น 0 คา่จะยงัเทา่เดิมได้ 
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26. 4 

ก.  เนื่องจาก 𝐴, 𝐵 ไมใ่ช่เมทริกซ์จตรัุส ดงันัน้ จะใช้กฎ det(𝐴𝐵) = (det 𝐴)(det 𝐵)  ไมไ่ด้ 

ซึง่จะท าให้เราไมรู้่วา่ det(𝐴𝐵) กบั det(𝐵𝐴) เทา่กนัหรือไม ่

จะเห็นวา่ 𝐴𝐵𝐶 = [
1 6
1 14

]  ยงัไมค่อ่ยเก่ียวกบัข้อ ก. เพราะไมว่า่ 𝐴, 𝐵 จะเป็นอะไร จะหา 𝐶 ได้โดยการย้ายข้าง 𝐴𝐵 

ได้เป็น           𝐶 = (𝐴𝐵)−1 [
1 6
1 14

] ได้เสมอ ขอแค ่det(𝐴𝐵) ≠ 0 เพื่อให้หา (𝐴𝐵)−1 ได้ 

ลองสุม่ 𝐴, 𝐵 มาแทนด ู ให้  𝐴 = [
1 0 0
0 1 0

] ,   𝐵 = [
1 0
0 1
0 0

] 

จะได้  𝐴𝐵  =  [
1 0 0
0 1 0

] [
1 0
0 1
0 0

]  =  [
1 0
0 1

]  ,    𝐵𝐴  =  [
1 0
0 1
0 0

] [
1 0 0
0 1 0

]  =  [
1 0 0
0 1 0
0 0 0

] 

จะได้  det(𝐴𝐵) = 1 ≠ 0 ,  det(𝐵𝐴) = 0  ดงันัน้  det(𝐴𝐵) − det(𝐵𝐴)  =  1  →  ก. ผิด 

ข.  จาก 𝐶 = [
−1 2
1 2

]  และจากสตูรอินเวอร์ส  [𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

]
−1

 =  
1

𝑎𝑑−𝑏𝑐
[
𝑑 −𝑏
−𝑐 𝑎

] 

จะได้  𝐶−1 = 
1

(−1)(2)−(1)(2)
[
2 −2

−1 −1
]  =  −

1

4
[
2 −2

−1 −1
]  =  

1

4
[
−2 2
1 1

] 

จาก  𝐴𝐵𝐶 = [
1 6
1 14

]  ย้ายข้าง 𝐶 จะได้  𝐴𝐵 =  [
1 6
1 14

] 𝐶−1 

 =  [
1 6
1 14

] (
1

4
[
−2 2
1 1

])  =  
1

4
[
4 8
12 16

]  =  [
1 2
3 4

] 

ดงันัน้ 𝐶𝐴𝐵  =  𝐶(𝐴𝐵)  =  [
−1 2
1 2

] [
1 2
3 4

]  =   [
5 6
7 10

]  →  ข. ผิด 
 

27. 3 

มากกวา่ 84.5 คะแนน  =  4 คน →  คิดเป็นจ านวนนกัเรียนร้อยละ 4

160
× 100 = 2.5% 

 →  คิดเป็นพืน้ท่ีใต้โค้ง 0.025  ซึง่จะวาดได้ดงัรูป 
แตพ่ืน้ท่ีที่ใช้เปิดตาราง จะเป็นพืน้ท่ีที่วดัจากแกนกลางไปทางขวา 

ดงันัน้ พืน้ท่ีที่ใช้เปิดตาราง =  พืน้ท่ีฝ่ังขวาทัง้หมด – 0.025 

 =             0.5              – 0.025    =  0.475   →   เปิดตารางได้  𝑧 = 1.96 

ดงันัน้ ข้อมลู 𝑥 = 84.5  จะมี  𝑧 = 1.96  แทนในสตูร  𝑧 = 
𝑥 − �̅�

𝑠
  จะได้ 

 

และจะได้ ข้อมลู 𝑥 = 55  จะมี  𝑧  =  
55 − 60

12.5
  =  −

5

12.5
  =  −

50

125
  =  −0.4  →  เป็นลบ  →  พืน้ท่ีอยูท่างซ้าย 

เอา 𝑧 = 0.4 ไปเปิดตาราง ได้พืน้ที่ = 0.1554  จะวาดได้ดงัรูป 

หาเปอร์เซนไทล์ ต้องดวูา่มีข้อมลูได้น้อยกวา่ 𝑧 = −0.4 อยูก่ี่เปอร์เซ็นต์ 
จะได้บริเวณทางซ้ายของ  𝑧 = −0.4  มีพืน้ท่ี =  0.5 – 0.1554 

 =  0.3446   =  34.46% 
ดงันัน้  𝑥 = 55  จะเทา่กบัเปอร์เซนไทล์ที่ 34.46 

 

28. 1 

มธัยฐาน = 15  จะได้ข้อมลูเรียงจากน้อยไปมาก คือ  𝑎 ,  𝑏 ,  15 ,  𝑐 ,  𝑑 

ข้อมลูมาเป็นตวัๆ จะได้ต าแหนง่ 𝑄𝑟 = 
𝑟(𝑁+1)

4
 

(โจทย์ให้ �̅� = 60) 1.96 =  
84.5 − 60

𝑠
 

    𝑠 =  
24.5

1.96
    =  

2450

196
  =  12.5 

𝑍 

0.1554 

−0.4 

พืน้ที่ที่ใช้เปิดตาราง 

𝑧  

0.025 
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ดงันัน้ 𝑄1 อยูต่วัที่ 
1(5+1)

4
  = 1.5  = ตรงกลางระหวา่งตวัที่ 1 กบั 2  →   𝑄1 = 

𝑎+𝑏

2
 

 𝑄3 อยูต่วัที่ 
3(5+1)

4
  = 4.5  = ตรงกลางระหวา่งตวัที่ 4 กบั 5  →   𝑄3 = 

𝑐+𝑑

2
 

จากคา่เฉลีย่ 𝑄1 กบั 𝑄3 = มธัยฐาน  จะได้   𝑄1+𝑄3

2
 = 

𝑎+𝑏

2
 + 

𝑐+𝑑

2

2
 = 15 →   

𝑎+𝑏

2
+

𝑐+𝑑

2
 = 30 

 →  𝑎 + 𝑏 + 𝑐 + 𝑑 = 60 
จะได้  �̅�  =  

𝑎+𝑏+15+𝑐+𝑑

5
  =  

(𝑎+𝑏+𝑐+𝑑)+15

5
  =  

60+15

5
  =  15 

จาก สว่นเบี่ยงเบนเฉลีย่ = 
∑|𝑥𝑖−�̅�|

𝑁
 = 2.8  จะได้ 

|𝑎−15|+|𝑏−15|+|15−15|+|𝑐−15|+|𝑑−15|

5
 =  2.8 

 
 15−𝑎  + 15−𝑏  +      0      +  𝑐−15  +  𝑑−15

5
 =  2.8 

           −𝑎 − 𝑏 + 𝑐 + 𝑑 =  14 
          (𝑐 + 𝑑) − (𝑎 + 𝑏) =  14 
 

ดงันัน้ จะได้ สว่นเบีย่งเบนควอร์ไทล์  =  
𝑄3−𝑄1

2
  =  

𝑐+𝑑

2
 − 

𝑎+𝑏

2

2
  =  

(𝑐+𝑑)−(𝑎+𝑏)

2

2
  =  

14

2

2
  =  

7

2
  =  3.5 

 

29. 2 
แปลงเป็น sin ให้หมด จะได้ ดงันัน้ 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

30. 1 
ข้อนีจ้ะแก้ระบบสมการก็ได้  อีกวธีิคือใช้ทกัษะการเปรียบเทยีบเบือ้งต้น ดงันี ้
จาก  𝐵 = 𝐶 + 𝐷  เราจะสรุปได้วา่ 𝐵 จะมากกวา่ 𝐶 และ 𝐷 

  

จาก  𝐴 = 2𝐶 − 𝐵  จะได้  𝐴 + 𝐵  =  𝐶 + 𝐶  

 

 
จาก  𝐷 = 𝐴 + 𝐶 − 𝐵  จะได้  𝐷 + 𝐵  =  𝐴 + 𝐶 

 

จาก (1) และ (2) จะได้  𝐷 < 𝐴 < 𝐶 < 𝐵 

 
 
 
 
 
 

𝑎, 𝑏 < 15   → |𝑎 − 15| =  15 − 𝑎 
 |𝑏 − 15| =  15 − 𝑏 
𝑐, 𝑑 > 15   → |𝑐 − 15| =  𝑐 − 15 
 |𝑑 − 15| =  𝑑 − 15 

              
sin4 𝑥

5
  +     

cos4 𝑥

7
 =  

1

12
 

              
sin4 𝑥

5
  +  

(1−sin2 𝑥)
2

7
 =  

1

12
 

         
7sin4 𝑥+5(1−2sin2 𝑥+sin4 𝑥)

35
 =  

1

12
 

          
12sin4 𝑥+5−10sin2 𝑥

35
 =  

1

12
 

144 sin4 𝑥 + 60 − 120 sin2 𝑥 =  35 
144 sin4 𝑥 − 120 sin2 𝑥 + 25 =   0 
(12 sin2 𝑥 − 5)2 =   0 

      sin2 𝑥  =  
5

12
 

sin2(2𝑥)

5
+

cos2(2𝑥)

7
  

 =  
(2 sin𝑥 cos𝑥)2

5
+ 

(1−2sin2 𝑥)
2

7
 

 =  
4 sin2 𝑥 cos2 𝑥

5
+ 

(1−2sin2 𝑥)
2

7
 

 =  
4 sin2 𝑥(1−sin2 𝑥)

5
+ 

(1−2sin2 𝑥)
2

7
 

 =     
4(

5

12
)(1−

5

12
)

5
     +   

(1−2(
5

12
))

2

7
 

 =            7

36
           +        1

7(36)
 

 =   
49+1

252
     =  

50

252
     =  

25

126
 

เนื่องจาก 𝐵 มากกวา่ 𝐶    ดงันัน้  𝐴 ต้องน้อยกวา่ 𝐶 

จึงจะท าให้สองฝ่ังเทา่กนัได้    →    𝐴 < 𝐶 < 𝐵   …(1) 
ต้อง < 

> 

เนื่องจาก 𝐵 มากกวา่ 𝐶   ดงันัน้ 𝐷 ต้องน้อยกวา่ 𝐴 

จึงจะท าให้สองฝ่ังเทา่กนัได้   →    𝐷 < 𝐴   …(2) 

> 

ต้อง < 
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31. 7 

 

จาก 𝐴 ∩ 𝐶 = ∅ จะได้ ก าหนดให้แตล่ะสว่นเป็นดงันี ้
 
 

จาก 𝑛(𝒰) = 20 และ 𝑛(𝐴′) = 12 จะได้  𝑛(𝐴) = 20 – 12 = 8 ดงันัน้  𝑎 + 𝑏 =  8 …(1) 

 และ 𝑛(𝐵′) =  9 จะได้  𝑛(𝐵) = 20 – 9 = 11 ดงันัน้  𝑏 + 𝑐 + 𝑑 = 11 …(2) 

 และ 𝑛(𝐶′) = 15 จะได้  𝑛(𝐶) = 20 – 15 = 5 ดงันัน้  𝑑 + 𝑒 =  5 …(3) 
 จาก 𝑛((𝐴 − 𝐵) ∪ (𝐵 − 𝐴)) = 11 จะได้  𝑎 + 𝑐 + 𝑑 = 11 …(4) 

 จาก 𝑛((𝐵 − 𝐶) ∪ (𝐶 − 𝐵)) = 12 จะได้  𝑏 + 𝑐 + 𝑒 = 12 …(5) 

จะเห็นวา่ (2) และ (4) เหมือนกนัหมด ยกเว้น 𝑎 กบั 𝑏  ดงันัน้ จะสรุปได้วา่  𝑎 = 𝑏 

และจาก (1)  จะได้วา่ 𝑎 = 𝑏 = 4 แทนใน (2) จะได้  𝑐 + 𝑑  =  7   …(6) 

 แทนใน (5) จะได้  𝑐 + 𝑒  =  8   …(7) 
(9) + (3) :  𝑒 จะตดักนัได้ เหลอื  2𝑑 = 4  →  𝑑 = 2  แทนใน (3) ได้ 𝑒 = 3  แทนใน (6) ได้ 𝑐 = 5 
ดงันัน้  𝑛((𝐴 − 𝐵) ∪ (𝐶 − 𝐵))  =  𝑎 + 𝑒  =  4 + 3  =  7 

 

32. 169 

หา 𝐴 :  สงัเกตวา่ มมุเพิ่มทีละ 72° เทา่ๆกนั  ซึง่ 72° = 
360°

5
  พอดี  ดงันัน้ มมุทัง้ 5 จะเหมือนกบัตอนหารากที่ 𝑛 ของ

จ านวนเชิงซ้อน ที่มีรากทัง้ 5 ตวั คือ 

 
 
 
 

ซึง่รากที่ 5 ทัง้ 5 ตวั จะต้องสอดคล้องกบัสมการในรูป  𝑧5 = จ านวนคงที่    (เช่นในข้อนี ้คือ  𝑧5 = 1 cis 75°) 
และจากสตูรผลบวกราก จะได้ผลบวกของรากทัง้ 5 ตวั = 0

1
 = 0 

ดงันัน้ สว่นจริงของผลบวก = cos 15° + cos 87° + cos 159° + cos 231° + cos 303° ต้องเป็น 0  →  𝐴 = 0 
หา 𝐵 :  ภายใน arc เป็นบวก  →  ใช้สามเหลีย่มมาช่วยได้โดยไมต้่องระวงัเคร่ืองหมาย 

ให้  𝛼 = arctan
15

8
 จะได้  tan𝛼 = 

15

8
 

ให้  𝛽 = arccos
4

5
 จะได้  cos𝛽 = 

4

5
  

วาด ∆ แล้วพีทากอรัสหาด้านท่ีเหลอื จะได้ดงัรูป 
 

ดงันัน้  𝐵  =  sin (arctan(
15

8
) + arccos(

4

5
))  =  sin(𝛼 + 𝛽) =  sin 𝛼 cos𝛽 + cos𝛼 sin𝛽 

 =  (
15

17
) (

4

5
) + (

8

17
) (

3

5
)  =  

84

85
 

ดงันัน้  𝐴 + 𝐵  =  0 + 
84

85
  =  

84

85
  =  

𝑎

𝑏
  ดงันัน้  𝑎 + 𝑏  =  84 + 85  =  169 

 
 
 
 
 
 

cos 15°   + 𝑖 sin15° 
cos 87°   + 𝑖 sin87° 
cos 159° + 𝑖 sin159° 
cos 231° + 𝑖 sin231° 
cos 303° + 𝑖 sin303° 

มมุเพ่ิมทีละ 360°

5
 = 72° 

cos 𝛽 = 
4

5
 

𝛽  
3 

4 

5 

tan 𝛼 = 
15

8
 

𝛼  
15 

8 

17 

ลบกนั จะได้  𝑑 − 𝑒  =  −1   …(9) 

0 0 
𝑎  𝑏  𝑐  

𝑑  
𝑒  

𝐴  𝐵  

𝐶  

0 0 

𝐴  𝐵  

𝐶  
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33. 3 
จากสตูร |𝑧1 + 𝑧2|

2 = |𝑧1|
2 + |𝑧2|

2 + (𝑧1𝑧2̅ + 𝑧1̅𝑧2) 

 |𝑧1 − 𝑧2|
2 = |𝑧1|

2 + |𝑧2|
2 − (𝑧1𝑧2̅ + 𝑧1̅𝑧2)  

บวกสองสตูร จะได้ 

 
 
 
 

34. 66 
สลบัข้างสมการแรก ให้มีรูปแบบคล้ายกบัสมการท่ีสอง จะได้  
 

สงัเกตวา่ 𝑏 เทา่นัน้ ที่เป็นฐานของเลขยกก าลงั ดงันัน้ เราจะพยายามก าจดั 𝑎 ที่คณูอยูก่บัเลขยกก าลงัออก 

เนื่องจาก 𝑎, 𝑏 ≠ 0  เอา (1) ÷ (2) จะท าให้ 𝑎 ตดักนัได้  →  
𝑏𝑎

𝑏
 = 

𝑏

𝑏3𝑎  →  𝑏4𝑎 = 𝑏2 

เนื่องจาก 𝑏 > 1 จะตดัฐาน 𝑏 ทัง้สองข้างได้ เหลอื  4𝑎 = 2  →  𝑎 = 
1

2
 

แทน 𝑎 = 
1

2
 ใน (1) จะได้  𝑏

1

2 = 
1

2
𝑏  →  2√𝑏 = 𝑏  ยกก าลงัสองทัง้สองข้าง จะได้ 

 
 

จะได้ 𝑏 = 0 , 4  แต ่𝑏 > 1 ดงันัน้ 𝑏 = 4  →  จะได้  20𝑎 + 14𝑏  =  20 (
1

2
) + 14(4)  =  10 + 56  =  66 

 

35. 201 
จาก  𝑏𝑛 = (𝑎 + 𝑛 − 1)(𝑎 + 𝑛)  จะได้ 

 
 
 

ดงันัน้  𝑎+1

𝑏1𝑏2
+

𝑎+2

𝑏2𝑏3
+ ⋯+

𝑎+𝑛

𝑏𝑛𝑏𝑛+1
 =  

𝑎+1

(𝑎)(𝑎+1)2(𝑎+2)
+

𝑎+2

(𝑎+1)(𝑎+2)2(𝑎+3)
+ ⋯+

𝑎+𝑛

(𝑎+𝑛−1)(𝑎+𝑛)2(𝑎+𝑛+1)
 

 =  
1

(𝑎)(𝑎+1)(𝑎+2)
+

1

(𝑎+1)(𝑎+2)(𝑎+3)
+ ⋯+

1

(𝑎+𝑛−1)(𝑎+𝑛)(𝑎+𝑛+1)
 

 
 
 
 
 
 
 
 

 =  
1

2
[

1

(𝑎)(𝑎+1)
−

1

(𝑎+1)(𝑎+2)
] +

1

2
[

1

(𝑎+1)(𝑎+2)
−

1

(𝑎+2)(𝑎+3)
] + ⋯ 

  +
1

2
[

1

(𝑎+𝑛−1)(𝑎+𝑛)
−

1

(𝑎+𝑛)(𝑎+𝑛+1)
] 

 =  
1

2
[

1

(𝑎)(𝑎+1)
−

1

(𝑎+1)(𝑎+2)
+

1

(𝑎+1)(𝑎+2)
−

1

(𝑎+2)(𝑎+3)
+ ⋯+

1

(𝑎+𝑛−1)(𝑎+𝑛)
−

1

(𝑎+𝑛)(𝑎+𝑛+1)
] 

 =  
1

2
[

1

(𝑎)(𝑎+1)
−

1

(𝑎+𝑛)(𝑎+𝑛+1)
] 

 
 

|𝑧1 + 𝑧2|
2 + |𝑧1 − 𝑧2|

2 =  2|𝑧1|
2 + 2|𝑧2|

2 

|𝑧1 + 𝑧2|
2 +        12 =  2(√2)

2
+ 2(√3)

2
 

|𝑧1 + 𝑧2|
2 =   9 

|𝑧1 + 𝑧2| =   3 (คา่สมับรูณ์ต้องเป็นบวก) 

𝑏𝑎 =  𝑎𝑏 …(1) 
𝑏 =  𝑎𝑏3𝑎 …(2) 

4𝑏 =  𝑏2 
0 =  𝑏2 − 4𝑏 
0 =  𝑏(𝑏 − 4) 

𝑏1 = (𝑎)(𝑎 + 1) 
𝑏2 = (𝑎 + 1)(𝑎 + 2) 
𝑏3 = (𝑎 + 2)(𝑎 + 3) 
      ⋮ 

ตวัสว่น มี 3 ตวัคณูกนั ดงันัน้ต้องแยกเทเลสโคปิคด้วยรูปแบบ    1

𝑎𝑏𝑐
  →  

1

𝑎𝑏
−

1

𝑏𝑐
 

เชน่  1

(𝑎)(𝑎+1)(𝑎+2)
  จะต้องแยกเป็น 1

(𝑎)(𝑎+1)
−

1

(𝑎+1)(𝑎+2)
  จะได้ตวัสว่นทีเ่ป็น ค.ร.น. ตรงกนั 

ถดัมา ต้องปรับตวัเศษ  →  เน่ืองจาก  1

(𝑎)(𝑎+1)
−

1

(𝑎+1)(𝑎+2)
 = 

(𝑎+2)−(𝑎)

(𝑎)(𝑎+1)(𝑎+2)
 = 

2

(𝑎)(𝑎+1)(𝑎+2)
 

ดงันัน้  1

(𝑎)(𝑎+1)(𝑎+2)
 = 

1

2
[

1

(𝑎)(𝑎+1)
−

1

(𝑎+1)(𝑎+2)
] 

ตวัตรงกลางจะตดักนัได้เป็นทอดๆ 

เหลือตวัแรกกบัตวัสดุท้าย 
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ดงันัน้  
n

lim (
𝑎+1

𝑏1𝑏2
+

𝑎+2

𝑏2𝑏3
+ ⋯+

𝑎+𝑛

𝑏𝑛𝑏𝑛+1
)  =  

n
lim

1

2
[

1

(𝑎)(𝑎+1)
−

1

(𝑎+𝑛)(𝑎+𝑛+1)
] =  

1

2
[

1

(𝑎)(𝑎+1)
− 0] 

 =  
1

2𝑎(𝑎+1)
 

ดงันัน้  1

2𝑎(𝑎+1)
 = 

1

312
  →   

 
 

แต ่𝑎 เป็นบวก  ดงันัน้  𝑎 = 12  จะได้  𝑎2 + 57  =  122 + 57  =  144 + 57  =  201 

 

36. 3 

จดัรูป จะได้ [|𝑥| 1
2 𝑥 − |𝑦|

] + [
2𝑦 6

−2 2|𝑦|
] = [

10 + 𝑥 7
0 7 − 𝑦

] 

       [
|𝑥| + 2𝑦 7

0 𝑥 + |𝑦|
] = [

10 + 𝑥 7
0 7 − 𝑦

] 

จบัสมาชิกในต าแหนง่ตรงกนัมาเทา่กนั จะได้ 
 

สงัเกตวา่ ถ้า 𝑥 ≥ 0 จะได้ |𝑥| = 𝑥    ท าให้ตดั 𝑥 ใน (1) ได้  เหลอื  2𝑦 = 10  →  𝑦 = 5 
แตถ้่า 𝑦 = 5 จะได้สมการ (2) คอื  𝑥 + 5 = 2  →  𝑥 = −3  ขดัแย้งกบัท่ี 𝑥 ≥ 0 

ดงันัน้ 𝑥 ≥ 0 ไมไ่ด้  จึงสรุปได้วา่  𝑥 < 0 

และสงัเกตวา่ ถ้า 𝑦 < 0 จะได้ |𝑦| = −𝑦  ท าให้ตดั −𝑦 ใน (2) ได้  เหลอื 𝑥 = 7 

ซึง่จะขดัแย้งกบั 𝑥 < 0  ดงันัน้ 𝑦 < 0 ไมไ่ด้ จึงสรุปได้วา่  𝑦 ≥ 0 
จาก  𝑥 < 0  และ  𝑦 ≥ 0  จะได้  |𝑥| = −𝑥  และ |𝑦| = 𝑦  แทนใน (1) และ (2) จะได้ 

 
 
 

(4) – (3) :  𝑦 จะตดักนัได้ เหลอื  3𝑥 = −3  →  𝑥 = −1 
แทน 𝑥 = −1 ใน (4) จะได้  2𝑦 = 8  →  𝑦 = 4    ดงันัน้  𝑥 + 𝑦  =  −1 + 4  =  3 

 

37. 270 

ข้อนี ้ถามวา่มี 𝐴, 𝐵 ได้ก่ีแบบนัน่เอง ซึง่สามารถนบัจากจ านวนแบบของแผนภาพได้ 

ขัน้ท่ี 1: จาก 𝑛(𝐴 ∩ 𝐵) = 2 จะได้สว่น  ต้องมี 2 ตวั 

 เลอืก 2 ตวั จาก 𝒰 = {1, 2, 3, 4, 5} ได้ (5
2
) = 

(5)(4)

2
 = 10 แบบ 

ขัน้ท่ี 2: 𝒰 ที่เหลอือีก 3 ตวั แตล่ะตวัต้องลง  หรือ  หรือ  ช่องใดช่องหนึง่เพียงช่องเดยีว 

 นัน่คือ แตล่ะตวัใน 3 ตวัที่เหลอื จะเลอืกได้ตวัละ 3 แบบ จะได้จ านวนแบบ = (3)(3)(3) แบบ 
ดงันัน้ จ านวนแบบของแผนภาพ  =  (10)(3)(3)(3)  =  270 แบบ 
 

38. 14 
{𝑎𝑛} เป็นล าดบัเลขคณิต ดงันัน้ จะสอดคล้องกบัสตูร  𝑎𝑛 = 𝑎1 + (𝑛 − 1)𝑑 

แตโ่จทย์ให้ 𝑎1 = 2  แทนในสตูร จะได้  𝑎𝑛  =  2 + (𝑛 − 1)𝑑   …(∗) 

 
 
 

𝑎(𝑎 + 1) = 156 
𝑎2 + 𝑎 − 156 =  0 
(𝑎 + 13)(𝑎 − 12) =  0 

|𝑥| + 2𝑦 =  10 + 𝑥 …(1) 
𝑥 + |𝑦| =  7 − 𝑦 …(2) 

|𝑎| = {
𝑎 , 𝑎 ≥ 0

−𝑎 , 𝑎 < 0
 

−𝑥 + 2𝑦 =  10 + 𝑥 
𝑥 + 𝑦 =  7 − 𝑦 

−2𝑥 + 2𝑦 =  10 …(3) 
𝑥 + 2𝑦 =  7 …(4) 

   

 

𝐴  𝐵  
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และ 𝑎2, 𝑎4, 𝑎8  เป็นเรขาคณิต จะได้  
𝑎4

𝑎2
 = 

𝑎8

𝑎4
  →  ใช้สตูรจาก (∗) จะได้  

2+3𝑑

2+𝑑
 = 

2+7𝑑

2+3𝑑
 

 
 
 
 

แต ่𝑑 = 0 ไมไ่ด้ เพราะถ้า 𝑑 = 0 จะท าให้ 𝑎1 = 𝑎2 = 𝑎3 = …  ขดัแย้งกบัที่ 𝑎1 < 𝑎2 < 𝑎3 < … 

ดงันัน้ จะสรุปได้วา่ 𝑑 = 2  และจะได้  𝑎𝑛  =  2 + (𝑛 − 1)(2)  =  2𝑛   →   จะได้ล าดบันีค้ือ 2, 4, 6, 8, … 

ดงันัน้   (𝑎1−1)3+(𝑎2−1)3+ … +(𝑎𝑛−1)3

𝑎1
3+𝑎2

3+ … +𝑎𝑛
3  = 

13+33+53+ … +(2𝑛−1)3

23+43+63+⋯ +(2𝑛)3
 

 = 
[13+23+33+ … +(2𝑛)3]−[23+43+63 … +(2𝑛)3]

23+43+63+ … +(2𝑛)3
 

 = 
[13+23+33+ … +(2𝑛)3]

23+43+63+⋯ +(2𝑛)3
− 1 

 = 
13+23+33+ … +(2𝑛)3

23(13+23+33+ … +𝑛3)
− 1 

 = 
[
2𝑛(2𝑛+1)

2
]
2

23[
𝑛(𝑛+1)

2
]
2 − 1    = 

𝑛2(2𝑛+1)2

2𝑛2(𝑛+1)2
− 1    = 

(2𝑛+1)2

2(𝑛+1)2
− 1 

 

ดงันัน้ 

 
 
 
 
 

39. 11 
สงัเกตวา่ (2 + 𝑥)(2 − 𝑥) = 4 − 𝑥2 

ดงันัน้ ถ้าให้  𝐴 = √2 + 𝑥 ,  𝐵 = √2 − 𝑥  จะได้ฝ่ังซ้ายคือ  3𝐴 − 6𝐵 + 4𝐴𝐵 

ถดัมา จะพยายามจดัฝ่ังขวาให้อยูใ่นรูปของ 𝐴, 𝐵  นัน่คือ ต้องเขยีน  10 − 3𝑥  ให้อยูใ่นรูปของ  2 + 𝑥  กบั  2 − 𝑥 

ลองเดาๆด ูจะได้  (2 + 𝑥) + 4(2 − 𝑥) = 10 − 3𝑥    (หรือจะให้  𝑚(2 + 𝑥) + 𝑛(2 − 𝑥) = 10 − 3𝑥 

 เทียบ สปส เป็น แล้วแก้หา 𝑚, 𝑛 ก็ได้) 
ดงันัน้  10 − 3𝑥  =  (2 + 𝑥) + 4(2 − 𝑥)  =  𝐴2 + 4𝐵2 

ดงันัน้ สมการจะกลายเป็น  3𝐴 − 6𝐵 + 4𝐴𝐵 = 𝐴2 + 4𝐵2 

 
 
 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

จะได้ค าตอบคือ 
6

5
  ดงันัน้  𝑎 = 6 ,  𝑏 = 5  จะได้  𝑎 + 𝑏 = 6 + 5 = 11 

(2 + 3𝑑)(2 + 3𝑑) = (2 + 𝑑)(2 + 7𝑑) 
   4 + 12𝑑 + 9𝑑2 =   4 + 16𝑑 + 7𝑑2 
         2𝑑2 − 4𝑑 =            0 
       2𝑑(𝑑 − 2) =            0    →    𝑑 = 0, 2 

เอาเศษมาเติมเข้าและหกัออกด้วยพจน์เลขคู ่

กระจายเศษเข้าไปหาร 

ดงึ 23 เป็นตวัร่วม 

n

i 1

  𝑖3  =  [
𝑛(𝑛+1)

2
]
2

 
ใช้สตูร 

(2𝑛+1)2

2(𝑛+1)2
− 1 =  

391

450
 

(2𝑛+1)2

2(𝑛+1)2
 =  

841

450
 

(2𝑛+1)2

(𝑛+1)2
 =  

841

225
 

     
2𝑛+1

𝑛+1
 = ±√

841

225
 

     
2𝑛+1

𝑛+1
 =        29

15
 

30𝑛 + 15 =  29𝑛 + 29 
     𝑛 =  14 

(ฝ่ังซ้ายเป็นบวก) 

2𝑚 + 2𝑛 = 10 
   𝑚 − 𝑛 = −3 

0 = 𝐴2 + 4𝐵2 − 3𝐴 + 6𝐵 − 4𝐴𝐵 
0 = (𝐴2 − 4𝐴𝐵 + 4𝐵2) − 3𝐴 + 6𝐵 
0 = (𝐴 − 2𝐵)2 − 3(𝐴 − 2𝐵) 
0 = (𝐴 − 2𝐵)(𝐴 − 2𝐵 − 3) 

𝐴 − 2𝐵 =   0 
𝐴 = 2𝐵 

√2 + 𝑥 = 2√2 − 𝑥 
2 + 𝑥 = 4(2 − 𝑥) 
2 + 𝑥 =  8 − 4𝑥 
5𝑥 =  6 

  𝑥 =  
6

5
 

𝐴 − 2𝐵 − 3 =  0 
𝐴 =  2𝐵 + 3 
จาก  √2 − 𝑥  ในสมการโจทย์ จะได้  2 − 𝑥  ≥  0 

ดงันัน้  2  ≥  𝑥  จะได้คา่มากสดุของ 𝑥 คือ 2 

จะได้ 𝐴 มีคา่อยา่งมาก = √2 + 𝑥𝑚𝑎𝑥  = √2 + 2 = 2 

แต ่2𝐵 + 3 มีคา่อยา่งน้อย 3  (เพราะ 𝐵 เป็นคา่ติดรูท จะ ≥ 0) 
ดงันัน้  𝐴 = 2𝐵 + 3  จงึเป็นไปไมไ่ด้ 

ตรวจค าตอบในบรรทดั
ก่อนยกก าลงัสองก็พอ 

√
16

5
  =  2√

4

5
  จริง 

จบักลุม่ดงึตวัร่วม 
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40. 55 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

41. 34.5 

จดัรูปหา 𝑓(𝑥) ก่อน  ให้  2𝑥 − 1  =  𝑘  จะได้  𝑥  =  
𝑘+1

2
 

แทนคา่ 𝑥 จะได้  𝑓(𝑘) =  4 (
𝑘+1

2
)
2
− 10(

𝑘+1

2
) + 𝑎 

 =  𝑘2 + 2𝑘 + 1 − 5𝑘 − 5 + 𝑎 
 =  𝑘2 − 3𝑘 − 4 + 𝑎 

ดงันัน้  𝑓(𝑥)  =  𝑥2 − 3𝑥 − 4 + 𝑎 

จาก  𝑓(0) = 12  จะได้  02 − 3(0) − 4 + 𝑎  =  12   แก้สมการ จะได้  𝑎 = 16 

ดงันัน้  𝑓(𝑥)  =  𝑥2 − 3𝑥 − 4 + 16  =  𝑥2 − 3𝑥 + 12 

และจะได้  
4

1

 𝑓(𝑥) 𝑑𝑥  =  
𝑥3

3
−

3𝑥2

2
+ 12𝑥 |

4
 
1
 =  (

43

3
−

3(42)

2
+ 12(4)) − (

13

3
−

3(12)

2
+ 12(1)) 

 =   
64

3
− 24 + 48 −

1

3
+

3

2
− 12 

 =   
63

3
+ 12 +

3

2
        =  34.5 

 

42. 36 
จากสมบตัิของฟังก์ชนัคอมโพสทิ จะได้  𝑓(𝑔−1(1 + 𝑎))  =  𝑔(𝑓−1(1 + 𝑎)) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

หาได้โดย เอา 𝑔(𝑥) มาแทน 𝑥 ด้วย 𝑓−1(1 + 𝑎) 

จาก       𝑔(𝑥)  = 2𝑓(𝑥) + 5 

                   แทน 𝑥 ด้วย 𝑓−1(1 + 𝑎) 

  𝑔(𝑓−1(1 + 𝑎)) = 2𝑓(𝑓−1(1 + 𝑎)) + 5  
              𝑓 กบั 𝑓−1 จะตดักนัได้ 

  𝑔(𝑓−1(1 + 𝑎)) = 2(            1 + 𝑎  ) + 5  
  𝑔(𝑓−1(1 + 𝑎)) =              2𝑎 + 7 

หาได้โดย เอา 𝑓(𝑥) มาแทน 𝑥 ด้วย 𝑔−1(1 + 𝑎) 

จาก       𝑔(𝑥)  = 2𝑓(𝑥) + 5 

                   แทน 𝑥 ด้วย 𝑔−1(1 + 𝑎) 

  𝑔(𝑔−1(1 + 𝑎)) = 2𝑓(𝑔−1(1 + 𝑎)) + 5  
         𝑔 กบั 𝑔−1 จะตดักนัได้ 

               1 + 𝑎 = 2𝑓(𝑔−1(1 + 𝑎)) + 5  
               1+𝑎−5

2
 = 𝑓(𝑔−1(1 + 𝑎)) 

160 sin
𝜃

2
sin

5𝜃

2
 =  

160

−2
(−2 sin

𝜃

2
sin

5𝜃

2
) 

 = −80(cos (
𝜃

2
+

5𝜃

2
) − cos (

𝜃

2
−

5𝜃

2
)) 

 = −80(cos 3𝜃 − cos(−2𝜃)) 
 = −80(cos 3𝜃 − cos 2𝜃) 
 = −80(4 cos3 𝜃 − 3 cos 𝜃 − cos 2𝜃) 

 = −80(4 (
3

4
)
3
− 3(

3

4
) −

1

8
) 

 = −80(
27

16
−

9

4
−

1

8
)    = −80(

27−36−2

16
)    = −80(

−11

16
)  = 55 

8 cos 2𝜃 +
8

cos2𝜃
  = 65 

8 cos2 2𝜃 +   8  = 65 cos 2𝜃 
8 cos2 2𝜃 − 65 cos 2𝜃 + 8 = 0 
(8 cos 2𝜃 − 1)(cos 2𝜃 − 8) = 0 

    cos2𝜃 = 
1

8
 ,  8 

แต ่cos เกิน 1 ไมไ่ด้ ดงันัน้ cos2𝜃 = 
1

8
   …(1) 

      cos2𝜃 =   
1

8
 

2 cos2 𝜃 − 1 =   
1

8
 

    cos2 𝜃 =  
9

16
 

     cos 𝜃 = ±
3

4
 

แต ่0 < 𝜃 < 90° จะได้ cos เป็นบวก 

ดงันัน้ cos𝜃 = 
3

4
   …(2) 

cos(𝐴 + 𝐵) − cos(𝐴 − 𝐵)  
  =  −2 sin𝐴 sin𝐵 

𝑘  

𝑓(2𝑥 − 1)  =  4𝑥2 − 10𝑥 + 𝑎 
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จบัสองฝ่ังมาเทา่กนั จะได้    1+𝑎−5

2
  =  2𝑎 + 7 

 
 
 →  𝑎2 = 36 
 

43. 3.5 
สงัเกตวา่ ถ้าเอาสองตวัข้างในฝ่ังขวามาบวกกนั จะได้  2𝑥 − 4 + 4𝑥 − 2  =  2𝑥 + 4𝑥 − 6  เหมือนข้างในฝ่ังซ้าย 

ดงันัน้ ถ้าให้  𝑎 = 2𝑥 − 4 ,  𝑏 = 4𝑥 − 2  จะได้สมการคือ  (𝑎 + 𝑏)3  =  𝑎3 + 𝑏3 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

จะได้ผลบวกค าตอบ  =  2 + 
1

2
 + 1  =  3.5 

 

44. 4 
จาก  𝑔(𝑓(𝑥)) = 𝑥2 + 2𝑥 − 1  จะได้  𝑔(𝑥 + 1)  =  𝑥2 + 2𝑥 − 1 

จดัรูป หา 𝑔(𝑥)  ให้ 𝑘  =  𝑥 + 1 

 𝑘 − 1  =  𝑥   →  แทนได้  𝑔(𝑘) =  (𝑘 − 1)2 + 2(𝑘 − 1) − 1 

 =  𝑘2 − 2𝑘 + 1 + 2𝑘 − 2 − 1    =  𝑘2 − 2 

ดงันัน้  𝑔(𝑥) = 𝑥2 − 2 

จากนยิาม  จะได้  
0

lim
h

(𝑔(𝑥+ℎ))
2
−(𝑔(𝑥))

2

ℎ
 =  𝑑

𝑑𝑥
 (𝑔(𝑥))

2
 

 =  
𝑑

𝑎𝑥
(𝑥2 − 2)2 

 =  2(𝑥2 − 2)(2𝑥) 

ดงันัน้  𝑠(𝑥) = 2(𝑥2 − 2)(2𝑥) 

ดงันัน้  (𝑠𝑔)(1)  =  𝑠(1) ∙ 𝑔(1)  =  2(12 − 2)(2(1)) ∙ (12 − 2)  =  (−4) ∙ (−1)  =  4 

 

45. 1277 
เพื่อความสะดวก จะใช้ตารางมาช่วย โดยให้ 𝑎(𝑖, 𝑗) คือ ช่องในแถวที่ 𝑖 หลกัที่ 𝑗 

จาก (ก)  𝑎(𝑛, 0) = 𝑛 + 1 จะได้ จะเตมิหลกัที่ 0 ได้ดงัรูป 
 
 
 
 

ถดัมา จะหาหลกัที่ 1 

จาก (ข) แทน 𝑚 = 1 จะได้    𝑎(0, 1)  =  𝑎(1, 1 − 1) 
 
 
 

𝑎 − 4 =  4𝑎 + 14 
   −18 =  3𝑎 
     −6 =   𝑎 

𝑎3 + 3𝑎2𝑏 + 3𝑎𝑏2 + 𝑏3 =  𝑎3 + 𝑏3 
          3𝑎2𝑏 + 3𝑎𝑏2 =       0 
          3𝑎𝑏(𝑎 + 𝑏) =       0 

       𝑎 =  0 
2𝑥 − 4 =  0 
2𝑥 =  4 
  𝑥 =  2 

       𝑏 =  0 
4𝑥 − 2 =  0 
22𝑥 =  2 

   𝑥 =   
1

2
 

            𝑎 + 𝑏 =  0 
     4𝑥 + 2𝑥 − 6 =  0 
(2𝑥 + 3)(2𝑥 − 2) =  0 
    2𝑥 = −3  ,  2 
     𝑥 =    -    ,  1 

𝑘  

ดิฟลกูโซ ่

𝑑

𝑑𝑥
𝑓(𝑥)  =  

0
lim
h

𝑓(𝑥+ℎ)−𝑓(𝑥)

ℎ
 

 0 1 2 3 
0 1    
1 2    
2 3    
3 4    
4 ⋮    

 

𝑎(0, 0) = 0 + 1 = 1 
𝑎(1, 0) = 1 + 1 = 2 
𝑎(2, 0) = 2 + 1 = 3 
𝑎(3, 0) = 3 + 1 = 4 
                ⋮  0 1 2 3 

0 1 2   
1 2    
2 3    
3 4    
4 ⋮    

 

=  𝑎(1,     0    )  =  2   เตมิได้ดงัรูป 
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จาก (ค) แทน 𝑚 = 0 จะได้  𝑎(𝑛 + 1, 0 + 1)  =  𝑎(𝑎(𝑛, 0 + 1), 0) 

 
 
 
 
 

ความหมายของสตูรที่ได้คือ ใน หลกัที่ 1 ช่องถดัลงมา (𝑛 + 1) จะเทา่กบัช่องก่อนหน้า (𝑛) บวก 1 

จะเตมิช่องที่เหลอืของหลกัที่ 1 ได้ดงัรูป 

จะเห็นวา่ ตวัเลขในหลกัที่ 1 เรียงเป็นล าดบัเลขคณิตที่  𝑎0 = 2 ,  𝑎1 = 3 ,  𝑑 = 1 

จากสตูร  𝑎𝑛 = 𝑎1 + (𝑛 − 1)𝑑 

จะได้ หลกัที่ 1 มีสตูรคือ 
 

ถดัมา จะท าซ า้แบบเดิม เพื่อหาหลกัที่ 2 

จาก (ข) แทน 𝑚 = 2 จะได้    𝑎(0, 2)  =  𝑎(1, 2 − 1) 
 
 

จาก (ค) แทน 𝑚 = 1 จะได้  𝑎(𝑛 + 1, 1 + 1)  =  𝑎(𝑎(𝑛, 1 + 1), 1) 

 
 
 
 
 

ความหมายของสตูรที่ได้คือ ใน หลกัที่ 2 ช่องถดัลงมา (𝑛 + 1) จะเทา่กบัช่องก่อนหน้า (𝑛) บวก 2 

จะเตมิช่องที่เหลอืของหลกัที่ 2 ได้ดงัรูป 

จะเห็นวา่ ตวัเลขในหลกัที่ 2 เรียงเป็นล าดบัเลขคณิตที่  𝑎0 = 3 ,  𝑎1 = 5 ,  𝑑 = 2 

จากสตูร  𝑎𝑛 = 𝑎1 + (𝑛 − 1)𝑑 

ดงันัน้ หลกัที่ 2 มีสตูรคือ 

 

โจทย์ให้  𝑎(𝑥, 2)  =  2557  ใช้สตูร (∗∗) จะได้ 
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ที่ช่วยตรวจสอบความถกูต้องของเอกสาร 
 

 0 1 2 3 
0 1 2 3  
1 2 3   
2 3 4   
3 4 5   
4 ⋮ ⋮   

 

𝑎(𝑛 + 1,     1   ) =  𝑎(𝑎(𝑛,     1    ), 0) 
 
 
𝑎(𝑛 + 1,     1   ) =      𝑎(𝑛,     1    ) + 1 

จาก (ก)  𝑎(    ?????        , 0)   =   ?????  +  1 

𝑎(𝑛, 1) =  3 + (𝑛 − 1)(1) 
 =  𝑛 + 2                   …(∗) 

=  𝑎(1,     1    )  =  3   เตมิได้ดงัรูป 

 0 1 2 3 
0 1 2   
1 2 3   
2 3 4   
3 4 5   
4 ⋮ ⋮   

 

+1 
+1 
+1 

จาก (∗)   𝑎(    ?????        , 1)   =   ?????  +  2 

𝑎(𝑛 + 1,     2   ) =  𝑎(𝑎(𝑛,     2    ), 1) 
 
 
𝑎(𝑛 + 1,     2   ) =      𝑎(𝑛,     2    ) + 2 

𝑎(𝑛, 2) =  5 + (𝑛 − 1)(2) 
 =  2𝑛 + 3                   …(∗∗) 

 0 1 2 3 
0 1 2 3  
1 2 3 5  
2 3 4 7  
3 4 5 9  
4 ⋮ ⋮   

 

+2 
+2 
+2 

2𝑥 + 3  =  2557 

  𝑥 =  
2557−3

2
    =  

2554

2
    =  1277 


