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ขอ้สอบสมาคมคณิตศาสตรแ์หง่ประเทศไทย ระดบัมธัยมศกึษาตอนปลาย (พ.ย. 62) 
วนัอาทิตยท์ี่ 24 พฤศจิกายน 2562 เวลา 9.00 - 12.00 น. 
 

ตอนที่ 1 มี 10 ขอ้ ขอ้ละ 3 คะแนน 
1. ก าหนดให ้𝑆 เป็นเซตของประพจนท์ัง้หมด  นิยาม  𝑓 : 𝑆 → {0, 1}  โดยก าหนดใหส้  าหรบัประพจน ์𝑠 ใดๆ 

 𝑓(𝑠)  =  { 1 เมื่อ 𝑠 มีคา่ความจรงิเป็นจรงิ
 0 เมื่อ 𝑠 มีคา่ความจรงิเป็นเท็จ

 

 ถา้ประพจน ์ 𝑝, 𝑞 และ 𝑟  สอดคลอ้งเง่ือนไข  𝑓(𝑝 ∨ 𝑞 ∨ 𝑟)  =  𝑓(𝑝)𝑓(𝑞)𝑓(𝑟)  และ  𝑓(𝑝 ∧ ~𝑞)  =  𝑓(𝑞) 

 จงหาคา่ของ  𝑓(𝑟)+𝑓(~𝑝)

2
 + 𝑓((~𝑝) → [𝑞 → (𝑟 ∧ 𝑝)]) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

2. จงหาจ านวนจรงิ 𝑥 ทัง้หมดที่สอดคลอ้งกบัสมการ    log10(2𝑥 + 𝑥 − 17)  =  𝑥 − 𝑥 log10 5 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

3. ก าหนดใหว้งร ี 4 (𝑥 −
1

4
)

2
 + 

16

3
𝑦2  =  1 

 แนบในสามเหลีย่ม 𝐴𝐵𝐶  โดยที่ จดุยอด 𝐴, 𝐵 และ 𝐶 อยูบ่นวงกลมหนึง่หนว่ย  𝑥2 + 𝑦2  =  1 

 ถา้จดุยอด 𝐴 มีพิกดัเป็น (1, 0) แลว้  วงรนีีส้มัผสัสามเหลีย่ม 𝐴𝐵𝐶 ที่จดุใดบา้ง 
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4. ก าหนดใหค้ าตอบที่เป็นจ านวนจรงิบวกทัง้หมดของสมการ  tan 𝑥  =  𝑥  ถกูแทนดว้ยล าดบัเพิ่มแท ้ (𝑎𝑛)𝑛=1
∞  

 จงหาคา่ของ  lim
n

(𝑎𝑛+1 − 𝑎𝑛) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

5. ส าหรบัความสมัพนัธ ์𝑟 บน 𝐴 ใดๆ เรยีก 𝑟 วา่ความสมัพนัธส์มมูล ถา้ 𝑟 มีสมบตัิทกุขอ้ดงัตอ่ไปนี ้
 (i) (𝑎, 𝑎) ∈ 𝑟  ทกุ 𝑎 ∈ 𝐴 

 (ii) ถา้  (𝑎, 𝑏) ∈ 𝑟  แลว้  (𝑏, 𝑎) ∈ 𝑟 

 (iii) ถา้  (𝑎, 𝑏) ∈ 𝑟  และ  (𝑏, 𝑐) ∈ 𝑟  แลว้  (𝑎, 𝑐) ∈ 𝑟 

 จงหาจ านวนของความสมัพนัธส์มมลูทัง้หมดบนเซต  𝐴 = {1, 2, 3} 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

6. สุม่หยิบจ านวนมาหนึง่จ านวนจากเซต  {1, 2, 3, … , 999, 1000}  จงหาความนา่จะเป็นท่ีจ านวนท่ีสุม่มานีม้ี
ผลบวกของเลขโดดทัง้หมดเทา่กบั 8 
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7. ก าหนดให ้𝑎⃗ และ 𝑏⃗⃗ เป็นเวกเตอรใ์น ℝ3 ซึง่  |𝑏⃗⃗| = √673  และ  𝑎⃗ ∙ 𝑏⃗⃗ = 2019 

 จงหาจ านวนจรงิ  𝜆  ทัง้หมดซึง่ท าใหม้ีเวกเตอร ์ 𝑐 ∈ ℝ3 ที่ท าให ้   𝑎⃗ − 𝜆𝑏⃗⃗  =  𝑐 × 𝑏⃗⃗ 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

8. ให ้ 𝑃(𝑥)  เป็นพหนุามดีกร ี2019  โดยที่    𝑃(1)  =  𝑃(2)  =  …  =  𝑃(2019)  =  1  และ  𝑃(2020)  =  2 

 จงหาจ านวนเต็มบวก  𝑟  ที่ท  าให ้ 𝑃(2019 + 𝑟)  =  2019 + 𝑟 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

9. จ านวนเชิงซอ้น 𝑧 และ 𝑤 สอดคลอ้งอสมการ    |𝑧 − 1 + 3𝑖|  ≤  1    และ    |𝑤 − 4 − 𝑖|  ≤  1 

 จงหาคา่ต ่าสดุของ  |𝑧 − 𝑤| 
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10. จงหาจ านวนจรงิ 𝑥0 ทัง้หมดที่ท  าใหฟั้งกช์นั    𝑓(𝑥)  =  𝑥1/3(1 − 𝑥)2/3 

 มีคา่สดุขดีสมัพทัธท์ี่  𝑥 = 𝑥0 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ตอนที่ 2 มี 10 ขอ้ ขอ้ละ 4 คะแนน 

11. ให ้ 𝐴  =  [
1 2 3
0 4 5
0 0 6

]  และให ้𝑆 เป็นเซตของจ านวนจรงิ 𝑡 ทัง้หมดที่ท  าให ้

 𝑡3𝐴 adj (𝐴 −
1

𝑡
𝐼)  =  adj(𝑡𝐴 − 𝐼) 

 ในท่ีนี ้ 𝐼  แทนเมทรกิซเ์อกลกัษณข์นาด 3 × 3    จงหาผลรวมของสมาชิกทัง้หมดใน 𝑆 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

12. ส าหรบัจ านวนจรงิ 𝑎  ก าหนดให ้ ⌊𝑎⌋  เป็นจ านวนเตม็ที่มากที่สดุที่นอ้ยกวา่หรอืเทา่กบั 𝑎 

 จงหาจ านวนจรงิ 𝑥 ทัง้หมดที่สอดคลอ้งกบัสมการ  ⌊𝑥2 − 3𝑥 + 2⌋  =  3𝑥 − 7 
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13. มีฉลากอยู ่ 𝑛 + 1  ใบอยูใ่นกลอ่งใบหนึง่ ฉลากแตล่ะใบมีหมายเลข  0, 1, 2, … , 𝑛  ก ากบัอยู ่ สุม่หยิบฉลากมา 
ครัง้ละ 1 ใบ 4 ครัง้ แบบหยบิแล้วใส่คนื  ถา้ความนา่จะเป็นท่ีผลบวกของเลขบนฉลากที่หยิบไดใ้นสองครัง้แรก และ

สองครัง้หลงัมคีา่เทา่กนั มีคา่เทา่กบั    𝑎𝑛2+𝑏𝑛+𝑐

(𝑛+1)3     จงหาคา่ของ  𝑎, 𝑏 และ 𝑐 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

14. ก าหนดให ้ 𝑓, 𝑔, ℎ : ℝ → ℝ  เป็นฟังกช์นัท่ีมีอนพุนัธ ์โดยที่  𝑓(𝑥) =  𝑔(𝑥) ℎ(𝑥)  และ  ℎ(𝑥) > 0  ทกุ 𝑥 ∈ ℝ

 ถา้สมมติวา่    |𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑦)|  ≤  |𝑥 − 𝑦|2562    ส าหรบัทกุ  𝑥, 𝑦 ∈ ℝ 

 𝑓(7) = 8  และ  𝑔′(7) = 4  แลว้ จงหาคา่ของ   ℎ′(7)

(ℎ(7))
2 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

15. ก าหนดให ้ 𝑎, 𝑏, 𝑐  เป็นจ านวนเตม็บวกซึง่  𝑎 < 𝑏 < 𝑐  และ    det ([
1 1 1
𝑎 𝑏 𝑐

𝑎2 𝑏2 𝑐2
])  =  16 

 จงหาคา่ของ  𝑎𝑐 − 𝑏2 
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16. จงหาคูอ่นัดบั (𝑚, 𝑛) มาหนึง่คูอ่นัดบัโดยที่ 𝑚 และ 𝑛 เป็นจ านวนเต็มบวกที่ตา่งกนัซึง่ท าให ้   2

109
  =  

1

𝑚
 + 

1

𝑛
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

17. จงหาจ านวนจรงิ 𝑥 ทัง้หมดที่สอดคลอ้งกบัสมการ    log4 log2 𝑥 + log2 log4 𝑥  =  2 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

18. จงหาคา่สงูสดุของดีเทอรม์ิแนนทข์องเมทรกิซข์นาด 3 × 3 ซึง่มีสมาชิกเป็นจ านวนเต็ม 1 หรอื −1 เทา่นัน้ 
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19. เกมเดินหมดุทอดลกูเตา๋ มกีติกาคือ ใหเ้ดินหมดุไปทีละช่อง ตามจ านวนที่ไดจ้ากการทอดลกูเตา๋ 6 หนา้หนึง่ครัง้ โดย
เมื่อเริม่ตน้เกม ใหห้มดุอยูท่ีต่  าแหนง่หมายเลข 0  และเกมจบลงเมื่อหมดุมาหยดุอยูท่ี่ต  าแหนง่หมายเลข 7  หาก
ต าแหนง่รวมเกิน 7 ใหเ้ดินหมดุยอ้นกลบัหลงั เช่น ถา้หมดุอยูท่ีต่  าแหนง่หมายเลข 4 และทอดลกูเตา๋ไดต้วัเลข 5 เมื่อ
เดินเสรจ็สิน้ หมดุจะมาอยูท่ี่ต  าแหนง่หมายเลข 5 

 
 

 จงหาความนา่จะเป็นท่ีเกมจะจบลงภายใน 5 ตา 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

20. จงหาคา่สงูสดุของฟังกช์นั    𝑓(𝑥)  =  
k


2562

0
(𝑘 − 2562𝑥)2(2562

𝑘
)𝑥𝑘(1 − 𝑥)2562−𝑘 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ตอนที่ 3 มี 5 ขอ้ ขอ้ละ 6 คะแนน 
21. ในรูปสามเหลีย่ม 𝐴𝐵𝐶 มี 𝐷 เป็นจดุกึ่งกลางดา้น 𝐵𝐶  และ จดุ 𝐸 และ 𝐹 แบง่ 𝐴𝐷 ออกเป็นสามสว่นเทา่ๆ กนั 

 ดงันี ้  |𝐴𝐸|  =  |𝐸𝐹|  =  |𝐹𝐷|    ถา้   𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  ∙ 𝐶𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗   =  4   และ   𝐵𝐹⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ∙ 𝐶𝐹⃗⃗⃗⃗⃗⃗   =  −1  แลว้ 

 จงหาคา่ของ  |𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ |
2

 + |𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ |
2

 + |𝐶𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ |
2

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

0 1 2 3 4 5 6 7 
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22. จงหาคา่ของ    lim
n

 
115+315+515+⋯+(2𝑛−1)15

𝑛16  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

23. ส าหรบัเมทรกิซ ์𝑋, 𝑌 และ 𝑍 ที่มีสมาชิกเป็นจ านวนจรงิขนาด 𝑛 × 𝑛  จะกลา่ววา่ 

 𝑋, 𝑌, 𝑍  เป็นอิสระเชิงเสน้ตอ่กนั  ก็ตอ่เมื่อ  ทกุจ านวนจรงิ  𝑎, 𝑏, 𝑐  ถา้  𝑎𝑋 + 𝑏𝑌 + 𝑐𝑍  =  0  แลว้ 

 𝑎 = 𝑏 = 𝑐 = 0  
 ก าหนดให ้ 𝐴, 𝐵 และ 𝐶 เป็นเมทรกิซท์ีม่ีสมาชิกเป็นจ านวนจรงิขนาด 𝑛 × 𝑛  ซึง่เป็นอิสระเชิงเสน้ตอ่กนั และ 

 สอดคลอ้งกบัระบบสมการ 
 
 

 เมื่อ  𝛼  และ  𝛽  เป็นจ านวนจรงิ    จงหาคา่  𝛼  และ  𝛽 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

𝐴𝐵 − 𝐵𝐴 =  𝐴 + 𝐵 
𝐴𝐶 − 𝐶𝐴 =  𝛼𝐴 + 𝐶 
𝐵𝐶 − 𝐶𝐵 =  𝐵 + 𝛽𝐶 



 สมาคม ม. ปลาย (พ.ย. 62) 9 

24. จงหาผลบวกของอนกุรมอนนัตต์อ่ไปนี ้     (
sin 

2𝜋

9

2 cos 
2𝜋

9
 − 1

) + (
1

3
∙

sin 
2𝜋

27

2 cos 
2𝜋

27
 − 1

) + (
1

9
∙

sin 
2𝜋

81

2 cos 
2𝜋

81
 − 1

) + … 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

25. ก าหนดใหจ้ านวนเชิงซอ้น 𝑎, 𝑏 และ 𝑐 เป็นรากของพหนุาม    𝑝(𝑧)  =  𝑧3 + 21𝑧 − 2562 

 ให ้สามเหลีย่ม 𝐴𝐵𝐶 เป็นสามเหลีย่มในระนาบเชิงซอ้นท่ีมจีดุยอดอยูท่ี่ 𝑎, 𝑏 และ 𝑐 ตามล าดบั และ 

 ให ้ 𝜀  เป็นวงรทีี่แนบในสามเหลีย่ม 𝐴𝐵𝐶 และสมัผสักบัจดุกึ่งกลางของดา้นทัง้สามของสามเหลีย่ม 𝐴𝐵𝐶 

 ถา้จ านวนเชิงซอ้น 𝑧1 และ 𝑧2 เป็นโฟกสัของวงร ี𝜀 แลว้  จงหาคา่ของ  𝑧1
2 + 𝑧2

2 
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เฉลย 

1. 1.5 8. 2 15. −4 22. 2048 

2. 17 9. 3 16. (55, 5995) 23. 1, −1 

3. ( −
1

4
 , 0 ) ,  ( 

7

12
, ±

√15

12
 ) 10. 1

3
 ,  1 17. 16 24. 3√3

4
 

4. 𝜋 11. 17

12
 18. 4 25. −14 

5. 5 12. 7

3
 ,  

8

3
 ,  

9

3
 ,  

10

3
 ,  

11

3
 19. 671

1296
 

6. 0.045 13. 2

3
 , 

4

3
 , 1 20. 640.5 

7. 3 14. −0.5 21. 21 

 

แนวคิด 

1. ก าหนดให ้𝑆 เป็นเซตของประพจนท์ัง้หมด  นิยาม  𝑓 : 𝑆 → {0, 1}  โดยก าหนดใหส้  าหรบัประพจน ์𝑠 ใดๆ 

 𝑓(𝑠)  =  { 1 เมื่อ 𝑠 มีคา่ความจรงิเป็นจรงิ
 0 เมื่อ 𝑠 มีคา่ความจรงิเป็นเท็จ

 

 ถา้ประพจน ์ 𝑝, 𝑞 และ 𝑟  สอดคลอ้งเง่ือนไข  𝑓(𝑝 ∨ 𝑞 ∨ 𝑟)  =  𝑓(𝑝)𝑓(𝑞)𝑓(𝑟)  และ  𝑓(𝑝 ∧ ~𝑞)  =  𝑓(𝑞) 

 จงหาคา่ของ  𝑓(𝑟)+𝑓(~𝑝)

2
 + 𝑓((~𝑝) → [𝑞 → (𝑟 ∧ 𝑝)]) 

ตอบ 1.5 
เนื่องจาก 𝑓 จะไดผ้ลลพัธเ์ป็น 0 หรอื 1  ดงันัน้  𝑓(𝑝)𝑓(𝑞)𝑓(𝑟)  คือการคณูกนัของ 0 หรอื 1 

ซึง่ผลคณูนี ้จะเป็น 1 เมื่อ ทกุตวัเป็น 1  และจะเป็น 0 เมื่อมตีวัใดตวัหนึง่เป็น 0 

จะตรงกบัการ “และ”  ที่เป็นจรงิเมื่อทกุตวัเป็นจรงิ และเป็นเทจ็เมือ่มีตวัใดตวัหนึง่เป็นเทจ็ 

ดงันัน้ 

 
 

จะเห็นวา่  𝑝 ∨ 𝑞 ∨ 𝑟  สมมลูกบั  𝑝 ∧ 𝑞 ∧ 𝑟  ได ้2 แบบ คือ  𝑝, 𝑞, 𝑟 เป็นจรงิทกุตวั  กบั  𝑝, 𝑞, 𝑟 เป็นเท็จทกุตวั 
โจทยก์ าหนดให ้ 𝑓(𝑝 ∧ ~𝑞)  =  𝑓(𝑞)   →  จะลองแทนทัง้สองแบบ แลว้ดวูา่ใชไ้ดห้รอืไม่ 
กรณี 𝑝, 𝑞, 𝑟 เป็นจรงิทกุตวั กรณี 𝑝, 𝑞, 𝑟 เป็นเท็จทกุตวั 

 
 
 

 ดงันัน้ สรุปไดว้า่  𝑝, 𝑞, 𝑟 เป็นเทจ็ทกุตวั 

แทนในคา่ที่โจทยถ์ามจะได ้
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

𝑓(𝑝)𝑓(𝑞)𝑓(𝑟) =   𝑓(𝑝 ∧ 𝑞 ∧ 𝑟) 
 𝑓(𝑝 ∨ 𝑞 ∨ 𝑟) =   𝑓(𝑝 ∧ 𝑞 ∧ 𝑟) 
      𝑝 ∨ 𝑞 ∨ 𝑟 ≡        𝑝 ∧ 𝑞 ∧ 𝑟 

โจทยก์ าหนด 
𝑓 จบัคู ่จรงิ → 1  และ  เท็จ → 0  แบบ 1 ตอ่ 1 

𝑓(T ∧ ~T) =  𝑓(T) 
𝑓(    F       ) =  𝑓(T) 
      0 =    1         

𝑓(F ∧ ~F) =  𝑓(F) 
𝑓(    F       ) =  𝑓(F) 
      0 =    0         

      
𝑓(F)+𝑓(~F)

2
 + 𝑓((~F) → [F → (F ∧ F)]) 

=   
𝑓(F)+𝑓( T )

2
 + 𝑓(   T    → [    T               ]) 

=   
𝑓(F)+𝑓( T )

2
 + 𝑓(           T                           ) 

=     
  0  +  1  

2
    +      1      =  1.5 



 สมาคม ม. ปลาย (พ.ย. 62) 11 

2. จงหาจ านวนจรงิ 𝑥 ทัง้หมดที่สอดคลอ้งกบัสมการ    log10(2𝑥 + 𝑥 − 17)  =  𝑥 − 𝑥 log10 5 

ตอบ 17 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

จะเห็นวา่ 𝑥 = 17 ท าใหค้า่  2𝑥 + 𝑥 − 17  ที่อยูห่ลงั log เป็นบวก  จงึเป็นค าตอบได ้

 

3. ก าหนดใหว้งร ี 4 (𝑥 −
1

4
)

2
 + 

16

3
𝑦2  =  1 

 แนบในสามเหลีย่ม 𝐴𝐵𝐶  โดยที่ จดุยอด 𝐴, 𝐵 และ 𝐶 อยูบ่นวงกลมหนึง่หนว่ย  𝑥2 + 𝑦2  =  1 

 ถา้จดุยอด 𝐴 มีพิกดัเป็น (1, 0) แลว้  วงรนีีส้มัผสัสามเหลีย่ม 𝐴𝐵𝐶 ที่จดุใดบา้ง 

ตอบ ( −
1

4
 , 0 ) ,  ( 

7

12
, ±

√15

12
 ) 

จดัรูปวงร ีจะได ้
 
 
 

น าวงรไีปวาดรว่มกบัวงกลมหนึง่หนว่ย  
ก าหนดใหว้งรสีมัผสัสามเหลีย่ม 𝐴𝐵𝐶 ที่จดุ 𝐷, 𝐸, 𝐹 จะวาดไดด้งัรูป 

จดุ 𝐷 คือจดุยอดวงรฝ่ัีงซา้ย  →  จะมีพิกดัคือ  𝐷( 
1

4
−

1

2
 , 0 )  =  𝐷( −

1

4
 , 0 ) 

𝐵 กบั 𝐷 อยูใ่นแนวตัง้เดียวกนั จะมีพกิดั 𝑥 เทา่กนั  →  จะไดพ้ิกดั 𝑥 ของจดุ 𝐵 = −
1

4
  ดว้ย 

𝐵 อยูบ่นวงกลมหนึง่หนว่ย →  แทน  𝑥 = −
1

4
  ในสมการวงกลมหนึง่หนว่ย เพื่อหาพิกดั 𝑦 : 

 
 
 

 แต ่𝐵 อยูใ่น 𝑄2  →  จะไดพ้ิกดั 𝐵 คือ ( −
1

4
 , 

√15

4
 ) 

จดุ 𝐹(𝑎, 𝑏) อยูบ่นแนวเสน้ตรง 𝐴(1, 0) และ 𝐵( −
1

4
 , 

√15

4
 )    ดงันัน้ 

 
 

และ 𝐹(𝑎, 𝑏) อยูบ่นวงร ี
 
 
 
 
 
 

log10(2𝑥 + 𝑥 − 17) =  𝑥 − 𝑥 log10 5 

log10(2𝑥 + 𝑥 − 17) =  𝑥(1 − log10 5) 

log10(2𝑥 + 𝑥 − 17) =  𝑥(log10 10 − log10 5) 

log10(2𝑥 + 𝑥 − 17) =  𝑥 (log10
10

5
) 

log10(2𝑥 + 𝑥 − 17) =  𝑥(log10 2) 

            2𝑥 + 𝑥 − 17 =  10𝑥 (log10 2) 

            2𝑥 + 𝑥 − 17 =  (10log10 2)
𝑥

 

            2𝑥 + 𝑥 − 17 =  (       2       )𝑥 
                      𝑥 =         17 

4 (𝑥 −
1

4
)

2
 + 

16

3
𝑦2 =  1 

     
(𝑥 − 

1

4
)

2

(
1

2
)

2   +  
𝑦2

(
√3

4
)

2 =  1 
𝐴(1, 0) 

𝐷  

𝐵  

𝐶  

𝐸  

𝐹  

      𝑥2  +  𝑦2 =    1 

(−
1

4
)

2
 + 𝑦2 =    1 

                  𝑦 = ±
√15

4
 

𝑏−0

𝑎−1
 =   

√15

4
 − 0

−
1

4
 − 1

 

  𝑏 =  −
√15

5
(𝑎 − 1)    …(∗) 

4 (𝑥 −
1

4
)

2
 + 

16

3
𝑦2  =  1 

4 (𝑎 −
1

4
)

2
 + 

16

3
𝑏2  =  1 

4 (𝑎 −
1

4
)

2
 + 

16

3
(−

√15

5
(𝑎 − 1))

2

 =  1 
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แทนใน (∗) จะได ้ 𝑏  =  −
√15

5
(

7

12
− 1)  =  

√15

12
    →  จะไดพ้ิกดั 𝐹 คือ ( 

7

12
,

√15

12
 ) 

และจากความสมมาตร จะไดพ้ิกดั 𝐸 คือ ( 
7

12
, −

√15

12
 ) 

 

4. ก าหนดใหค้ าตอบที่เป็นจ านวนจรงิบวกทัง้หมดของสมการ  tan 𝑥  =  𝑥  ถกูแทนดว้ยล าดบัเพิ่มแท ้ (𝑎𝑛)𝑛=1
∞  

 จงหาคา่ของ  lim
n

(𝑎𝑛+1 − 𝑎𝑛) 

ตอบ 𝜋 

 

จะหาค าตอบของสมการ  tan 𝑥  =  𝑥 

โดยการวาดกราฟ  𝑦 = tan 𝑥  และ  𝑦 = 𝑥  บนแกนคูเ่ดียวกนั 
แลว้ดวูา่กราฟตดักนัตรงไหน ดงัรูป 

จะเห็นวา่จดุตดัของกราฟทัง้สอง เขา้ใกลเ้สน้ก ากบั  𝑥 = 
(2𝑛+1)𝜋

2
  ขึน้เรือ่ยๆ 

ดงันัน้   lim
n

(𝑎𝑛+1 − 𝑎𝑛) =  
(2(𝑛+1)+1)𝜋

2
−

(2𝑛+1)𝜋

2
 

 =        
2𝑛𝜋+3𝜋−2𝑛𝜋−𝜋

2
            =  𝜋 

 
 

5. ส าหรบัความสมัพนัธ ์𝑟 บน 𝐴 ใดๆ เรยีก 𝑟 วา่ความสมัพนัธส์มมูล ถา้ 𝑟 มีสมบตัิทกุขอ้ดงัตอ่ไปนี ้
 (i) (𝑎, 𝑎) ∈ 𝑟  ทกุ 𝑎 ∈ 𝐴 

 (ii) ถา้  (𝑎, 𝑏) ∈ 𝑟  แลว้  (𝑏, 𝑎) ∈ 𝑟 

 (iii) ถา้  (𝑎, 𝑏) ∈ 𝑟  และ  (𝑏, 𝑐) ∈ 𝑟  แลว้  (𝑎, 𝑐) ∈ 𝑟 

 จงหาจ านวนของความสมัพนัธส์มมลูทัง้หมดบนเซต  𝐴 = {1, 2, 3} 

ตอบ 5 

ตอ้งหาวา่มีวิธีสรา้ง 𝑟 ไดก่ี้แบบ จาก  𝐴 × 𝐴  = 

 
 

จาก (i) จะไดว้า่ (1, 1), (2,2), (3,3)  ตอ้งอยูใ่น 𝑟  เลอืกไมไ่ด ้

จาก (ii) จะแบง่คูอ่นัดบัท่ีเหลอืเป็น 3 คู ่คือ   (1,2)&(2,1)  และ  (1,3)&(3,1)  และ  (2,3)&(3,2) 

แตล่ะคู ่ตอ้งอยูใ่น 𝑟 ทัง้คู ่หรอืไมก็่ไมอ่ยูใ่น 𝑟 ทัง้คู ่ →  จะแบง่กรณีตามการมีอยูข่อง 3 คูน่ี ้
กรณีไมม่ีเลยซกัคู ่:  จะได ้ 𝑟 = { (1, 1), (2,2), (3,3) }  สอดคลอ้งกบั (i), (ii), (iii)  →  มี 1 แบบ 
กรณีมี 1 คู ่: จะได ้ ซึง่สอดคลอ้งกบั (i), (ii), (iii)  →  มี 3 แบบ 
 
 

กรณีมี 2 คู ่: จะเห็นวา่ (iii) ไมจ่รงิ  เช่น ถา้มี  (1,2)&(2,1)  กบั  (1,3)&(3,1)   แตไ่มม่ี  (2,3)&(3,2) 

 การมี  (2,1) กบั (1,3) จะบีบใหต้อ้งมี (2,3)  →  กรณีนีจ้ะเป็นไปไมไ่ด ้

4 (𝑎2 −
𝑎

2
+

1

16
) + 

16

5
(𝑎2 − 2𝑎 + 1) =  1 

80𝑎2 − 40𝑎 + 5 + 64𝑎2 − 128𝑎 + 64 =  20 
144𝑎2 − 168𝑎 + 49 =   0 
          (12𝑎 − 7)2 =   0 

               𝑎  =  
7

12
 

คณู 20 ตลอด 

𝜋

2
  3𝜋

2
  −

𝜋

2
  5𝜋

2
  

𝑦 = 𝑥 

𝑦 = tan 𝑥 

{ (1,1), (1,2), (1,3), 
 (2,1), (2,2), (2,3), 
 (3,1), (3,2), (3,3)  } 

𝑟 = { (1, 1), (2,2), (3,3), (1,2), (2,1) } 
𝑟 = { (1, 1), (2,2), (3,3), (1,3), (3,1) }  
𝑟 = { (1, 1), (2,2), (3,3), (2,3), (3,2) }  
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กรณีมี 3 คู ่: คือทกุตวัสมัพนัธก์นัหมด →  (i), (ii), (iii) จะจรงิ  →  มี 1 แบบ 
รวมทกุกรณี จะมี  1 + 3 + 1  =  5 แบบ 
 

6. สุม่หยิบจ านวนมาหนึง่จ านวนจากเซต  {1, 2, 3, … , 999, 1000}  จงหาความนา่จะเป็นท่ีจ านวนท่ีสุม่มานีม้ี
ผลบวกของเลขโดดทัง้หมดเทา่กบั 8 

ตอบ 0.045 

จะนบัเฉพาะเลขที่ไมเ่กิน 3 หลกั (1 – 999) เพราะ 1000 มีผลบวกเลขโดดไมเ่ทา่กบั 8 

จ านวนแบบที่สนใจ จะเทา่กบัการแจกของเหมือนกนั 8 ชิน้ใหค้น 3 คน (แตล่ะคนแทนแตล่ะหลกั)  โดยทีแ่ตล่ะคนอาจ
ไมไ่ดข้อง (มีบางหลกัเป็น 0 ได)้ 
ใช ้Stars & Bars จะไดจ้ านวนแบบ = (8+3−1

3−1
) = 

10 ∙ 9

2
  =  45 แบบ 

จะไดค้วามนา่จะเป็น  =  
45

1000
  =  0.045 

 

7. ก าหนดให ้𝑎⃗ และ 𝑏⃗⃗ เป็นเวกเตอรใ์น ℝ3 ซึง่  |𝑏⃗⃗| = √673  และ  𝑎⃗ ∙ 𝑏⃗⃗ = 2019 

 จงหาจ านวนจรงิ  𝜆  ทัง้หมดซึง่ท าใหม้ีเวกเตอร ์ 𝑐 ∈ ℝ3 ที่ท าให ้   𝑎⃗ − 𝜆𝑏⃗⃗  =  𝑐 × 𝑏⃗⃗ 

ตอบ 3 

 
 
 
 
 
 
 
 

8. ให ้ 𝑃(𝑥)  เป็นพหนุามดีกร ี2019  โดยที่    𝑃(1)  =  𝑃(2)  =  …  =  𝑃(2019)  =  1  และ  𝑃(2020)  =  2 

 จงหาจ านวนเต็มบวก  𝑟  ที่ท  าให ้ 𝑃(2019 + 𝑟)  =  2019 + 𝑟 

ตอบ 2 

จาก  𝑃(1)  =  𝑃(2)  =  …  =  𝑃(2019)  =  1  จะไดส้มการ  𝑃(𝑥) = 1  มีรากคือ 1, 2, … , 2019 

 

ดงันัน้  𝑃(𝑥) − 1  =  𝑎(𝑥 − 1)(𝑥 − 2)…(𝑥 − 2019)   …(∗) 

แทน  𝑥 = 2020 : 

 
 
 

แทน 𝑥 = 2019 + 𝑟  และ 𝑎 = 
1

2019!
 ใน (∗) : 

 
 
 
 
 
 

จะเห็นวา่ ถา้  𝑟 = 2  จะไดฝ่ั้งขวา เทา่กบั 2019! พอด ี
ถา้ 𝑟 < 2 ฝ่ังขวาจะนอ้ยลง  และ  ถา้ 𝑟 > 2 ฝ่ังขวาจะมากขึน้    →  จะไมม่ีค  าตอบอื่นนอกจาก  𝑟 = 2 

  𝑎⃗ − 𝜆𝑏⃗⃗ =    𝑐 × 𝑏⃗⃗ 

(𝑎⃗ − 𝜆𝑏⃗⃗) ∙ 𝑏⃗⃗ =  (𝑐 × 𝑏⃗⃗) ∙ 𝑏⃗⃗ 

𝑎⃗ ∙ 𝑏⃗⃗ − 𝜆 𝑏⃗⃗ ∙ 𝑏⃗⃗ =               0 

𝑎⃗ ∙ 𝑏⃗⃗ =           𝜆 |𝑏⃗⃗|
2

 

2019 =         𝜆√673
2

 
   3 =         𝜆 

ดอท 𝑏⃗⃗ ทัง้สองฝ่ัง 

𝑐 × 𝑏⃗⃗  ตัง้ฉากกบั  𝑏⃗⃗  เสมอ  →  จะดอทกนัได ้0 

𝑃(𝑥) − 1  =  0 

𝑃(2020) − 1 =  𝑎(2020 − 1)(2020 − 2)…(2020 − 2019) 
      2         − 1 =  𝑎(    2019    )(    2018    )…(           1            ) 

           
1

2019!
 =  𝑎 

𝑃(2019 + 𝑟) − 1 =  
1

2019!
(2019 + 𝑟 − 1)(2019 + 𝑟 − 2) … (2019 + 𝑟 − 2019) 

    2019 + 𝑟    − 1 =  
1

2019!
 (    2018 + 𝑟    )(    2017 + 𝑟    ) … (                𝑟               ) 

(2018 + 𝑟) 2019! =            ( 2018 + 𝑟 )( 2017 + 𝑟 )( 2016 + 𝑟 ) … ( 𝑟 ) 
                      2019! =                                   ( 2017 + 𝑟 )( 2016 + 𝑟 ) … ( 𝑟 ) 
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9. จ านวนเชิงซอ้น 𝑧 และ 𝑤 สอดคลอ้งอสมการ    |𝑧 − 1 + 3𝑖|  ≤  1    และ    |𝑤 − 4 − 𝑖|  ≤  1 

 จงหาคา่ต ่าสดุของ  |𝑧 − 𝑤| 

ตอบ 3 

ให ้ 𝑧 = 𝑥1 + 𝑦1𝑖  และ  𝑤 = 𝑥2 + 𝑦2𝑖   →  จะวาดกราฟของทัง้สองอสมการ เพื่อหาบรเิวณที่เป็นไปไดข้อง 𝑧 และ 𝑤 

 
 
 
 

ฝ่ังขวาเป็น  ≤ 1  →  จะได ้ (𝑥1, 𝑦1) คือจดุในวงกลม (รวมเสน้รอบวง) ทีม่ีจดุศนูยก์ลาง (1, −3) และรศัมี = 1 

 (𝑥2, 𝑦2) คือจดุในวงกลม (รวมเสน้รอบวง) ทีม่ีจดุศนูยก์ลาง (4, 1) และ รศัมี = 1 

จะวาดไดด้งัรูป 
 
 
 
 
 
 
 
 

จากรูป จะเห็นวา่ ระยะทางระหวา่งจดุในวงกลมทัง้สองที่สัน้ท่ีสดุ คือ  𝐶𝐷 

  
 
 
 
 

10. จงหาจ านวนจรงิ 𝑥0 ทัง้หมดที่ท  าใหฟั้งกช์นั    𝑓(𝑥)  =  𝑥1/3(1 − 𝑥)2/3 

 มีคา่สดุขดีสมัพทัธท์ี่  𝑥 = 𝑥0 

ตอบ 1

3
 ,  1 

คา่สงูสดุ-ต ่าสดุสมัพทัธ ์จะเกิดตรงจดุที่ 𝑓′ เปลีย่นเครือ่งหมายจากบวกเป็นลบ หรอื ลบเป็นบวก 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

จากเสน้จ านวน จะเห็นวา่ 𝑓′(𝑥) เปลีย่นเครือ่งหมายที่  𝑥  =  
1

3
 ,  1 

เนื่องจาก 𝑓(𝑥) ตอ่เนื่อง  (เพราะ 𝑓 มีแต ่√    
3

 และไมม่ีตวัสว่น)  ดงันัน้ คา่สงูสดุต ่าสดุสมัพทัธ ์จะเกิดที่  𝑥 = 
1

3
 ,  1 

หมายเหต ุ: 𝑓′(𝑥)  จะหาคา่ไมไ่ดเ้มื่อ  𝑥 = 1  แตก็่ยงัเกิดจดุต ่าสดุสมัพทัธไ์ด ้เพราะ 𝑓′(𝑥) เปลีย่นจากลบ (ขาลง) เป็น
บวก (ขาขึน้)  และ 𝑓 ตอ่เนื่องที่ 𝑥 = 1 

        |𝑧 − 1 + 3𝑖| ≤  1 
  |𝑥1 + 𝑦1𝑖 − 1 + 3𝑖| ≤  1 

(𝑥1 − 1)2 + (𝑦1 + 3)2 ≤  1 

|𝑧 − 𝑤| =  |(𝑥1 + 𝑦1𝑖) − (𝑥2 + 𝑦2𝑖)| 

 =  |(𝑥1 − 𝑥2) + (𝑦1 − 𝑦2)𝑖| 

 =  √(𝑥1 − 𝑥2)2 + (𝑦1 − 𝑦2)2 

 =  ระยะทางจาก (𝑥1, 𝑦1) ไปยงั (𝑥2, 𝑦2) 

 =  ระยะทางระหวา่งจดุในวงกลมทัง้สองวง 

        |𝑤 − 4 − 𝑖| ≤  1 
   |𝑥2 + 𝑦2𝑖 − 4 − 𝑖| ≤  1 

(𝑥2 − 4)2 + (𝑦2 − 1)2 ≤  1 

=  𝐴𝐵 − 𝐴𝐶 − 𝐷𝐵 

=  √(4 − 1)2 + (1 − (−3))
2

− 1 − 1 

=                          5                       − 1 − 1 
=                                         3 

𝐴 (1, −3) 

𝐵 (4, 1) 

𝐶  

𝐷  

 𝑓(𝑥) =  𝑥1/3(1 − 𝑥)2/3 

𝑓′(𝑥) =  𝑥
1

3 (
2

3
(1 − 𝑥)−

1

3(−1)) + (1 − 𝑥)
2

3 (
1

3
𝑥−

2

3) 

 =           −
2𝑥

1
3

3(1−𝑥)
1
3

               +          
(1−𝑥)

2
3

3𝑥
2
3

 

 =                                 
−2𝑥+(1−𝑥)

3(1−𝑥)
1
3 𝑥

2
3

 =  
1−3𝑥

3(1−𝑥)
1
3 𝑥

2
3

 =  
3𝑥−1

3(𝑥−1)
1
3 𝑥

2
3

 

0          
1

3
          1 

+        +        −         + ตรงจดุ  𝑥 = 0  มาจาก 𝑥
2

3 

𝑥คู่  ไมต่อ้งเปลี่ยนเครือ่งหมาย 
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11. ให ้ 𝐴  =  [
1 2 3
0 4 5
0 0 6

]  และให ้𝑆 เป็นเซตของจ านวนจรงิ 𝑡 ทัง้หมดที่ท  าให ้

 𝑡3𝐴 adj (𝐴 −
1

𝑡
𝐼)  =  adj(𝑡𝐴 − 𝐼) 

 ในท่ีนี ้ 𝐼  แทนเมทรกิซเ์อกลกัษณข์นาด 3 × 3    จงหาผลรวมของสมาชิกทัง้หมดใน 𝑆 

ตอบ 17

12
 

ให ้ แทนในสมการ 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

12. ส าหรบัจ านวนจรงิ 𝑎  ก าหนดให ้ ⌊𝑎⌋  เป็นจ านวนเตม็ที่มากที่สดุที่นอ้ยกวา่หรอืเทา่กบั 𝑎 

 จงหาจ านวนจรงิ 𝑥 ทัง้หมดที่สอดคลอ้งกบัสมการ  ⌊𝑥2 − 3𝑥 + 2⌋  =  3𝑥 − 7 

ตอบ 7

3
 ,  

8

3
 ,  

9

3
 ,  

10

3
 ,  

11

3
 

สมการจะเป็นจรงิ เมื่อ  3𝑥 − 7  เป็นจ านวนเตม็  และ  𝑥2 − 3𝑥 + 2  มากกวา่  3𝑥 − 7  อยูไ่มถ่ึง 1 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 แทนคา่ 𝑛  จะได ้ 𝑥 = 
7

3
 ,  

8

3
 ,  

9

3
 ,  

10

3
 ,  

11

3
 

 
 
 
 

   𝐵 =  𝑡𝐴 − 𝐼 
1

𝑡
𝐵 =   𝐴 −

1

𝑡
𝐼 

          𝑡3𝐴 adj (𝐴 −
1

𝑡
𝐼) =  adj(𝑡𝐴 − 𝐼) 

          𝑡3𝐴 adj (    
1

𝑡
𝐵   ) =  adj 𝐵 

          𝑡3𝐴 det (
1

𝑡
𝐵)  (

1

𝑡
𝐵)

−1
 =  adj 𝐵 

          𝑡3𝐴  
1

𝑡3 det 𝐵       𝑡𝐵−1 =  adj 𝐵 

          𝑡 𝐴       det 𝐵        𝐵−1 =  adj 𝐵 

          𝑡 𝐴               adj 𝐵 =  adj 𝐵 

          𝑡𝐴 adj 𝐵 − adj 𝐵 =    0 

          (𝑡𝐴 − 𝐼) adj 𝐵 =    0 

                  𝐵     adj 𝐵 =    0 

                  det 𝐵    𝐼 =    0 

              det(𝑡𝐴 − 𝐼) =    0 

det [
𝑡 − 1 2𝑡 3𝑡

0 4𝑡 − 1 5𝑡
0 0 6𝑡 − 1

] =    0 

       (𝑡 − 1)(4𝑡 − 1)(6𝑡 − 1) =    0 

                 𝑡  =  1 ,  
1

4
 ,  

1

6
 →  จะไดผ้ลรวม  =  1 + 

1

4
 + 

1

6
  =  

12+3+2

12
  =  

17

12
 

adj 𝐴  =  det 𝐴 ∙ 𝐴−1 

det(𝑘𝐴)  =  𝑘𝑛 det 𝐴  

แสดงวา่  3𝑥  ตอ้งเป็นจ านวนเตม็ 

ให ้ 3𝑥 = 𝑛  เมื่อ 𝑛 เป็นจ านวนเต็ม 

→     𝑥 = 
𝑛

3
 

0 ≤ (𝑥2 − 3𝑥 + 2) − (3𝑥 − 7) < 1 
0 ≤              𝑥2 − 6𝑥 + 9 < 1 
0 ≤                   (𝑥 − 3)2 < 1 

จรงิเสมอ (เพราะผล 
ก าลงัสอง เป็นลบไมไ่ด)้ 

−1 <  𝑥 − 3 <  1 
  2 <  𝑥 <  4 

  2 <  
𝑛

3
 <  4 

  6 <  𝑛 < 12 
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13. มีฉลากอยู ่ 𝑛 + 1  ใบอยูใ่นกลอ่งใบหนึง่ ฉลากแตล่ะใบมีหมายเลข  0, 1, 2, … , 𝑛  ก ากบัอยู ่ สุม่หยิบฉลากมา 
ครัง้ละ 1 ใบ 4 ครัง้ แบบหยบิแล้วใส่คนื  ถา้ความนา่จะเป็นท่ีผลบวกของเลขบนฉลากที่หยิบไดใ้นสองครัง้แรก และ

สองครัง้หลงัมคีา่เทา่กนั มีคา่เทา่กบั    𝑎𝑛2+𝑏𝑛+𝑐

(𝑛+1)3     จงหาคา่ของ  𝑎, 𝑏 และ 𝑐 

ตอบ 2

3
 , 

4

3
 , 1 

ผลบวกของสลาก 2 ใบ จะมคีา่ไดต้ัง้แต ่ 0 + 0 = 0  ไปจนถึง  𝑛 + 𝑛 = 2𝑛 

จะแบง่กรณีนบัตามคา่ผลบวกแตล่ะคา่ที่เป็นไปได ้ตัง้แต ่0 ไปถึง 2𝑛 

กรณีผลบวกสองครัง้แรก = สองครัง้หลงั = 0 :  ผลบวกได ้0 จะมี (0,0) แบบเดยีว 
 →  สองครัง้แรกเลอืกได ้1 แบบ สองครัง้หลงัเลอืกได ้1 แบบ  →  ไดจ้ านวนแบบ = 1 × 1 = 12 แบบ 
กรณีผลบวกสองครัง้แรก = สองครัง้หลงั = 1 :  ผลบวกได ้1 จะมี (0,1), (1,0) รวม 2 แบบ 
 →  สองครัง้แรกเลอืกได ้2 แบบ สองครัง้หลงัเลอืกได ้2 แบบ  →  ไดจ้ านวนแบบ = 2 × 2 = 22 แบบ 

   ⋮ 

กรณีผลบวกสองครัง้แรก = สองครัง้หลงั = 𝑛 :  ผลบวกได ้𝑛 จะมี (0, 𝑛), (1, 𝑛 − 1), … , (𝑛, 0) รวม 𝑛 + 1 แบบ 
 →  สองครัง้แรกเลอืกได ้𝑛 + 1 แบบ สองครัง้หลงัเลอืกได ้𝑛 + 1 แบบ  →  ไดจ้ านวนแบบ = (𝑛 + 1)2 แบบ 

กรณีผลบวกสองครัง้แรก = สองครัง้หลงั = 𝑛 + 1 :  กรณีนีจ้ะเริม่เปลีย่นไป เพราะตวัเลขบนสลากมีถึงแค ่𝑛 

 ผลบวกได ้𝑛 + 1 จะเหลอืแค ่(1, 𝑛), (2, 𝑛 − 1), … , (𝑛, 1)  รวม 𝑛 แบบ 

 →  สองครัง้แรกเลอืกได ้𝑛 แบบ สองครัง้หลงัเลอืกได ้𝑛 แบบ  →  ไดจ้ านวนแบบ = 𝑛2 แบบ 

   ⋮ 

กรณีผลบวกสองครัง้แรก = สองครัง้หลงั = 2𝑛 :  ผลบวกได ้2𝑛 จะมี (𝑛, 𝑛) แคแ่บบเดียว 
 →  สองครัง้แรกเลอืกได ้1 แบบ สองครัง้หลงัเลอืกได ้1 แบบ  →  ไดจ้ านวนแบบ = 1 × 1 = 12 แบบ 

รวมทกุกรณี จะไดจ้ านวนแบบ =  12 + 22 + … + 𝑛2 + (𝑛 + 1)2 + 𝑛2 + … + 22 + 12 

 =  2(12 + 22 + … + 𝑛2) + (𝑛 + 1)2 

 =  2 (
𝑛(𝑛+1)(2𝑛+1)

6
) + (𝑛 + 1)2 

 =  (𝑛 + 1) (
𝑛(2𝑛+1)

3
+ 𝑛 + 1) 

 =  (𝑛 + 1) (
2𝑛2+𝑛+3𝑛+3

3
)    =  (𝑛 + 1) (

2𝑛2+4𝑛+3

3
) 

และมีสลาก 𝑛 + 1 ใบ  →  หยิบ 4 ครัง้ จะหยิบได ้(𝑛 + 1)4 แบบ 

จะไดค้วามนา่จะเป็น  = 
(𝑛+1)(

2𝑛2+4𝑛+3

3
)

(𝑛+1)4   = 
(

2𝑛2+4𝑛+3

3
)

(𝑛+1)3   →  เทียบกบัรูป  𝑎𝑛2+𝑏𝑛+𝑐

(𝑛+1)3   จะได ้ 𝑎 = 
2

3
 ,  𝑏 = 

4

3
 , 𝑐 = 1 

 

14. ก าหนดให ้ 𝑓, 𝑔, ℎ : ℝ → ℝ  เป็นฟังกช์นัท่ีมีอนพุนัธ ์โดยที่  𝑓(𝑥) =  𝑔(𝑥) ℎ(𝑥)  และ  ℎ(𝑥) > 0  ทกุ 𝑥 ∈ ℝ

 ถา้สมมติวา่    |𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑦)|  ≤  |𝑥 − 𝑦|2562    ส าหรบัทกุ  𝑥, 𝑦 ∈ ℝ 

 𝑓(7) = 8  และ  𝑔′(7) = 4  แลว้ จงหาคา่ของ   ℎ′(7)

(ℎ(7))
2 

ตอบ −0.5 
ℎ′(7)

(ℎ(7))
2  จะมีสว่นคลา้ยกบัดิฟผลหาร  ลา่ง บน

′−บน ลา่ง′

ลา่ง2   →  จะพยายามจดัรูปให ้ℎ(𝑥) เป็นตวัหาร 

 
 
 
 

ดงึตวัรว่ม 𝑛 + 1 

         𝑓(𝑥) =  𝑔(𝑥) ℎ(𝑥) 

          
𝑓(𝑥)

ℎ(𝑥)
 =  𝑔(𝑥) 

ℎ(𝑥)𝑓′(𝑥)−𝑓(𝑥)ℎ′(𝑥)

(ℎ(𝑥))
2  =  𝑔′(𝑥) 
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จะหา 𝑓′(7)  มาแทนใน (∗) โดยพยายามใช ้|𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑦)|  ≤  |𝑥 − 𝑦|2562 ที่โจทยก์ าหนดให ้
จากนยิามของอนพุนัธ ์จะได ้

 
 
 
 
 
 
 
 

แทน 𝑓′(7) = 0 ใน (∗)  จะได ้

 
 
 
 
 
 

15. ก าหนดให ้ 𝑎, 𝑏, 𝑐  เป็นจ านวนเตม็บวกซึง่  𝑎 < 𝑏 < 𝑐  และ    det ([
1 1 1
𝑎 𝑏 𝑐

𝑎2 𝑏2 𝑐2
])  =  16 

 จงหาคา่ของ  𝑎𝑐 − 𝑏2 

ตอบ −4 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

เนื่องจาก  𝑎 < 𝑏 < 𝑐  ดงันัน้ ทกุวงเลบ็ทางซา้ยจะเป็นจ านวนเต็มบวกทัง้หมด 

และจะเห็นวา่ฝ่ังซา้ย วงเลบ็แรก บวก วงเลบ็ท่ีสาม จะไดว้งเลบ็ท่ีสองพอดี  ( 𝑏 − 𝑎  +  𝑐 − 𝑏  =  𝑐 − 𝑎 ) 
แยกตวัประกอบ 16 ตามเง่ือนไขดงักลา่ว จะไดแ้บบเดียว คือ  2 × 4 × 2 

จะได ้   𝑏 − 𝑎  =  2    และ    𝑐 − 𝑎  =  4 

 

ดงันัน้  𝑎𝑐 − 𝑏2 =  𝑎(𝑎 + 4) − (𝑎 + 2)2 

 =  𝑎2 + 4𝑎 − (𝑎2 + 4𝑎 + 4)    =  −4 
 
 
 

ℎ(7)𝑓′(7)−𝑓(7)ℎ′(7)

(ℎ(7))
2  =  𝑔′(7) 

ℎ(7)𝑓′(7)−   8   ℎ′(7)

(ℎ(7))
2  =     4    …(∗) 

 𝑓′(7) =  lim
h0

𝑓(7+ℎ)−𝑓(7)

ℎ
 

|𝑓′(7)| =  lim
h0

|𝑓(7+ℎ)−𝑓(7)|

|ℎ|
 

 ≤  lim
h0

    |7+ℎ−7|2562

|ℎ|
 

 =  lim
h0

  
        |ℎ|2562

|ℎ|
 

 =  lim
h0

       |ℎ|2561    =  0    →  จะสรุปไดว้า่ 𝑓′(7) = 0 

ℎ(7)( 0 ) −   8   ℎ′(7)

(ℎ(7))
2  =  4 

        
−  8   ℎ′(7)

(ℎ(7))
2  =  4 

        
 ℎ′(7)

(ℎ(7))
2 =  

4

−8
    = −0.5 

              det ([
1 1 1
𝑎 𝑏 𝑐

𝑎2 𝑏2 𝑐2
]) =  16 

𝑏𝑐2 + 𝑐𝑎2 + 𝑎𝑏2 − 𝑎2𝑏 − 𝑏2𝑐 − 𝑐2𝑎 =  16 
𝑏𝑐2 − 𝑐2𝑎 + 𝑐𝑎2 − 𝑏2𝑐 + 𝑎𝑏2 − 𝑎2𝑏 =  16 
(𝑏 − 𝑎)𝑐2 + (𝑎2 − 𝑏2)𝑐 + 𝑎𝑏2 − 𝑎2𝑏 =  16 
(𝑏 − 𝑎)𝑐2 + (𝑎 − 𝑏)(𝑎 + 𝑏)𝑐 + 𝑎𝑏(𝑏 − 𝑎) =  16 
(𝑏 − 𝑎)𝑐2 − (𝑏 − 𝑎)(𝑎 + 𝑏)𝑐 + 𝑎𝑏(𝑏 − 𝑎) =  16 
(𝑏 − 𝑎)  (𝑐2 − (𝑎 + 𝑏)𝑐 + 𝑎𝑏) =  16 
(𝑏 − 𝑎)       (𝑐 − 𝑎)(𝑐 − 𝑏) =  16 

𝑏   =  𝑎 + 2 𝑐   =  𝑎 + 4 

เรยีงพจนต์ามเลขชีก้  าลงัของ 𝑐 
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16. จงหาคูอ่นัดบั (𝑚, 𝑛) มาหนึง่คูอ่นัดบัโดยที่ 𝑚 และ 𝑛 เป็นจ านวนเต็มบวกที่ตา่งกนัซึง่ท าให ้   2

109
  =  

1

𝑚
 + 

1

𝑛
 

ตอบ (55, 5995) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

เนื่องจาก  𝑚 กบั 𝑛 ตา่งกนั  ดงันัน้  2𝑚 − 109  ≠  2𝑛 − 109 

109 เป็นจ านวนเฉพาะ  ดงันัน้  1092  จะแยกเป็นผลคณูของสองจ านวนท่ีตา่งกนัไดแ้บบเดยีว คือ 1 × 1092 

 
 
 

(หรอืถา้สลบัตวัประกอบกนั ก็จะได ้ 𝑚 = 5995 ,  𝑛 = 55) 
 

17. จงหาจ านวนจรงิ 𝑥 ทัง้หมดที่สอดคลอ้งกบัสมการ    log4 log2 𝑥 + log2 log4 𝑥  =  2 

ตอบ 16 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

18. จงหาคา่สงูสดุของดีเทอรม์ิแนนทข์องเมทรกิซข์นาด 3 × 3 ซึง่มีสมาชิกเป็นจ านวนเต็ม 1 หรอื −1 เทา่นัน้ 
ตอบ 4 

det ของเมทรกิซ ์3 × 3  คือ  det ([

𝑎 𝑏 𝑐
𝑑 𝑒 𝑓
𝑔 ℎ 𝑖

]) = 𝑎𝑒𝑖 + 𝑏𝑓𝑔 + 𝑐𝑑ℎ − 𝑔𝑒𝑐 − ℎ𝑓𝑎 − 𝑖𝑑𝑏 

เนื่องจากสมาชิกทกุตวัเป็น 1 หรอื −1  ดงันัน้  𝑎𝑒𝑖 ,  𝑏𝑓𝑔 ,  𝑐𝑑ℎ ,  𝑔𝑒𝑐 ,  ℎ𝑓𝑎 ,  𝑖𝑑𝑏  จะเป็นไดแ้ค ่1 หรอื −1 

 

 
2

109
  =  

1

𝑚
 + 

1

𝑛
 

 
2

109
 =  

𝑛 + 𝑚

𝑚𝑛
 

2𝑚𝑛 =  109𝑛 + 109𝑚 
2𝑚𝑛 − 109𝑛 − 109𝑚 =    0 
𝑛(2𝑚 − 109) − 109𝑚 =    0 

𝑛(2𝑚 − 109) − 109𝑚 +
1092

2
 =  

1092

2
 

𝑛(2𝑚 − 109) −
109

2
(2𝑚 − 109) =  

1092

2
 

(2𝑚 − 109) (𝑛 −
109

2
) =  

1092

2
 

(2𝑚 − 109)(2𝑛 − 109) =  1092 

บวก 1092

2
 เพ่ือใหเ้กิด 2𝑚 − 109 

2𝑚 − 109   =  1 
  𝑚 =  55 

2𝑛 − 109 =  1092 
2𝑛 =  109(110) =  11990 
  𝑛  =    5995 

log4 log2 𝑥 + log2 log4 𝑥 =  2 

log22 log2 𝑥 + log2 log22 𝑥 =  2 
1

2
log2 log2 𝑥 + log2 (

1

2
log2 𝑥) =  2 

log2(log2 𝑥)
1

2 + log2 (
1

2
log2 𝑥) =  2 

log2 ((log2 𝑥)
1

2 ∙
1

2
log2 𝑥) =  2 

           (log2 𝑥)
1

2 ∙
1

2
log2 𝑥 =  22  =  4 

           (log2 𝑥)
1

2 ∙    log2 𝑥 =  8 

                (log2 𝑥)
1

2
 + 1 =  8 

                  log2 𝑥 =  8
2

3  =  4 

                          𝑥 =  24  =  16 
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ดงันัน้ คา่ det จะมากที่สดุเมื่อ  𝑎𝑒𝑖 ,  𝑏𝑓𝑔 ,  𝑐𝑑ℎ  มีคา่เป็น 1    และ  𝑔𝑒𝑐 ,  ℎ𝑓𝑎 ,  𝑖𝑑𝑏  มีคา่เป็น −1 

ถา้ลองพยายามแทนคา่  𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒, 𝑓, 𝑔, ℎ, 𝑖  ใหไ้ดต้ามเง่ือนไขนีด้ ูจะพบวา่แทนยงัไงก็ไมไ่ด ้

นั่นเป็นเพราะ 
𝑎𝑒𝑖 = 1
𝑏𝑓𝑔 = 1
𝑐𝑑ℎ = 1

  คณู 3 สมการนีจ้ะได ้ (𝑎𝑒𝑖)(𝑏𝑓𝑔)(𝑐𝑑ℎ) = (1)(1)(1) 

แต ่
𝑔𝑒𝑐 = −1
ℎ𝑓𝑎 = −1
𝑖𝑑𝑏 = −1

  คณู 3 สมการนีจ้ะได ้ (𝑔𝑒𝑐)(ℎ𝑓𝑎)(𝑖𝑑𝑏) = (−1)(−1)(−1) 

 

ดงันัน้ จึงเป็นไปไมไ่ดท้ี่จะได ้ det จะมีคา่เทา่กบั 6 

แตถ่า้ยอมใหเ้ครือ่งหมายผิดได ้1 พจน ์แลว้ลองแทนคา่  𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒, 𝑓, 𝑔, ℎ, 𝑖  ด ูจะพบวา่แทนได ้

เช่นใหท้กุตวัเป็น 1 หมด ยกเวน้  𝑎 กบั 𝑒 ใหเ้ป็น −1 

จะได ้ 𝑎𝑒𝑖 ,  𝑏𝑓𝑔 ,  𝑐𝑑ℎ  เป็น 1  และ  𝑔𝑒𝑐 ,  ℎ𝑓𝑎  เป็น −1  แต ่𝑖𝑑𝑏  ไมไ่ด ้−1 

จะได ้det สงูสดุคือ  1 + 1 + 1 − (−1) − (−1) − 1  =  4 

 

19. เกมเดินหมดุทอดลกูเตา๋ มกีติกาคือ ใหเ้ดินหมดุไปทีละช่อง ตามจ านวนที่ไดจ้ากการทอดลกูเตา๋ 6 หนา้หนึง่ครึง่ โดย
เมื่อเริม่ตน้เกม ใหห้มดุอยูท่ีต่  าแหน่งหมายเลข 0  และเกมจบลงเมื่อหมดุมาหยดุอยูท่ี่ต  าแหนง่หมายเลข 7  หาก
ต าแหนง่รวมเกิน 7 ใหเ้ดินหมดุยอ้นกลบัหลงั เช่น ถา้หมดุอยูท่ีต่  าแหนง่หมายเลข 4 และทอดลกูเตา๋ไดต้วัเลข 5 เมื่อ
เดินเสรจ็สิน้ หมดุจะมาอยูท่ี่ต  าแหนง่หมายเลข 5 

 
 

 จงหาความนา่จะเป็นท่ีเกมจะจบลงภายใน 5 ตา 
ตอบ 671

1296
 

จะใชว้ิธีหาความนา่จะเป็นของเหตกุารณต์รงขา้ม  คือ หาความนา่จะเป็นท่ีเกมจะไมจ่บใน 5 ตา แลว้เอา 1 ตัง้ลบ 
𝑃(ไมจ่บใน 5 ตา) =  𝑃(ไมจ่บในตาที่ 1 และ ไมจ่บในตาที ่2 และ … และ ไมจ่บในตาที่ 5) 

 =  𝑃(ไมจ่บในตาที ่1) × 𝑃(ไมจ่บในตาที ่2 เมื่อตาที่ 1 ไมจ่บ) × 𝑃(ไมจ่บในตาที่ 3 เมื่อตาที่ 2 ไม่
จบ) × … × 𝑃(ไมจ่บในตาที ่5 เมือ่ตาที่ 4 ไมจ่บ) 

ตาแรก ยงัไงก็ไมจ่บ เพราะหา่งจดุหมาย 7 ช่อง แตแ่ตม้ลกูเตา๋สงูสดุคือ 6  →  𝑃(ไมจ่บในตาที่ 1) = 1 
เมื่อตาแรกไมจ่บ หมดุจะเดินไปหยดุที่ช่อง 1 ถึง 6 ช่องใดช่องหนึง่ ซึง่ไมว่า่หยดุที่ช่องไหน จะมีแตม้ลกูเตา๋เพียงแบบเดยีว
ที่จะท าใหจ้บเกมไดใ้นครัง้ถดัไป (เช่น ถา้หยดุที่ช่อง 1 ตอ้งโยนไดแ้ตม้ 6   ถา้หยดุที่ช่อง 2 ตอ้งโยนไดแ้ตม้ 5 …) 

นั่นคือ จะมีแตม้ลกูเตา๋ 5 แบบ ท่ีจะท าใหไ้มจ่บในตาที่ 2  →  𝑃(ไมจ่บในตาที ่2 เมื่อตาที่ 1 ไมจ่บ) = 
5

6
 

เมื่อตาที่สองไมจ่บ หมดุจะเดินไปหยดุที่ช่อง 2 ถึง 6 ช่องใดช่องหนึง่ (เดินกลบัไดอ้ยา่งมาก 5 ช่อง) แตไ่มว่า่อยูท่ี่ช่องไหน 
ก็จะมีแตม้ลกูเตา๋เพียงแบบเดียวที่จะท าใหจ้บเกมไดใ้นครัง้ถดัไป (เช่น ถา้หยดุที่ช่อง 2 ตอ้งโยนไดแ้ตม้ 5  ถา้หยดุในช่องที ่
3 ตอ้งโยนไดแ้ตม้ 6 …) →  คิดแบบเดิม จะได ้ 𝑃(ไมจ่บในตาที ่2 เมื่อตาที่ 1 ไมจ่บ) = 

5

6
 

จะเห็นวา่ ความนา่จะเป็นท่ีจะเกมไมจ่บในตาถดัไป เมื่อก าหนดใหต้าที่แลว้ไมจ่บ = 
5

6
 เสมอ 

ดงันัน้  𝑃(ไมจ่บใน 5 ตา)  =  1 × (
5

6
)

4
  =  

625

1296
    →    𝑃(จบใน 5 ตา)  =  1 −

625

1296
  =  

671

1296
 

 
 
 
 

𝑎𝑏𝑐𝑑𝑒𝑓𝑔ℎ𝑖 =        1 

𝑎𝑏𝑐𝑑𝑒𝑓𝑔ℎ𝑖 =           −1 

ขดัแยง้กนัเอง 

0 1 2 3 4 5 6 7 
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20. จงหาคา่สงูสดุของฟังกช์นั    𝑓(𝑥)  =  
k


2562

0
(𝑘 − 2562𝑥)2(2562

𝑘
)𝑥𝑘(1 − 𝑥)2562−𝑘 

ตอบ 640.5 

ให ้ 𝑛 = 2562  และ เขียนยอ่
k


2562

0
ดว้ย ∑ เฉยๆ จะได ้

 
 
 
 
 
 
 
 
 

จะหา  ∑(𝑛
𝑘

)𝑎𝑘 ,  ∑𝑘(𝑛
𝑘

)𝑎𝑘 และ  ∑𝑘2(𝑛
𝑘

)𝑎𝑘  ใน (∗) โดยเอาทฤษฎีบททวินามมาดิฟไปเรือ่ยๆ ดงันี ้
จากทวินาม         ∑(𝑛

𝑘
)𝑎𝑘 =   (𝑎 + 1)𝑛 

ดิฟ จะได ้         ∑𝑘(𝑛
𝑘

)𝑎𝑘−1 =  𝑛(𝑎 + 1)𝑛−1    →  คณู 𝑎 ทัง้สองขา้ง จะได ้ ∑𝑘(𝑛
𝑘

)𝑎𝑘  =  𝑛𝑎(𝑎 + 1)𝑛−1 
ดิฟ จะได ้ ∑𝑘(𝑘 − 1)(𝑛

𝑘
)𝑎𝑘−2 =  𝑛(𝑛 − 1)(𝑎 + 1)𝑛−2 

 
 
 
 

แทนทัง้ 3 สตูรใน (∗)  จะได ้

𝑓(𝑥)  = (1 − 𝑥)𝑛(𝑛(𝑛 − 1)𝑎2(𝑎 + 1)𝑛−2 + 𝑛𝑎(𝑎 + 1)𝑛−1 − 2𝑛2𝑥𝑎(𝑎 + 1)𝑛−1 + 𝑛2𝑥2(𝑎 + 1)𝑛) 
 
 
 
 
 
 
 

ใชส้ตูร  4𝑎𝑐−𝑏2

4𝑎
  จะไดค้า่สงูสดุคือ  4(−𝑛)(0)−𝑛2

4(−𝑛)
  =  

𝑛

4
  =  

2562

4
  =  640.5 

 

21. ในรูปสามเหลีย่ม 𝐴𝐵𝐶 มี 𝐷 เป็นจดุกึ่งกลางดา้น 𝐵𝐶  และ จดุ 𝐸 และ 𝐹 แบง่ 𝐴𝐷 ออกเป็นสามสว่นเทา่ๆ กนั 

 ดงันี ้  |𝐴𝐸|  =  |𝐸𝐹|  =  |𝐹𝐷|    ถา้   𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  ∙ 𝐶𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗   =  4   และ   𝐵𝐹⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ∙ 𝐶𝐹⃗⃗⃗⃗⃗⃗   =  −1  แลว้ 

 จงหาคา่ของ  |𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ |
2

 + |𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ |
2

 + |𝐶𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ |
2

 

ตอบ 21 

ให ้ 𝐵𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗  =  𝐷𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗   =  𝑢̅  และให ้ 𝐷𝐹⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗   =  𝐹𝐸⃗⃗⃗⃗⃗⃗   =  𝐸𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗   =  𝑣̅ 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

𝑓(𝑥) =  ∑ (𝑘 − 𝑛𝑥)2 (𝑛
𝑘

)𝑥𝑘(1 − 𝑥)𝑛−𝑘 

 =  ∑ (𝑘 − 𝑛𝑥)2 (𝑛
𝑘

)𝑥𝑘   
(1−𝑥)𝑛

(1−𝑥)𝑘 

 =  (1 − 𝑥)𝑛 ∑ (𝑘 − 𝑛𝑥)2 (𝑛
𝑘

) (
𝑥

1−𝑥
)

𝑘
 

 =  (1 − 𝑥)𝑛 ∑ (𝑘2 − 2𝑘𝑛𝑥 + 𝑛2𝑥2) (𝑛
𝑘

)𝑎𝑘 

 =  (1 − 𝑥)𝑛(∑𝑘2(𝑛
𝑘

)𝑎𝑘 − 2𝑛𝑥∑𝑘(𝑛
𝑘

)𝑎𝑘 + 𝑛2𝑥2∑(𝑛
𝑘

)𝑎𝑘)   …(∗) 

∑𝑘(𝑘 − 1)(𝑛
𝑘

)𝑎𝑘 =  𝑛(𝑛 − 1)𝑎2(𝑎 + 1)𝑛−2 

∑𝑘2(𝑛
𝑘

)𝑎𝑘 − ∑𝑘(𝑛
𝑘

)𝑎𝑘 =  𝑛(𝑛 − 1)𝑎2(𝑎 + 1)𝑛−2 

∑𝑘2(𝑛
𝑘

)𝑎𝑘 =  𝑛(𝑛 − 1)𝑎2(𝑎 + 1)𝑛−2 + 𝑛𝑎(𝑎 + 1)𝑛−1 

ให ้ 𝑎 = 
𝑥

1−𝑥
 

= (1 − 𝑥)𝑛 (𝑛(𝑛 − 1) (
𝑥

1−𝑥
)

2
(

1

1−𝑥
)

𝑛−2
+ 𝑛 (

𝑥

1−𝑥
) (

1

1−𝑥
)

𝑛−1
−

2𝑛2𝑥 (
𝑥

1−𝑥
) (

1

1−𝑥
)

𝑛−1
+ 𝑛2𝑥2 (

1

1−𝑥
)

𝑛
) 

=                     𝑛(𝑛 − 1)𝑥2 + 𝑛𝑥 − 2𝑛2𝑥2 + 𝑛2𝑥2 
=                                −𝑛𝑥2 + 𝑛𝑥 

𝑎 = 
𝑥

1−𝑥
   →   𝑎 + 1 = 

1

1−𝑥
 

             𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗    ∙   𝐶𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗  =  4 

(𝐵𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝐷𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ) ∙ (𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  + 𝐷𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ) =  4 
( 𝑢̅   +  3𝑣̅) ∙ (−𝑢̅ + 3𝑣̅) =  4 
       −|𝑢̅|2 + 9|𝑣̅|2 =  4 
     …(1) 

             𝐵𝐹⃗⃗⃗⃗⃗⃗    ∙   𝐶𝐹⃗⃗⃗⃗⃗⃗  =  −1 

(𝐵𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝐷𝐹⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ) ∙ (𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  + 𝐷𝐹⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ) =  −1 
( 𝑢̅   +   𝑣̅  ) ∙ (−𝑢̅ +  𝑣̅  ) =  −1 
       −|𝑢̅|2 +   |𝑣̅|2 =  −1 
         …(2) 

(1) − (2) : 8|𝑣̅|2 =  5 

    |𝑣̅|2 =  
5

8
 

(2) : −|𝑢̅|2 + 
5

8
 =  −1 

            
13

8
 =  |𝑢̅|2 

𝐴  

𝐵  𝐶  𝐷  

𝐸  

𝐹  

𝑢̅  𝑢̅  

𝑣̅  

𝑣̅  

𝑣̅  
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จะได ้

 
 
 
 
 
 

22. จงหาคา่ของ    lim
n

 
115+315+515+⋯+(2𝑛−1)15

𝑛16  

ตอบ 2048 

lim
n

 
115+315+515+⋯+(2𝑛−1)15

𝑛16  

=  lim
n

        
∑(2𝑖−1)15

𝑛16  

=  lim
n

 
∑((15

0 )(2𝑖)15−(15
1 )(2𝑖)14+(15

2 )(2𝑖)13− … −(15
15))

𝑛16  

=  lim
n

 (
(15

0 )215 ∑ 𝑖15

𝑛16 −
(15

1 )214 ∑ 𝑖14

𝑛16 +
(15

2 )213 ∑ 𝑖13

𝑛16 − ⋯ −
(15

15) ∑ 1

𝑛16 ) 

=  lim
n

   (
15
0 )215 ∑ 𝑖15

𝑛16  

=   215 lim
n

 ∑ 𝑖15

𝑛16      …(∗) 

หมายเหต ุ: ถา้ดแูนวโนม้จากสตูรผลบวกดีกรตี  ่าๆ ∑ 𝑖 = 
𝑛(𝑛+1)

2
 → พจนด์ีกรสีงูสดุคือ 𝑛

2

2
 

 ∑ 𝑖2 = 
𝑛(𝑛+1)(2𝑛+1)

6
 → พจนด์ีกรสีงูสดุคือ 2𝑛3

6
 = 

𝑛3

3
 

 ∑ 𝑖3 = (
𝑛(𝑛+1)

2
)

2
 → พจนด์ีกรสีงูสดุคือ (𝑛2

2
)

2

 = 
𝑛4

4
 

 จะพอเดาไดว้า่ พจนด์กีรสีงูสดุของ  ∑ 𝑖15 คือ 𝑛
16

16
  เอาไปแทนใน (∗) ก็จะไดค้  าตอบ 

หรอืจะหา  lim
n

 ∑ 𝑖15

𝑛16   อีกแบบไดด้งันี ้: 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

|𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ |
2

 + |𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ |
2

 + |𝐶𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ |
2

 =  |𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ + 𝐷𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗|
2

 + |𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ |
2

 + |𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + 𝐷𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ |
2

 

 =  |−3𝑣̅ − 𝑢̅|2 + |2𝑢̅|2 + |−𝑢̅ + 3𝑣̅|2 

 =    9|𝑣̅|2 + 6𝑣̅ ∙ 𝑢̅ + |𝑢̅|2 + 4|𝑢̅|2 + |𝑢̅|2 − 6𝑢̅ ∙ 𝑣̅ + 9|𝑣̅|2 

 =  18|𝑣̅|2 + 6|𝑢̅|2 

 =  18 ∙ 
5

8
  +  6 ∙ 

13

8
        =  

45+39

4
        =  21 

เขียนยอ่
n

i


1
ดว้ย ∑ เฉยๆ 

ทฤษฎีบททวนิาม 

พจนท์ี่ 2 เป็นตน้ไป ดีกรเีศษจะนอ้ยกวา่สว่น 

เชน่  ∑ 𝑖14

𝑛16   ≤  
∑ 𝑛14

𝑛16   =  
𝑛15

𝑛16   ท  าใหล้ิมิตเป็น 0 

     (𝑖 + 1)16 =  (16
0

)𝑖16 + (16
1

)𝑖15 + (16
2

)𝑖14 + … + 1 

     (𝑖 + 1)16 − 𝑖16 =                     (16
1

)𝑖15 + (16
2

)𝑖14 + … + 1 

∑((𝑖 + 1)16 − 𝑖16) =                  ∑(16
1

)𝑖15 + ∑(16
2

)𝑖14 + … + ∑1 

  (𝑛 + 1)16 − 116 =                  ∑(16
1

)𝑖15 + ∑(16
2

)𝑖14 + … + ∑1 

   lim
n

(𝑛+1)16−1

𝑛16  =          lim
n

(
∑(16

1 )𝑖15

𝑛16 +
∑(16

2 )𝑖14

𝑛16 +  … +
∑ 1

𝑛16) 

              1 =           lim
n

∑(16
1 )𝑖15

𝑛16  

              
1

16
 =           lim

n
  

∑𝑖15

𝑛16  

แทนใน (∗) จะไดค้  าตอบคือ  215 ∙
1

16
  =  211  =  2048 

เทเลสโคปิค : ตวัลบ จะหกักบัตวับวก 
ของพจนถ์ดัไปได ้เหลือตวับวกพจน์
แรก กบัตวัลบของพจนส์ดุทา้ย 

ลิมิตเป็น 0 
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23. ส าหรบัเมทรกิซ ์𝑋, 𝑌 และ 𝑍 ที่มีสมาชิกเป็นจ านวนจรงิขนาด 𝑛 × 𝑛  จะกลา่ววา่ 

 𝑋, 𝑌, 𝑍  เป็นอิสระเชิงเสน้ตอ่กนั  ก็ตอ่เมื่อ  ทกุจ านวนจรงิ  𝑎, 𝑏, 𝑐  ถา้  𝑎𝑋 + 𝑏𝑌 + 𝑐𝑍  =  0  แลว้ 

 𝑎 = 𝑏 = 𝑐 = 0  
 ก าหนดให ้ 𝐴, 𝐵 และ 𝐶 เป็นเมทรกิซท์ีม่ีสมาชิกเป็นจ านวนจรงิขนาด 𝑛 × 𝑛  ซึง่เป็นอิสระเชิงเสน้ตอ่กนั และ 

 สอดคลอ้งกบัระบบสมการ 
 
 

 เมื่อ  𝛼  และ  𝛽  เป็นจ านวนจรงิ    จงหาคา่  𝛼  และ  𝛽 
ตอบ 1, −1 

จาก → จะเอา 3 สมการ มาหาทางหกัลา้งกนั เพื่อใหพ้จนท์ี่เป็นเมทรกิซค์ณูกนั 
(𝐴𝐵, 𝐵𝐴, 𝐴𝐶, 𝐶𝐴, 𝐵𝐶, 𝐵𝐶) ตดักนัใหห้มด 

 
(2) + (3) : 
 
 
 
 
 
(1) + 𝛽(2) : 
 
 
 
 
 
 
𝛼(1) − (3) : 
 
 
 
 
 
 

(4) + (5) + (6) ฝ่ังซา้ยจะตดักนัหมด : 
 

แต ่𝐴, 𝐵, 𝐶 เป็นอิสระเชิงเสน้กนั ดงันัน้  1 + 𝛼𝛽 = 0  และ  𝛼 − 1 = 0  และ  1 + 𝛽 = 0 

ซึง่จะได ้ 𝛼 = 1  และ  𝛽 = −1 

 

24. จงหาผลบวกของอนกุรมอนนัตต์อ่ไปนี ้     (
sin 

2𝜋

9

2 cos 
2𝜋

9
 − 1

) + (
1

3
∙

sin 
2𝜋

27

2 cos 
2𝜋

27
 − 1

) + (
1

9
∙

sin 
2𝜋

81

2 cos 
2𝜋

81
 − 1

) + … 

ตอบ 3√3

4
 

จะแยกแตล่ะพจนเ์ป็นผลลบ ที่ตวัตัง้มีมมุเป็นสามเทา่ของตวัลบ เพื่อท าเทเลสโคปิค 

ให ้ 𝜃 = 
𝜋

9
  จะได ้ 

sin 
2𝜋

9

2 cos 
2𝜋

9
 − 1

  =  
sin 2𝜃

2 cos 2𝜃−1
 

 
 

𝐴𝐵 − 𝐵𝐴 =  𝐴 + 𝐵 
𝐴𝐶 − 𝐶𝐴 =  𝛼𝐴 + 𝐶 
𝐵𝐶 − 𝐶𝐵 =  𝐵 + 𝛽𝐶 

𝐴𝐵 − 𝐵𝐴 =  𝐴 + 𝐵 …(1) 
𝐴𝐶 − 𝐶𝐴 =  𝛼𝐴 + 𝐶 …(2) 
𝐵𝐶 − 𝐶𝐵 =  𝐵 + 𝛽𝐶 …(3) 

      𝐴𝐶 − 𝐶𝐴 + 𝐵𝐶 − 𝐶𝐵 =  𝛼𝐴 + 𝐶 + 𝐵 + 𝛽𝐶 
      𝐴𝐶 + 𝐵𝐶 − 𝐶𝐴 − 𝐶𝐵 =  𝛼𝐴 + 𝐶 + 𝐵 + 𝛽𝐶 
     (𝐴 + 𝐵)𝐶 − 𝐶(𝐴 + 𝐵) =  𝛼𝐴 + 𝐵 + 𝐶 + 𝛽𝐶 
(𝐴𝐵 − 𝐵𝐴)𝐶 − 𝐶(𝐴𝐵 − 𝐵𝐴) =  𝛼𝐴 + 𝐵 + 𝐶 + 𝛽𝐶 
 𝐴𝐵𝐶 − 𝐵𝐴𝐶 − 𝐶𝐴𝐵 + 𝐶𝐵𝐴 =  𝛼𝐴 + 𝐵 + 𝐶 + 𝛽𝐶   …(4) 

  𝛼(𝐴𝐵 − 𝐵𝐴) − (𝐵𝐶 − 𝐶𝐵) =     𝛼(𝐴 + 𝐵) − (𝐵 + 𝛽𝐶) 
    𝛼𝐴𝐵 + 𝐶𝐵 − 𝛼𝐵𝐴 − 𝐵𝐶 =     𝛼𝐴 + 𝛼𝐵 − 𝐵 − 𝛽𝐶 
   (𝛼𝐴 + 𝐶)𝐵 − 𝐵(𝛼𝐴 + 𝐶) =     𝛼𝐴 + 𝛼𝐵 − 𝐵 − 𝛽𝐶 
  (𝐴𝐶 − 𝐶𝐴)𝐵 − 𝐵(𝐴𝐶 − 𝐶𝐴) =     𝛼𝐴 + 𝛼𝐵 − 𝐵 − 𝛽𝐶 
   𝐴𝐶𝐵 − 𝐶𝐴𝐵 − 𝐵𝐴𝐶 + 𝐵𝐶𝐴 =     𝛼𝐴 + 𝛼𝐵 − 𝐵 − 𝛽𝐶 
−𝐴𝐶𝐵 + 𝐶𝐴𝐵 + 𝐵𝐴𝐶 − 𝐵𝐶𝐴 =  −𝛼𝐴 − 𝛼𝐵 + 𝐵 + 𝛽𝐶   …(6) 

จาก (2) 

   𝐴𝐵 − 𝐵𝐴 + 𝛽(𝐴𝐶 − 𝐶𝐴) =     𝐴 + 𝐵 + 𝛽(𝛼𝐴 + 𝐶) 
   𝐴𝐵 + 𝛽𝐴𝐶 − 𝐵𝐴 − 𝛽𝐶𝐴 =     𝐴 + 𝐵 + 𝛼𝛽𝐴 + 𝛽𝐶 
   𝐴(𝐵 + 𝛽𝐶) − (𝐵 + 𝛽𝐶)𝐴 =     𝐴 + 𝛼𝛽𝐴 + 𝐵 + 𝛽𝐶 
 𝐴(𝐵𝐶 − 𝐶𝐵) − (𝐵𝐶 − 𝐶𝐵)𝐴 =     𝐴 + 𝛼𝛽𝐴 + 𝐵 + 𝛽𝐶 
   𝐴𝐵𝐶 − 𝐴𝐶𝐵 − 𝐵𝐶𝐴 + 𝐶𝐵𝐴 =     𝐴 + 𝛼𝛽𝐴 + 𝐵 + 𝛽𝐶 
−𝐴𝐵𝐶 + 𝐴𝐶𝐵 + 𝐵𝐶𝐴 − 𝐶𝐵𝐴 =  −𝐴 − 𝛼𝛽𝐴 − 𝐵 − 𝛽𝐶   …(5) 

จาก (3) 

จาก (1) 

0 =  −𝐴 − 𝛼𝛽𝐴 − 𝛼𝐵 + 𝐵 + 𝐶 + 𝛽𝐶 
0 =  −(1 + 𝛼𝛽)𝐴 − (𝛼 − 1)𝐵 + (1 + 𝛽)𝐶 

=  
2 sin 𝜃 cos 𝜃

2(cos2 𝜃−sin2 𝜃)−(cos2 𝜃+sin2 𝜃)
 

=                
2 sin 𝜃 cos 𝜃

cos2 𝜃−3 sin2 𝜃
 

=                   
2 tan 𝜃

1−3 tan2 𝜃
   …(∗) 

÷ cos2 𝜃 ทัง้เศษและสว่น 
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จะเห็นวา่ (∗) มีบางสว่นคลา้ยกบัสตูร 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รวมกบั (∗) จะสรุปไดว้า่  
sin 2𝜃

2 cos 2𝜃−1
  =  

3 tan 3𝜃

4
−

tan 𝜃

4
 

 

ดงันัน้  
sin 

2𝜋

9

2 cos 
2𝜋

9
 − 1

  =  
3 tan

3𝜋

9

4
−

tan
𝜋

9

4
 =  

3 tan
𝜋

3

4
−

tan
𝜋

9

4
 

 
1

3
∙

sin 
2𝜋

27

2 cos 
2𝜋

27
 − 1

  =  
1

3
∙ (

3 tan
3𝜋

27

4
−

tan
𝜋

27

4
) =  

tan
𝜋

9

4
−

tan
𝜋

27

3∙4
 

 
1

9
∙

sin 
2𝜋

81

2 cos 
2𝜋

81
 − 1

  =  
1

9
∙ (

3 tan
3𝜋

81

4
−

tan
𝜋

81

4
) =  

tan
𝜋

27

3∙4
−

tan
𝜋

81

9∙4
 

    ⋮ 

จะเห็นวา่ ตวัลบของพจนห์นา้ หกักบัตวัตัง้ของพจนถ์ดัไปไดเ้สมอ 

และพจนห์ลงัๆ มมุจะเขา้ใกลศ้นูย ์ในขณะท่ีตวัสว่นเขา้ใกล ้∞  →  ตวัหลงัๆ จะเขา้ใกล ้0 

→  ผลบวกอนกุรมอนนัต ์จะเขา้ใกลต้วัตัง้ของพจนแ์รก  =  
3 tan

𝜋

3

4
  =  

3√3

4
 

 

25. ก าหนดใหจ้ านวนเชิงซอ้น 𝑎, 𝑏 และ 𝑐 เป็นรากของพหนุาม    𝑝(𝑧)  =  𝑧3 + 21𝑧 − 2562 

 ให ้สามเหลีย่ม 𝐴𝐵𝐶 เป็นสามเหลีย่มในระนาบเชิงซอ้นท่ีมจีดุยอดอยูท่ี่ 𝑎, 𝑏 และ 𝑐 ตามล าดบั และ 

 ให ้ 𝜀  เป็นวงรทีี่แนบในสามเหลีย่ม 𝐴𝐵𝐶 และสมัผสักบัจดุกึ่งกลางของดา้นทัง้สามของสามเหลีย่ม 𝐴𝐵𝐶 

 ถา้จ านวนเชิงซอ้น 𝑧1 และ 𝑧2 เป็นโฟกสัของวงร ี𝜀 แลว้  จงหาคา่ของ  𝑧1
2 + 𝑧2

2 

ตอบ −14 

จะหาก่อน วา่  𝑎, 𝑏, 𝑐  มีจ านวนจรงิก่ีตวั 

ให ้𝑥 เป็นจ านวนจรงิ จะได ้
 
 
 

น าขอ้มลูที่ไดท้ัง้หมด มาวาดกราฟแบบครา่วๆ  จะสรุปไดว้า่  𝑦 = 𝑝(𝑥)  ตดัแกน 𝑥 ฝ่ังบวก เพียง 
จดุเดียวแนน่อน  →  ดงันัน้  𝑎, 𝑏 และ 𝑐  จะเป็นจ านวนจรงิบวก 1 ตวั 

สว่นอีก 2 รากทีเ่หลอื เป็นจ านวนเชิงซอ้นท่ีเป็นสงัยคุกนั (เพราะ 𝑝(𝑧) มี สปส เป็นจ านวนจรงิ) 
จากสตูรผลบวกผลคณูราก จะได ้ ผลบวกรากทัง้ 3 ตวั  =  − 0

1
  =  0 …(∗) 

 ผลบวกราก 2 ตวัคณูกนั  =  +
21

1
  =  21 …(∗∗) 

 ผลคณูรากทัง้ 3 ตวั  =  −
−2562

1
  =  2562 

        tan 3𝜃 =  
3 tan 𝜃−tan3 𝜃

1−3 tan2 𝜃
 

        tan 3𝜃 =  
tan 𝜃(3−tan2 𝜃)

1−3 tan2 𝜃
 

     3 tan 3𝜃 =  
tan 𝜃(9−3 tan2 𝜃)

1−3 tan2 𝜃
 

     3 tan 3𝜃 =  
tan 𝜃(8+1−3 tan2 𝜃)

1−3 tan2 𝜃
 

     3 tan 3𝜃 =  tan 𝜃 (
8

1−3 tan2 𝜃
+ 1) 

     3 tan 3𝜃 =  
8 tan 𝜃

1−3 tan2 𝜃
+ tan 𝜃 

3 tan 3𝜃

4
−

tan 𝜃

4
 =  

2 tan 𝜃

1−3 tan2 𝜃
 

×3 ใหฝ่ั้งขวามี 3 tan2 𝜃 เหมือนตวัสว่น 

 𝑝(𝑥) =  𝑥3 + 21𝑥 − 2562 
𝑝′(𝑥) =  3𝑥2 + 21 

เม่ือ 𝑥 = 0 จะได ้ 𝑝(0) = −2562 

เม่ือ 𝑥 → ∞ จะได ้𝑝(𝑥) → ∞ 

เม่ือ 𝑥 → −∞ จะได ้𝑝(𝑥) → −∞ 

อนพุนัธเ์ป็นบวกเสมอ  →  เป็นฟังกช์นัเพ่ิมตลอดทัง้เสน้ (ไมมี่จดุวกกลบั) 
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จากขอ้มลูที่มี รวมกบั (∗)  รากทัง้ 3 ตวั จะอยูใ่นรูป  2𝑚 ,  −𝑚 + 𝑛𝑖 ,  −𝑚 − 𝑛𝑖  เมื่อ  𝑚, 𝑛  เป็นจ านวนจรงิบวก 

และจาก (∗∗) จะได ้  
 
 

น ารากทัง้ 3 ตวัไปวาด ∆ และวงร ีจะไดด้งัรูป 
∆ และวงร ีสมมาตรรอบแกน 𝑥  ดงันัน้ จดุ ศก วงร ีจะอยูบ่นแกน 𝑥 

ใหจ้ดุ ศก วงร ีคือ (ℎ, 0)  → สมการวงรตีอ้งอยูใ่นรูป  (𝑥−ℎ)2

𝑎2  + 
𝑦2

𝑏2 = 1 

 (ยงัไมรู่ว้า่ 𝑎 มากกวา่ 𝑏 หรอืไม)่ 
จะไดพ้ิกดั 𝑥 ของ จดุ 𝐷 คือ  ℎ − 𝑎  →  จาก 𝐴𝐵̅̅ ̅̅  จะได ้

 

𝐸 คือจดุกึง่กลาง 𝐴𝐶̅̅ ̅̅   จะไดพ้ิกดั 𝐸 คือ (−𝑚+2𝑚

2
,

𝑛+0

2
)  =  (

𝑚

2
,

𝑛

2
) 

𝐸 อยูบ่นวงร ีดงันัน้    
(

𝑚

2
 − ℎ)

2

𝑎2  + 
(

𝑛

2
)

2

𝑏2   =  1   …(2) 

ดิฟสมการวงร ีจะได ้  
 
 
 
 
 

(2) + (3) : 
 
 
 
 
 
 
 
 

แต ่𝑚 เป็นจ านวนจรงิบวก  →  จะสรุปไดว้า่  ℎ = 0  นั่นคือ วงรมีจีดุ ศก อยูท่ี่ (0, 0) 

→  แทน ℎ = 0 ใน (1) จะได ้ 𝑚 = 𝑎    →  แทนตอ่ใน (3) จะได ้
  
 
 
 

จะได ้ 𝑎2 − 𝑏2  =  𝑚2 −
𝑛2

3
  =  

3𝑚2−𝑛2

3
  =  

−(𝑛2−3𝑚2)

3
  =  

−21

3
  =  −7            (จาก (∗∗∗)) 

จะเห็นวา่  𝑎2 − 𝑏2  เป็นคา่ติดลบ  ดงันัน้  𝑎 < 𝑏  →  เป็นวงรแีนวตัง้  →   𝑐  =  √𝑏2 − 𝑎2  =  √7 

จะไดจ้ดุโฟกสัคือ  (0, ±√7)    ดงันัน้  𝑧1
2 + 𝑧2

2  =  (0 + √7𝑖)
2

 + (0 − √7𝑖)
2

  =  −14 

 
 
 
 
 
 

𝐶(2𝑚, 0) 

𝐴(−𝑚, 𝑛) 

𝐵(−𝑚, −𝑛) 

𝐷  

𝐸  

𝐹  

  
2(𝑥−ℎ)

𝑎2   +    
2𝑦∙𝑦′

𝑏2  = 0 

2(
𝑚

2
 − ℎ)

𝑎2  + 
2(

𝑛

2
)(−

𝑛

3𝑚
)

𝑏2  = 0 

3𝑚

2
(

𝑚

2
 − ℎ)

𝑎2 −  
(

𝑛

2
)

2

𝑏2  = 0   …(3) 

แทนคา่ที่จดุ 𝐸  จะได ้𝑦′ = ความชนั 𝐴𝐶̅̅ ̅̅   =  
0 − 𝑛

2𝑚−(−𝑚)
  =  −

𝑛

3𝑚
 

คณู 3𝑚

4
 ตลอด ใหห้กักบั (2) ได ้

   
(

𝑚

2
 − ℎ)

2

𝑎2   +  
3𝑚

2
(

𝑚

2
 − ℎ)

𝑎2  =       1 

(
𝑚

2
 −  ℎ)

2
 + 

3𝑚

2
(

𝑚

2
 −  ℎ) =       𝑎2 

(
𝑚

2
 −  ℎ)

2
 + 

3𝑚

2
(

𝑚

2
 −  ℎ) =    (ℎ + 𝑚)2 

𝑚2

4
− 𝑚ℎ + ℎ2 +

3𝑚2

4
−

3𝑚ℎ

2
 =  ℎ2 + 2𝑚ℎ + 𝑚2 

                           0 =             
9𝑚ℎ

2
 

ℎ − 𝑎 = −𝑚 
ℎ + 𝑚 =    𝑎    …(1) 

3𝑎

2
(

𝑎

2
 − 0)

𝑎2 − 
(

𝑛

2
)

2

𝑏2  =   0 

   
3

4
 =  

𝑛2

4𝑏2 

          𝑏2 =   
𝑛2

3
 

2𝑚(−𝑚 + 𝑛𝑖) + 2𝑚(−𝑚 − 𝑛𝑖) + (−𝑚 + 𝑛𝑖)(−𝑚 − 𝑛𝑖) =  21 
−2𝑚2 + 2𝑚𝑛𝑖 − 2𝑚2 − 2𝑚𝑛𝑖   +            𝑚2 + 𝑛2 =  21 
                                  𝑛2 − 3𝑚2 =  21     …(∗∗∗) 

จาก (1) 
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