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ข้อสอบสมาคมคณิตศาสตร์แหง่ประเทศไทย ระดบัมธัยมศกึษาตอนปลาย (พ.ย. 61) 
วนัอาทิตย์ที่ 25 พฤศจิกายน 2561 เวลา 9.00 - 12.00 น. 
 

ตอนที่ 1 มี 15 ข้อ ข้อละ 2 คะแนน 
1. จงพิจารณาข้อความตอ่ไปนี ้

 (1) มีเซต 𝐴, 𝐵, 𝐶 ที่  𝐴 ⊂ 𝐵 ∈ 𝐶  และ  𝐴 ∈ 𝐵 ⊂ 𝐶 

 (2) ก าหนดให้  𝒫(ℝ) แทนเซตของสบัเซตทัง้หมดของ ℝ 

  ให้ ℱ ≠ ∅ เป็นสบัเซตแท้ใดๆ ของ 𝒫(ℝ) ที่มีสมบตัิวา่  𝑋 − 𝑌 ∈ ℱ  ส าหรับทกุ 𝑋, 𝑌 ∈ ℱ 

  จะได้วา่ ถ้า  𝐴, 𝐵 ∈ ℱ  แล้ว  𝐴 ∩ 𝐵 ∈ ℱ 
 ข้อใดตอ่ไปนีก้ลา่วถกูต้อง 
 ก. ข้อความ (1) และ (2) ตา่งเป็นจริง ข. ข้อความ (1) เป็นจริง แตข้่อความ (2) เป็นเทจ็ 

 ค. ข้อความ (1) เป็นเท็จ แตข้่อความ (2) เป็นจริง ง. ข้อความ (1) และ (2) ตา่งเป็นเทจ็ 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

2. ทกุวนัอาทติย์ เพชรรับประทานอาหารเย็นที่บ้านคณุปู่ คณุยา่ เว้นแตเ่พชรมีสอบคณิตศาสตร์ในวนัรุ่งขึน้ 

 วนันีเ้พชรไมไ่ด้รับประทานอาหารเย็นที่บ้านคณุปู่ คณุยา่  ข้อความตอ่ไปนีส้รุปได้จากข้อมลูข้างต้น 

 ก. วนันีไ้มใ่ชว่นัอาทติย์ 

 ข. เพชรมีสอบคณิตศาสตร์ในวนัจนัทร์ 
 ค. เพชรไมรั่บประทานอาหารเย็นทีบ้่านคณุปู่ คณุยา่ในวนัอาทิตย์ หรือเพชรไมม่ีสอบคณิตศาสตร์ในวนัจนัทร์ 

 ง. ข้อความ ก., ข. และ ค. ไมม่ีข้อใดสรุปถกูต้อง 
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3. ให้ 𝕀 แทนเซตของจ านวนเตม็ และส าหรับแตล่ะจ านวนเต็ม 𝑛 ก าหนดให้ 𝑛𝕀 = { 𝑛𝑥  :  𝑥 ∈ 𝕀 } 

 จงพิจารณาข้อความตอ่ไปนี ้
 (1) ส าหรับทกุๆ จ านวนเตม็บวก  𝑛1, 𝑛2  จะมีจ านวนเต็ม 𝑚 เพียงหนึง่เดยีวที่ท าให้  𝑛1𝕀 ∩ 𝑛2𝕀 = 𝑚𝕀 

 (2) ส าหรับทกุๆ จ านวนเตม็บวก  𝑛1, 𝑛2  จะมีจ านวนเต็ม 𝑚 ที่ท าให้  𝑛1𝕀 ∪ 𝑛2𝕀 = 𝑚𝕀 
 ข้อใดตอ่ไปนีก้ลา่วถกูต้อง 
 ก. ข้อความ (1) และ (2) ตา่งเป็นจริง ข. ข้อความ (1) เป็นจริง แตข้่อความ (2) เป็นเทจ็ 

 ค. ข้อความ (1) เป็นเท็จ แตข้่อความ (2) เป็นจริง ง. ข้อความ (1) และ (2) ตา่งเป็นเทจ็ 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

4. ก าหนดให้ 𝑎 เป็นจ านวนจริงที่มากกวา่ 1    จงพิจารณาข้อความตอ่ไปนี ้

 (1) ส าหรับจ านวนจริง 𝑥 ใดๆ  ถ้า  𝑎𝑥 = 𝑥  แล้ว  𝑎(𝑎𝑥) = 𝑥 

 (2) ส าหรับจ านวนจริง 𝑥 ใดๆ  ถ้า  𝑎(𝑎𝑥) = 𝑥  แล้ว  𝑎𝑥 = 𝑥 

 ข้อใดตอ่ไปนีก้ลา่วถกูต้อง 
 ก. ข้อความ (1) และ (2) ตา่งเป็นจริง ข. ข้อความ (1) เป็นจริง แตข้่อความ (2) เป็นเทจ็ 

 ค. ข้อความ (1) เป็นเท็จ แตข้่อความ (2) เป็นจริง ง. ข้อความ (1) และ (2) ตา่งเป็นเทจ็ 
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5. ก าหนดให้ 𝑓 : ℝ → ℝ  เป็นฟังก์ชนัมีสมบตัิวา่  lim
x1

𝑓(𝑥)

𝑥2−1
  =  1    ข้อใดตอ่ไปนีถ้กูต้อง 

 ก. 𝑓(1)  =  0 ข. 𝑓 ตอ่เนื่องที่ 𝑥 = 1 

 ค. lim
x1

𝑓(𝑥)  =  0 ง. lim
x1

𝑓(𝑥)  ไมม่ีคา่ 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

6. ก าหนดให้  𝑋, 𝑌, 𝑍 เป็นเซตที่ไมใ่ชเ่ซตวา่ง และ  𝑓 : 𝑋 → 𝑌 ,  𝑔 : 𝑌 → 𝑍  และ  ℎ : 𝑍 → 𝑋    ถ้า  ℎ ∘ 𝑔 ∘ 𝑓 

และ  𝑔 ∘ 𝑓 ∘ ℎ  เป็นฟังก์ชนัทัว่ถงึ  และ  𝑓 ∘ ℎ ∘ 𝑔  เป็นฟังก์ชนัหนึง่ตอ่หนึง่  แล้วฟังก์ชนัในข้อใดตอ่ไปนีเ้ป็น
ฟังก์ชนัหนึง่ตอ่หนึง่และทัว่ถงึ 

 ก. 𝑓 ข. 𝑔 ค. ℎ ง. ไมม่ีข้อใดถกูต้อง 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

7. ล าดบัฟีโบนชัชี (𝐹𝑛)  นิยามโดย  𝐹0 = 0,  𝐹1 = 1  และ  𝐹𝑛+1 = 𝐹𝑛 + 𝐹𝑛−1  ส าหรับจ านวนเต็ม 𝑛 ≥ 1 

 เศษเหลอืที่ได้จากการหาร  𝐹2018 ด้วย 4  มีคา่เทา่กบัข้อใดตอ่ไปนี ้
 ก. 0 ข. 1 ค. 2 ง. 3 
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8. ในห้องเรียนวชิาคณิตศาสตร์นกัเรียนคนหนึง่ได้นิยาม การกระจายตวัของข้อมลู  𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥2018  เป็น 
( )i j

i j

x x


 



2

2018 2017
 

 ก าหนดให้  𝜎2 = 
n

j


1

(𝑥𝑗−�̅�)
2

2018
  และ  𝑠2 = 

n

j


1

(𝑥𝑗−�̅�)
2

2017
  โดยที่  �̅�  =  

𝑥1+𝑥2+ … +𝑥2018

2018
 

 คา่ของการกระจายตวัของข้อมลู  𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥2018  ตรงกบัข้อใดตอ่ไปนี ้
 ก. 2017

2018
𝜎2 ข. 2017

2018
𝑠2 ค. 2𝜎2 ง. 2𝑠2 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

9. ล าดบัอนนัต์ (𝑎𝑛) นิยามโดย  𝑎1 = 0  และ  𝑎𝑛+1 = 
1

2
 + √𝑎𝑛  ส าหรับจ านวนเตม็  𝑛 ≥ 1 

 ถ้าล าดบั (𝑎𝑛) เป็นล าดบัลูเ่ข้าแล้ว ข้อใดตอ่ไปนีก้ลา่วถกูต้อง 
 ก. lim

n
𝑎𝑛 > 1 

 ข. lim
n

𝑎𝑛 < 1 

 ค. lim
n

𝑎𝑛 = 1 

 ง. เป็นไปได้ทัง้สองกรณีวา่  lim
n

𝑎𝑛 < 1  หรือ  lim
n

𝑎𝑛 > 1 
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10. คา่ของ  cos 2𝜋

7
  เป็นรากของพหนุามในข้อใดตอ่ไปนี ้

 ก. 8𝑥3 + 4𝑥2 − 4𝑥 − 1 ข. 8𝑥3 − 8𝑥2 − 2𝑥 + 1 

 ค. 8𝑥3 − 4𝑥2 + 4𝑥 − 1 ง. 8𝑥3 + 8𝑥2 − 2𝑥 − 1 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

11. ก าหนดให้ 𝑓(𝑥) เป็นฟังก์ชนัพหนุามดกีรี 2 มีคา่ต ่าสดุเมื่อ  𝑥 = 3  และ  𝐹(2𝑥)  เป็นปฏิยานพุนัธ์ของ 𝑓(𝑥) 

ถ้า  𝐹′(2) = −5  และ  𝐹′′(−2) = −4    พืน้ที่ปิดล้อมของ  𝑦 = 𝑓(𝑥)  กบัแกน 𝑋  จาก  𝑥 = 0  ถึง  𝑥 = 3  

ตรงกบัข้อใดตอ่ไปนี ้ 

 ก. 16.5 ข. 18 ค. 33 ง. 36 
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12. ก าหนดให้ 𝑓 เป็นฟังก์ชนัท่ีมีความตอ่เนื่องที่  𝑥 = −3  และ  lim
x3

(
𝑓(𝑥)

𝑥+3
+

4

𝑥2+4𝑥+3
)  =  4 

 ถ้า  𝑔(𝑥) = 𝑥𝑓(𝑥)  คา่ของ  𝑔′(−3)  ตรงกบัข้อใดตอ่ไปนี ้
 ก. −15 ข. −13 ค. 2 ง. 5 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

13. ก าหนดให้ 𝑧 และ 𝑤 เป็นจ านวนเชิงซ้อนท่ีแตกตา่งกนัโดยที่  |𝑧|2𝑤 − |𝑤|2𝑧  =  𝑧 − 𝑤 

 พิจารณาข้อความตอ่ไปนี ้

 (1) 𝑧̅𝑤  =  −1 (2) Re(𝑧)

Re(𝑤)
  =  

1

|𝑧|2
 

 ข้อใดตอ่ไปนีก้ลา่วถกูต้อง 
 ก. ข้อความ (1) และ (2) ตา่งเป็นจริง ข. ข้อความ (1) เป็นจริง แตข้่อความ (2) เป็นเทจ็ 

 ค. ข้อความ (1) เป็นเท็จ แตข้่อความ (2) เป็นจริง ง. ข้อความ (1) และ (2) ตา่งเป็นเทจ็ 
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14. ก าหนดให้  𝑥  =  arctan 1

2018
  และ  𝑦  =  arctan 2017

2019
    คา่ของ  cos𝑥 − sin𝑦

cos𝑦 + sin𝑥
 + 

cos𝑦 − sin𝑥

cos𝑥 + sin𝑦
  ตรงกบัข้อใด 

 ก. 2(√2 − 1) ข. √3 − 1 

 ค. 2018

√(2017)2+(2019)2
 ง. 2017

√(2017)2+(2019)2
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

15. ให้ 𝐴 เป็นเมทริกซ์ขนาด 𝑛 × 𝑛  โดยที่ 𝐴 ไมเ่ป็นเมทริกซ์ศนูย์ ,  𝐼 − 𝐴 มีอินเวอร์สการคณู  และ 𝐴𝑇  + 𝐴  เป็น 

 เมทริกซ์ศนูย์    ถ้า  𝐵 = (𝐼 + 𝐴)(𝐼 − 𝐴)−1  แล้ว จ านวนจริง 𝑘 ที่ท าให้ 𝐵𝑇𝐵 = 𝑘𝐼  มีคา่ตรงกบัข้อใดตอ่ไปนี ้
 ก. 0 ข. 1 ค. (−1)𝑛+1 ง. 𝑛 
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ตอนที่ 2 มี 10 ข้อ ข้อละ 3 คะแนน 

16. ในการส ารวจความนิยมของประชากรในการติดตามขา่วพบวา่ 400 คนจาก 1000 คนติดตามขา่วจากโซเชียลมเิดีย  
และ 12% ของคนติดตามขา่วจากโซเชียลมเิดียฟังขา่วจากทางวทิยุด้วย  ในขณะท่ี 20% ของคนที่ไมต่ิดตามขา่ว
ทางโซเชียลมเิดียฟังขา่ววิทย ุ ก่ีเปอร์เซ็นของผู้ตดิตามขา่วทางวิทยตุิดตามขา่วทางโซเชียลมิเดียด้วย  (ตอบในรูป
ทศนิยมสองต าแหนง่) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

17. ก าหนดให้  𝐴 = { (𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2  :  |𝑥| + |𝑦| ≥ 1  และ  𝑥2 + 𝑦2 ≤ 1 } 

 นิยาม  𝑓 : 𝐴 → ℝ  โดย  𝑓(𝑥, 𝑦) = √𝑥2 + 𝑦2  ส าหรับทกุ (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐴    จงหาเรนจ์ของ 𝑓  (ตอบในรูปของชว่ง) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

18. ก าหนดจดุ 𝐴 = (4, 3) บนระนาบ  ถ้าจดุ 𝐵 = (𝑎, 𝑏) บนวงกลม  𝑥2 + 𝑦2 − 2𝑥 − 4𝑦 − 85  =  0  ท าให้
ระยะทาง  𝐴𝐵 จากจดุ 𝐴 ไปยงัจดุบนเส้นรอบวงของวงกลมมีคา่น้อยทีส่ดุ แล้ว จงหาคา่ของ 3𝑎 + 2𝑏 
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19. เส้นตรงที่ผา่นโฟกสัของพาราโบลา  𝑦2 = 16𝑥  สมัผสักบัวงกลม  (𝑥 − 6)2 + 𝑦2 = 2  ที่จดุใด 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

20. จ าหาจ านวนจริง 𝑎 ทัง้หมดที่ท าให้สมการตอ่ไปนีม้ีผลเฉลยเป็นจ านวนจริงเพียงคา่เดยีว 
log3(𝑥 − 2) + log3(𝑎 − 𝑥)  =  2 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

21. ให้  �⃗� , 𝑣 , �⃗⃗�   เป็นเวกเตอร์ซึง่  |�⃗� | = 2 ,  |𝑣 | = 1 ,  |�⃗⃗� | = 1  และ  �⃗� + 2𝑣 + 3�⃗⃗�   =  0⃗  

 จงหาคา่ของ  |�⃗� × 𝑣 |2 
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22. ถ้าเขยีนผลคณู  (𝑥2 + 4)3(𝑥 − 2)5  ในรูปของพหนุาม  𝑎0 + 𝑎1𝑥 + 𝑎2𝑥
2 + ⋯+ 𝑎11𝑥

11  แล้วจงหาคา่ 

 ของ  𝑎2 + 𝑎3 + ⋯+ 𝑎10 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

23. ให้  𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥50  เป็นจ านวนจริงบวก โดยที ่
𝑥1 = 1 + 

1

2𝑥2
  ,    𝑥2 = 1 + 

1

2𝑥3
  ,  …  ,  𝑥49 = 1 + 

1

2𝑥50
  ,    𝑥50 = 1 + 

1

2𝑥1
 

 จงหาคา่ของ  𝑥25 
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24. จงเขยีนเซตของจ านวนจริง 𝑘 ทัง้หมดที่ท าให้    { 𝑥 ∈ ℝ ∶  
(𝑥−1)2

(𝑥+1)(𝑥+3)
= 𝑘}  =  ∅    ในรูปของช่วง 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

25. นิยามจ านวนต่างใจตรงกนัวา่คอืจ านวนเตม็บวกที่สามารถเขยีนในรูปผลตา่งก าลงัสองของจ านวนเต็มบวกได้สอง
แบบ เช่น 64 เป็นจ านวนตา่งใจตรงกนั เนื่องจาก  64  =  102 − 62  =  172 − 152    แต ่3 ไมเ่ป็นจ านวนตา่งใจ
ตรงกนั เนื่องจาก  3  =  22 − 12  และไมม่ีจ านวนเต็มบวก 𝑎 และ 𝑏 อื่นใดที่  3  =  𝑎2 − 𝑏2 

 จงหาจ านวนตา่งใจตรงกนัท่ีมคีา่น้อยที่สดุ 
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ตอนที่ 3 มี 10 ข้อ ข้อละ 4 คะแนน 
26. เค้กแตง่งานจะท าเป็นขนมเค้กทีม่ีหน้าตดัเป็นรูปวงกลมซ้อนขึน้ไปเป็นชัน้ๆ โดยที่แตล่ะชัน้ท่ีซ้อนขึน้ไปมีรัศมีหน้าตดั

ลดลงคร่ึงหนึง่ และมีสว่นสงูเป็น 2
3
 เทา่ของสว่นสงูชัน้ก่อนหน้านัน้  ถ้าปริมาตรของเนือ้เค้กที่ฐานชัน้ลา่งสดุเป็น 10 

ลกูบาศก์หนว่ย แล้ว ปริมาตรของเค้กแตง่งานชิน้นีเ้ทา่กบัก่ีลกูบาศก์หนว่ย 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

27. ก าหนดให้  𝑎, 𝑏 และ 𝑐 เป็นจ านวนเตม็บวกซึง่สอดคล้องกบัสมการตอ่ไปนี ้
𝑎𝑏𝑐 + 𝑎𝑏 + 𝑏𝑐 + 𝑐𝑎 + 𝑎 + 𝑏 + 𝑐  =  29 

 จงหาคา่ของ  𝑎 + 𝑏 + 𝑐 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

28. น าจดุ 16 จดุ มาจดัเรียงบนระนาบ โดยแบง่ออกเป็น 4 แถว แตล่ะแถวมี 4 จดุ และระยะหา่งระหวา่งจดุสองจดุใดๆ 
ที่อยูต่ิดกนัในแถวเดียวกนั เทา่กบัระยะหา่งระหวา่งจดุสองจดุใดๆ ท่ีอยูต่ิดกนัในหลกัเดียวกนั  ความนา่จะเป็น ที่เมื่อ
สุม่เลอืกจดุ 3 จดุใดๆ มาจากระนาบนีแ้ล้วอยูใ่นแนวเส้นตรงเดียวกนัเทา่กบัเทา่ใด 
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29. ก าหนดให้ 𝑧 และ 𝑤 เป็นจ านวนเชิงซ้อน โดยที่  |𝑧| ≤ 1  และ  |𝑤| ≤ 1  ถ้า  |𝑧 + 𝑖𝑤|  =  |𝑧 − 𝑖�̅�|  =  2  แล้ว 

 จงหาคา่ทีเ่ป็นไปได้ทัง้หมดของ  𝑧2 − 𝑧𝑤 + 𝑤2 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

30. ก าหนดให้  𝛼 > 0  จงหาจ านวนจริงบวก 𝑥 และ 𝑦 ทัง้หมดที่สอดคล้องกบัระบบสมการตอ่ไปนี ้
𝑥𝑥+𝑦   =   𝑦𝛼  

𝑦𝑥+𝑦   =   𝑥2𝛼𝑦𝛼 
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31. ก าหนดให้ 𝑛 เป็นจ านวนเต็มบวกทีม่ากกวา่ 1 และให้ 𝐼 แทนเมทริกซ์เอกลกัษณ์ขนาด 𝑛 × 𝑛  และ 𝐽 แทนเมทริกซ์
ขนาด 𝑛 × 𝑛 ที่มี 1 เป็นสมาชิกในทกุต าแหนง่ ถ้าอินเวอร์สของเมทริกซ์  29𝐼 − 3𝐽  คือ  1

29
(𝐼 − 3𝐽)  แล้ว จงหา

คา่ของ 𝑛 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

32. มีฉลาก 10 ใบ โดยที่ฉลากแตล่ะใบเขียนเลขจ านวนจาก 1 ถึง 10 โดยที่ฉลากแตล่ะใบมีเพียงเลขจ านวนเดียวเทา่นัน้ 
สุม่หยิบฉลากมา 10 ใบ  จงหาความนา่จะเป็นท่ีผลตา่งของจ านวนท่ีปรากฏบนฉลากแตล่ะคูต้่องมากกวา่หรือ 

เทา่กบั 2 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

33. ก าหนดให้ 𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸 เป็นรูปห้าเหลี่ยมด้านเทา่มมุเทา่ที่แนบในวงกลม จดุศนูย์กลางที่ 𝑂 และมีรัศมียาว 3 หนว่ย 

 ถ้า 𝑋 เป็นจดุใดๆ ท่ีหา่งจากจดุ 𝑂 เป็นระยะทาง 4 หนว่ย  แล้ว  |𝐴𝑋|2 + |𝐵𝑋|2 + |𝐶𝑋|2 + |𝐷𝑋|2 + |𝐸𝑋|2 

 มีคา่เทา่ใด 
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34. รูปสามเหลีย่ม 𝐴𝐵𝐶 รูปหนึง่มีด้านแตล่ะด้านยาวเป็นจ านวนเต็ม และ  ∠𝐴 = 3∠𝐵    ถ้าด้านท่ียาวที่สดุอยูต่รงข้าม 

 มมุ 𝐴 มีความยาว 10 หนว่ยแล้ว ความยาวรอบรูปของสามเหลีย่มดงักลา่วเทา่กบัเทา่ใด 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

35. จงหาคา่ของ    lim
n

n

k


0
(1 − 2 cos(2𝑘−𝑛𝜋) + 2 cos(2𝑘−𝑛+1𝜋)) 

 โดยนิยามสญัลกัษณ์  
n

k


0
𝑎𝑘  =  𝑎0𝑎1𝑎2 …𝑎𝑛  ส าหรับล าดบั  (𝑎𝑘)𝑘=0

𝑛   ใดๆ 
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เฉลย 

1. ก 10. ก 19. (5, 1), (5, −1) 28. 11

140
 

2. ง 11. ง 20. 8 29. 𝑖 
3. ง 12. ข 21. 63

16
 30. (1, 1) , 

4. ก 13. ง 22. −3198  ( 
−1+√8𝛼+1

2
 , 

4𝛼+1−√8𝛼+1

2
 ) 

5. ค 14. ก 23. 1+√3

2
 31. 10 

6. ง 15. ข 24. (−8, 0) 32. 0 

7. ข 16. 28.57 25. 15 33. 125 

8. ง 17. [√2

2
, 1] 26. 12 34. 21 

9. ก 18. 40 27. 7 35. 1 

 

แนวคิด 

1. จงพิจารณาข้อความตอ่ไปนี ้

 (1) มีเซต 𝐴, 𝐵, 𝐶 ที่  𝐴 ⊂ 𝐵 ∈ 𝐶  และ  𝐴 ∈ 𝐵 ⊂ 𝐶 

 (2) ก าหนดให้  𝒫(ℝ) แทนเซตของสบัเซตทัง้หมดของ ℝ 

  ให้ ℱ ≠ ∅ เป็นสบัเซตแท้ใดๆ ของ 𝒫(ℝ) ที่มีสมบตัิวา่  𝑋 − 𝑌 ∈ ℱ  ส าหรับทกุ 𝑋, 𝑌 ∈ ℱ 

  จะได้วา่ ถ้า  𝐴, 𝐵 ∈ ℱ  แล้ว  𝐴 ∩ 𝐵 ∈ ℱ 
 ข้อใดตอ่ไปนีก้ลา่วถกูต้อง 
 ก. ข้อความ (1) และ (2) ตา่งเป็นจริง ข. ข้อความ (1) เป็นจริง แตข้่อความ (2) เป็นเทจ็ 

 ค. ข้อความ (1) เป็นเท็จ แตข้่อความ (2) เป็นจริง ง. ข้อความ (1) และ (2) ตา่งเป็นเทจ็ 
ตอบ ก 
(1) 𝐴 ⊂ 𝐵  และ  𝐴 ∈ 𝐵  ถ้า  𝐵 = 𝐴 ∪ {𝐴} 

 เช่นถ้าให้  𝐴 = ∅  จะได้  𝐵  =  𝐴 ∪ {𝐴}  =  ∅ ∪ {∅}  =  {∅} 

 และ  𝐶 = 𝐵 ∪ {𝐵}  =  {∅} ∪ {{∅}}  =  {∅, {∅}} 

 ดงันัน้ จะมี  𝐴 = ∅ ,  𝐵 = {∅}  และ  𝐶 = {∅, {∅}}  ที่สอดคล้องกบัเง่ือนไข  →  (1) ถกู 
(2) จากสมบตัิของ ℱ  ถ้า 𝐴, 𝐵 ∈ ℱ  จะสรุปได้วา่  𝐴 − 𝐵  ∈  ℱ 

 และเนื่องจาก   𝐴 ,  𝐴 − 𝐵  ∈  ℱ  จะสรุปตอ่ด้วยสมบตัิเดมิได้วา่  𝐴 − (𝐴 − 𝐵)  ∈  ℱ 

 ซึง่  𝐴 − (𝐴 − 𝐵)  ก็คือ  𝐴 ∩ 𝐵  นัน่เอง 
 จึงสรุปได้วา่  𝐴 ∩ 𝐵  ∈  ℱ    →  (2) ถกู 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 

𝐴  𝐴 − 𝐵  𝐴 − (𝐴 − 𝐵)  

−  = 
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2. ทกุวนัอาทติย์ เพชรรับประทานอาหารเย็นที่บ้านคณุปู่ คณุยา่ เว้นแตเ่พชรมีสอบคณิตศาสตร์ในวนัรุ่งขึน้ 

 วนันีเ้พชรไมไ่ด้รับประทานอาหารเย็นที่บ้านคณุปู่ คณุยา่  ข้อความตอ่ไปนีส้รุปได้จากข้อมลูข้างต้น 

 ก. วนันีไ้มใ่ชว่นัอาทติย์ 

 ข. เพชรมีสอบคณิตศาสตร์ในวนัจนัทร์ 
 ค. เพชรไมรั่บประทานอาหารเย็นทีบ้่านคณุปู่ คณุยา่ในวนัอาทิตย์ หรือเพชรไมม่ีสอบคณิตศาสตร์ในวนัจนัทร์ 
 ง. ข้อความ ก., ข. และ ค. ไมม่ีข้อใดสรุปถกูต้อง 
ตอบ ง 
𝑝 เว้นแต ่𝑞    ≡    𝑝 ถ้าไม ่𝑞    ≡    ถ้าไม ่𝑞 แล้ว 𝑝    ≡    ~𝑞 → 𝑝    ≡    𝑞 ∨ 𝑝 ≡    𝑝 ∨ 𝑞 

กิน เว้นแต ่มีสอบ ≡   กิน หรือ มีสอบ 
ดงันัน้ ประโยคแรกในโจทย์ จะเหมือนกบั “ทกุวนัอาทิตย์ เพชรกินข้าวเย็นที่บ้านปู่ ยา่ หรือ เพชรมีสอบเลขวนัรุ่งขึน้” 
ซึง่จะเป็นจริงได้ 3 กรณี ดงันี ้
 1. 2. 3. 
 
 

ก. โจทย์ก าหนดให้ วนันีเ้พชรไมไ่ด้รับประทานอาหารเย็นที่บ้านคณุปู่ คณุยา่ 

 ซึง่ในกรณีที่ 2. เพชรไมไ่ด้กินข้าวเย็นที่บ้านปู่ ยา่ ในวนัอาทติย์  ดงันัน้ วนันีจ้ึงอาจเป็นวนัอาทติย์ได้  →   ก. ผิด 
ข. โจทย์ก าหนดให้ วนันีเ้พชรไมไ่ด้กินข้าวเย็นที่บ้านปู่ ยา่ แตเ่รายงัไมรู้่วา่ วนันีเ้ป็นวนัอาทติย์หรือไม่ 
 เช่น ถ้าวนันีเ้ป็นวนัเสาร์ และวนัท่ีเหลอืเป็นกรณีที่ 1. ตามรูป 

 จะท าให้วนัจนัทร์ไมม่ีสอบได้  →  ข. ผิด 
ค. ในกรณีที่ 3 จะท าให้ ค. ผิด 

 

3. ให้ 𝕀 แทนเซตของจ านวนเตม็ และส าหรับแตล่ะจ านวนเต็ม 𝑛 ก าหนดให้ 𝑛𝕀 = { 𝑛𝑥  :  𝑥 ∈ 𝕀 } 

 จงพิจารณาข้อความตอ่ไปนี ้
 (1) ส าหรับทกุๆ จ านวนเตม็บวก  𝑛1, 𝑛2  จะมีจ านวนเต็ม 𝑚 เพียงหนึง่เดยีวที่ท าให้  𝑛1𝕀 ∩ 𝑛2𝕀 = 𝑚𝕀 

 (2) ส าหรับทกุๆ จ านวนเตม็บวก  𝑛1, 𝑛2  จะมีจ านวนเต็ม 𝑚 ที่ท าให้  𝑛1𝕀 ∪ 𝑛2𝕀 = 𝑚𝕀 
 ข้อใดตอ่ไปนีก้ลา่วถกูต้อง 
 ก. ข้อความ (1) และ (2) ตา่งเป็นจริง ข. ข้อความ (1) เป็นจริง แตข้่อความ (2) เป็นเทจ็ 

 ค. ข้อความ (1) เป็นเท็จ แตข้่อความ (2) เป็นจริง ง. ข้อความ (1) และ (2) ตา่งเป็นเทจ็ 
ตอบ ง 
จ านวนที่อยูใ่นรูป  𝑛𝑥  เมื่อ  𝑥 ∈ 𝕀  ก็คือจ านวนท่ีหารด้วย 𝑛 ลงตวั 
ดงันัน้  𝑛𝕀  ก็คือเซตของจ านวนท่ีหารด้วย 𝑛 ลงตวันัน่เอง 
(1) พิจารณา 𝑚𝕀 ทางฝ่ังขวา เนื่องจากโจทย์ไมไ่ด้บงัคบัวา่ 𝑚 ต้องเป็นบวก  →  จะมี 𝑚 ที่เป็นลบ ที่ได้ผลเหมือนกนั 

 (เซตของจ านวนท่ีหารด้วย 𝑚 ลงตวั จะเหมือนกบั เซตของจ านวนที่หารด้วย −𝑚 ลงตวั) 
 เช่นถ้าให้  𝑛1 = 1 ,  𝑛2 = 1  จะม ี 𝑚 = 1 และ −1 สองตวั ที่ท าให้  𝑛1𝕀 ∩ 𝑛2𝕀  =  𝑚𝕀  =  𝕀    →  (1) ผิด 
(2) ถ้าให้ 𝑛1 = 2  จะได้  𝑛1𝕀  =  เซตของจ านวนท่ีหารด้วย 2 ลงตวั  =  { 0 , ±2 , ±4 , ±6 , … } 
 ให้ 𝑛2 = 3  จะได้  𝑛2𝕀  =  เซตของจ านวนท่ีหารด้วย 3 ลงตวั  =  { 0 , ±3 , ±6 , ±9 , … } 

อา จ 

กิน ไมส่อบ 

 

อา จ 

ไมกิ่น สอบ 

 

อา จ 

กิน สอบ 

 

ส (วนันี)้ อา จ 

ไมกิ่น กิน ไมส่อบ 
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 จะได้  𝑛1𝕀 ∪ 𝑛2𝕀  =  { 0 , ±2 , ±3 ,  ±4 , ±6 , … } 

 สมมติให้มี 𝑚 ที่ท าให้  𝑚𝕀  =  𝑛1𝕀 ∪ 𝑛2𝕀  =  { 0 , ±2 , ±3 ,  ±4 , ±6 , … } 

 แสดงวา่  𝑚 ต้องหาร  0 , ±2 , ±3 ,  ±4 , ±6 , …  ลงตวั 
 แตจ่ านวนท่ีหาร  ±2  และ  ±3  ลงตวั มีแค ่ ±1  เทา่นัน้  ซึง่ถ้า  𝑚 =  ±1  จะได้วา่  ±1  ต้องอยูใ่น  𝑚𝕀  ด้วย 

 (เพราะ ±1 หาร ±1 ลงตวั)  แตจ่ะเห็นวา่ ±1 ไมอ่ยูใ่น  { 0 , ±2 , ±3 ,  ±4 , ±6 , … }  จึงเกิดการขดัแย้ง 
 จึงไมม่ี 𝑚 ที่ท าให้  2𝕀 ∪ 3𝕀 = 𝑚𝕀    →  (2) ผิด 
 

4. ก าหนดให้ 𝑎 เป็นจ านวนจริงที่มากกวา่ 1    จงพิจารณาข้อความตอ่ไปนี ้

 (1) ส าหรับจ านวนจริง 𝑥 ใดๆ  ถ้า  𝑎𝑥 = 𝑥  แล้ว  𝑎(𝑎𝑥) = 𝑥 

 (2) ส าหรับจ านวนจริง 𝑥 ใดๆ  ถ้า  𝑎(𝑎𝑥) = 𝑥  แล้ว  𝑎𝑥 = 𝑥 

 ข้อใดตอ่ไปนีก้ลา่วถกูต้อง 
 ก. ข้อความ (1) และ (2) ตา่งเป็นจริง ข. ข้อความ (1) เป็นจริง แตข้่อความ (2) เป็นเทจ็ 

 ค. ข้อความ (1) เป็นเท็จ แตข้่อความ (2) เป็นจริง ง. ข้อความ (1) และ (2) ตา่งเป็นเทจ็ 
ตอบ ก 
(1) สมมติให้  𝑎𝑥 = 𝑥  แสดงวา่เราสามารถแทน  𝑥  ด้วย  𝑎𝑥  ได้  (เพราะมนัเทา่กนั) 
 จาก  𝑎𝑥 = 𝑥  →  แทน 𝑥 ที่เป็นเลขชีก้ าลงัทางขวา ด้วย 𝑎𝑥  จะได้  𝑎(𝑎𝑥)  =  𝑥    →  (1) ถกู 
(2) จะแสดงวา่ ถ้า  𝑎𝑥 ≠ 𝑥  แล้ว  𝑎(𝑎𝑥) ≠ 𝑥 

 สมมติให้  𝑎𝑥 ≠ 𝑥  จะได้วา่  𝑎𝑥 >  𝑥  หรือ  𝑎𝑥 <  𝑥   
 กรณี กรณี 
 
 
 
 

 (ตอนยกก าลงัฐาน 𝑎 ทัง้สองฝ่ัง จะไมต้่องกลบัเคร่ืองหมายมากกวา่น้อยกวา่ เพราะ 𝑎 > 1) 
 ดงันัน้  ถ้า  𝑎𝑥 ≠ 𝑥  แล้ว  𝑎(𝑎𝑥) ≠ 𝑥 

 จาก  𝑝 → 𝑞  ≡  ~𝑞 → ~𝑝   จะสรุปได้วา่ ถ้า  𝑎(𝑎𝑥) = 𝑥  แล้ว  𝑎𝑥 = 𝑥   →  (2) ถกู 
 

5. ก าหนดให้ 𝑓 : ℝ → ℝ  เป็นฟังก์ชนัมีสมบตัิวา่  lim
x1

𝑓(𝑥)

𝑥2−1
  =  1    ข้อใดตอ่ไปนีถ้กูต้อง 

 ก. 𝑓(1)  =  0 ข. 𝑓 ตอ่เนื่องที่ 𝑥 = 1 

 ค. lim
x1

𝑓(𝑥)  =  0 ง. lim
x1

𝑓(𝑥)  ไมม่ีคา่ 

ตอบ ค 

ก. lim
x1

𝑓(𝑥)

𝑥2−1
  คือคา่ประมาณของ  𝑓(𝑥)

𝑥2−1
  เมื่อ 𝑥 เข้าใกล้ 1  ซึง่เป็นคนละอยา่งกบั คา่ของ 𝑓(𝑥)

𝑥2−1
  เมื่อ 𝑥 = 1 

 (ถึงแม้วา่สว่นใหญ่มนัจะเทา่กนั แตก็่มีบางทีท่ีสองคา่นีอ้าจไมเ่ทา่กนัได้) 
 จึงสรุปอะไรเก่ียวกบั 𝑓(1)  ไมไ่ด้  (เนือ่งจาก 𝑓(1) คือคา่ของ 𝑓(𝑥) เมื่อ 𝑥 = 1)  →  ก. ผิด 
ข. ตอ่เนื่องเมื่อ  lim

x1
𝑓(𝑥)  =  𝑓(1)    แตเ่ราไมรู้่เก่ียวกบั 𝑓(1)  จึงไมรู้่วา่ตอ่เนื่องหรือไม ่ →  ข. ผิด 

ค. เมื่อ 𝑥 เข้าใกล้ 1 จะท าให้ตวัสว่น  𝑥2 − 1  เข้าใกล้  12 − 1  =  0 

  𝑎𝑥 >   𝑥       …(1) 

𝑎(𝑎𝑥) >  𝑎𝑥 

𝑎(𝑎𝑥) >  𝑎𝑥 >  𝑥 

𝑎(𝑎𝑥)  >  𝑥 

𝑎(𝑎𝑥)  ≠  𝑥 

ยกก าลงัฐาน 𝑎 ทัง้สองฝ่ัง 
จาก (1) 

  𝑎𝑥 <   𝑥       …(2) 

𝑎(𝑎𝑥) <  𝑎𝑥 

𝑎(𝑎𝑥) <  𝑎𝑥 <  𝑥 

𝑎(𝑎𝑥)  <  𝑥 

𝑎(𝑎𝑥)  ≠  𝑥 

จาก (2) 
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 ดงันัน้ เมื่อ 𝑥 เข้าใกล้ 1 จะต้องท าให้ตวัเศษเข้าใกล้ 0 ด้วย จึงจะเข้ารูปแบบ 0
0
  ที่ท าให้ lim

x1

𝑓(𝑥)

𝑥2−1
  หาคา่ได้ 

 นัน่คือ  lim
x1

𝑓(𝑥)  ต้องเป็น 0   →  ค. ถกู 

ง. เนื่องจาก ค. ถกู จึงท าให้ ง. ผิด 

 

6. ก าหนดให้  𝑋, 𝑌, 𝑍 เป็นเซตที่ไมใ่ชเ่ซตวา่ง และ  𝑓 : 𝑋 → 𝑌 ,  𝑔 : 𝑌 → 𝑍  และ  ℎ : 𝑍 → 𝑋    ถ้า  ℎ ∘ 𝑔 ∘ 𝑓 

และ  𝑔 ∘ 𝑓 ∘ ℎ  เป็นฟังก์ชนัทัว่ถงึ  และ  𝑓 ∘ ℎ ∘ 𝑔  เป็นฟังก์ชนัหนึง่ตอ่หนึง่  แล้วฟังก์ชนัในข้อใดตอ่ไปนีเ้ป็น
ฟังก์ชนัหนึง่ตอ่หนึง่และทัว่ถงึ 

 ก. 𝑓 ข. 𝑔 ค. ℎ ง. ไมม่ีข้อใดถกูต้อง 
ตอบ ง 
ℎ ∘ 𝑔 ∘ 𝑓  คือการใช้ฟังก์ชนั 𝑓 𝑔 และ ℎ  ตามล าดบั 

ถ้า  ℎ ∘ 𝑔 ∘ 𝑓  เป็นฟังก์ชนัทัว่ถงึ แสดงวา่ ℎ ที่ถกูใช้เป็นฟังก์ชนัสดุท้าย ต้องเป็นฟังก์ชนัทัว่ถึงด้วย 

(เพราะถ้ามีคา่ที่ไมอ่ยูใ่นเรนจ์ของ ℎ  คา่นัน้จะไมม่ีทางอยูใ่นแรนจ์ของอะไรก็ตามที่มี ℎ ประกอบเป็นฟังก์ชนัสดุท้าย) 
ท านองเดียวกนั โจทย์ให้  𝑔 ∘ 𝑓 ∘ ℎ  เป็นฟังก์ชนัทัว่ถึง  จะท าให้สรุปได้วา่  𝑔 ต้องเป็นฟังก์ชนัทัว่ถงึด้วย 

และ จาก  𝑓 ∘ ℎ ∘ 𝑔  เป็น 1-1  

𝑓 ∘ ℎ ∘ 𝑔  คือการใช้ฟังก์ชนั  𝑔 ℎ และ 𝑓  ตามล าดบั 
เนื่องจาก 𝑔 และ ℎ เป็นฟังก์ชนัทัว่ถงึ ดงันัน้ ทัง้ 𝑔 ℎ และ 𝑓 ต้องเป็น 1-1 ทัง้หมด จงึจะท าให้ 𝑓 ∘ ℎ ∘ 𝑔  เป็น 1-1 ได้ 
(ถ้า 𝑔 ไมท่ัว่ถึง แล้ว ℎ อาจไมใ่ช่ 1-1 ตรงสว่นท่ี 𝑔 ไมไ่ด้โยงไป ซึง่อาจท าให้ 𝑓 ∘ ℎ ∘ 𝑔 ยงัเป็น 1-1 ได้อยู)่ 

และสดุท้าย จาก  𝑔 ∘ 𝑓 ∘ ℎ  เป็นฟังก์ชนัทัว่ถึง  และ 𝑔 เป็น 1-1 จะสรุปได้วา่ 𝑓 ต้องทัว่ถงึ 
(ถ้า 𝑓 ไมท่ัว่ถึง แล้ว 𝑔 จะโยงตวัอื่นมาแทนตวัที่ 𝑓 ไมโ่ยงไปไมไ่ด้เพราะ 𝑔 เป็น 1-1 ซึง่จะท าให้ 𝑔 ∘ 𝑓 ∘ ℎ ไมท่ัว่ถึง) 
ดงันัน้ ทัง้ 𝑓 𝑔 และ ℎ เป็น 1-1 และทัว่ถึง 
 
 

7. ล าดบัฟีโบนชัชี (𝐹𝑛)  นิยามโดย  𝐹0 = 0,  𝐹1 = 1  และ  𝐹𝑛+1 = 𝐹𝑛 + 𝐹𝑛−1  ส าหรับจ านวนเต็ม 𝑛 ≥ 1 

 เศษเหลอืที่ได้จากการหาร  𝐹2018 ด้วย 4  มีคา่เทา่กบัข้อใดตอ่ไปนี ้
 ก. 0 ข. 1 ค. 2 ง. 3 

ตอบ ข 
เนื่องจากการหาเศษเหลอื กระจายในการบวกได้  →  น าเศษเหลอืของพจน์ก่อนหน้า มาหาเศษเหลอืของพจน์ถดัไปได้เลย 

𝐹0 = 0  → หารด้วย 4 เหลอืเศษ 0 

𝐹1 = 1  → หารด้วย 4 เหลอืเศษ 1 

𝐹2 หารด้วย 4 เหลอืเศษ  =  เศษเหลอืของ 𝐹1 + เศษเหลอืของ 𝐹0 =  1 + 0  =  1 

𝐹3 หารด้วย 4 เหลอืเศษ  =  เศษเหลอืของ 𝐹2 + เศษเหลอืของ 𝐹1 =  1 + 1  =  2 

𝐹4 หารด้วย 4 เหลอืเศษ  =  เศษเหลอืของ 𝐹3 + เศษเหลอืของ 𝐹2 =  2 + 1  =  3 

𝐹5 หารด้วย 4 เหลอืเศษ  =  เศษเหลอืของ 𝐹4 + เศษเหลอืของ 𝐹3 =  3 + 2  =  5  →  หารด้วย 4 เหลอืเศษ 1 

𝐹6 หารด้วย 4 เหลอืเศษ  =  เศษเหลอืของ 𝐹5 + เศษเหลอืของ 𝐹4 =  1 + 3  =  4  →  หารด้วย 4 เหลอืเศษ 0 

   ⋮ 
จะได้ล าดบัของเศษเหลอืจากการหาร 𝐹𝑛 ด้วย 4  คือ  0 ,  1 ,  1 ,  2 ,  3 ,  5 → 1 ,  4 → 0 ,  1 ,  1 ,  2 ,  3 ,  … 
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จะเห็นวา่เศษเหลอื วนซ า้ทกุๆ 6 ตวั ในรูป  0 ,  1 ,  1 ,  2 ,  3 ,  1 

เนื่องจาก 2018 หารด้วย 6 เหลอืเศษ 2  ดงันัน้ เศษเหลอืของ  𝐹2018 จะเทา่กบัเศษเหลอืของ 𝐹2  ซึง่เทา่กบั 1  
 

8. ในห้องเรียนวชิาคณิตศาสตร์นกัเรียนคนหนึง่ได้นิยาม การกระจายตวัของข้อมลู  𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥2018  เป็น 
( )i j

i j

x x


 



2

2018 2017
 

 ก าหนดให้  𝜎2 = 
n

j


1

(𝑥𝑗−�̅�)
2

2018
  และ  𝑠2 = 

n

j


1

(𝑥𝑗−�̅�)
2

2017
  โดยที่  �̅�  =  

𝑥1+𝑥2+ … +𝑥2018

2018
 

 คา่ของการกระจายตวัของข้อมลู  𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥2018  ตรงกบัข้อใดตอ่ไปนี ้
 ก. 2017

2018
𝜎2 ข. 2017

2018
𝑠2 ค. 2𝜎2 ง. 2𝑠2 

ตอบ ง 

ถ้า  𝑖 = 𝑗  จะได้  (𝑥𝑖 − 𝑥𝑗)
2

 = 0  ดงันัน้ สามารถรวมกรณี 𝑖 = 𝑗  ใน  
i j

 (𝑥𝑖 − 𝑥𝑗)
2

  ได้โดยไมท่ าให้คา่เปลีย่น 

นัน่คือ  
i j

 (𝑥𝑖 − 𝑥𝑗)
2

 =  
i


2018

1 j


2018

1
(𝑥𝑖 − 𝑥𝑗)

2
 

 =  
i


2018

1 j


2018

1
(𝑥𝑖

2 − 2𝑥𝑖𝑥𝑗 + 𝑥𝑗
2) 

 =  
i


2018

1
(2018𝑥𝑖

2 − 2𝑥𝑖 
j


2018

1
𝑥𝑗 + 

j


2018

1
𝑥𝑗

2 ) 

 

 =  
i


2018

1
(2018𝑥𝑖

2 − 2𝑥𝑖(2018�̅�) + 2018(𝜎2 + �̅�2) ) 

 =  2018 
i


2018

1
(𝑥𝑖

2 − 2𝑥𝑖�̅� + �̅�2 + 𝜎2) 

 =  2018 
i


2018

1
(        (𝑥𝑖 − �̅�)2     + 𝜎2) 

 =  2018 (
i


2018

1
(𝑥𝑖 − �̅�)2     +  2018𝜎2 ) 

 
 
 =  2018 (     2017𝑠2           +  2017𝑠2) 
 =  2018 ∙ 2017 ∙ 2𝑠2 
 

ดงันัน้  
( )i j

i j

x x


 



2

2018 2017
  =  

2018 ∙ 2017 ∙ 2𝑠2

2018 ∙ 2017
  =  2𝑠2 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  
∑𝑥2

𝑛
− �̅�2 =    𝜎2  

 ∑𝑥2 =  𝑛(𝜎2 + �̅�2) 

𝜎2 = 
n

j


1

(𝑥𝑗−�̅�)
2

2018
    และ    𝑠2 = 

n

j


1

(𝑥𝑗−�̅�)
2

2017
 

  2018𝜎2  =  2017𝑠2  = 
n

i


1
(𝑥𝑗 − �̅�)

2 
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9. ล าดบัอนนัต์ (𝑎𝑛) นิยามโดย  𝑎1 = 0  และ  𝑎𝑛+1 = 
1

2
 + √𝑎𝑛  ส าหรับจ านวนเตม็  𝑛 ≥ 1 

 ถ้าล าดบั (𝑎𝑛) เป็นล าดบัลูเ่ข้าแล้ว ข้อใดตอ่ไปนีก้ลา่วถกูต้อง 
 ก. lim

n
𝑎𝑛 > 1 

 ข. lim
n

𝑎𝑛 < 1 

 ค. lim
n

𝑎𝑛 = 1 

 ง. เป็นไปได้ทัง้สองกรณีวา่  lim
n

𝑎𝑛 < 1  หรือ  lim
n

𝑎𝑛 > 1 

ตอบ ก 
จาก 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

10. คา่ของ  cos 2𝜋

7
  เป็นรากของพหนุามในข้อใดตอ่ไปนี ้

 ก. 8𝑥3 + 4𝑥2 − 4𝑥 − 1 ข. 8𝑥3 − 8𝑥2 − 2𝑥 + 1 

 ค. 8𝑥3 − 4𝑥2 + 4𝑥 − 1 ง. 8𝑥3 + 8𝑥2 − 2𝑥 − 1 
ตอบ ก 

ให้  𝑎  =  cis
2𝜋

7
    จะได้  𝑎7 = (cis

2𝜋

7
)
7

  =  cis 2𝜋  =  cos 2𝜋 + 𝑖 sin2𝜋  =  1 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

             𝑎𝑛+1 =            1
2
 + √𝑎𝑛 

     lim
n

𝑎𝑛+1 =  lim
n

(
1

2
 + √𝑎𝑛) 

     lim
n

𝑎𝑛+1 =          
1

2
 + lim n

n
a


 

     lim
n

  𝑎𝑛 =          
1

2
 + lim n

n
a


 

             𝑘 =          
1

2
 +     √𝑘 

           2𝑘 =          1 +   2√𝑘 

2√𝑘
2
− 2√𝑘 − 1 =          0 

            √𝑘 =  
−(−2)±√(−2)2−4(1)(−1)

2(2)
 

           √𝑘 =      
2±√8

4
      =  

1+√2

2
      =  

1+1.414

2
 >  1 

              𝑘  >  1 

       lim
n

  𝑎𝑛  >  1 

กระจาย lim ได้ เพราะ 𝑎𝑛 ลูเ่ข้า 

เม่ือ 𝑛 → ∞ จะได้  𝑛 + 1 → ∞ ด้วย 

ยกก าลงัสองทัง้สองข้าง 

 𝑎7 − 1 =  0 
(𝑎 − 1)(𝑎6 + 𝑎5 + 𝑎4 + 𝑎3 + 𝑎2 + 𝑎 + 1) =  0 
                𝑎6 + 𝑎5 + 𝑎4 + 𝑎3 + 𝑎2 + 𝑎 + 1 =  0 

𝑎  =  cis
2𝜋

7
  ≠  1 

→  หารตลอดด้วย 𝑎 − 1 ได้ 

 cis
6(2𝜋)

7
 + cis

5(2𝜋)

7
 + cis

4(2𝜋)

7
 + cis

3(2𝜋)

7
 + cis

2(2𝜋)

7
 + cis

1(2𝜋)

7
 + 1 =  0 

cos
6(2𝜋)

7
+ cos

5(2𝜋)

7
+ cos

4(2𝜋)

7
+ cos

3(2𝜋)

7
+ cos

2(2𝜋)

7
+ cos

1(2𝜋)

7
+ 1 =  0 

cos
1(2𝜋)

7
+ cos

2(2𝜋)

7
+ cos

3(2𝜋)

7
+ cos

3(2𝜋)

7
+ cos

2(2𝜋)

7
+ cos

1(2𝜋)

7
+ 1 =  0 

                                         2 cos3𝜃 + 2 cos2𝜃 + 2 cos𝜃 + 1 =  0 
                2(4 cos3 𝜃 − 3 cos 𝜃) + 2(2 cos2 𝜃 − 1) + 2 cos𝜃 + 1 =  0 
                                                    8𝑥3 + 4𝑥2 − 4𝑥 − 1 =  0 

สว่นจริงต้อง = 0 ด้วย 

มมุรวมกนัได้ 2𝜋 

cos จะเทา่กนั 
ให้  𝜃 = 

2𝜋

7
 

ให้  𝑥 = cos 𝜃 
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11. ก าหนดให้ 𝑓(𝑥) เป็นฟังก์ชนัพหนุามดกีรี 2 มีคา่ต ่าสดุเมื่อ  𝑥 = 3  และ  𝐹(2𝑥)  เป็นปฏิยานพุนัธ์ของ 𝑓(𝑥) 

ถ้า  𝐹′(2) = −5  และ  𝐹′′(−2) = −4    พืน้ที่ปิดล้อมของ  𝑦 = 𝑓(𝑥)  กบัแกน 𝑋  จาก  𝑥 = 0  ถึง  𝑥 = 3  

ตรงกบัข้อใดตอ่ไปนี ้ 

 ก. 16.5 ข. 18 ค. 33 ง. 36 

ตอบ ง 

ให้  𝑓(𝑥)  =  𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐  →  จากสมบตัิของฟังก์ชนัก าลงัสอง คา่สงูสดุ/ต า่สดุ จะเกิดเมื่อ  𝑥 = −
𝑏

2𝑎
 

โจทย์ให้ 𝑓 มีคา่ต า่สดุเมื่อ  𝑥 = 3  ดงันัน้ − 𝑏

2𝑎
 = 3  →  𝑏 = −6𝑎  →  จะได้  𝑓(𝑥)  =  𝑎𝑥2 − 6𝑎𝑥 + 𝑐    …(∗) 

จะได้  𝐹(2𝑥)  =  ปฎิยานพุนัธ์ของ  𝑓(𝑥)  =  𝑎
3
𝑥3 − 3𝑎𝑥2 + 𝑐𝑥 + 𝑑    เมื่อ  𝑑 เป็นคา่คงที่ใดๆ 

แทน 𝑥 ด้วย 𝑘
2

  จะได้ 𝐹 (2 (
𝑘

2
)) =   

𝑎

3
(
𝑘

2
)
3
− 3𝑎 (

𝑘

2
)
2
+ 𝑐 (

𝑘

2
) + 𝑑 

    𝐹(𝑘) =    
𝑎

24
𝑘3  −  

3𝑎

4
𝑘2   +   

𝑐

2
 𝑘 + 𝑑 

   𝐹′(𝑘) =      
𝑎

8
𝑘2  −   

3𝑎

2
𝑘  +   

𝑐

2
 

   𝐹′′(𝑘) =      
𝑎

4
𝑘   −   

3𝑎

2
 

จาก และจาก 
 
 
 
 

แทนคา่  𝑎 = 2 ,  𝑐 = 0  ใน (∗)  จะได้  𝑓(𝑥)  =  2𝑥2 − 12𝑥  →  ตดัแกน 𝑥 ที ่
 
 

 ดงันัน้  จาก  𝑥 = 0  ถึง  𝑥 = 3  ไม่ผา่นจดุตดัแกน 𝑥 


3

0
2𝑥2 − 12𝑥 𝑑𝑥 =      

2

3
𝑥3 − 6𝑥2 |

3
 
0
 

 =  (
2

3
(33) − 6(32)) − (

2

3
(03) − 6(02))  =  −36    →  จะได้พืน้ท่ี  =  |−36|  =  36 

 

12. ก าหนดให้ 𝑓 เป็นฟังก์ชนัท่ีมีความตอ่เนื่องที่  𝑥 = −3  และ  lim
x3

(
𝑓(𝑥)

𝑥+3
+

4

𝑥2+4𝑥+3
)  =  4 

 ถ้า  𝑔(𝑥) = 𝑥𝑓(𝑥)  คา่ของ  𝑔′(−3)  ตรงกบัข้อใดตอ่ไปนี ้
 ก. −15 ข. −13 ค. 2 ง. 5 

ตอบ ข 

จาก  lim
x3

(
𝑓(𝑥)

𝑥+3
+

4

𝑥2+4𝑥+3
)  =  4   →  จดัรูป  

𝑓(𝑥)

𝑥+3
+

4

𝑥2+4𝑥+3
  =  

𝑓(𝑥)

𝑥+3
+

4

(𝑥+1)(𝑥+3)
  =  

(𝑥+1)𝑓(𝑥) + 4

(𝑥+1)(𝑥+3)
 

จะเห็นวา่เมื่อแทน  𝑥 = −3  จะได้  (−3+1)𝑓(−3)+4

(−3+1)(−3+3)
  =  

−2𝑓(−3)+4

0
   → ลมิิตหาคา่ได้ = 4 แสดงวา่เศษต้อง = 0 

 จะได้ 

 

ลมิิตอยูใ่นรูป 0
0
  →  ใช้โลปิตาล จะได้  ดิฟ บนดิฟ ลา่ง  =  

(𝑥+1)𝑓′(𝑥)+𝑓(𝑥)

2𝑥+4
 

เมื่อแทน  𝑥 = −3  จะได้  (−3+1)𝑓′(−3)+𝑓(−3)

2(−3)+4
  =  

−2𝑓′(−3)+2

−2
  จะเห็นวา่สว่น ≠ 0 แล้ว 

 

   𝐹′′(−2) =  −4 
𝑎

4
(−2) −

3𝑎

2
 =  −4 

     −2𝑎 =  −4 
          𝑎 =   2 

   𝐹′(2) =  −5 
𝑎

8
(22) −

3𝑎

2
(2) +

𝑐

2
 =  −5 

    1    −     6       + 
𝑐

2
 =  −5 

                                 𝑐 =    0 

2𝑥2 − 12𝑥 =  0 
2𝑥(𝑥 − 6) =  0 
𝑥  =  0 ,  6 

−2𝑓(−3) + 4 =  0 
      𝑓(−3) =  2    …(1) 
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จาก  lim
x3

(
𝑓(𝑥)

𝑥+3
+

4

𝑥2+4𝑥+3
)  =  4   จะสรุปได้วา่ 

 

จาก 

 
 
 
 

13. ก าหนดให้ 𝑧 และ 𝑤 เป็นจ านวนเชิงซ้อนท่ีแตกตา่งกนัโดยที่  |𝑧|2𝑤 − |𝑤|2𝑧  =  𝑧 − 𝑤 

 พิจารณาข้อความตอ่ไปนี ้

 (1) 𝑧̅𝑤  =  −1 (2) Re(𝑧)

Re(𝑤)
  =  

1

|𝑧|2
 

 ข้อใดตอ่ไปนีก้ลา่วถกูต้อง 
 ก. ข้อความ (1) และ (2) ตา่งเป็นจริง ข. ข้อความ (1) เป็นจริง แตข้่อความ (2) เป็นเทจ็ 

 ค. ข้อความ (1) เป็นเท็จ แตข้่อความ (2) เป็นจริง ง. ข้อความ (1) และ (2) ตา่งเป็นเทจ็ 
ตอบ ง 
จาก 
 
 
 
 
 
 
 

(1) 𝑧̅𝑤  =  𝑧̅ (
𝑧

|𝑧|2
)  =  

𝑧∙�̅�

|𝑧|2
  =  1    →  ผิด (2)  

 
 
 
 
 

14. ก าหนดให้  𝑥  =  arctan 1

2018
  และ  𝑦  =  arctan 2017

2019
    คา่ของ  cos𝑥 − sin𝑦

cos𝑦 + sin𝑥
 + 

cos𝑦 − sin𝑥

cos𝑥 + sin𝑦
  ตรงกบัข้อใด 

 ก. 2(√2 − 1) ข. √3 − 1 

 ค. 2018

√(2017)2+(2019)2
 ง. 2017

√(2017)2+(2019)2
 

ตอบ ก 
ให้  𝑎 = 2018  จะได้  𝑎 − 1 = 2017  และ  𝑎 + 1 = 2019 
จาก  𝑥 = arctan

1

2018
  และ  𝑦  =  arctan 2017

2019
  จะวาดได้ดงัรูป 

 
 
 
 
 

จะได้  cos 𝑥 − sin 𝑦 และ  cos 𝑥 + sin𝑦 
 
 
 

−2𝑓′(−3)+2

−2
 =  4 

   𝑓′(−3) =  5    …(2) 

  𝑔(𝑥) =     𝑥𝑓(𝑥) 
 𝑔′(𝑥) =     𝑥𝑓′(𝑥) + 𝑓(𝑥) 
𝑔′(−3) =  (−3)𝑓′(−3) + 𝑓(−3) 
𝑔′(−3) =  (−3)(    5   ) +      2        =  −13 

จาก (1) และ (2) 

|𝑧|2𝑤 − |𝑤|2𝑧 =  𝑧 − 𝑤 
𝑧𝑧̅𝑤 − 𝑤�̅�𝑧 =  𝑧 − 𝑤 
  𝑤𝑧(𝑧̅ − �̅�) =  𝑧 − 𝑤 
  𝑤𝑧(𝑧 − 𝑤̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ) =  𝑧 − 𝑤 
|𝑤||𝑧||𝑧 − 𝑤̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ | = |𝑧 − 𝑤| 
|𝑤||𝑧| =     1 

|𝑤| =    
1

|𝑧|
 

|𝑧|2𝑤 − |𝑤|2𝑧 =  𝑧 − 𝑤 
|𝑧|2𝑤 + 𝑤 =  |𝑤|2𝑧 + 𝑧 
𝑤(|𝑧|2 + 1) =  𝑧(|𝑤|2 + 1) 

𝑤(|𝑧|2 + 1) =  𝑧 (
1

|𝑧|2
+ 1) 

𝑤(|𝑧|2 + 1) =  𝑧 (
 1 + |𝑧|2

|𝑧|2
) 

𝑤 =  
𝑧

|𝑧|2
 

𝑢 ∙ �̅� = |𝑢|2 

|𝑢| = |�̅�| 

Re(𝑤) =  Re(
𝑧

|𝑧|2
) 

Re(𝑤) =    
Re(𝑧)

|𝑧|2
 

  |𝑧|2 =   
Re(𝑧)

Re(𝑤)
    →  ผิด 

𝑎 + 1 
𝑦  𝑎 − 1  

= √(𝑎 + 1)2 + (𝑎 − 12 =  √𝑎2 + 2𝑎 + 1 + 𝑎2 − 2𝑎 + 1 

 =  √2𝑎2 + 2 

 =  √2 √𝑎2 + 1 

=  
𝑎

√𝑎2+1
−

𝑎−1

√2√𝑎2+1
 

=      
√2𝑎 − 𝑎 + 1

√2√𝑎2+1
 

=  
𝑎

√𝑎2+1
+

𝑎−1

√2√𝑎2+1
 

=      
√2𝑎 + 𝑎 − 1

√2√𝑎2+1
 

𝑎  
𝑥  1 

= √𝑎2 + 1 
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จะได้  cos 𝑦 + sin𝑥 และ  cos 𝑦 − sin 𝑥 
 
 
 

ดงันัน้  cos𝑥 − sin𝑦

cos𝑦 + sin𝑥
 + 

cos𝑦 − sin𝑥

cos𝑥 + sin𝑦
 =  

√2𝑎 − 𝑎 + 1

𝑎 + 1 + √2
 + 

𝑎 + 1 − √2

√2𝑎 + 𝑎 − 1
 

 =  
(√2 − 1)𝑎 + 1

𝑎 +(√2 + 1)
 + 

𝑎 −(√2 − 1)

(√2 + 1)𝑎 − 1
 

 =  
(√2 − 1)(𝑎 +

1

√2 − 1
)

𝑎 +(√2 + 1)
 + 

(√2 − 1)(
𝑎

√2 − 1
 − 1)

(√2 + 1)𝑎 − 1
 

 =  
(√2 − 1)(𝑎 + √2 + 1)

𝑎 +(√2 + 1)
 + 

(√2 − 1)((√2 + 1)𝑎 − 1)

(√2 + 1)𝑎 − 1
 

 =   √2 − 1                   + √2 − 1 

 =  2(√2 − 1) 
 

15. ให้ 𝐴 เป็นเมทริกซ์ขนาด 𝑛 × 𝑛  โดยที่ 𝐴 ไมเ่ป็นเมทริกซ์ศนูย์ ,  𝐼 − 𝐴 มีอินเวอร์สการคณู  และ 𝐴𝑇  + 𝐴  เป็น 

 เมทริกซ์ศนูย์    ถ้า  𝐵 = (𝐼 + 𝐴)(𝐼 − 𝐴)−1  แล้ว จ านวนจริง 𝑘 ที่ท าให้ 𝐵𝑇𝐵 = 𝑘𝐼  มีคา่ตรงกบัข้อใดตอ่ไปนี ้
 ก. 0 ข. 1 ค. (−1)𝑛+1 ง. 𝑛 

ตอบ ข 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

16. ในการส ารวจความนิยมของประชากรในการติดตามขา่วพบวา่ 400 คนจาก 1000 คนติดตามขา่วจากโซเชียลมเิดีย  
และ 12% ของคนติดตามขา่วจากโซเชียลมเิดียฟังขา่วจากทางวทิยดุ้วย  ในขณะท่ี 20% ของคนที่ไมต่ิดตามขา่ว
ทางโซเชียลมเิดียฟังขา่ววิทย ุ ก่ีเปอร์เซ็นของผู้ตดิตามขา่วทางวิทยตุิดตามขา่วทางโซเชียลมิเดียด้วย  (ตอบในรูป
ทศนิยมสองต าแหนง่) 

ตอบ 28.57 
ทัง้หมด 1000 คน  มีโซเชียล 400 คน  →  ไมโ่ซเชียล 1000 − 400 = 600 คน 
12% ของโซเชียล ฟังวิทย ุ = 12

100
 ∙ 400  =  48 คน 

20% ของไมโ่ซเชียล ฟังวิทย ุ=  
20

100
 ∙ 600  =  120 คน 

ดงันัน้ ฟังวิทยทุัง้หมด  =  48 (โซเชียล) + 120 (ไมโ่ซเชียล)  =  168 คน 
ดงันัน้ ในคนฟังวิทย ุ168 คน จะมีโซเชียล  48

168
 ∙ 100  =  

2

7
  ∙ 100  =  28.571… 

 
 
 
 
 
 
 

=  
𝑎+1

√2√𝑎2+1
 + 

1

√𝑎2+1
 

=        
𝑎 + 1 + √2

√2√𝑎2+1
 

=  
𝑎+1

√2√𝑎2+1
−

1

√𝑎2+1
 

=        
𝑎 + 1 − √2

√2√𝑎2+1
 

𝐵𝑇𝐵 =  ((𝐼 + 𝐴)(𝐼 − 𝐴)−1)
𝑇
(𝐼 + 𝐴)(𝐼 − 𝐴)−1 

 =  ((𝐼 − 𝐴)−1)𝑇(𝐼 + 𝐴)𝑇(𝐼 + 𝐴)(𝐼 − 𝐴)−1 
 =  ((𝐼 − 𝐴)𝑇)−1(𝐼 + 𝐴)𝑇(𝐼 + 𝐴)(𝐼 − 𝐴)−1 
 =  (𝐼𝑇 − 𝐴𝑇)−1(𝐼𝑇 + 𝐴𝑇)(𝐼 + 𝐴)(𝐼 − 𝐴)−1 
 =  (𝐼  +  𝐴  )−1(𝐼  − 𝐴  )(𝐼 + 𝐴)(𝐼 − 𝐴)−1 
 =  (𝐼  +  𝐴  )−1(𝐼  + 𝐴  )(𝐼 − 𝐴)(𝐼 − 𝐴)−1 
 =  (                   𝐼                 )(             𝐼             ) 
 =                                           𝐼 

(𝐼 − 𝐴)(𝐼 + 𝐴)  =  (𝐼 + 𝐴)(𝐼 − 𝐴) 

เพราะกระจายแล้วได้  𝐼 − 𝐴2  ทัง้คู ่

จาก  𝐴𝑇 + 𝐴 = 0   จะได้  𝐴𝑇  =  −𝐴 



 สมาคม ม. ปลาย (พ.ย. 61) 25 

17. ก าหนดให้  𝐴 = { (𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2  :  |𝑥| + |𝑦| ≥ 1  และ  𝑥2 + 𝑦2 ≤ 1 } 

 นิยาม  𝑓 : 𝐴 → ℝ  โดย  𝑓(𝑥, 𝑦) = √𝑥2 + 𝑦2  ส าหรับทกุ (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐴    จงหาเรนจ์ของ 𝑓  (ตอบในรูปของชว่ง) 

ตอบ [√2

2
, 1] 

จากความรู้ในเร่ืองรูปกราฟพืน้ฐานท่ีควรจ าได้ 

และการสุม่จดุแทนในอสมการ เพื่อแรเงา 

จะได้กราฟของอสมการเป็นดงัรูป 
 
 
 

ดงันัน้  |𝑥| + |𝑦| ≥ 1  และ  𝑥2 + 𝑦2 ≤ 1  จะหมายถึงบริเวณทีซ้่อนทบักนั ดงัรูป 
 

√𝑥2 + 𝑦2  =  √(𝑥 − 0)2 + (𝑦 − 0)2  =  ระยะจาก (0, 0) ไปยงั (𝑥, 𝑦) 

ดงันัน้ จะหาเรนจ์ของ 𝑓(𝑥, 𝑦) = √𝑥2 + 𝑦2  ต้องหาวา่ระยะจาก (0, 0) ไปยงัจดุในสว่นท่ีแรเงา มีคา่เทา่ไหร่ได้บ้าง 
 
 
 
 
 
 
 
 

ดงันัน้ คา่ของ  √𝑥2 + 𝑦2  จะมีคา่อยูใ่นชว่ง  [√2

2
, 1] 

 

18. ก าหนดจดุ 𝐴 = (4, 3) บนระนาบ  ถ้าจดุ 𝐵 = (𝑎, 𝑏) บนวงกลม  𝑥2 + 𝑦2 − 2𝑥 − 4𝑦 − 85  =  0  ท าให้
ระยะทาง  𝐴𝐵 จากจดุ 𝐴 ไปยงัจดุบนเส้นรอบวงของวงกลมมีคา่น้อยทีส่ดุ แล้ว จงหาคา่ของ 3𝑎 + 2𝑏 

ตอบ 40 
จดัรูปวงกลม 
 

ตอ่ 𝐶𝐴 ออกไปตดัวงกลมที่ 𝐵′ ดงัรูป 
จากสมบตัิของสามเหลีย่ม จะได้ 

 
 
 

นัน่คือ 𝐴𝐵 จะมีคา่น้อยที่สดุ เมื่อ 𝐵 อยูท่ี่ 𝐵′ 

จะใช้ความรู้เร่ืองเวกเตอร์มาหาพกิดัของ 𝐵′  →  สงัเกตวา่  𝐶𝐵′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗  คือเวกเตอร์ในทิศ  𝐶𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗  ที่ยาว = 𝑟 = 3√10 

𝐶𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗  =  [
4 − 1
3 − 2

]  =  [
3
1
]  →  จะได้ |𝐶𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗|  =  √32 + 12  =  √10  →  เวกเตอร์หนึง่หนว่ยในทิศ  𝐶𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗  คือ  1

√10
[
3
1
] 

ดงันัน้  𝐶𝐵′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗  =  3√10 (
1

√10
[
3
1
])  =  [

9
3
] 

เมื่อ 𝐵 อยูท่ี่ 𝐵′  จะได้  𝐶𝐵′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗  =  [
𝑎 − 1
𝑏 − 2

]  ดงันัน้  [𝑎 − 1
𝑏 − 2

]  =  [
9
3
]    จะได้  𝑎 = 10  และ  𝑏 = 5 

จะได้  3𝑎 + 2𝑏  =  3(10) + 2(5)  =  40 

 

|𝑥| + |𝑦|  ≥  1 𝑥2 + 𝑦2  ≤  1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

สัน้สดุ =  ระยะตัง้ฉากไปยงัเส้นตรง 
 =  1 sin 45° 

 =      
√2

2
 

1 

𝐷  

ยาวสดุ =  ระยะไปยงัเส้นรอบวง 
 =  รัศมวีงกลม 

 =        1 

1 

𝑑  

45° 

𝑥2 + 𝑦2 − 2𝑥 − 4𝑦 − 85 =   0 
(𝑥 − 1)2 + (𝑦 − 2)2 =  90 

𝐶(1, 2) 

𝐴(4, 3) 
𝐵′  

𝐵  

𝐶𝐴 + 𝐴𝐵 ≥  𝐶𝐵 
𝐶𝐴 + 𝐴𝐵 ≥  𝐶𝐵′ 
𝐶𝐴 + 𝐴𝐵 ≥  𝐶𝐴 + 𝐴𝐵′ 
           𝐴𝐵 ≥             𝐴𝐵′ 

𝐶𝐵 = 𝐶𝐵′ = 𝑟 

→  ศก = 𝐶(1, 2) และ รัศมี = √90 = 3√10 
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19. เส้นตรงที่ผา่นโฟกสัของพาราโบลา  𝑦2 = 16𝑥  สมัผสักบัวงกลม  (𝑥 − 6)2 + 𝑦2 = 2  ที่จดุใด 
ตอบ (5, 1), (5, −1) 

จดัรูปพาราโบลา จะได้  𝑦2 = 4(4)𝑥  →  เป็นแบบตะแคงขวา 𝑐 = 4  →  จะได้จดุโฟกสัคือ F(4, 0) 

วงกลม  (𝑥 − 6)2 + 𝑦2 = 2  มีจดุศนุย์กลาง C(6, 0)  และมีรัศม ี= √2 

วาดรุป จะเห็นวา่เส้นสมัผสัจาก F ไปยงัวงกลมจะมี 2 เส้นดงัรูป 

ให้ P เป็นจดุสมัผสัด้านบน จากสมบตัิเส้นสมัผสั จะได้  FP̂C = 90° 

พีทากอรัส จะได้  FP =  √FC2 − PC2 

 =  √(6 − 4)2 − √2
2

  =  √4 − 2  =  √2 

จะเห็นวา่  FP = PC = √2  ดงันัน้ ∆FPC เป็น ∆ หน้าจัว่ 

สว่นสงู ℎ จะแบง่คร่ึงฐาน FC เป็นฝ่ังละ 6−4

2
 = 1 ดงัรูป 

พีทากอรัส จะได้  ℎ = √√2
2
− 12  =  1    →  จะได้พิกดัจดุ P คือ (5, 1) 

จดุสมัผสัด้านลา่งจะสมมาตรกบั P รอบแกน X  →  จะได้จดุสมัผสัด้านลา่งคือ (5, −1) 

 

20. จ าหาจ านวนจริง 𝑎 ทัง้หมดที่ท าให้สมการตอ่ไปนีม้ีผลเฉลยเป็นจ านวนจริงเพียงคา่เดยีว 
log3(𝑥 − 2) + log3(𝑎 − 𝑥)  =  2 

ตอบ 8 

หลงั log ต้องเป็นบวก  → และ 
 

และจากสมการ 
 
 
 
 

ใช้สตูรค าตอบของสมการก าลงัสอง จะได้  𝑥 

 
 

กรณี 𝑘 < 0 : ในรูทจะตดิลบ สมการจะไมม่ีค าตอบ  →  ใช้ไมไ่ด้  (โจทย์ต้องการให้มี 1 ค าตอบ) 

กรณี 𝑘 > 0 : สมการจะมี 2 ค าตอบ คือ  𝑎+2

2
 + 

√𝑘

2
  และ  𝑎+2

2
−

√𝑘

2
 

 แตจ่าก (∗)  เราต้องตรวจสอบด้วยวา่ 2 ค าตอบนี ้อยูร่ะหวา่ง 2 กบั 𝑎  หรือไม่ 
 เนื่องจาก  𝑎+2

2
  คือจ านวนที่อยูต่รงกลางระหวา่ง 2 กบั 𝑎 พอด ี

 ดงันัน้  𝑎+2

2
 ± 

√𝑘

2
  จะอยูใ่นช่วง (2, 𝑎) ทัง้คู ่  หรือ   ไมอ่ยูใ่นช่วง (2, 𝑎) ทัง้คู ่ดงัรูป 

 
 
 
 
 
 
 
 

 ดงันัน้ กรณีนี ้จะมี 2 ค าตอบ หรือไมก็่ไมม่ีค าตอบเลย  →  ใช้ไมไ่ด้ 

F(4,0) C(6,0) 

Y 

X 

P 

√2  

F(4,0) C(6,0) 

P 

√2  √2  

1 1 

ℎ  

log3(𝑥 − 2) + log3(𝑎 − 𝑥) =  2 
      log3(𝑥 − 2)(𝑎 − 𝑥) =  2 
              (𝑥 − 2)(𝑎 − 𝑥) =  32 
          𝑎𝑥 − 𝑥2 − 2𝑎 + 2𝑥 =  9 
                          0 =  𝑥2 − (𝑎 + 2)𝑥 + 2𝑎 + 9 

𝑥 − 2 >  0 
𝑥 >  2 

𝑎 − 𝑥 >  0 
𝑎 >  𝑥 →  2  <  𝑥  <  𝑎   …(∗) 

=  
(𝑎+2) ± √(𝑎+2)2 − 4(2𝑎+9)

2
 

=   
𝑎+2

2
  ±             

√𝑘

2
 

ให้  𝑘 = (𝑎 + 2)2 − 4(2𝑎 + 9) 

2 𝑎  𝑎+2

2
  

√𝑘

2
  

√𝑘

2
  

𝑎+2

2
−

√𝑘

2
  

𝑎+2

2
+

√𝑘

2
  

2 𝑎  𝑎+2

2
  

√𝑘

2
  

√𝑘

2
  

𝑎+2

2
−

√𝑘

2
  

𝑎+2

2
+

√𝑘

2
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กรณี 𝑘 = 0 : สมการจะมี 1 ค าตอบ คือ  𝑎+2

2
  ซึง่เป็นคา่ตรงกลางระหวา่ง 2 กบั 𝑎  จึงสอดคล้องกบัเง่ือนไข (∗) เสมอ 

 จาก  𝑘 = (𝑎 + 2)2 − 4(2𝑎 + 9)  จะได้ 
 
 
 
 

 แตจ่าก (∗)  จะได้  2 < 𝑎  ท าให้  𝑎 = −4  ไมไ่ด้  →  เหลอื 𝑎 = 8  เพียงค าตอบเดยีว 
 

21. ให้  �⃗� , 𝑣 , �⃗⃗�   เป็นเวกเตอร์ซึง่  |�⃗� | = 2 ,  |𝑣 | = 1 ,  |�⃗⃗� | = 1  และ  �⃗� + 2𝑣 + 3�⃗⃗�   =  0⃗  

 จงหาคา่ของ  |�⃗� × 𝑣 |2 

ตอบ 63

16
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

22. ถ้าเขยีนผลคณู  (𝑥2 + 4)3(𝑥 − 2)5  ในรูปของพหนุาม  𝑎0 + 𝑎1𝑥 + 𝑎2𝑥
2 + ⋯+ 𝑎11𝑥

11  แล้วจงหาคา่ 

 ของ  𝑎2 + 𝑎3 + ⋯+ 𝑎10 

ตอบ −3198 

จาก (𝑥2 + 4)3(𝑥 − 2)5 =  𝑎0 + 𝑎1𝑥 + 𝑎2𝑥
2 + ⋯+ 𝑎11𝑥

11   …(∗) 

แทน 𝑥 = 1 ใน (∗) : 

 

แทน 𝑥 = 0 ใน (∗) : 

 

𝑎11 คือ สปส ของ 𝑥 ก าลงัสงูที่สดุในการกระจาย  (𝑥2 + 4)3(𝑥 − 2)5 

แตจ่ะเห็นวา่ 𝑥 ก าลงัสงูที่สดุของแตล่ะวงเลบ็ท่ีมาคณุกนั ไมม่ี สปส คณูอยู ่
ดงันัน้ ถ้ากระจายออกมาแล้ว 𝑥 ก าลงัสงูที่สดุ ก็จะไมม่ี สปส คณูอยูเ่ช่นกนั  →  𝑎11 = 1   …(3) 

𝑎1 คือ สปส ของ 𝑥 ก าลงั 1 ในการกระจาย  (𝑥2 + 4)3(𝑥 − 2)5 
แตจ่ะเห็นวา่ในการกระจาย (𝑥2 + 4)3  จะไมม่ีพจน์ 𝑥 ก าลงั 1 เลย  (เพราะ 𝑥2 + 4 เลขชีก้ าลงัของ 𝑥 เร่ิมที่ 2) 
ดงันัน้ 𝑥 ก าลงั 1 จะเกิดจากพจน์ที่ไมม่ี 𝑥 ของ (𝑥2 + 4)3  คณูกบั พจน์ 𝑥 ก าลงั 1 ของ (𝑥 − 2)5 

 = 43 ใช้ทวินาม จะได้  =  (5
4
)𝑥1(−2)4 

 จะได้  𝑎1 = 43 ∙ (5
4
)(−2)4  =  5120   …(4) 

เอา (1) มาหกัออกด้วย 𝑎0 , 𝑎11 และ 𝑎1 จาก (2), (3) และ (4) 

จะเหลอื  𝑎2 + 𝑎3 + ⋯+ 𝑎10  =  −125 − (−2048 + 1 + 5120)  =  −3198 

 
 
 
 

(𝑎 + 2)2 − 4(2𝑎 + 9) =  0 
𝑎2 + 4𝑎 + 4 − 8𝑎 − 36 =  0 
𝑎2 − 4𝑎 − 32 =  0 
(𝑎 − 8)(𝑎 + 4) =  0 
   𝑎 = 8 ,  −4 

                �⃗� + 2𝑣 + 3�⃗⃗�  =     0⃗  
                �⃗�  + 2𝑣  =   −3�⃗⃗�  
              |�⃗�  +  2𝑣 |2 =  |−3�⃗⃗� |2 
|�⃗� |2 + |2𝑣 |2  +  2(�⃗�  ∙ 2𝑣 ) =    |3�⃗⃗� |2 
|�⃗� |2 + |2𝑣 |2 + 4|�⃗� ||𝑣 |cos 𝜃 =    |3�⃗⃗� |2 
22 + (2 ∙ 1)2 + 4(2)(1) cos 𝜃 =  (3 ∙ 1)2 

                                             cos 𝜃 =   
9−4−4

8
    =  

1

8
 

|�⃗� × 𝑣 |2 =  (|�⃗� ||𝑣 | sin𝜃)2 
 =   2212 sin2 𝜃 
 =  4 (1 − cos2 𝜃) 

 =  4 (1 −    
1

82    )    =  4 (
63

64
)    =  

63

16
 

(12 + 4)3(1 − 2)5 =  𝑎0 + 𝑎1   +  𝑎2      +⋯+ 𝑎11 
           −125 =  𝑎0 + 𝑎1   +  𝑎2      +⋯+ 𝑎11    …(1) 

(02 + 4)3(0 − 2)5 =  𝑎0 
          −2048 =  𝑎0    …(2) 

(𝑥2 + 4)3(𝑥 − 2)5  
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23. ให้  𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥50  เป็นจ านวนจริงบวก โดยที ่
𝑥1 = 1 + 

1

2𝑥2
  ,    𝑥2 = 1 + 

1

2𝑥3
  ,  …  ,  𝑥49 = 1 + 

1

2𝑥50
  ,    𝑥50 = 1 + 

1

2𝑥1
 

 จงหาคา่ของ  𝑥25 

ตอบ 1+√3

2
 

 

 ท าแบบเดยีวกนักบัแตล่ะคูข่องสมการท่ีเหลอื จะได้ 
 
 
 
 

 
 

น าผลลบทัง้ 50 สมการมาคณูกนั จะได้ 
 
 
 
 

 
 
 
 

เนื่องจาก  𝑥𝑖 ทกุตวัเป็นจ านวนจริงบวก  ดงันัน้  1 + 
1

2𝑥𝑖
 ทกุตวั จะมากกวา่ 1  ท าให้ได้วา่  𝑥𝑖 ทกุตวั จะมากกวา่ 1 

ดงันัน้  1

250(𝑥1 ∙ 𝑥2 ∙ … ∙ 𝑥50)
2  จะน้อยกวา่ 1   ซึง่จะสรุปได้วา่  1 −

1

250(𝑥1 ∙ 𝑥2 ∙ … ∙ 𝑥50)
2  ใน (∗) ไมม่ีทางเป็นศนูย์ได้ 

ดงันัน้ ต้องมีวงเลบ็อยา่งน้อย 1 วงเลบ็ ที่เหลอืทางซ้ายของ (∗) ทีเ่ป็น 0 

และเมื่อมคีู ่𝑥𝑖 ติดกนั 1 คู ่ที่เทา่กนั มนัจะดงึให้ 𝑥𝑖 ที่เหลอืเทา่กนัไปด้วย 
เช่น ถ้า  𝑥10 − 𝑥11  =  0  จะสรุปได้วา่  𝑥10  =  𝑥11 ซึง่จะได้วา่ 
 

 ท าเป็นทอดตอ่ไปเร่ือยๆ สดุท้าย เราจะสรุปได้เลยวา่ 𝑥𝑖 ทกุตวั เทา่กนัหมด 

จาก  𝑥1 = 1 + 
1

2𝑥2
  จะได้ (ให้  𝑥𝑖 ทกุตวัเทา่กบั 𝑘) 

 
 

จะได้  𝑘 =  
−(−2)±√(−2)2−4(1)(−1)

2(2)
  =  

1+√3

2
    (คา่ลบใช้ไมไ่ด้ เพราะโจทย์ให้ 𝑥𝑖 ทกุตวัเป็นบวก) 

 

24. จงเขยีนเซตของจ านวนจริง 𝑘 ทัง้หมดที่ท าให้    { 𝑥 ∈ ℝ ∶  
(𝑥−1)2

(𝑥+1)(𝑥+3)
= 𝑘}  =  ∅    ในรูปของช่วง 

ตอบ (−8, 0) 

คือต้องหา 𝑘 ที่ท าให้สมการไมม่คี าตอบ 
 
 
 
 
 
 

        𝑥1 =  1 + 
1

2𝑥2
   …(1) 

        𝑥2 =  1 + 
1

2𝑥3
   …(2) 

(1) − (2) : 𝑥1 − 𝑥2 =      
1

2𝑥2
−

1

2𝑥3
 

 𝑥1 − 𝑥2 =         
𝑥3 − 𝑥2

2𝑥2𝑥3
 

 𝑥1 − 𝑥2 =     −
𝑥2 − 𝑥3

2𝑥2𝑥3
 

𝑥2 − 𝑥3 =   −
𝑥3 − 𝑥4

2𝑥3𝑥4
 

𝑥3 − 𝑥4 =   −
𝑥4 − 𝑥5

2𝑥4𝑥5
 

  ⋮ 
𝑥50 − 𝑥1 =   −

𝑥1 − 𝑥2

2𝑥1𝑥2
 

(𝑥1 − 𝑥2)(𝑥2 − 𝑥3)… (𝑥50 − 𝑥1) =  (−
𝑥2 − 𝑥3

2𝑥2𝑥3
) (−

𝑥3 − 𝑥4

2𝑥3𝑥4
) … (−

𝑥1 − 𝑥2

2𝑥1𝑥2
) 

(𝑥1 − 𝑥2)(𝑥2 − 𝑥3)… (𝑥50 − 𝑥1) =          (𝑥2 − 𝑥3)(𝑥3−𝑥4)…(𝑥1−𝑥2)

250(𝑥1 ∙ 𝑥2 ∙ … ∙ 𝑥50)
2  

(𝑥1 − 𝑥2)(𝑥2 − 𝑥3)… (𝑥50 − 𝑥1) −
(𝑥2 − 𝑥3)(𝑥3−𝑥4)…(𝑥1−𝑥2)

250(𝑥1 ∙ 𝑥2 ∙ … ∙ 𝑥50)
2  =  0 

 (𝑥1 − 𝑥2)(𝑥2 − 𝑥3)… (𝑥50 − 𝑥1) (1 −
1

250(𝑥1 ∙ 𝑥2 ∙ … ∙ 𝑥50)
2) =  0    … (∗) 

ลบ คณูกนั 50 ครัง้ กลายเป็นบวก 

ดงึตวัร่วม 

1 + 
1

2𝑥10
 =  1 + 

1

2𝑥11
 

    𝑥9 =     𝑥10 

      𝑘    =  1 + 
1

2𝑘
 

2𝑘2 − 2𝑘 − 1 =  0 

 
(𝑥−1)2

(𝑥+1)(𝑥+3)
 =  𝑘 

   (𝑥 − 1)2 =  𝑘(𝑥 + 1)(𝑥 + 3) 
𝑥2 − 2𝑥 + 1 =  𝑘𝑥2 + 4𝑘𝑥 + 3𝑘 
      0 =  (𝑘 − 1)𝑥2 + (4𝑘 + 2)𝑥 + 3𝑘 − 1   …(∗) 
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กรณี 𝑘 − 1 ≠ 0 :  จะได้ (∗) เป็นสมการก าลงั 2  ซึง่จะไมม่คี าตอบเมื่อ   
 
 
 
 
 
 
 
 
 

กรณี 𝑘 − 1 = 0 : (∗) จะไมใ่ช่สมการก าลงั 2  คิดแบบกรณีแรกไมไ่ด้ 

 กรณีนีจ้ะได้ 𝑘 = 1  แทนใน (∗) ได้ 
 
 
 

รวม 2 กรณี จะได้  𝑘 ∈ (−8, 0) 
 

25. นิยามจ านวนต่างใจตรงกนัวา่คอืจ านวนเตม็บวกที่สามารถเขยีนในรูปผลตา่งก าลงัสองของจ านวนเต็มบวกได้สอง
แบบ เช่น 64 เป็นจ านวนตา่งใจตรงกนั เนื่องจาก  64  =  102 − 62  =  172 − 152    แต ่3 ไมเ่ป็นจ านวนตา่งใจ
ตรงกนั เนื่องจาก  3  =  22 − 12  และไมม่ีจ านวนเต็มบวก 𝑎 และ 𝑏 อื่นใดที่  3  =  𝑎2 − 𝑏2 

 จงหาจ านวนตา่งใจตรงกนัท่ีมคีา่น้อยที่สดุ 
ตอบ 15 

𝑎2 − 𝑏2 = (𝑎 − 𝑏)(𝑎 + 𝑏)  →  สงัเกตวา่  𝑎 − 𝑏  น้อยกวา่  𝑎 + 𝑏  อยู ่ 2𝑏    ซึง่  2𝑏  เป็นเลขคูบ่วก 
นัน่คือ จ านวนตา่งใจตรงกนั ต้องสามารถ “แยกเป็นผลคณูของสองตวัทีต่า่งกนัเป็นจ านวนคูบ่วก” ได้ 2 แบบ 

ดงันัน้  1, 2, 3, 5, 7, 11, 13, …  หรือจ านวนเฉพาะอื่นๆ จะใช้ไมไ่ด้ เพราะเขยีนเป็นผลคณูได้แคแ่บบเดยีว 

 4 =  1 × 4  (ไมไ่ด้ เพราะตา่งกนัเป็นเลขคี่) =  2 × 2  (ไมไ่ด้ เพราะตา่งกนั 0) 
 6 =  1 × 6  (ไมไ่ด้ เพราะตา่งกนัเป็นเลขคี่) =  2 × 3  (ไมไ่ด้ เพราะตา่งกนัเป็นเลขคี่) 
 8 =  1 × 8  (ไมไ่ด้ เพราะตา่งกนัเป็นเลขคี่) =  2 × 4  (ได้) →  ได้แคแ่บบเดียว 

 9 =  1 × 9  (ได้) =  3 × 3  (ไมไ่ด้ เพราะตา่งกนั 0) →  ได้แคแ่บบเดียว 

 10 =  1 × 10  (ไมไ่ด้ เพราะตา่งกนัเป็นเลขคี)่ =  2 × 5  (ไมไ่ด้ เพราะตา่งกนัเป็นเลขคี่) 
 12 =  1 × 12  (ไมไ่ด้) =  2 × 6  (ได้) =  3 × 4  (ไมไ่ด้) →   ได้แคแ่บบเดียว 

 14 =  1 × 14  (ไมไ่ด้) =  2 × 7  (ไมไ่ด้) 
 15 =  1 × 15  (ได้) =  3 × 5  (ได้) →  แยกเป็นสองตวัที่ตา่งกนัเป็นคูบ่วกได้ 2 แบบ 

ซึง่ถ้าย้อนหา 𝑎, 𝑏  จะได้  15  =  (8 − 7)(8 + 7)  =  (4 − 1)(4 + 1) 

จะได้จ านวนตา่งใจตรงกนัท่ีน้อยที่สดุ คือ 15 

 
 
 
 

(4𝑘 + 2)2 − 4(𝑘 − 1)(3𝑘 − 1) <  0 
22(2𝑘 + 1)2 − 4(𝑘 − 1)(3𝑘 − 1) <  0 
     (2𝑘 + 1)2 −  (𝑘 − 1)(3𝑘 − 1) <  0 
  4𝑘2 + 4𝑘 + 1 − 3𝑘2 + 4𝑘 − 1 <  0 
                        𝑘2 + 8𝑘 <  0 
                       𝑘(𝑘 + 8) <  0 

0 −8 

+        −        + 
จะได้  𝑘 ∈ (−8, 0) 

÷ 4 ตลอด 

  0 =  (1 − 1)𝑥2 + (4(1) + 2)𝑥 + 3(1) − 1 
  0 =    6𝑥 + 2 

−
1

3
 =      𝑥 →  สมการมีค าตอบ ใช้ไมไ่ด้ 



30    สมาคม ม. ปลาย (พ.ย. 61) 

26. เค้กแตง่งานจะท าเป็นขนมเค้กทีม่ีหน้าตดัเป็นรูปวงกลมซ้อนขึน้ไปเป็นชัน้ๆ โดยที่แตล่ะชัน้ท่ีซ้อนขึน้ไปมีรัศมีหน้าตดั
ลดลงคร่ึงหนึง่ และมีสว่นสงูเป็น 2

3
 เทา่ของสว่นสงูชัน้ก่อนหน้านัน้  ถ้าปริมาตรของเนือ้เค้กที่ฐานชัน้ลา่งสดุเป็น 10 

ลกูบาศก์หนว่ย แล้ว ปริมาตรของเค้กแตง่งานชิน้นีเ้ทา่กบัก่ีลกูบาศก์หนว่ย 
ตอบ 12 

ให้ชัน้ลา่งสดุมีรัศมี 𝑟 และสงู ℎ ซึง่จะมีปริมาตร  =  𝜋𝑟2ℎ 

ชัน้ถดัขึน้มา จะมีรัศม ี 1

2
𝑟 และสงู 2

3
ℎ ซึง่จะมีปริมาตร  =  𝜋 (

1

2
𝑟)

2
(
2

3
ℎ) =  

1

6
𝜋𝑟2ℎ 

ชัน้ถดัขึน้มา จะมีรัศม ี (1

2
)
2
𝑟 และสงู (2

3
)
2
ℎ ซึง่จะมีปริมาตร  =  𝜋 ((

1

2
)
2
𝑟)

2

((
2

3
)
2
ℎ) =  

1

62 𝜋𝑟2ℎ 

จะเห็นวา่ปริมาตรเค้ก เป็นล าดบัเรขาคณิต ที่มีอตัราสว่นร่วม 1
6
  และมี 𝑎1 = ปริมาตรชัน้ลา่งสดุ = 10 

จากสตูรอนกุรมเรขาคณิตอนนัต์ 𝑆∞ = 
𝑎1

1−𝑟
  จะได้ปริมาตรรวม = 

10

1−
1

6

    = 10 ∙ 
6

5
    = 12 

 

27. ก าหนดให้  𝑎, 𝑏 และ 𝑐 เป็นจ านวนเตม็บวกซึง่สอดคล้องกบัสมการตอ่ไปนี ้
𝑎𝑏𝑐 + 𝑎𝑏 + 𝑏𝑐 + 𝑐𝑎 + 𝑎 + 𝑏 + 𝑐  =  29 

 จงหาคา่ของ  𝑎 + 𝑏 + 𝑐 

ตอบ 7 

 
 
 
 
 
 
 

เนื่องจาก 𝑎, 𝑏 และ 𝑐 เป็นจ านวนเต็มบวก ดงันัน้  𝑎 + 1 ,  𝑏 + 1  และ  𝑐 + 1  จะเป็นจ านวนท่ีมากกวา่ 1 

30 แยกเป็นผลคณูของ 3 จ านวนท่ีมากกวา่ 1 ได้แคแ่บบเดียว คอื  2 × 3 × 5 

ดงันัน้ 𝑎 + 1 , 𝑏 + 1 , 𝑐 + 1 คือ  2 ,  3 ,  5  (อาจไมต่ามล าดบั) 
ดงันัน้ 𝑎 , 𝑏 , 𝑐 คือ  1 ,  2 ,  4  (อาจไมต่ามล าดบั)   ซึง่จะบวกกนัได้  1 + 2 + 4 = 7 

 

28. น าจดุ 16 จดุ มาจดัเรียงบนระนาบ โดยแบง่ออกเป็น 4 แถว แตล่ะแถวมี 4 จดุ และระยะหา่งระหวา่งจดุสองจดุใดๆ 
ที่อยูต่ิดกนัในแถวเดียวกนั เทา่กบัระยะหา่งระหวา่งจดุสองจดุใดๆ ท่ีอยูต่ิดกนัในหลกัเดียวกนั  ความนา่จะเป็น ที่เมื่อ
สุม่เลอืกจดุ 3 จดุใดๆ มาจากระนาบนีแ้ล้วอยูใ่นแนวเส้นตรงเดียวกนัเทา่กบัเทา่ใด 

ตอบ 11

140
 

กรณี 3 จดุ อยุใ่นแนวนอน : เลอืกแนวนอนได้ 4 แบบ 

 เลอืก 3 จดุ จาก 4 จดุที่อยูใ่นแนวนอนเดยีวกนั ได้ (4
3
) แบบ 

 รวมได้  4 (4
3
)  =  16 แบบ 

กรณี 3 จดุ อยูใ่นแนวตัง้ : จะได้จ านวนแบบเทา่กบักรณีแรก  =  16 แบบ 
 
 

กรณี 3 จดุ อยูใ่นแนวเฉียงลง : 
 จะได้ 1 + 1 + (4

3
)  =  6 แบบ 

 

 𝑎𝑏𝑐 + 𝑎𝑏 + 𝑏𝑐 + 𝑐𝑎 + 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 =  29 
 𝑎𝑏𝑐 + 𝑎𝑏 + 𝑏𝑐 +  𝑏   +  𝑐𝑎 + 𝑎   + 𝑐 + 1 =  29 + 1 
𝑎𝑏(𝑐 + 1) + 𝑏(𝑐 + 1) + 𝑎(𝑐 + 1) + 𝑐 + 1 =  30 

            (𝑐 + 1)(𝑎𝑏 + 𝑏 + 𝑎 + 1) =  30 
            (𝑐 + 1)(𝑏(𝑎 + 1) + 𝑎 + 1) =  30 

            (𝑐 + 1)(𝑏 + 1)(𝑎 + 1) =  30 

1 แบบ 

1 แบบ 

(4
3
) แบบ 
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กรณี 3 จดุ อยูใ่นแนวเฉียงขึน้ จะได้จ านวนแบบเทา่กบักรณีเฉียงลง  =  6 แบบ 
 
 

รวมทกุกรณี จะได้ความนา่จะเป็น  =  
16+16+6+6

(16
3 )

  =  
44

16∙15∙14

3∙2

  =  
11

140
 

 

29. ก าหนดให้ 𝑧 และ 𝑤 เป็นจ านวนเชิงซ้อน โดยที่  |𝑧| ≤ 1  และ  |𝑤| ≤ 1  ถ้า  |𝑧 + 𝑖𝑤|  =  |𝑧 − 𝑖�̅�|  =  2  แล้ว 

 จงหาคา่ทีเ่ป็นไปได้ทัง้หมดของ  𝑧2 − 𝑧𝑤 + 𝑤2 

ตอบ 𝑖 
จาก  |𝑧| ≤ 1  และ  |𝑤| ≤ 1  จะได้  |𝑧| + |𝑤|  ≤  2    …(1) 

จากสตูร  |𝑧1 + 𝑧2|  ≤  |𝑧1| + |𝑧2|  จะได้ 
 

จาก (1) และ (2) จะได้  |𝑧| + |𝑤| = 2  ซึง่จะได้  |𝑧| = 1  และ  |𝑤| = 1 

และจากสตูร  |𝑧1 + 𝑧2|
2 + |𝑧1 − 𝑧2|

2  =  2|𝑧1|
2 + 2|𝑧2|

2 

จะได้ และ 
 
 
 

สงัเกตวา่  𝑖𝑤  กบั  −𝑖�̅�  เป็นคูส่งัยคุกนั   ( 𝑖�̅̅̅�  =  𝑖 ̅�̅�  =  −𝑖�̅� ) 
แสดงวา่  𝑧 = 𝑧̅  ดงันัน้ สว่นจินตภาพของ 𝑧 ต้องเป็น 0  จึงสรุปได้วา่  𝑧 เป็นจ านวนจริง 
จาก  |𝑧| = 1  จึงได้วา่  𝑧 = ±1        และจาก  𝑧 = 𝑖𝑤  จะได้  𝑤  =  

𝑧

𝑖
  =  

±1

𝑖
  =  ∓𝑖 

ดงันัน้    𝑧2 − 𝑧𝑤 + 𝑤2 
 
 

30. ก าหนดให้  𝛼 > 0  จงหาจ านวนจริงบวก 𝑥 และ 𝑦 ทัง้หมดที่สอดคล้องกบัระบบสมการตอ่ไปนี ้
𝑥𝑥+𝑦   =   𝑦𝛼  

𝑦𝑥+𝑦   =   𝑥2𝛼𝑦𝛼 

ตอบ (1, 1), ( 
−1+√8𝛼+1

2
 , 

4𝛼+1−√8𝛼+1

2
 ) 

เมื่อ  𝑥 = 1  หรือ  𝑦 = 1 :  เนื่องจาก  𝛼, 𝑥, 𝑦 เป็นบวกทัง้หมด  →  จะได้แก้ระบบสมการได้ค าตอบ (𝑥, 𝑦) คือ (1, 1) 

เมื่อ  𝑥 ≠ 1  และ  𝑦 ≠ 1 :  จะสามารถน า 𝑥 และ 𝑦 ไปใช้เป็นฐานของ log ได้ 
 สมการแรก จะได้ 𝑥 + 𝑦 =  log𝑥 𝑦𝛼  =  𝛼 log𝑥 𝑦   …(1) 

 สมการท่ีสอง จะได้ 𝑥 + 𝑦 =  log𝑦 𝑥2𝛼𝑦𝛼  =  log𝑦 𝑥2𝛼 + log𝑦 𝑦𝛼  =  2𝛼 log𝑦 𝑥  +  𝛼   …(2) 

 (1) และ (2) เทา่กบั  𝑥 + 𝑦  ดงันัน้ 
 
 
 
 
 
 

 แตจ่าก (1) จะเห็นวา่  𝑥 + 𝑦  และ 𝛼 เป็นบวก ดงันัน้  log𝑥 𝑦  ต้องเป็นบวก  →  𝑘  = 
 

 แทนใน (1) จะได้  𝑥 + 𝑥2  =  2𝛼  จดัเป็นสมการก าลงัสองได้  𝑥2 + 𝑥 − 2𝑎  =  0 

|𝑧 + 𝑖𝑤|2 + |𝑧 − 𝑖𝑤|2  =   2|𝑧|2 + 2|𝑖𝑤|2 
      22        + |𝑧 − 𝑖𝑤|2  =  2(12) + 2(12) 
                       |𝑧 − 𝑖𝑤|2 =    0 
                        𝑧 =    𝑖𝑤 

|𝑧 + 𝑖𝑤| ≤  |𝑧| + |𝑖𝑤| 
     2 ≤  |𝑧| +  |𝑤|    …(2) 

|𝑧 + 𝑖�̅�|2 + |𝑧 − 𝑖�̅�|2  =   2|𝑧|2 + 2|𝑖�̅�|2 
|𝑧 + 𝑖�̅�|2 +        22  =  2(12) + 2(12) 
|𝑧 + 𝑖�̅�|2 =     0 
 𝑧 =  −𝑖�̅� 

=  (±1)2 − (±1)(∓𝑖) + (∓𝑖)2 
=     1       −     (−𝑖)      +  (−1)    = 𝑖 

𝛼 log𝑥 𝑦 =  2𝛼 log𝑦 𝑥  +  𝛼 

   log𝑥 𝑦 =   2 log𝑦 𝑥  +  1 

       𝑘 =       
2

𝑘
           +  1 

  𝑘2 − 𝑘 − 2 =  0 
(𝑘 − 2)(𝑘 + 1) =  0 
   𝑘  =  2 , −1 

ให้  log𝑥 𝑦 = 𝑘  จะได้  log𝑦 𝑥 = 
1

𝑘
 

log𝑥 𝑦 =  2 
         𝑦 =  𝑥2 
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 จะได้  𝑥  =  
−1±√12−4(1)(−2𝛼)

2(1)
  =  

−1+√8𝛼+1

2
   (คา่ลบใช้ไมไ่ด้ เพราะ 𝑥 เป็นบวก) 

 และ  𝑦  =  𝑥2  =  (
−1+√8𝛼+1

2
)
2

  =  
1+8𝛼+1−2√8𝛼+1

4
  =  

4𝛼+1−√8𝛼+1

2
 

 

31. ก าหนดให้ 𝑛 เป็นจ านวนเต็มบวกทีม่ากกวา่ 1 และให้ 𝐼 แทนเมทริกซ์เอกลกัษณ์ขนาด 𝑛 × 𝑛  และ 𝐽 แทนเมทริกซ์
ขนาด 𝑛 × 𝑛 ที่มี 1 เป็นสมาชิกในทกุต าแหนง่ ถ้าอินเวอร์สของเมทริกซ์  29𝐼 − 3𝐽  คือ  1

29
(𝐼 − 3𝐽)  แล้ว จงหา

คา่ของ 𝑛 

ตอบ 10 

อินเวอร์สของเมทริกซ์  29𝐼 − 3𝐽  คือ  1
29

(𝐼 − 3𝐽)  แสดงวา่ 
 
 
 

𝐽 คือเมทริกซ์ที่มีแต ่1 ในทกุต าแหนง่    ดงันัน้    𝐽2  =  [

1 1 … 1
1 1 … 1
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
1 1 … 1

] × [

1 1 … 1
1 1 … 1
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
1 1 … 1

] 

จะเห็นวา่ตอนหาผลคณูในแตล่ะต าแหนง่ จะมี  1 × 1  บวกกนัอยู ่𝑛 ตวั  (𝐽 มีมิติ 𝑛 × 𝑛) 
ดงันัน้  𝐽2 จะเป็นเมทริกซ์ทีม่ีแต ่ 1 × 1 × 𝑛  =  𝑛 ในทกุต าแหนง่ 
ในขณะท่ี  10𝐽  จะเป็นเมทริกซ์ทีม่ีแต ่10 ในทกุต าแหนง่  →  จาก (∗) จะได้  𝑛 = 10 

 

32. มีฉลาก 10 ใบ โดยที่ฉลากแตล่ะใบเขียนเลขจ านวนจาก 1 ถึง 10 โดยที่ฉลากแตล่ะใบมีเพียงเลขจ านวนเดียวเทา่นัน้ 
สุม่หยิบฉลากมา 10 ใบ  จงหาความนา่จะเป็นท่ีผลตา่งของจ านวนท่ีปรากฏบนฉลากแตล่ะคูต้่องมากกวา่หรือ 

เทา่กบั 2 

ตอบ 0 

ข้อนี ้โจทย์นา่จะผิด เพราะถ้าสุม่หยิบมา 10 ใบ ก็คือหยิบมาทกุใบ 

ซึง่จะมีฉลากคูท่ีต่า่งกนัน้อยกวา่ 2 อยูใ่นนัน้อยา่งแนน่อน (เช่น 7 กบั 8) 
เหตกุารณ์ที่โจทย์สนใจ จึงเป็นไปไมไ่ด้  →  ความนา่จะเป็น = 0 

 

33. ก าหนดให้ 𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸 เป็นรูปห้าเหลีย่มด้านเทา่มมุเทา่ที่แนบในวงกลม จดุศนูย์กลางที่ 𝑂 และมีรัศมียาว 3 หนว่ย 

 ถ้า 𝑋 เป็นจดุใดๆ ท่ีหา่งจากจดุ 𝑂 เป็นระยะทาง 4 หนว่ย  แล้ว  |𝐴𝑋|2 + |𝐵𝑋|2 + |𝐶𝑋|2 + |𝐷𝑋|2 + |𝐸𝑋|2 

 มีคา่เทา่ใด 
ตอบ 125 

 |𝐴𝑋|2  =  |𝐴𝑋⃗⃗⃗⃗  ⃗|
2

  =  |𝐴𝑂⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝑂𝑋⃗⃗ ⃗⃗  ⃗|
2

 =  |𝐴𝑂⃗⃗ ⃗⃗  ⃗|
2

 + |𝑂𝑋⃗⃗ ⃗⃗  ⃗|
2

 + 2𝐴𝑂⃗⃗⃗⃗  ⃗ ∙ 𝑂𝑋⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ 

  =     32    +    42     + 2𝐴𝑂⃗⃗⃗⃗  ⃗ ∙ 𝑂𝑋⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ 

  =            25              + 2𝐴𝑂⃗⃗⃗⃗  ⃗ ∙ 𝑂𝑋⃗⃗ ⃗⃗  ⃗   ...(1) 

 ท านองเดียวกนั  

 
 
 
 
 

(1) + (2) + … + (5) :   |𝐴𝑋|2 + |𝐵𝑋|2 + … + |𝐸𝑋|2  =  5(25) + 2(𝐴𝑂⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐵𝑂⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + … + 𝐸𝑂⃗⃗⃗⃗  ⃗) ∙ 𝑂𝑋⃗⃗ ⃗⃗  ⃗   …(∗) 

(29𝐼 − 3𝐽) × 1
29

(𝐼 − 3𝐽) =  𝐼 

  29𝐼 − 3𝐽 − 87𝐽 + 9𝐽2 =  29𝐼 
                                    9𝐽2 =  90𝐽 
                                      𝐽2 =  10𝐽    …(∗) 

𝐴  𝐵  

𝐶  

𝐷  

𝐸  

𝑂  

𝑋  

|𝐵𝑋|2 =  |𝐵𝑂⃗⃗ ⃗⃗  ⃗|
2

 + |𝑂𝑋⃗⃗ ⃗⃗  ⃗|
2

 + 2𝐵𝑂⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ ∙ 𝑂𝑋⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ 

 =            25             + 2𝐵𝑂⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ ∙ 𝑂𝑋⃗⃗ ⃗⃗  ⃗    …(2) 

|𝐶𝑋|2 =            25             + 2𝐶𝑂⃗⃗⃗⃗  ⃗ ∙ 𝑂𝑋⃗⃗ ⃗⃗  ⃗    …(3) 

|𝐷𝑋|2 =            25             + 2𝐷𝑂⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ∙ 𝑂𝑋⃗⃗ ⃗⃗  ⃗    …(4) 

|𝐸𝑋|2 =            25             + 2𝐸𝑂⃗⃗⃗⃗  ⃗ ∙ 𝑂𝑋⃗⃗ ⃗⃗  ⃗    …(5) 
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𝐴𝑂⃗⃗⃗⃗  ⃗ กบั 𝐵𝑂⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ ท ามมุกนั  360°

5
  =  72°  เมื่อน ามาบวกกนัแบบหางตอ่หวั จะท ามมุ  180° − 72° = 108°  ซึง่เทา่กบัมมุ

ภายในของรูปห้าเหลีย่มมมุเทา่พอดี    ( 180°(5−2)

5
 = 36° × 3 = 108° ) 

นัน่คือ  𝐴𝑂⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐵𝑂⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + … + 𝐸𝑂⃗⃗⃗⃗  ⃗  จะประกอบกนัเป็นห้าเหลีย่ม และวนกลบัมาที่จดุตัง้ต้น กลายเป็น 0⃗  

แทนใน (∗) จะได้  |𝐴𝑋|2 + |𝐵𝑋|2 + … + |𝐸𝑋|2  =  5(25) + 2 0⃗  ∙ 𝑂𝑋⃗⃗ ⃗⃗  ⃗  =  125 + 0  =  125 

 

34. รูปสามเหลีย่ม 𝐴𝐵𝐶 รูปหนึง่มีด้านแตล่ะด้านยาวเป็นจ านวนเต็ม และ  ∠𝐴 = 3∠𝐵    ถ้าด้านท่ียาวที่สดุอยูต่รงข้าม 

 มมุ 𝐴 มีความยาว 10 หนว่ยแล้ว ความยาวรอบรูปของสามเหลีย่มดงักลา่วเทา่กบัเทา่ใด 
ตอบ 21 
ให้  ∠𝐵 = 𝜃  จะได้  ∠𝐴 = 3𝜃  และ  ∠𝐶 = 𝜋 − 4𝜃  ดงัรูป 
จากกฎของ sin จะได้ 

 
 
 
 
 
 

จาก 
 
 
 
 
 

 แทน cos 𝜃 และ cos2𝜃  ใน (∗) คร่ึงหลงั จะได้  𝑏  =  
𝑐

4 √
1

4
 + 

5

2𝑏
 ∙ (−

1

2
 + 

5

𝑏
)

 

เนื่องจาก 𝑏 และ 𝑐 เป็นจ านวนเต็ม แสดงวา่ √1

4
+

5

2𝑏
  ต้องหาคา่รูทได้ลงตวั 

(ถ้าถอดไมล่ง จะได้เป็นคา่อตรรกยะที่เขยีนเป็นเศษสว่นของจ านวนเตม็ไมไ่ด้) 

ไลแ่ทน  𝑏 = 1, 2, 3, … , 9  (ต้องสัน้กวา่ด้านทีย่าวที่สดุ ซึง่คือ 10) ท่ีท าให้  1
4
 + 5

2𝑏
  =  

𝑏+10

4𝑏
  ถอดรูทลงตวั 

จะได้  𝑏 = 8  เทา่นัน้ 

จาก (∗)  จะได้  𝑐  =  4𝑏√
1

4
+

5

2𝑏
 ∙  (−

1

2
+

5

𝑏
)  =  4(8)√

1

4
+

5

2(8)
 ∙  (−

1

2
+

5

8
)  =  4(8) (

3

4
) (

1

8
)  =  3 

จะได้ความยาวรอบรูป  =  10 + 8 + 3  =  21 

 

35. จงหาคา่ของ    lim
n

n

k


0
(1 − 2 cos(2𝑘−𝑛𝜋) + 2 cos(2𝑘−𝑛+1𝜋)) 

 โดยนิยามสญัลกัษณ์  
n

k


0
𝑎𝑘  =  𝑎0𝑎1𝑎2 …𝑎𝑛  ส าหรับล าดบั  (𝑎𝑘)𝑘=0

𝑛   ใดๆ 

ตอบ 1 

n

k


0
(1 − 2 cos(2𝑘−𝑛𝜋) + 2 cos(2𝑘−𝑛+1𝜋)) =  

n

k


0
(1 − 2 cos

𝜋

2𝑛−𝑘 + 2cos
𝜋

2𝑛−𝑘−1) 

กระจายได้ (1 − 2 cos
𝜋

2𝑛 + 2cos
𝜋

2𝑛−1) (1 − 2 cos
𝜋

2𝑛−1 + 2cos
𝜋

2𝑛−2)…(1 − 2 cos
𝜋

20 + 2 cos
𝜋

2−1)  …(∗) 

 
 

𝜃  3𝜃  

𝜋 − 4𝜃  

10 

𝐴  𝐵  

𝐶  

𝑏  

𝑐  

 
10

sin3𝜃
  = 

𝑏

sin𝜃
  =  

𝑐

sin(𝜋−4𝜃)
 

 
10

sin3𝜃
  = 

𝑏

sin𝜃
  =  

𝑐

sin4𝜃
 

 
10

3 sin𝜃−4sin3 𝜃
  = 

𝑏

sin𝜃
  =  

𝑐

4 sin𝜃 cos𝜃 cos2𝜃
 

 
10

3−4sin2 𝜃
  = 𝑏  =  

𝑐

4 cos𝜃 cos2𝜃
 …(∗) 

10

3−4sin2 𝜃
 =  𝑏 

      
10

𝑏
 =  3 − 4 sin2 𝜃 

  sin2 𝜃 =  
3

4
−

5

2𝑏
 

cos 𝜃 = √1 − sin2 𝜃 

 =  √1 − (
3

4
−

5

2𝑏
) 

 =  √
1

4
+

5

2𝑏
 

cos 2𝜃 =  1 − 2 sin2 𝜃 

 =  1 − 2(
3

4
−

5

2𝑏
) 

 =  −
1

2
+

5

𝑏
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พจน์แรก 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

สามารถท าแบบเดียวกนักบัพจน์ที่เหลอืได้ ยกเว้นพจน์สดุท้ายที ่ cos 𝜋

2
 = 0  ท าให้คณูเข้าและหารออกไมไ่ด้ 

คิดพจน์สดุท้ายแบบตรงๆ จะได้  1 − 2 cos
𝜋

20 + 2cos
𝜋

2−1  =  1 − 2(−1) + 2(1)  =  5 

จะได้ (∗)   

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

แตจ่ะเห็นวา่  lim
n

 5 ∙ 
sin

𝜋

2𝑛+1

sin
5𝜋

2𝑛+1

  อยูใ่นรูป 0
0
  →  ต้องจดัรูป  

sin
𝜋

2𝑛+1

sin
5𝜋

2𝑛+1

  =  
sin𝜃

sin5𝜃
  ให้เกิดการตดักนัก่อน 

เนื่องจาก  sin 5𝜃  =  sin(2𝜃 + 3𝜃) 

 
 

 ดงันัน้  sin𝜃

sin5𝜃
  =  

1

2 cos𝜃 cos3𝜃 + cos2𝜃(3−4sin2 𝜃)
 

จะได้  lim
n

 5 ∙ 
sin

𝜋

2𝑛+1

sin
5𝜋

2𝑛+1

 =  lim
n

 5 ∙  
1

2cos
𝜋

2𝑛+1 cos
3𝜋

2𝑛+1 + cos
2𝜋

2𝑛+1(3−4sin2 𝜋

2𝑛+1)
 

 =           5 ∙  
1

2(       1      )(     1      ) +  (     1     )(3−4(     0       ))
        =  1 

 
 

เครดิต 

ขอบคณุ คณุ สนธยา เสนามนตรี และ คณุ Atiratch Laoharenoo ส าหรับข้อสอบ 

ขอบคณุ คณุ Permsup Meeying ส าหรับเฉลยละเอียด 

ขอบคณุ คณุ Teerapat Saengsubin ที่ช่วยตรวจสอบความถกูต้องของเอกสาร 

              1 − 2 cos
𝜋

2𝑛 + 2cos
𝜋

2𝑛−1 

=          1 − 2 cos
2𝜋

2𝑛+1 + 2 cos
4𝜋

2𝑛+1 

=  
cos

𝜋

2𝑛+1 − 2 cos
2𝜋

2𝑛+1 cos
𝜋

2𝑛+1 + 2 cos
4𝜋

2𝑛+1 cos
𝜋

2𝑛+1

cos
𝜋

2𝑛+1

 

=  
cos

𝜋

2𝑛+1 − (cos
3𝜋

2𝑛+1 + cos
𝜋

2𝑛+1) +(cos
5𝜋

2𝑛+1 + cos
3𝜋

2𝑛+1)

cos
𝜋

2𝑛+1

 

=  
cos

𝜋

2𝑛+1   − cos
3𝜋

2𝑛+1 − cos
𝜋

2𝑛+1    + cos
5𝜋

2𝑛+1 + cos
3𝜋

2𝑛+1

cos
𝜋

2𝑛+1

 

=                                                      
cos

5𝜋

2𝑛+1

cos
𝜋

2𝑛+1

 

คณูเข้าและหารออกด้วย cos 𝜋

2𝑛+1 เพ่ือให้ cos เข้าสตูร 
2 cos 𝐴 cos 𝐵  =  cos(𝐴 + 𝐵) + cos(𝐴 − 𝐵) 

จดัตวัสว่นให้เป็น 2𝑛+1 

=                      
cos

5𝜋

2𝑛+1

cos
𝜋

2𝑛+1

  ∙    
cos

5𝜋

2𝑛

cos
𝜋

2𝑛
  ∙   …  ∙    

cos
5𝜋

22

cos
𝜋

22

  ∙  5 

=   
sin

5𝜋

2𝑛+1

sin
𝜋

2𝑛+1

  ∙  
2 cos

5𝜋

2𝑛+1

2 cos
𝜋

2𝑛+1

  ∙  
2 cos

5𝜋

2𝑛

2 cos
𝜋

2𝑛
  ∙  …  ∙  

2 cos
5𝜋

22

2 cos
𝜋

22

  ∙  5  ∙  
sin

𝜋

2𝑛+1

sin
5𝜋

2𝑛+1

 

=               
sin

5𝜋

2𝑛

sin
𝜋

2𝑛
              ∙  

2cos
5𝜋

2𝑛

2cos
𝜋

2𝑛
  ∙  …  ∙  

2 cos
5𝜋

22

2 cos
𝜋

22

  ∙  5  ∙  
sin

𝜋

2𝑛+1

sin
5𝜋

2𝑛+1

 

=                           
sin

5𝜋

2𝑛−1

sin
𝜋

2𝑛−1

               ∙  …  ∙  
2 cos

5𝜋

22

2 cos
𝜋

22

  ∙  5  ∙  
sin

𝜋

2𝑛+1

sin
5𝜋

2𝑛+1

 

=                                                             
sin

5𝜋

21

sin
𝜋

21

         ∙  5   ∙  
sin

𝜋

2𝑛+1

sin
5𝜋

2𝑛+1

        =  5 ∙ 
sin

𝜋

2𝑛+1

sin
5𝜋

2𝑛+1

 

คณูเข้าและหารออกด้วย 
sin

5𝜋

2𝑛+1

sin
𝜋

2𝑛+1
 

และเตรียม “กวาด” ด้วยสตูร 
2 sin 𝜃 cos 𝜃 = sin 2𝜃 

=  sin2𝜃 cos 3𝜃 + cos 2𝜃 sin3𝜃 
=  2 sin𝜃 cos𝜃 cos 3𝜃 + cos2𝜃 (3 sin𝜃 − 4 sin3 𝜃) 
=  sin𝜃 (2 cos 𝜃 cos 3𝜃 + cos 2𝜃 (3 − 4 sin2 𝜃)) 


