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ข้อสอบสมาคมคณิตศาสตร์แหง่ประเทศไทย ระดบัมธัยมศกึษาตอนปลาย (พ.ย. 60) 
วนัอาทิตย์ที่ 26 พฤศจิกายน 2560 เวลา 9.00 - 12.00 น. 
 

ตอนที่ 1 มี 15 ข้อ ข้อละ 2 คะแนน 
1. ส าหรับเซตยอ่ย  𝐴1, 𝐴2, … , 𝐴𝑛, …  ใน ℝ ใดๆ นิยาม 

 


1n

  𝐴𝑛 := { 𝑥 ∈ ℝ | มีจ านวนนบั 𝑛 ซึง่ 𝑥 ∈ 𝐴𝑛 }    และ  


1n

  𝐴𝑛 := { 𝑥 ∈ ℝ | 𝑥 ∈ 𝐴𝑛 ทกุจ านวนนบั 𝑛 } 

 ข้อใดตอ่ไปนีไ้มถ่กูต้อง 

 ก. 


1n

 [−𝑛 +
1

𝑛
 , 𝑛 −

1

𝑛
)  =  ℝ ข. 



1n

 (−
1

𝑛
,

1

𝑛
)  =  {0} 

 ค. 


1n

 (
1

𝑛
 , 1 −

1

𝑛
]  =  (0, 1] ง. 



1n

 (0, 1 +
1

𝑛
]  =  



1n

 (0, 1 +
1

𝑛
) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

2. ต ารวจท าการสอบสวนผู้ ต้องสงสยัในคดีลกัทรัพย์จ านวน 5 คน ได้แก่ กนกอร เขมรัฐ แคทรียา จิรศกัดิ์ เชิงชาย  
ภายใต้ข้อสมมตฐิานวา่ขโมยจะพดูโกหกเสมอ สว่นผู้บริสทุธ์ิจะพดูความจริงเสมอ และขโมยมีเพียงคนเดียว จากการ
สอบปากค าดงันี ้

  กนกอร:  ขโมยเป็นผู้ชาย 

  แคทรียา:  ขโมยคือ กนกอร 
  เชิงชาย:  ถ้าขโมยคือจิรศกัดิ์แล้วกนกอรเป็นผู้บริสทุธ์ิ 
 ผู้ ต้องสงสยัในข้อใดเป็นขโมย 

 ก. กนกอร ข. แคทรียา ค. เชิงชาย ง. ข้อมลูไมพ่อท่ีจะสรุปได้ 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

16 Apr 2019 
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3. จ านวนของคูอ่นัดบั (𝑚, 𝑛) ของจ านวนเตม็ 𝑚, 𝑛 ทัง้หมดซึง่สอดคล้องกบัสมการ  𝑚2 − 𝑚𝑛 + 2𝑛2 = 23 

 ตรงกบัข้อใดตอ่ไปนี ้
 ก. 0 ข. 4 ค. 6 ง. 8 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

4. ก าหนดให้  𝐴 = { (𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2 |  𝑥, 𝑦 ≥ 0  และ  |√𝑥 − √𝑦|  ≤  √|𝑥 − 𝑦| }  และ 

 𝐵 = { (𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2 |  𝑥2 + 𝑦2  ≤  2𝑥 + 2𝑦 − 1 }  ข้อใดตอ่ไปนีเ้ป็นพืน้ท่ีของเซต  𝐴 ∩ 𝐵 

 ก. 𝜋/4  ข. 𝜋/2 ค. 𝜋 ง. 2𝜋 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

5. ก าหนดให้  𝑓(𝑥) = 
2560𝑥+2017

2017𝑥−2560
  และ  𝑔(𝑥) = √𝑥 − 25 

 คา่ของ  (𝑔 ∘ 𝑓 ∘ 𝑓 ∘ 𝑓 ∘ 𝑓)(650)  ตรงกบัข้อไปตอ่ไปนี ้
 ก. 25 ข. 50 ค. 625 ง. ไมม่ีข้อใดถกูต้อง 
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6. นกัวิ่งสองคน 𝐴 และ 𝐵 ก าลงัจะวิง่แขง่บนลูว่ิ่งทีเ่ป็นเส้นรอบวงของวงกลมรัศมี 𝑟 เมตร เป็นจ านวน 50 รอบ  ถ้านกัวิง่
เร่ิมต้นวิง่ที่จดุเดยีวกนัและวิง่ไปในทิศทางเดียวกนัด้วยความเร็วคงที่ โดย 𝐴 วิ่งด้วยความเร็ว 𝑎 เมตรตอ่นาที และ 𝐵 

วิ่งด้วยความเร็ว 𝑏 เมตรตอ่นาที โดยที่ 𝑎 > 𝑏  เมื่อการแขง่ขนัเสร็จสิน้ พบวา่ 𝐴 ได้วิ่งแซงรอบ 𝐵 ไปเป็นจ านวนทัง้สิน้ 
17 รอบ  ข้อใดตอ่ไปนีค้ือคา่ที่เป็นไปได้ของ 𝑏/𝑎 

 ก. 0.631 ข. 0.640 ค. 0.651 ง. 0.661 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

7. คา่ของ  (cot 10° − 3√3)(csc 20° + 2 cot 20°)  ตรงกบัข้อใด 
 ก. 3√3 − 1 ข. 4 ค. √3 + 2 ง. 6 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

8. ก าหนดให้มีข้อมลูของตวัอยา่ง ชดุ 𝐴 ประกอบด้วย  0, 10, 20, 30, 40, 50, 60, 70, 80, 90 

  ชดุ 𝐵 ประกอบด้วย  0, 20, 40, 60, 80, 100, 120, 140, 160, 180 

 พิจารณาข้อความตอ่ไปนี ้
 (1) ข้อมลูชดุ 𝐴 มีสมัประสทิธ์ิของพิสยัมากกวา่ข้อมลูชดุ 𝐵 

 (2) ข้อมลูชดุ 𝐴 มีสมัประสทิธ์ิของการแปรผนัมากกวา่ข้อมลูชดุ 𝐵 
 ข้อใดตอ่ไปนีถ้กูต้อง 
 ก. ข้อความ (1) และ (2) ตา่งเป็นจริง ข. ข้อความ (1) เป็นจริง แตข้่อความ (2) เป็นเทจ็ 

 ค. ข้อความ (1) เป็นเท็จ แตข้่อความ (2) เป็นจริง ง. ข้อความ (1) และ (2) ตา่งเป็นเทจ็ 
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9. แมวน้อยช่ือเหมียวยี ้ตดัสนิใจเดนิเป็นวงตามจดุดงัภาพ เร่ิมต้นจากจดุ 𝑆 โดยแตล่ะครัง้ มีความ
นา่จะเป็นเทา่กบั 1

2
 ที่จะย้ายไปยงัจดุที่เช่ือมตดิกนักบัจดุเดิม เหมียวยีจ้ะเดินไปเร่ือยๆ จนกวา่จะ

ผา่นครบทกุจดุแล้วจงึหยดุเดิน จงหาความนา่จะเป็นท่ีจดุหมายเลข 3 จะถกูเดินผา่นเพียงครัง้
เดียวและเป็นจดุก่อนจดุสดุท้ายของการเดินของเหมียวยี ้

 ก. 1

3
 ข. 1

4
 ค. 1

5
 ง. ไมม่ีข้อใดถกูต้อง 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

10. ส าหรับจ านวนจริง  𝑎 ≥ 1  นิยาม  √𝑎 − √𝑎 − √𝑎 −  …  คือ  
n

lim  𝑎𝑛  โดยที่  𝑎1 = √𝑎 

 และ  𝑎𝑛+1 = √𝑎 − 𝑎𝑛  ส าหรับ  𝑛 = 1, 2, 3, …    ข้อใดตอ่ไปนีถ้กูต้องส าหรับ  √1 − √1 − √1 −  … 

 ก. มีคา่เทา่กบั  −1−√5

2
 ข. มีคา่เทา่กบั  −1+√5

2
 

 ค. มีคา่เทา่กบั 0 ง. ไมม่ีคา่ 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

11. ก าหนดให้  (𝑎𝑛)𝑛=1
∞  และ (𝑏𝑛)𝑛=1

∞   เป็นล าดบัของจ านวนจริงซึง่  𝑎𝑛 < 𝑏𝑛  ทกุ  𝑛 = 1, 2, 3, … 

 พิจารณาข้อความตอ่ไปนี ้
 (1) ถ้าล าดบั  (𝑎𝑛)𝑛=1

∞  และ (𝑏𝑛)𝑛=1
∞   ลูเ่ข้า แล้ว  

n
lim 𝑎𝑛 < 

n
lim 𝑏𝑛 

 (2) ถ้าอนกุรม 





1n

𝑎𝑛 และ 





1n

𝑏𝑛  ลูเ่ข้า  แล้ว  





1n

𝑎𝑛 < 





1n

𝑏𝑛   

 ข้อใดตอ่ไปนีถ้กูต้อง 
 ก. ข้อความ (1) และ (2) ตา่งเป็นจริง ข. ข้อความ (1) เป็นจริง แตข้่อความ (2) เป็นเทจ็ 

 ค. ข้อความ (1) เป็นเท็จ แตข้่อความ (2) เป็นจริง ง. ข้อความ (1) และ (2) ตา่งเป็นเทจ็ 
 
 
 
 
 
 
 
 

𝑆  

1 2 

3 
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12. ก าหนดให้  𝑓 : [0, 1] → ℝ  นิยามโดย  𝑓(𝑥) = √arccos 𝑥 + √arcsin 𝑥    ถ้าผลตา่งของคา่สงูสดุและคา่ต า่สดุ
ของ 𝑓 บนช่วง [0, 1] มีคา่เทา่กบั 𝑎√𝜋 ส าหรับบางคา่ 𝑎 ที่เป็นจ านวนจริง  แล้วคา่ของ  4𝑎 − 2𝑎2  ตรงกบัข้อใด 

 ก. 0 ข. 1 ค. 2 ง. 3 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

13. นิยามล าดบั  {𝑎𝑛}, {𝑏𝑛} และ {𝑐𝑛}  ส าหรับ  𝑛 = 1, 2, … ดงันี ้

 𝑎𝑛 = 
𝑛2+1

√𝑛4+4
    ,      𝑏𝑛 = 𝑎1𝑎2 ∙∙∙ 𝑎𝑛    ,      𝑐𝑛 = 𝑏1𝑏2 ∙∙∙ 𝑏𝑛 

 พิจารณาข้อความตอ่ไปนี ้

 (1) 𝑐9 = 
32

√111
 

 (2) 𝑏𝑛

√2
−

𝑛

𝑛+1
  < 

1

𝑛3  ทกุ 𝑛 = 1, 2, … 

 ข้อใดตอ่ไปนีก้ลา่วถกูต้อง 
 ก. ข้อความ (1) และ (2) ตา่งเป็นจริง ข. ข้อความ (1) เป็นจริง แตข้่อความ (2) เป็นเทจ็ 

 ค. ข้อความ (1) เป็นเท็จ แตข้่อความ (2) เป็นจริง ง. ข้อความ (1) และ (2) ตา่งเป็นเทจ็ 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

14. ให้ 𝑧 เป็นจ านวนเชิงซ้อนซึง่สอดคล้องกบัสมการ  𝑖𝑧4 − 𝑧3 − 𝑧 − 𝑖  =  0    พิจารณาข้อความตอ่ไปนี ้
 (1) |z| = 1 

 (2) ถ้า  𝑧 ≠ ±𝑖  แล้ว  𝑧 − 1/𝑧 = 𝑖 

 ข้อใดตอ่ไปนีก้ลา่วถกูต้อง 
 ก. ข้อความ (1) และ (2) ตา่งเป็นจริง ข. ข้อความ (1) เป็นจริง แตข้่อความ (2) เป็นเทจ็ 

 ค. ข้อความ (1) เป็นเท็จ แตข้่อความ (2) เป็นจริง ง. ข้อความ (1) และ (2) ตา่งเป็นเทจ็ 
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15. พิจารณาข้อความตอ่ไปนี ้
 (1) มีจ านวนเชิงซ้อน 𝑧 ที่ไมใ่ช่จ านวนจริง แต ่ 𝑧 −

1

𝑧
  เป็นจ านวนจริง 

 (2) ถ้า 𝑧 เป็นจ านวนเชิงซ้อนท่ีไมใ่ช่จ านวนจริง และ  𝑧 + 
1

𝑧
  เป็นจ านวนจริงแล้ว  |𝑧| = 1 

 ข้อใดตอ่ไปนีก้ลา่วถกูต้อง 
 ก. ข้อความ (1) และ (2) ตา่งเป็นจริง ข. ข้อความ (1) เป็นจริง แตข้่อความ (2) เป็นเทจ็ 

 ค. ข้อความ (1) เป็นเท็จ แตข้่อความ (2) เป็นจริง ง. ข้อความ (1) และ (2) ตา่งเป็นเทจ็ 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ตอนที่ 2 มี 10 ข้อ ข้อละ 3 คะแนน 

16. ถ้าฟังก์ชนั  𝑔 :  ℝ − {1} → ℝ  สอดคล้องกบัสมการ  𝑔(𝑥) + 𝑥𝑔 (
𝑥+1

𝑥−1
)  =  𝑥    จงเขียน 𝑔(𝑥) ในรูปของ 𝑥 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

17. ก าหนดให้ �⃗� และ �⃗⃗� เป็นเวกเตอร์หนึง่หนว่ย ถ้าเวกเตอร์  �⃗� + 2�⃗⃗�  ตัง้ฉากกบัเวกเตอร์  5�⃗� − 4�⃗⃗�  แล้ว ความยาว
รอบรูปมากสดุที่เป็นไปได้ของรูปสามเหลีย่มทีม่ี �⃗� และ �⃗⃗� เป็นด้านประกอบสองด้าน มีคา่เทา่กบัเทา่ใด 
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18. ก าหนดให้ 𝑃 เป็นจดุจดุหนึง่ที่ไมเ่ป็นจดุยอดบนไฮเพอร์โบลา  𝑥2 − 𝑦2 = 9    ถ้า  𝑃𝐹1 ∙ 𝑃𝐹2 = 25  เมื่อ 𝐹1 และ 
𝐹2 เป็นจดุโฟกสัของไฮเพอร์โบลาดงักลา่วแล้ว รูปสามเหลีย่ม 𝑃𝐹1𝐹2 มีพืน้ท่ีเทา่กบัเทา่ใด 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

19. ถ้า  𝑓(𝑥) = 𝑥2 − 1  ทกุ  𝑥 ∈ [−2, 3]  แล้วพืน้ที่ใต้เส้นโค้ง  𝑦 = |𝑓(𝑥)|  ที่อยูเ่หนือแกน 𝑋 บนช่วงปิด [−2, 3] 

มีคา่เทา่กบัเทา่ใด 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

20. ให้ 𝑥 และ 𝑦 เป็นจ านวนเต็มบวกโดยที่  𝑥 < 𝑦  และสอดคล้องกบัสมการ  𝑥2 + 𝑦2 = 2017  จงหาคา่ของ 𝑦 
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21. ก าหนดให้  𝑥 > 1  และ  𝑦 > 1  สอดคล้องกบัสมการ  log𝑦 𝑥 − log𝑥 𝑦 = 
8

3
  แล้ว  คา่ต ่าสดุของ  𝑥 − 12𝑦  

เทา่กบัเทา่ใด 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

22. ก าหนดพาราโบลา  𝑝(𝑥) = 2017𝑥2 − 2560𝑥 − 743 

 ให้ 𝐿1 และ 𝐿2 เป็นเส้นสมัผสัพาราโบลา 𝑝(𝑥) ที่จดุ (−10, 𝑝(−10))  และที่จดุ  (1000, 𝑝(1000))  ตามล าดบั 

 ถ้า 𝐿1 และ 𝐿2 ตดักนัท่ีจดุ (𝑥0, 𝑦0) แล้ว 𝑥0 มีคา่เทา่ใด 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

23. ก าหนดให้ 𝐴  =  { 𝑎 ∈ ℝ  :  สมการ  ln(𝑎𝑥 − 3) − ln(3 − 𝑥) = ln(𝑥 − 2) มีผลเฉลยเพียงหนึง่เดียว }  และ 

  𝐵  =  { 𝑏 ∈ ℝ  :  |𝑏 − 1|  <  |6 − 4𝑏| }  
 จงหา  𝐴 ∩ 𝐵 
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24. บทนิยาม ส าหรับเมทริกซ์ 𝐴 ใดๆ ซึง่มีสมาชิกเป็นจ านวนเต็ม และส าหรับจ านวนเตม็บวก 𝑛 ใดๆ  นิยาม 𝐴 mod 𝑛 

ให้เป็นเมริกซ์ทีม่ีมิตเิทา่กบัมิติของ 𝐴 และสมาชิกต าแหนง่ใดๆของ 𝐴 mod 𝑛 ได้จากเศษเหลอืที่ได้จากการหาร

สมาชิกในต าแหนง่นัน้ของ 𝐴 ด้วย 𝑛  เช่น  ถ้า  𝐴  =  [
3 4
2 5

]  แล้ว จะได้วา่  𝐴 mod 3  =  [
0 1
2 2

] 

 ให้  𝑋 = {[
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

] ∶ 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 ∈ {0,1,2}} 

 จ านวนเมทริกซ์ 𝐴 ∈ 𝑋 ทัง้หมดที่มีสมบตัิ  𝐴2 mod 3 = 𝐼  เทา่กบัเทา่ใด 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

25. สุม่เลอืกจ านวนเต็ม 𝑎 และ 𝑏 จากเซตของจ านวนเต็ม {1, 2, … , 100}  ความนา่จะเป็นท่ีจะสุม่ได้ 𝑎 และ 𝑏 ซึง่ท า
ให้  7𝑎 + 𝑏 หารด้วย 10 ลงตวัเทา่กบัเทา่ใด 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ตอนที่ 3 มี 10 ข้อ ข้อละ 4 คะแนน 
26. จงหาค าตอบ (𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2 ทัง้หมดของระบบสมการ 2 log(𝑥 − 2𝑦)  =  log 𝑥 + log 𝑦 

  3𝑥−𝑦 + 27𝑦  =  6 
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27. จงหาจ านวนจริง 𝑎 ทัง้หมดที่ท าให้เซตค าตอบของอสมการ  4𝑥 − 𝑎 ∙ 2𝑥 − 𝑎 + 3 ≤ 0  ไมเ่ป็นเซตวา่ง 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

28. มีชายหญิงอยูจ่ านวนหนึง่ถกูจดัให้นัง่ทานอาหารรอบโต๊ะกลม โดยมีเง่ือนไขวา่ 
 มีผู้หญิง 3 คนที่มีผู้ชายนัง่ทางขวามือถดัจากตนเอง 
 มีผู้ชาย 1 คนที่มีผู้ชายนัง่ทางซ้ายมือถดัจากตนเอง 
 มีผู้หญิง 3 คนที่มีผู้หญิงนัง่ทางซ้ายมือถดัจากตนเอง 
 จะมีวธีิในการจดัให้ชายหญิงกลุม่นีน้ัง่รอบโต๊ะกลมโดยสอดคล้องเง่ือนไขข้างต้นทัง้หมดก่ีวิธี 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

29. จงหาจ านวนจริง 𝑥 ทัง้หมดที่ท าให้  𝑓(𝑥)  =  (𝑥 − 2)4(𝑥 + 1)3(𝑥 − 1)  มีคา่สงูสดุสมัพทัธ์หรือคา่ต ่าสดุ
สมัพทัธ์ 
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30. หนทูดลองตวัหนึง่อยูใ่นห้องของกลอ่งทดลองเขาวงกตซึง่มชี่องประต ู4 ช่อง มีหนึง่ช่องของประตทูี่มีทางเดินที่น าหนู
ไปสูท่างออกภายนอกโดยหนจูะใช้เวลาในการเดินทาง 9 วินาที สว่นช่องประตอูีกสามช่องที่เหลอืจะน าไปสูท่างเดินที่
วกกลบัมาที่ห้องเดิม โดยหนจูะใช้เวลาในทางเดินเหลา่นีเ้ป็นเวลา 3, 5 และ 7 วินาทีตามล าดบั  และทกุครัง้ที่หนู
กลบัมาที่ห้องเดิมหนจูะสุม่เข้าชอ่งประตอูีกครัง้โดยทีก่ารสุม่เลอืกประตแูตล่ะครัง้จะไมข่ึน้กบัการสุม่เลอืกช่องประตู
ในครัง้ก่อนหน้า  จงหาความนา่จะเป็นท่ีหนจูะใช้เวลา 30 วินาทใีนการเดินทางออกไปสูภ่ายนอก 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

31. จงหาคา่ของ  
x

lim  𝑥
3

2(√𝑥 + 1 + √𝑥 − 1 − 2√𝑥) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

32. จงหาผลรวมของคา่ 𝑥 ทัง้หมดในชว่ง [0, 2𝜋] ซึง่สอดคล้องกบัสมการ  4

sec 𝑥 − 2 tan 𝑥
−

1

sec 𝑥 + tan 𝑥
  =  3√3 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



12    สมาคม ม. ปลาย (พ.ย. 60) 

33. จงหาคา่  𝑎 > 0  และ  𝑥 > 0  ทัง้หมดที่สอดคล้องกบัระบบสมการ (ln 𝑎)𝑎𝑥  =  1 

  𝑎𝑥  =  𝑥 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

34. ก าหนดให้ 𝐴 และ 𝐵 เป็นเมทริกซ์ขนาด 5 × 5  ซึง่  𝐴 ,  𝐵  และ  𝐵−1 − 𝐴  เป็นเมทริกซ์ไมเ่อกฐาน 

 จงหา  (𝐴−1 + (𝐵−1 − 𝐴)−1)−1    (ตอบในรูปของเมทริกซ์ 𝐴 และ 𝐵 โดยไมใ่ช้เคร่ืองหมายอินเวอร์ส) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

35. จงหาจ านวนจริง 𝑥 ทัง้หมดที่สอดคล้องกบัสมการ    1

𝑥 − tan 20°
 + 

1

𝑥 + tan 40°
 + 

1

𝑥 − tan 80°
  =  0 
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เฉลย 

1. ค 10. ง 19. 28

3
 28. (5

2
) 4! 6! 

2. ก 11. ค 20. 44 29. 0 ,  
5

4
 ,  2 

3. ค 12. ข 21. −16 30. 737

48  

4. ค 13. ค 22. 495 31. −0.25 

5. ก 14. ข 23. (1, 1.4) 32. 13𝜋

6
 

6. ค 15. ค 24. 14 33. 𝑥 = 𝑒 ,  𝑎 = 𝑒
1

𝑒 

7. ข 16. 2𝑥

𝑥2+1
 25. 1 34. 𝐴 − 𝐴𝐵𝐴 

8. ง 17. 2 + √3 26. ( 
4

3
 , 

1

3
 ) 35. √3 ± 2 

9. ก 18. 12 27. [2, ∞)  

 

แนวคิด 

1. ส าหรับเซตยอ่ย  𝐴1, 𝐴2, … , 𝐴𝑛, …  ใน ℝ ใดๆ นิยาม 

 


1n

  𝐴𝑛 := { 𝑥 ∈ ℝ | มีจ านวนนบั 𝑛 ซึง่ 𝑥 ∈ 𝐴𝑛 }    และ  


1n

  𝐴𝑛 := { 𝑥 ∈ ℝ | 𝑥 ∈ 𝐴𝑛 ทกุจ านวนนบั 𝑛 } 

 ข้อใดตอ่ไปนีไ้มถ่กูต้อง 

 ก. 


1n

 [−𝑛 +
1

𝑛
 , 𝑛 −

1

𝑛
)  =  ℝ ข. 



1n

 (−
1

𝑛
,

1

𝑛
)  =  {0} 

 ค. 


1n

 (
1

𝑛
 , 1 −

1

𝑛
]  =  (0, 1] ง. 



1n

 (0, 1 +
1

𝑛
]  =  



1n

 (0, 1 +
1

𝑛
) 

ตอบ ค 

ก. เมื่อ 𝑎 เป็นจ านวนจริงใดๆ   จะเหน็วา่  𝑎  ∈  [−𝑛 +
1

𝑛
 , 𝑛 −

1

𝑛
)  ได้เสมอ เมื่อ 𝑛 เป็นจ านวนนบัท่ีมีคา่มากพอ 

 เช่น เมื่อ  𝑛 = ⌈|𝑎|⌉ + 2  จะได้   3  ∈  [−5 +
1

5
 , 5 −

1

5
)    ,      91.9  ∈  [−93 +

1

93
 , 93 −

1

93
)   

  −5.1  ∈  [−7 +
1

7
 , 7 −

1

7
)    เป็นต้น 

 ดงันัน้ จ านวนจริงทกุจ านวน จะอยูใ่น  


1n

 [−𝑛 +
1

𝑛
 , 𝑛 −

1

𝑛
)   →  ก. ถกู 

ข. จะเห็นวา่  0  ∈  (−
1

𝑛
,

1

𝑛
)  ส าหรับทกุจ านวนนบั 𝑛 

 และเมื่อ  𝑎 ≠ 0  จะสามารถหา 𝑛 ที่  𝑎  ∉  (−
1

𝑛
,

1

𝑛
)  ได้เสมอ เมื่อ 𝑛 เป็นจ านวนนบัท่ีมีคา่มากพอ 

 เช่น เมื่อ  𝑛 = ⌈|
1

𝑎
|⌉  จะได้  3  ∉  (−

1

1
,

1

1
)    ,       0.05  ∉  (−

1

20
,

1

20
)    เป็นต้น 

 ดงันัน้ 0 จะเป็นจ านวนเดียวเทา่นัน้ ที่อยูใ่น 


1n

 (−
1

𝑛
,

1

𝑛
)    →  ข. ถกู 

ค. ไมว่า่ 𝑛 จะเป็นจ านวนนบัอะไรก็ตาม จะเห็นวา่  1  ∉  (1

𝑛
 , 1 −

1

𝑛
]    ดงันัน้  1  ∉  



1n

 (
1

𝑛
 , 1 −

1

𝑛
] 

 แต ่ 1  ∈  (0, 1]    ดงันัน้  


1n

 (
1

𝑛
 , 1 −

1

𝑛
]  ≠  (0, 1]    →  ค. ผิด 

ง. จะแสดงวา่ทัง้ฝ่ังซ้ายและฝ่ังขวา ตา่งก็เทา่กบั (0, 1] ทัง้คู ่

 เมื่อ  𝑎 ∈ (0, 1]  จะเห็นวา่  (0, 1]  ⊂  (0, 1 +
1

𝑛
]  และ  (0, 1]  ⊂  (0, 1 +

1

𝑛
)  ส าหรับจ านวนนบั 𝑛 ทกุตวั 

 เมื่อ  𝑎 ≤ 0  จะเห็นวา่  𝑎  ∉  (0, 1 +
1

𝑛
]  และ  𝑎  ∉  (0, 1 +

1

𝑛
)  ส าหรับ 𝑛 บางตวั  (เช่นเมื่อ 𝑛 = 1) 
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 เมื่อ  𝑎 > 1  จะมี 𝑛 ที่ 𝑎  ∉  (0, 1 +
1

𝑛
]  และ  𝑎  ∉  (0, 1 +

1

𝑛
)  เสมอ เมื่อ 𝑛 เป็นจ านวนนบัท่ีมีคา่มากพอ 

 เช่น เมื่อ  𝑛 = ⌈
1

𝑎−1
⌉ + 1    จะได้ 3  ∉  (0, 1 +

1

1
] และ    3 ∉  (0, 1 +

1

1
) 

  1.1  ∉  (0, 1 +
1

11
] และ    1.1 ∉  (0, 1 +

1

11
)        เป็นต้น 

 ดงันัน้  จะมีแค ่ (0, 1]  เทา่นัน้ ที่อยูท่ัง้ฝ่ังซ้ายและฝ่ังขวา  →  ง. ถกู 
 

2. ต ารวจท าการสอบสวนผู้ ต้องสงสยัในคดีลกัทรัพย์จ านวน 5 คน ได้แก่ กนกอร เขมรัฐ แคทรียา จิรศกัดิ์ เชิงชาย  
ภายใต้ข้อสมมตฐิานวา่ขโมยจะพดูโกหกเสมอ สว่นผู้บริสทุธ์ิจะพดูความจริงเสมอ และขโมยมีเพียงคนเดียว จากการ
สอบปากค าดงันี ้

  กนกอร:  ขโมยเป็นผู้ชาย 

  แคทรียา:  ขโมยคือ กนกอร 
  เชิงชาย:  ถ้าขโมยคือจิรศกัดิ์แล้วกนกอรเป็นผู้บริสทุธ์ิ 
 ผู้ ต้องสงสยัในข้อใดเป็นขโมย 

 ก. กนกอร ข. แคทรียา ค. เชิงชาย ง. ข้อมลูไมพ่อท่ีจะสรุปได้ 

ตอบ ก 
เนื่องจากขโมยมีคนเดียว ดงันัน้ ค าพดูของ เชิงชาย จะเป็นจริงเสมอ 

เนื่องจากขโมยจะพดูโกหกเสมอ  ดงันัน้ เชิงชาย ไมใ่ช่ขโมย 

กรณี แคทรียาพดูจริง จะได้วา่ กนกอร เป็นขโมย  ดงันัน้ ค าพดู กนกอร ที่บอกวา่ “ขโมยเป็นผู้ชาย” จะเป็นเทจ็ 

 ดงันัน้ ขโมยเป็นหญิง  →  จะสรุปได้วา่ กนกอร เป็นขโมย ท่ีเป็นหญิง 
กรณี ให้แคทรียาพดูโกหก จะได้ แคทรียา เป็นขโมย (เพราะขโมยจะพูดโกหกเสมอ) 
 เนื่องจากขโมยมีคนเดียว ดงันัน้ ค าพดูกนกอรจะเป็นจริง  →  สรุปได้วา่ แคทรียา เป็นขโมย ที่เป็นชาย 

ดงันัน้ ข้อนีค้วรจะตอบข้อ ง. เพราะไมรู้่วา่ กนกอร (ญ) หรือ แคทรียา (ช) ทีเ่ป็นขโมย 

แตผ่มเดาใจคนออกข้อสอบ วา่คงอยากให้เรารู้เองวา่ แคทรียาเป็นหญิง  →  ถ้าผมสอบ ผมคงเสีย่งตอบของ ก. 
 

3. จ านวนของคูอ่นัดบั (𝑚, 𝑛) ของจ านวนเตม็ 𝑚, 𝑛 ทัง้หมดซึง่สอดคล้องกบัสมการ  𝑚2 − 𝑚𝑛 + 2𝑛2 = 23 

 ตรงกบัข้อใดตอ่ไปนี ้
 ก. 0 ข. 4 ค. 6 ง. 8 

ตอบ ค 
จดัรูปให้เป็นสมการก าลงัสองที่ม ี𝑚 เป็นตวัแปร  → 

 

ใช้สตูร  𝑥 = 
−𝑏±√𝑏2−4𝑎𝑐

2𝑎
  จะได้  𝑚  =  

−(−𝑛) ± √(−𝑛)2−4(1)(2𝑛2−23)

2
  =  

𝑛 ± √92−7𝑛2

2
 

เนื่องจาก 𝑚 และ 𝑛 ต้องเป็นจ านวนเต็ม ดงันัน้  92 − 7𝑛2  ต้องถอดรูทลงตวัเทา่นัน้  (ไมง่ัน้ 𝑚 จะเป็นอตรรกยะ) 
จะเห็นวา่มี 𝑛 = ±2 เทา่นัน้ ที่ท าให้  92 − 7𝑛2  ถอดรูทลงตวั 

(ถ้า 𝑛 เป็น ±4  ลงไป จะท าให้  92 − 7𝑛2  ติดลบ และถอดรูทไมไ่ด้) 

 ถ้า  𝑛 = 2  จะได้  𝑚  =  
2±√64

2
  =  −3 ,  5 

 ถ้า  𝑛 = −2  จะได้  𝑚  =  
−2±√64

2
  =  −5  ,  3 

จะได้ค าตอบคือ  (−3, 2), (5, 2), (−5, −2), (3, −2)  รวม 4 ค าตอบ 

𝑚2 − 𝑚𝑛 + 2𝑛2 =  23 
𝑚2 − 𝑛𝑚 + 2𝑛2 − 23 =  0 

𝑛 92 − 7𝑛2  
0 92  

±1 85  
±2 64  

±3 29  

±4 ติดลบ  

 



 สมาคม ม. ปลาย (พ.ย. 60) 15 

4. ก าหนดให้  𝐴 = { (𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2 |  𝑥, 𝑦 ≥ 0  และ  |√𝑥 − √𝑦|  ≤  √|𝑥 − 𝑦| }  และ 

 𝐵 = { (𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2 |  𝑥2 + 𝑦2  ≤  2𝑥 + 2𝑦 − 1 }  ข้อใดตอ่ไปนีเ้ป็นพืน้ท่ีของเซต  𝐴 ∩ 𝐵 

 ก. 𝜋/4  ข. 𝜋/2 ค. 𝜋 ง. 2𝜋 

ตอบ ค 
หา 𝐴 : 

 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 

จะเห็นวา่ทกุตวัทางขวามากกวา่หรือเทา่กบั 0 ทกุตวั →  อสมการเป็นจริงเสมอเมื่อ  𝑥, 𝑦 ≥ 0 

 →  จะได้ 𝐴 คือบริเวณทัง้หมดในจตภุาคที่ 1 

หา 𝐵 : 

 
 
 

เป็นพืน้ท่ีในวงกลมที่มี ศก = (1, 1) และ รัศมี = 1  ดงัรูป 

เนื่องจากวงกลม 𝐵 อยูใ่นจตภุาคที ่1 ทัง้วง จะได้  𝐴 ∩ 𝐵  =  วงกลม 𝐵 ทัง้วง 
ดงันัน้  𝐴 ∩ 𝐵  จะเป็นวงกลม รัศมี 1 หนว่ย  →  จะได้พืน้ท่ี  =  𝜋(12)  =  𝜋 

 

5. ก าหนดให้  𝑓(𝑥) = 
2560𝑥+2017

2017𝑥−2560
  และ  𝑔(𝑥) = √𝑥 − 25 

 คา่ของ  (𝑔 ∘ 𝑓 ∘ 𝑓 ∘ 𝑓 ∘ 𝑓)(650)  ตรงกบัข้อไปตอ่ไปนี ้
 ก. 25 ข. 50 ค. 625 ง. ไมม่ีข้อใดถกูต้อง 
ตอบ ก 
จดัรูปสมการ  𝑦 = 𝑓(𝑥)  : 
 
 

จะเห็นวา่ 𝑥 และ 𝑦 ในสมการท่ีได้ มีลกัษณะ “สมมาตร” กนั  (เมื่อเปลีย่น 𝑥 เป็น 𝑦 ,  เปลีย่น 𝑦 เป็น 𝑥  จะได้สมการเดิม) 
ดงันัน้  𝑓−1 = 𝑓    ( เพราะ  𝑓−1  ได้จากการเปลีย่น 𝑥 เป็น 𝑦 ,  เปลีย่น 𝑦 เป็น 𝑥 

 ถ้าเปลีย่นแล้วได้เหมือนเดมิ แสดงวา่  𝑓−1 = 𝑓  ) 
ดงันัน้  (𝑔 ∘ 𝑓 ∘ 𝑓 ∘ 𝑓 ∘ 𝑓)(650) 

 
 
 

 
 

  |√𝑥 − √𝑦| ≤  √|𝑥 − 𝑦| 

 (√𝑥 − √𝑦)
4

 ≤  √|𝑥 − 𝑦|
4

 

 (√𝑥 − √𝑦)
4

 ≤     (𝑥 − 𝑦)2 

 (√𝑥 − √𝑦)
4

 ≤  (√𝑥
2

− √𝑦
2

)
2

 

 (√𝑥 − √𝑦)
4

 ≤  ((√𝑥 − √𝑦)(√𝑥 + √𝑦))
2

 

          0 ≤  (√𝑥 − √𝑦)
2

(√𝑥 + √𝑦)
2

− (√𝑥 − √𝑦)
4

 

          0 ≤  (√𝑥 − √𝑦)
2

((√𝑥 + √𝑦)
2

− (√𝑥 − √𝑦)
2

) 

          0 ≤  (√𝑥 − √𝑦)
2

             (2√𝑦)    (2√𝑥) 

ยกก าลงัสอง เพ่ือก าจดัรูท 
ยกก าลงัสอง เพ่ือก าจดัคา่สมับรูณ์ 

รวมเป็น ก าลงัสี ่

ผลตา่งก าลงัสอง 

ผลตา่งก าลงัสอง 

               𝑥2 + 𝑦2 ≤  2𝑥 + 2𝑦 − 1 
𝑥2 − 2𝑥         + 𝑦2 − 2𝑦 ≤  −1 
𝑥2 − 2𝑥 + 1 + 𝑦2 − 2𝑦 + 1 ≤  −1 + 1 + 1 
     (𝑥 − 1)2  +     (𝑦 − 1)2 ≤     1 

1 

1 

                     𝑦 =    
2560𝑥+2017

2017𝑥−2560
 

2017𝑥𝑦 − 2560𝑦 =  2560𝑥 + 2017 
2017𝑥𝑦 − 2017 =  2560𝑥 + 2560𝑦 

=  𝑔( 𝑓 ( 𝑓 ( 𝑓 ( 𝑓 (650))))) 
=  𝑔(𝑓−1(𝑓 (𝑓−1(𝑓(650))))) 
=  𝑔(𝑓−1(𝑓 (         650        ))) 
=  𝑔(             650                      ) 

=       √650 − 25                       = 25 

𝑓−1  =  𝑓 
𝑓−1  ตดักบั  𝑓  ได้ 
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6. นกัวิ่งสองคน 𝐴 และ 𝐵 ก าลงัจะวิง่แขง่บนลูว่ิ่งทีเ่ป็นเส้นรอบวงของวงกลมรัศมี 𝑟 เมตร เป็นจ านวน 50 รอบ  ถ้านกัวิง่
เร่ิมต้นวิง่ที่จดุเดยีวกนัและวิง่ไปในทิศทางเดียวกนัด้วยความเร็วคงที่ โดย 𝐴 วิ่งด้วยความเร็ว 𝑎 เมตรตอ่นาที และ 𝐵 

วิ่งด้วยความเร็ว 𝑏 เมตรตอ่นาที โดยที่ 𝑎 > 𝑏  เมื่อการแขง่ขนัเสร็จสิน้ พบวา่ 𝐴 ได้วิ่งแซงรอบ 𝐵 ไปเป็นจ านวนทัง้สิน้ 
17 รอบ  ข้อใดตอ่ไปนีค้ือคา่ที่เป็นไปได้ของ 𝑏/𝑎 

 ก. 0.631 ข. 0.640 ค. 0.651 ง. 0.661 

ตอบ ค 
เนื่องจาก  𝑎 > 𝑏  ดงันัน้ เมื่อการแขง่ขนัเสร็จสิน้  𝐴 จะวิง่ได้ครบ 50 รอบ  (แต ่𝐵 จะวิง่ได้น้อยกวา่ 50 รอบ) 
1 รอบ = 2𝜋𝑟 เมตร  ดงันัน้ 𝐴 จะวิ่งได้ระยะทาง  =  50(2𝜋𝑟)  =  100𝜋𝑟 เมตร 
𝐴 วิ่งเร็ว 𝑎 เมตรตอ่นาที  ดงันัน้  𝐴 ใช้เวลาวิง่  =  100𝜋𝑟

𝑎
  นาที  จึงจะถึงเส้นชยั 

𝐵 เร่ิมวิ่งพร้อม 𝐴  ดงันัน้ ขณะที่ 𝐴 เข้าเส้นชยั  𝐵 จะใช้เวลาวิง่ไป  100𝜋𝑟

𝑎
  นาที ด้วย 

ดงันัน้ ขณะที่ 𝐴 เข้าเส้นชยั  𝐵 วิ่งได้ระยะทาง  100𝜋𝑟

𝑎
∙ 𝑏  เมตร 

𝐴 แซง 𝐵 ไป 17 รอบ  แสดงวา่  ระยะทาง𝐴 − ระยะทาง𝐵  ต้องเกิน 17 รอบสนาม แตไ่มถ่งึ 18 รอบสนาม 
 
 
 
 
 
 
 
 

→  จะเห็นวา่มีข้อ ค เทา่นัน้ ที่อยูร่ะหวา่ง 0.64 และ 0.66 

 

7. คา่ของ  (cot 10° − 3√3)(csc 20° + 2 cot 20°)  ตรงกบัข้อใด 
 ก. 3√3 − 1 ข. 4 ค. √3 + 2 ง. 6 

ตอบ ข 

= (
cos 10°

sin 10°
− 3√3) (

1

sin 20°
+

2 cos 20°

sin 20°
) 

= (
cos 10° − 3√3 sin 10°

sin 10°
) (

1 + 2 cos 20°

sin 20°
) 

=    
cos 10° + 2 cos 10° cos 20° − 3√3 sin 10° − 3√3(2 cos 20° sin 10°)

sin 10° sin 20°
 ∙ 

2

2
 

=    
cos 10° + cos 30° + cos 10° − 3√3 sin 10° − 3√3(sin 30°−sin 10°)

cos 10° − cos 30°
 ∙ 

2

1
 

=    
cos 10° + cos 30° + cos 10° − 3√3 sin 10° − 3√3 sin 30° + 3√3 sin 10°

cos 10° − cos 30°
 ∙ 2 

=  
2 cos 10° +    

√3

2
                                                               − 

3√3

2
                                      

cos 10° − 
√3

2

 ∙ 2 

=  
2 cos 10° − 

2√3

2

cos 10° − 
√3

2

 ∙ 2 

=  
2(cos 10°−

√3

2
)

cos 10°−
√3

2

 ∙ 2        =  4 

 
 

เวลา = 
ระยะทาง
ความเร็ว 

17(2𝜋𝑟) <  100𝜋𝑟 −
100𝜋𝑟

𝑎
∙ 𝑏 <  18(2𝜋𝑟) 

  34 <   100     −   
100𝑏

𝑎
 <     36 

−66 <               −   
100𝑏

𝑎
 <  −64 

0.66 >                         
𝑏

𝑎
 >  0.64 

÷ 𝜋𝑟  ตลอด 

− 100  ตลอด 

÷ (− 100)  ตลอด 

ต้องกลบั มากกวา่ ↔  น้อยกวา่ 
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8. ก าหนดให้มีข้อมลูของตวัอยา่ง ชดุ 𝐴 ประกอบด้วย  0, 10, 20, 30, 40, 50, 60, 70, 80, 90 

  ชดุ 𝐵 ประกอบด้วย  0, 20, 40, 60, 80, 100, 120, 140, 160, 180 

 พิจารณาข้อความตอ่ไปนี ้
 (1) ข้อมลูชดุ 𝐴 มีสมัประสทิธ์ิของพิสยัมากกวา่ข้อมลูชดุ 𝐵 

 (2) ข้อมลูชดุ 𝐴 มีสมัประสทิธ์ิของการแปรผนัมากกวา่ข้อมลูชดุ 𝐵 
 ข้อใดตอ่ไปนีถ้กูต้อง 
 ก. ข้อความ (1) และ (2) ตา่งเป็นจริง ข. ข้อความ (1) เป็นจริง แตข้่อความ (2) เป็นเทจ็ 

 ค. ข้อความ (1) เป็นเท็จ แตข้่อความ (2) เป็นจริง ง. ข้อความ (1) และ (2) ตา่งเป็นเทจ็ 
ตอบ ง 

(1) สปส พิสยั  =  
𝑚𝑎𝑥−𝑚𝑖𝑛

𝑚𝑎𝑥+𝑚𝑖𝑛
 →  ชดุ 𝐴  คือ  90−0

90+0
  =  1 

  →  ชดุ 𝐵  คือ  180−0

180+0
  =  1  เทา่กนั    →  (1) ผิด 

(2) สปส การแปรฝัน  =  
𝑠

�̅�
 

 ข้อมลู 𝐵 ได้จากการน าข้อมลู 𝐴 มาคณู 2  →  จากสมบตัิของ  𝑠  และ  �̅�  จะได้ 

 

  (1) ÷ (2)  จะได้  𝑠𝐵

�̅�𝐵
   =   

2𝑆𝐴

2�̅�𝐴
   =   

𝑆𝐴

�̅�𝐴
 

 ดงันัน้ ข้อมลูทัง้สองชดุ จะมี สปส การแปรผนัเทา่กนั  →  (2) ผิด 
 

9. แมวน้อยช่ือเหมียวยี ้ตดัสนิใจเดนิเป็นวงตามจดุดงัภาพ เร่ิมต้นจากจดุ 𝑆 โดยแตล่ะครัง้ มีความ
นา่จะเป็นเทา่กบั 1

2
 ที่จะย้ายไปยงัจดุที่เช่ือมตดิกนักบัจดุเดิม เหมียวยีจ้ะเดินไปเร่ือยๆ จนกวา่จะ

ผา่นครบทกุจดุแล้วจงึหยดุเดิน จงหาความนา่จะเป็นท่ีจดุหมายเลข 3 จะถกูเดินผา่นเพียงครัง้
เดียวและเป็นจดุก่อนจดุสดุท้ายของการเดินของเหมียวยี ้

 ก. 1

3
 ข. 1

4
 ค. 1

5
 ง. ไมม่ีข้อใดถกูต้อง 

ตอบ ก 
จะเห็นวา่เดิน 3 ครัง้ ก็พอจะบอกได้วา่มีทางส าเร็จหรือไม่  →  จะดกูารเดิน 3 ครัง้ที่เป็นไปได้ทัง้หมด 

แล้วจึงคอ่ยๆ ไลย้่อนขึน้มาเพื่อหาโอกาสที่เดินส าเร็จในการเดินครัง้ก่อนหน้า 

 

พิจารณา เส้นทาง  𝑆 → 1 → 3  จะเห็นวา่การเดินครัง้ถดัไป มีโอกาสที่จะเดินตอ่ไปท่ี 2 

หรือ 1 อยา่งละ 1
2
 เทา่ๆกนั 

 𝑆 → 1 → 3 → 2  : ถ้าเดินแบบนี ้ถือวา่ส าเร็จ  (โอกาสส าเร็จ = 1) 
 𝑆 → 1 → 3 → 1  : ถ้าเดินแบบนี ้ตอ่ให้ครัง้ตอ่ๆ ไปเดินยงัไง ก็ไมส่ าเร็จ  
  เพราะผา่น 3 ไปแล้วครัง้หนึง่ แตย่งัไมจ่บในจดุถดัไป (จะจบได้ต้องเดินครบทกุเลข แตย่งัไม่

ผา่น 2)  จึงไมท่ี่ทางที่จะผา่น 3 เพียงครัง้เดยีวก่อนจดุสดุท้ายได้  (โอกาสส าเร็จ = 0) 
ดงันัน้ เส้นทาง  𝑆 → 1 → 3  มีโอกาสที่จะเดินตอ่ไปท่ี 2 (โอกาสส าเร็จ = 1) หรือ 1 (โอกาสส าเร็จ = 0) เทา่ๆ กนั 

ดงันัน้ เส้นทาง  𝑆 → 1 → 3  จะมโีอกาสส าเร็จ =  1+0

2
  =  

1

2
 

 
 
 

𝑠𝐵  =  2𝑠𝐴 …(1) 

�̅�𝐵  =  2�̅�𝐴 …(2) 

𝑆  

1 2 

3 

𝑆  

1 2 

3 𝑆  

1 2 1 2 

⋮ 
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พิจารณาเส้นทาง  𝑆 → 1 → 𝑆  จะเห็นวา่การเดินครัง้ถดัไป มีโอกาสที่จะเดินตอ่ไปท่ี 2 หรือ 1 อยา่งละ 1
2
 เทา่ๆกนั 

 𝑆 → 1 → 𝑆  → 2  : ถ้าเดินแบบนี ้ จะเดินผา่นเกือบทกุจดุแล้ว ขาดแค ่3 ดงันัน้ เมื่อไหร่ก็ตามทีเ่ดินไปท่ี 3 จะถือวา่
สิน้สดุการเดินทนัที (3 คือจดุสดุท้าย) จึงไมม่ีทางผา่น 3 ก่อนจดุสดุท้ายได้ (โอกาสส าเร็จ = 0) 

 𝑆 → 1 → 𝑆 → 1  : เดินแบบนี ้จะยงับอกไมไ่ด้วา่ส าเร็จหรือไม ่ →  สมมตใิห้โอกาสที่เดินแบบนีแ้ล้วส าเร็จ = 𝑝 

ดงันัน้ เส้นทาง  𝑆 → 1 → 𝑆  มีโอกาสที่จะเดินตอ่ไปท่ี 2 (โอกาสส าเร็จ = 0) หรือ 1 (โอกาสส าเร็จ = 𝑝) เทา่ๆ กนั 

ดงันัน้ เส้นทาง  𝑆 → 1 → 𝑆  จะมีโอกาสส าเร็จ =  0+𝑝

2
  =  

𝑝

2
 

 

จากทัง้กรณี  𝑆 → 1 → 3  (โอกาสส าเร็จ = 
1

2
)  และ  𝑆 → 1 → 𝑆 (โอกาสส าเร็จ = 

𝑝

2
) 

ย้อนกลบัขึน้ไปพิจารณาเส้นทาง  𝑆 → 1 

จะเห็นวา่ เส้นทาง  𝑆 → 1  มีโอกาสที่จะเดินตอ่ไปท่ี 3 (โอกาสส าเร็จ = 
1

2
)  หรือ 1 (โอกาสส าเร็จ = 

𝑝

2
) เทา่ๆ กนั 

ดงันัน้ เส้นทาง  𝑆 → 1  จะมีโอกาสส าเร็จ  =  
1

2
+

𝑝

2

2
  =  

1+𝑝

4
 

 

แตเ่ส้นทาง  𝑆 → 1  จะมีโอกาสส าเร็จเหมือนกบัเส้นทาง  𝑆 → 1 →  𝑆 → 1  (เพราะเดินมาอยูท่ี่จดุ 1 เหมือนกนั และเคย
ผา่น 𝑆 กบั 1 สองจดุเหมือนกนั)  แตเ่ราเคยสมมตใิห้เส้นทาง  𝑆 → 1 →  𝑆 → 1  มีโอกาสส าเร็จ = 𝑝 

ดงันัน้ เส้นทาง  𝑆 → 1  จะมีโอกาสส าเร็จ = 𝑝  ด้วย  ท าให้ได้สมการคือ    1+𝑝

4
   =   𝑝 

 
 
 

เนื่องจากจดุ 1 กบั 2 มีความสมมาตรกนั ดงันัน้ เส้นทาง  𝑆 → 1  กบั  𝑆 → 2  จะมีโอกาสส าเร็จเทา่กนั คือ 1
3
 

ดงันัน้ จากจดุ 𝑆 ที่เป็นจดุเร่ิมต้น จะมีโอกาสเดินไปท่ี 1 (โอกาสส าเร็จ = 
1

3
)  หรือ 2 (โอกาสส าเร็จ = 

1

3
) เทา่ๆ กนั 

ดงันัน้ จากจดุ 𝑆 จะมีโอกาสส าเร็จ  =  
1

3
+

1

3

2
  =  

1

3
 

 

10. ส าหรับจ านวนจริง  𝑎 ≥ 1  นิยาม  √𝑎 − √𝑎 − √𝑎 −  …  คือ  
n

lim  𝑎𝑛  โดยที่  𝑎1 = √𝑎 

 และ  𝑎𝑛+1 = √𝑎 − 𝑎𝑛  ส าหรับ  𝑛 = 1, 2, 3, …    ข้อใดตอ่ไปนีถ้กูต้องส าหรับ  √1 − √1 − √1 −  … 

 ก. มีคา่เทา่กบั  −1−√5

2
 ข. มีคา่เทา่กบั  −1+√5

2
 

 ค. มีคา่เทา่กบั 0 ง. ไมม่ีคา่ 
ตอบ ง 

จากนยิาม จะได้  √1 − √1 − √1 −  …  คือ  
n

lim  𝑎𝑛  เมื่อ  𝑎 = 1 

ซึง่จะได้  𝑎1 = √1 = 1  และ  𝑎𝑛+1 = √1 − 𝑎𝑛 →  แทน  𝑛 = 1  จะได้  𝑎2 = √1 − 𝑎1  =  √1 − 1  =  0 

 →  แทน  𝑛 = 2  จะได้  𝑎3 = √1 − 𝑎2  =  √1 − 0  =  1 

 →  แทน  𝑛 = 3  จะได้  𝑎4 = √1 − 𝑎3  =  √1 − 1  =  0 

         ⋮ 
จะเห็นวา่  𝑎𝑛  แกวง่ไปมาระหวา่ง 1 กบั 0  ดงันัน้ จะหาคา่  

n
lim  𝑎𝑛  ไมไ่ด้ 

หมายเหต ุ:  ข้อนี ้จะยงัสมมตใิห้  √1 − √1 − √1 −  …  =  𝑥  ไมไ่ด้ จนกวา่จะรู้วา่มนัมคีา่ 
 

1 + 𝑝 =  4𝑝 

 
1

3
 =   𝑝 
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11. ก าหนดให้  (𝑎𝑛)𝑛=1
∞  และ (𝑏𝑛)𝑛=1

∞   เป็นล าดบัของจ านวนจริงซึง่  𝑎𝑛 < 𝑏𝑛  ทกุ  𝑛 = 1, 2, 3, … 

 พิจารณาข้อความตอ่ไปนี ้
 (1) ถ้าล าดบั  (𝑎𝑛)𝑛=1

∞  และ (𝑏𝑛)𝑛=1
∞   ลูเ่ข้า แล้ว  

n
lim 𝑎𝑛 < 

n
lim 𝑏𝑛 

 (2) ถ้าอนกุรม 





1n

𝑎𝑛 และ 





1n

𝑏𝑛  ลูเ่ข้า  แล้ว  





1n

𝑎𝑛 < 





1n

𝑏𝑛   

 ข้อใดตอ่ไปนีถ้กูต้อง 
 ก. ข้อความ (1) และ (2) ตา่งเป็นจริง ข. ข้อความ (1) เป็นจริง แตข้่อความ (2) เป็นเทจ็ 

 ค. ข้อความ (1) เป็นเท็จ แตข้่อความ (2) เป็นจริง ง. ข้อความ (1) และ (2) ตา่งเป็นเทจ็ 
ตอบ ค 
1. ไมจ่ริง เช่น  ถ้า ให้  (𝑎𝑛)𝑛=1

∞   คือ  
1

2
 ,  

1

3
 ,  

1

4
 ,  … 

  ให้  (𝑏𝑛)𝑛=1
∞   คือ  1

1
 ,  

1

2
 ,  

1

3
 ,  … 

 จะเห็นวา่  𝑎𝑛 < 𝑏𝑛  เสมอ  แตล่มิิตของทัง้สองล าดบั เทา่กบั 0 เทา่กนั  →  (1) ผิด 

2. เมื่อลูเ่ข้าทัง้สองอนกุรม จะกระจาย lim ได้  ดงันัน้  





1n

𝑏𝑛 − 





1n

𝑎𝑛  =  





1n

(𝑏𝑛 − 𝑎𝑛) 

 และเนื่องจาก  𝑎𝑛 < 𝑏𝑛  ดงันัน้  𝑏𝑛 − 𝑎𝑛 เป็นบวก ทกุ  𝑛 = 1, 2, 3, … 

 ดงันัน้ อนกุรม  





1n

(𝑎𝑛 − 𝑏𝑛)  จะมี “พจน์แรกเป็นบวก”  และยิ่งบวกพจน์ตอ่ๆ ไปก็จะ “ยิง่เป็นบวกมากขึน้” 

 จึงเป็นไปไมไ่ด้ ท่ี  





1n

(𝑎𝑛 − 𝑏𝑛)  จะลูเ่ข้าสูศ่นูย์ หรือคา่ตดิลบ  ดงันัน้ 





1n

(𝑏𝑛 − 𝑎𝑛) > 0 

 อนกุรมลูเ่ข้า จะกระจาย lim ได้  →  ได้เป็น 





1n

𝑏𝑛 − 





1n

𝑎𝑛  >  0    ดงันัน้  





1n

𝑏𝑛 > 





1n

𝑎𝑛    →  (2) ถกู 

 

12. ก าหนดให้  𝑓 : [0, 1] → ℝ  นิยามโดย  𝑓(𝑥) = √arccos 𝑥 + √arcsin 𝑥    ถ้าผลตา่งของคา่สงูสดุและคา่ต า่สดุ
ของ 𝑓 บนช่วง [0, 1] มีคา่เทา่กบั 𝑎√𝜋 ส าหรับบางคา่ 𝑎 ที่เป็นจ านวนจริง  แล้วคา่ของ  4𝑎 − 2𝑎2  ตรงกบัข้อใด 

 ก. 0 ข. 1 ค. 2 ง. 3 

ตอบ ข 
จากสตูร  arccos 𝑥 + arcsin 𝑥 = 

𝜋

2
    →  ให้  arccos 𝑥 = 𝑘  จะได้  arcsin 𝑥 = 

𝜋

2
− 𝑘 

และเมื่อ  𝑥 ∈ [0, 1]  จะได้  arccos 𝑥 ∈ [0, 
𝜋

2
] 

ดงันัน้ คา่สงูสดุ / ต ่าสดุของ 𝑓 บนช่วง [0, 1]  จะเทา่กบั คา่สงูสดุ / ต ่าสดุของ  √𝑘 + √
𝜋

2
− 𝑘    เมื่อ  𝑘 ∈ [0, 

𝜋

2
] 

 
 
 
 
 
 
 
 

ดงันัน้ คา่สงูสดุ / ต ่าสดุ จะเกิดทีจ่ดุ  𝑘 = 
𝜋

4
  หรือ จดุขอบ (𝑘 = 0 หรือ 𝑘 = 

𝜋

2
) 

 𝑘 = 
𝜋

4
 :  จะได้  √

𝜋

4
 + √

𝜋

2
−

𝜋

4
  =  

√𝜋

2
 + 

√𝜋

2
  =  √𝜋 

1

2√𝑘
 + 

1

2√
𝜋

2
 − 𝑘

(−1) =    0 

1

2√𝑘
 =  

1

2√
𝜋

2
 − 𝑘

 

   𝑘 =    
𝜋

2
− 𝑘 

   𝑘 =        
𝜋

4
 

ดิฟ แล้วจบั = 0 
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 𝑘 = 0 :  จะได้  √0 + √
𝜋

2
− 0  =  √

𝜋

2
 

 𝑘 = 
𝜋

2
 :  จะได้  √

𝜋

2
 + √

𝜋

2
−

𝜋

2
  =  √

𝜋

2
 

ดงันัน้ คา่สงูสดุ = √𝜋  (เกิดที่ 𝑘 = 
𝜋

4
)    และคา่ต ่าสดุ = √

𝜋

2
  (เกิดที่ 𝑘 = 0 กบั 𝑘 = 

𝜋

2
 ต ่าสดุเทา่กนั) 

จะได้ผลตา่งของคา่สงูสดุและคา่ต ่าสดุ  =  √𝜋 − √
𝜋

2
  =  (1 − √

1

2
) √𝜋    →  เทียบกบั 𝑎√𝜋  จะได้  𝑎  =  1 − √

1

2
 

ดงันัน้  4𝑎 − 2𝑎2 =  4 (1 − √
1

2
) − 2 (1 − √

1

2
)

2

 

 =  4 (1 − √
1

2
) − 2 (1 − 2√

1

2
+

1

2
) 

 =      4 − 4√
1

2
       − 2   + 4√

1

2
  − 1    =  1 

 

13. นิยามล าดบั  {𝑎𝑛}, {𝑏𝑛} และ {𝑐𝑛}  ส าหรับ  𝑛 = 1, 2, … ดงันี ้

 𝑎𝑛 = 
𝑛2+1

√𝑛4+4
    ,      𝑏𝑛 = 𝑎1𝑎2 ∙∙∙ 𝑎𝑛    ,      𝑐𝑛 = 𝑏1𝑏2 ∙∙∙ 𝑏𝑛 

 พิจารณาข้อความตอ่ไปนี ้

 (1) 𝑐9 = 
32

√111
 

 (2) 𝑏𝑛

√2
−

𝑛

𝑛+1
  < 

1

𝑛3  ทกุ 𝑛 = 1, 2, … 

 ข้อใดตอ่ไปนีก้ลา่วถกูต้อง 
 ก. ข้อความ (1) และ (2) ตา่งเป็นจริง ข. ข้อความ (1) เป็นจริง แตข้่อความ (2) เป็นเทจ็ 

 ค. ข้อความ (1) เป็นเท็จ แตข้่อความ (2) เป็นจริง ง. ข้อความ (1) และ (2) ตา่งเป็นเทจ็ 
ตอบ ค 
𝑛4 + 4  จะแยกตวัประกอบ โดยการท าเป็นก าลงัสองสมบรูณ์แบบเพิ่มพจน์กลาง ได้ดงันี ้
 
 
 
 
 
 

ดงันัน้  𝑎𝑛  =  
𝑛2+1

√𝑛4+4
  =  

𝑛2+1

√((𝑛−1)2+1)((𝑛+1)2+1)
  =  

𝑛2+1

√(𝑛−1)2+1 √(𝑛+1)2+1
 

  
 
 
 
 
 
 
 
 

ดงันัน้    𝑏𝑛  =  𝑎1𝑎2 ∙∙∙ 𝑎𝑛  =  
2

√1√5
 ∙ 

5

√2√10
 ∙ 

10

√5√17
 ∙ 

17

√10√26
 ∙ … ∙ 

𝑛2+1

√(𝑛−1)2+1 √(𝑛+1)2+1
 

จะเห็นวา่ ตวัเศษ ตดักบัตวัสว่นสองข้างซ้ายขวาได้  →  เหลอืซ้ายสดุกบัขวาสดุที่ตดัไมไ่ด้  →  𝑏𝑛  =  
√2

√1
 ∙ 

√𝑛2+1

√(𝑛+1)2+1
 

𝑛4 + 4 =  𝑛4 + 4𝑛2 + 4 − 4𝑛2 
 =  (𝑛2 + 2)2 − (2𝑛)2 
 =  (𝑛2 − 2𝑛 + 2)(𝑛2 + 2𝑛 + 2) 
 =  (𝑛2 − 2𝑛 + 1 + 1)(𝑛2 + 2𝑛 + 1 + 1) 
 =  ((𝑛 − 1)2 + 1)((𝑛 + 1)2 + 1) 

𝑎1 =  
12+1

√02+1 √22+1
  =  

2

√1√5
 

𝑎2 =  
22+1

√12+1 √32+1
  =  

5

√2√10
 

𝑎3 =  
32+1

√22+1 √42+1
  =  

10

√5√17
 

𝑎4 =  
42+1

√32+1 √52+1
  =  

17

√10√26
 

       ⋮ 
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(1) จะได้  𝑐9  =  𝑏1𝑏2𝑏3 ∙∙∙ 𝑏9 =  (
√2

√1
∙

√12+1

√22+1
) ∙ (

√2

√1
∙

√22+1

√32+1
) ∙ (

√2

√1
∙

√32+1

√42+1
) ∙ … ∙ (

√2

√1
∙

√92+1

√102+1
) 

  =  √2
9

 ∙ 
√12+1

√102+1
    =  

32

√101
    →  (1) ผิด 

(2) 𝑏𝑛

√2
−

𝑛

𝑛+1
 =   

√𝑛2+1

√(𝑛+1)2+1
−

𝑛

𝑛+1
 

  =  (
√𝑛2+1

√(𝑛+1)2+1
−

𝑛

𝑛+1
) ∙

√𝑛2+1

√(𝑛+1)2+1
 + 

𝑛

𝑛+1

√𝑛2+1

√(𝑛+1)2+1
 + 

𝑛

𝑛+1

 

  =  (
𝑛2+1

(𝑛+1)2+1
−

𝑛2

(𝑛+1)2) ∙
1

√𝑛2+1

√(𝑛+1)2+1
 + 

𝑛

𝑛+1

 

  <  (
𝑛2+1

(𝑛+1)2+1
−

𝑛2

(𝑛+1)2) ∙    
1

  
𝑛

𝑛+1
   + 

𝑛

𝑛+1

 

  =  
(𝑛2(𝑛+1)2+(𝑛+1)2)−(𝑛2(𝑛+1)2+𝑛2)

((𝑛+1)2+1)(𝑛+1)2 ∙
𝑛+1

2𝑛 
 

  =  
                          (𝑛+1)2  −                          𝑛2  

((𝑛+1)2+1)(𝑛+1)2  ∙ 
𝑛+1

2𝑛 
 

  =  
                                  2𝑛+1                                  

((𝑛+1)2+1)(𝑛+1)2 ∙
𝑛+1

2𝑛 
 

  <  
                                  2(𝑛+1)                              

((𝑛+1)2+1)(𝑛+1)2 ∙
𝑛+1

2𝑛 
 

  =  
                                     1                                        

((𝑛+1)2+1)
∙

1

𝑛
        <  

1

𝑛2 ∙
1

𝑛
    =  

1

𝑛3    →  (2) ถกู 

 

14. ให้ 𝑧 เป็นจ านวนเชิงซ้อนซึง่สอดคล้องกบัสมการ  𝑖𝑧4 − 𝑧3 − 𝑧 − 𝑖  =  0    พิจารณาข้อความตอ่ไปนี ้
 (1) |z| = 1 

 (2) ถ้า  𝑧 ≠ ±𝑖  แล้ว  𝑧 − 1/𝑧 = 𝑖 

 ข้อใดตอ่ไปนีก้ลา่วถกูต้อง 
 ก. ข้อความ (1) และ (2) ตา่งเป็นจริง ข. ข้อความ (1) เป็นจริง แตข้่อความ (2) เป็นเทจ็ 

 ค. ข้อความ (1) เป็นเท็จ แตข้่อความ (2) เป็นจริง ง. ข้อความ (1) และ (2) ตา่งเป็นเทจ็ 
ตอบ ข 
(1)  
 
 
 
 
 
 
 

(2) จาก (1) จะได้   𝑧  =  −𝑖     หรือ     𝑖𝑧3   =  1 
 
 
 
 
 
 
 
 

 ดงันัน้ ถ้า  𝑧 ≠ ±𝑖  จะได้  𝑧 −
1

𝑧
  =  −𝑖    →  (2) ผิด 

√𝑛2+1

√(𝑛+1)2+1
  >  

𝑛

𝑛+1
 

𝑖𝑧4 + 𝑖2𝑧3 − 𝑧 − 𝑖 =  0 
𝑖𝑧3(𝑧 + 𝑖) − (𝑧 + 𝑖) =  0 
(𝑧 + 𝑖)(𝑖𝑧3 − 1) =  0 

 |𝑖𝑧3| =  1 
|𝑖||𝑧|3 =  1 
    |𝑧| =  1 

|𝑧| =  |−𝑖| 
|𝑧| =     1 

𝑧  =  −𝑖     หรือ     𝑖𝑧3   =  1 

→  (1) ถกู 

                         𝑖𝑧3 =  𝑖4 
                  𝑧3 − 𝑖3 =  0 
(𝑧 − 𝑖)(𝑧2 + 𝑧𝑖 − 1) =  0 

𝑧  =  𝑖     หรือ     𝑧2 + 𝑧𝑖 − 1  =  0 

𝑧 +    𝑖 −
1

𝑧
 =   0 

𝑧           − 
1

𝑧
 =  −𝑖 

แทน  𝑧 = 0  แล้วสมการไมจ่ริง 
ดงันัน้  𝑧 ≠ 0  →  ÷ 𝑧 ตลอดได้ 
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15. พิจารณาข้อความตอ่ไปนี ้
 (1) มีจ านวนเชิงซ้อน 𝑧 ที่ไมใ่ช่จ านวนจริง แต ่ 𝑧 −

1

𝑧
  เป็นจ านวนจริง 

 (2) ถ้า 𝑧 เป็นจ านวนเชิงซ้อนท่ีไมใ่ช่จ านวนจริง และ  𝑧 + 
1

𝑧
  เป็นจ านวนจริงแล้ว  |𝑧| = 1 

 ข้อใดตอ่ไปนีก้ลา่วถกูต้อง 
 ก. ข้อความ (1) และ (2) ตา่งเป็นจริง ข. ข้อความ (1) เป็นจริง แตข้่อความ (2) เป็นเทจ็ 

 ค. ข้อความ (1) เป็นเท็จ แตข้่อความ (2) เป็นจริง ง. ข้อความ (1) และ (2) ตา่งเป็นเทจ็ 
ตอบ ค 
(1) ให้  𝑧 = 𝑥 + 𝑦𝑖  ไมใ่ช่จ านวนจริง  จะได้  𝑦 ≠ 0 

 จะได้  𝑧 −
1

𝑧
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

(2) ให้  𝑧 = 𝑥 + 𝑦𝑖  ไมใ่ช่จ านวนจริง  จะได้  𝑦 ≠ 0 

 จะได้  𝑧 +
1

𝑧
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

16. ถ้าฟังก์ชนั  𝑔 :  ℝ − {1} → ℝ  สอดคล้องกบัสมการ  𝑔(𝑥) + 𝑥𝑔 (
𝑥+1

𝑥−1
)  =  𝑥    จงเขียน 𝑔(𝑥) ในรูปของ 𝑥 

ตอบ 2𝑥

𝑥2+1
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

=  𝑥 + 𝑦𝑖 −
1

𝑥+𝑦𝑖
 

=  𝑥 + 𝑦𝑖 − (
1

𝑥+𝑦𝑖
∙

𝑥−𝑦𝑖

𝑥−𝑦𝑖
) 

=  𝑥 + 𝑦𝑖 −      
𝑥−𝑦𝑖

𝑥2+𝑦2 

=  𝑥 −
𝑥

𝑥2+𝑦2 + (𝑦 +
𝑦

𝑥2+𝑦2) 𝑖 𝑦 + 
𝑦

𝑥2+𝑦2 =  0 

1 +
1

𝑥2+𝑦2 =  0 

→  เป็นจ านวนจริง เมื่อ 

ซึง่เป็นเท็จ (เพราะฝ่ังซ้ายเป็นบวกเสมอ)  →  (1) ผิด 

=  𝑥 + 𝑦𝑖 +
1

𝑥+𝑦𝑖
 

=  𝑥 + 𝑦𝑖 + (
1

𝑥+𝑦𝑖
∙

𝑥−𝑦𝑖

𝑥−𝑦𝑖
) 

=  𝑥 + 𝑦𝑖 +      
𝑥−𝑦𝑖

𝑥2+𝑦2 

=  𝑥 +
𝑥

𝑥2+𝑦2 + (𝑦 −
𝑦

𝑥2+𝑦2) 𝑖 

÷ 𝑦 ตลอด 
  (𝑦 ≠ 0) 

𝑦 −
𝑦

𝑥2+𝑦2 =  0 

1 −
1

𝑥2+𝑦2 =  0 

     𝑥2 + 𝑦2 =  1 

→  เป็นจ านวนจริง เมื่อ 

จะได้  |𝑧| = √𝑥2 + 𝑦2  =  √1  =  1  →  (2) ถกู 

÷ 𝑦 ตลอด 
  (𝑦 ≠ 0) 

     𝑔(𝑥)   +   𝑥 𝑔 (
𝑥+1

𝑥−1
) =   𝑥 …(1) 

  𝑔 (
𝑥+1

𝑥−1
) +

𝑥+1

𝑥−1
∙ 𝑔 (

𝑥+1

𝑥−1
+1

𝑥+1

𝑥−1
−1

) =  
𝑥+1

𝑥−1
 

  𝑔 (
𝑥+1

𝑥−1
) + 𝑥+1

𝑥−1
  ∙  𝑔 (

2𝑥

𝑥−1
2

𝑥−1

) =  
𝑥+1

𝑥−1
 

  𝑔 (
𝑥+1

𝑥−1
) +

𝑥+1

𝑥−1
 ∙   𝑔(𝑥) =  

𝑥+1

𝑥−1
 

𝑥𝑔 (
𝑥+1

𝑥−1
) + 𝑥 ∙

𝑥+1

𝑥−1
∙ 𝑔(𝑥) =  𝑥 ∙

𝑥+1

𝑥−1
 …(2) 

  𝑔(𝑥) − 𝑥 ∙
𝑥+1

𝑥−1
∙ 𝑔(𝑥) =  𝑥 − 𝑥 ∙

𝑥+1

𝑥−1
 

  𝑔(𝑥) (1 − 𝑥 ∙
𝑥+1

𝑥−1
) =  𝑥 − 𝑥 ∙

𝑥+1

𝑥−1
 

แทน 𝑥 ด้วย 𝑥+1

𝑥−1
 

แทน 𝑥 ด้วย 𝑥+1

𝑥−1
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17. ก าหนดให้ �⃗� และ �⃗⃗� เป็นเวกเตอร์หนึง่หนว่ย ถ้าเวกเตอร์  �⃗� + 2�⃗⃗�  ตัง้ฉากกบัเวกเตอร์  5�⃗� − 4�⃗⃗�  แล้ว ความยาว
รอบรูปมากสดุที่เป็นไปได้ของรูปสามเหลีย่มทีม่ี �⃗� และ �⃗⃗� เป็นด้านประกอบสองด้าน มีคา่เทา่กบัเทา่ใด 

ตอบ 2 + √3 

ตัง้ฉากกนั จะดอทกนัได้ 0    →   

 
 
 
 
 
 
 

ดงันัน้ �⃗� และ �⃗⃗� ท ามมุกนั 60°  →  จะสร้างสามเหลีย่มได้ 2 แบบ ดงัรูป 
จะเห็นวา่ แบบท่ี 2 มี 𝑐 ยาวกวา่  จึงมคีวามยาวรอบรูปมากกวา่ 

ใช้กฎของ cos กบัแบบท่ี 2 จะได้ 
 
 
 
 
 
 
 

18. ก าหนดให้ 𝑃 เป็นจดุจดุหนึง่ที่ไมเ่ป็นจดุยอดบนไฮเพอร์โบลา  𝑥2 − 𝑦2 = 9    ถ้า  𝑃𝐹1 ∙ 𝑃𝐹2 = 25  เมื่อ 𝐹1 และ 
𝐹2 เป็นจดุโฟกสัของไฮเพอร์โบลาดงักลา่วแล้ว รูปสามเหลีย่ม 𝑃𝐹1𝐹2 มีพืน้ท่ีเทา่กบัเทา่ใด 

ตอบ 12 
จดัรูปจะได้ 
 
 
 

จะได้  𝑎 = 3 ,  𝑏 = 3  ดงันัน้  𝑐 = √𝑎2 + 𝑏2 = √32 + 32 = 3√2 

จะได้  𝐹1𝐹2  =  2𝑐  =  2(3√2)  =  6√2    ดงัรูป 
และจะได้ความยาวแกนตามขวาง  =  2𝑎  =  2√9  =  6 

ให้  𝑃𝐹1 = 𝑚 ,  𝑃𝐹2 = 𝑛  →  จากสมบตัิของไฮเพอโบลา จะได้ 
 

จาก  𝑃𝐹1 ∙ 𝑃𝐹2 = 25  จะได้  𝑚𝑛  =  25    …(2) 

ใช้ กฎของ cos ที่ ∆ 𝑃𝐹1𝐹2  จะได้ 

 
 
 
 
 

        (�⃗� + 2�⃗⃗�)   ∙   (5�⃗� − 4�⃗⃗�) =  0 

�⃗� ∙ 5�⃗�  −  �⃗� ∙ 4�⃗⃗�  +  2�⃗⃗� ∙ 5�⃗�  −  2�⃗⃗� ∙ 4�⃗⃗� =  0 

5 �⃗� ∙ �⃗�       +     6 �⃗� ∙ �⃗⃗�             −  8 �⃗⃗� ∙ �⃗⃗� =  0 

  5|�⃗�|2     +  6|�⃗�||�⃗⃗�| cos 𝜃      −  8 |�⃗⃗�|
2

 =  0 

    5           +      6 cos 𝜃            −   8 =  0 

                              cos 𝜃 =  
3

6
      =  

1

2
 

                                     𝜃 =       60° 

�̅� ∙ �̅�  =  |�̅�|2 

�⃗� และ �⃗⃗� เป็นเวกเตอร์หนึ่งหน่วย 

𝑐2 = |�⃗�|2 + |�⃗⃗�|
2

− 2|�⃗�||�⃗⃗�| cos 120° 

 =  1 + 1 − 2 (−
1

2
) 

 =        3 

𝑐 =      √3 

60° 
�⃗�  

�⃗⃗�  𝑐  

แบบที่ 1 

60° 
�⃗�  

�⃗⃗�  

120° 

𝑐  

แบบที่ 2 

→  จะได้ความยาวรอบรูปมากสดุคือ  1 + 1 + √3  =  2 + √3 

  𝑔(𝑥) (
𝑥−1−𝑥2−𝑥

𝑥−1
) =  

𝑥2−𝑥−𝑥2−𝑥

𝑥−1
 

  𝑔(𝑥) =  
−2𝑥

−𝑥2−1
  =  

2𝑥

𝑥2+1
 

𝑥2 − 𝑦2 =  9 
𝑥2

9
−

𝑦2

9
 =  1 

𝑥2

32 −
𝑦2

32 =  1 

𝐹1  𝐹2  

𝑃  
𝑚  

𝑛  

6√2 

 (6√2)
2

 =  𝑚2 + 𝑛2 − 2𝑚𝑛 cos 𝑃 

    72 =  𝑚2 + 𝑛2 − 2𝑚𝑛 + 2𝑚𝑛 − 2𝑚𝑛 cos 𝑃 
    72 =  (𝑚 − 𝑛)2 + 2𝑚𝑛 − 2𝑚𝑛 cos 𝑃 
    72 =       36       +  2(25) − 2(25) cos 𝑃 
50 cos 𝑃 =  14 

      cos 𝑃 =  
7

25
 

|𝑚 − 𝑛| =   6 
(𝑚 − 𝑛)2 =  36    …(1) 

จาก (1) และ (2) 
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จะได้ พืน้ท่ี ∆ 𝑃𝐹1𝐹2 =  
1

2
𝑚𝑛 sin 𝑃 

 =  
1

2
(25) (

24

25
) 

 =      12 
 

19. ถ้า  𝑓(𝑥) = 𝑥2 − 1  ทกุ  𝑥 ∈ [−2, 3]  แล้วพืน้ที่ใต้เส้นโค้ง  𝑦 = |𝑓(𝑥)|  ที่อยูเ่หนือแกน 𝑋 บนช่วงปิด [−2, 3] 

มีคา่เทา่กบัเทา่ใด 
ตอบ 28

3
 

มีคา่สมับรูณ์ ครอบ 𝑓(𝑥) อยู ่ →  สว่นท่ีอยูไ่ต้แกน 𝑋 จะถกูเปลีย่นให้ขึน้มาอยูเ่หนือแกน 𝑋 

ดงันัน้ ข้อนีห้าพืน้ท่ีตัง้แต ่−2 ถึง 3 ที่อยูร่ะหวา่งเส้นโค้ง  𝑦 = 𝑓(𝑥)  กบัแกน 𝑋 แบบปกติได้เลย 
หาจดุตดัแกน 𝑋 เพื่อใช้เป็นจดุแบง่การชว่งอินทิเกรต  → 
 
 

ดงันัน้ ต้องแบง่ชว่งอินทิเกรตเป็น  [−2, −1] ,  [−1, 1]  และ  [1, 3]  แล้วเปลีย่นคา่เป็นบวกก่อน คอ่ยเอามารวมกนั 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

จะได้พืน้ท่ี  =  
4

3
 + 

4

3
 + 

20

3
  =  

28

3
 

 

20. ให้ 𝑥 และ 𝑦 เป็นจ านวนเต็มบวกโดยที่  𝑥 < 𝑦  และสอดคล้องกบัสมการ  𝑥2 + 𝑦2 = 2017  จงหาคา่ของ 𝑦 

ตอบ 44 

เนื่องจาก 2017 เป็นเลขคี่  ดงันัน้ ฝ่ังซ้ายที่บวกกนั ต้องมตีวัหนึง่เป็นคี่ ตวัหนึง่เป็นคู่ 
จะได้ 
 
 
 
 

เนื่องจาก  504 เป็นเลขคู ่ และ  𝑚(𝑚 + 1) เป็นเลขคู ่(สองจ านวนท่ีเรียงตดิกนั ต้องมตีวัหนึง่เป็นเลขคู)่ 
ดงันัน้  𝑛2  ต้องเป็นเลขคู ่ ท าให้  𝑛  ต้องเป็นเลขคู ่ และจะได้วา่  2𝑛  ต้องหารด้วย 4 ลงตวั 

ดงันัน้  2017  =  (จ านวนคี)่
2

+ (จ านวนท่ีหารด้วย 4 ลงตวั)
2
        …(1) 

พิจารณาหลกัหนว่ยของผลก าลงัสอง 
จะเห็นวา่มี  0, 1, 4, 5, 6, 9 เทา่นัน้ 
2017 ลงท้ายด้วย 7  ซึง่ได้จาก  1 + 6  เทา่นัน้ 

นัน่คือ  2017  =  (จ านวนท่ีลงท้ายด้วย 1 หรือ 9)
2

 + (จ านวนที่ลงท้ายด้วย 4 หรือ 6)
2

        …(2) 

𝑃  
7 

24 25 𝑃 อยูจ่ตภุาคที่ 1  →  วาด ∆ 

         𝑥2 − 1 =  0 
(𝑥 + 1)(𝑥 − 1) =  0 
   𝑥  =  −1 ,  1 






1

2
(𝑥2 − 1) 𝑑𝑥 

 =  (
𝑥3

3
− 𝑥) |

−1
 

−2
 

 =  (
−1

3
+ 1) − (

−8

3
+ 2) 

 =          
2

3
       −         

−2

3
 

 =                   
4

3
 




1

1
(𝑥2 − 1) 𝑑𝑥 

 =  (
𝑥3

3
− 𝑥) |

1
 

−1
 

 =  (
1

3
− 1) − (

−1

3
+ 1) 

 =        
−2

3
       −         

2

3
 

 =                 −
4

3
 

→  เปลีย่นเป็นบวกได้  4
3
 


3

1
(𝑥2 − 1) 𝑑𝑥 

 =  (
𝑥3

3
− 𝑥) |

3
 
1

 

 =  (9 − 3) − (
1

3
− 1) 

 =        6      −       
−2

3
 

 =                 
20

3
 

      (2𝑚 + 1)2  + (2𝑛)2 =  2017 
4𝑚2 + 4𝑚 + 1 +  4𝑛2 =  2017 
4𝑚2 + 4𝑚         +  4𝑛2 =  2016 
  𝑚2 +   𝑚          +    𝑛2 =    504 
 𝑚(𝑚 + 1)         +    𝑛2 =    504 

𝑎 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 
𝑎2 0 1 4 9 16 25 36 49 64 81 
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จาก (1) และ (2) จะได้ จ านวนที่หารด้วย 4 ลงตวั ต้องลงท้ายด้วย 4 หรือ 6  ซึง่จะมี  4 , 16 , 24 , 36 , 44 , 56 , … 

(ตัง้แต ่56 ขึน้ไป จะไมไ่ด้ เพราะ  562 > 2017) 
ไลแ่ทนทีละตวั 

 
 
 
 
 

ดงันัน้  2017  =  442 + 92  →  จะได้  𝑦 = 44 

 

21. ก าหนดให้  𝑥 > 1  และ  𝑦 > 1  สอดคล้องกบัสมการ  log𝑦 𝑥 − log𝑥 𝑦 = 
8

3
  แล้ว  คา่ต ่าสดุของ  𝑥 − 12𝑦  

เทา่กบัเทา่ใด 
ตอบ −16 

log𝑦 𝑥  กบั  log𝑥 𝑦  จะเป็นสว่นกลบักนั  ดงันัน้ ถ้าให้  log𝑦 𝑥  =  𝑎  จะได้  log𝑥 𝑦  =  
1

𝑎
 

จะได้สมการคือ 
 
 
 
 
 
 
 
 

ดงันัน้  𝑥 − 12𝑦  =  𝑦3 − 12𝑦  →  หาคา่ต า่สดุ ต้องดิฟ 
ดิฟเทียบกบั 𝑦  จะได้  =  3𝑦2 − 12  =  3(𝑦 + 2)(𝑦 − 2)  →  วาดกราฟเพิม่ลด ได้ 

จะเห็นวา่ในช่วง  𝑦 > 1  จะมี  𝑦 = 2  เป็นคา่ต า่สดุสมับรูณ์ 
ดงันัน้ คา่ต ่าสดุ  =  23 − 12(2)  =  −16 

 

22. ก าหนดพาราโบลา  𝑝(𝑥) = 2017𝑥2 − 2560𝑥 − 743 

 ให้ 𝐿1 และ 𝐿2 เป็นเส้นสมัผสัพาราโบลา 𝑝(𝑥) ที่จดุ (−10, 𝑝(−10))  และที่จดุ  (1000, 𝑝(1000))  ตามล าดบั 

 ถ้า 𝐿1 และ 𝐿2 ตดักนัท่ีจดุ (𝑥0, 𝑦0) แล้ว 𝑥0 มีคา่เทา่ใด 
ตอบ 495 

เปลีย่นเลขเยอะๆ ให้เป็นตวัแปรให้หมด เพราะสดุท้ายแล้ว มนันา่จะตดักนัเองได้ 
ให้  𝑎 = 2017 ,  𝑏 = −2560 ,  𝑐 = −734  จะได้  𝑝(𝑥)  =  𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐 

 ดิฟ จะได้ความชนัเส้นสมัผสั  →  𝑝′(𝑥)  =  2𝑎𝑥 + 𝑏 

ให้  𝑚 = −10 ให้  𝑛 = 1000 

จะได้  𝐿1 ผา่นจดุ  (𝑚, 𝑝(𝑚))  และมีความชนั  𝑝′(𝑚) จะได้  𝐿2 ผา่นจดุ  (𝑛, 𝑝(𝑛))  และมีความชนั  𝑝′(𝑛) 

𝐿1 : 𝐿2 : 
 
 
 
 

𝑘 𝑘2 2017 − 𝑘2  
 4  16  2001  
 16  256  1761  
 24  576  1441  
 36  1296  721  
 44  1936  81 = 92 

 

ถอดรูทไมล่งตวั 

    𝑎  −  
1

𝑎
 =  

8

3
 

  3𝑎2 − 3 =  8𝑎 
  3𝑎2 − 8𝑎 − 3 =  0 
(3𝑎 + 1)(𝑎 − 3) =  0 

   𝑎  =  −
1

3
  ,  3 

log𝑦 𝑥 =   3 

        𝑥 =   𝑦3 

𝑥 > 1  และ  𝑦 > 1  จะท าให้  log𝑦 𝑥  >  0 

ดงันัน้  𝑎 เป็น − 1

3
  ไมไ่ด้ 

−2 2 

+          −           + 
𝑦  

𝑦−𝑝(𝑚)

𝑥−𝑚
 =  𝑝′(𝑚) 

𝑦 =  𝑥𝑝′(𝑚) − 𝑚𝑝′(𝑚) + 𝑝(𝑚) 

𝑦−𝑝(𝑛)

𝑥−𝑛
 =  𝑝′(𝑛) 

𝑦 =  𝑥𝑝′(𝑛) − 𝑛𝑝′(𝑛) + 𝑝(𝑛) 
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แก้ระบบสมการ 𝐿1 กบั 𝐿2 เพื่อหาจดุตดั จะได้ 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

23. ก าหนดให้ 𝐴  =  { 𝑎 ∈ ℝ  :  สมการ  ln(𝑎𝑥 − 3) − ln(3 − 𝑥) = ln(𝑥 − 2) มีผลเฉลยเพียงหนึง่เดียว }  และ 

  𝐵  =  { 𝑏 ∈ ℝ  :  |𝑏 − 1|  <  |6 − 4𝑏| }  
 จงหา  𝐴 ∩ 𝐵 

ตอบ (1, 1.4) 

หา 𝐴 :  หลงั ln ต้องเป็นบวก  ดงันัน้  𝑎𝑥 − 3  >  0  …(1)    และ    3 − 𝑥  >  0  และ  𝑥 − 2  >  0 

 
 

พิจารณา (1) ร่วมกบั (2)  จะเห็นวา่  ถ้า  𝑎 ≤ 1  จะไมม่ีทางคณู 𝑥 ที่อยูใ่นช่วง (2, 3) แล้วมากกวา่ 3 ได้ 

ดงันัน้ จะสรุปได้วา่  𝑎 > 1 

และจาก 
 
 
 
 
 

ใช้สตูรค าตอบของสมการก าลงัสอง จะได้  𝑥  =  −(𝑎−5)±√(𝑎−5)2−4(1)(3)

2(1)
  =  

5−𝑎 ± √(𝑎−5)2−12

2
 

แต ่ 5−𝑎 − √(𝑎−5)2−12

2
  ≤  

5−𝑎

2
  <  

5−1

2
  ≤  2     →  ไมอ่ยูใ่นชว่ง  (2, 3)  จึงเป็นค าตอบไมไ่ด้ 

 
 

อีกคา่อาจเป็นค าตอบได้ ถ้า 
 
 
 
 
 
 
 

สว่นเง่ือนไข (1) จะเป็นจริงโดยอตัโนมตัิ เพราะเมื่อแทน  𝑥 ∈ (2, 3)  ใน (∗) จะได้  𝑎𝑥 − 3  เป็นบวกเสมอ 

ดงันัน้ จะได้  𝐴 = (1, 
3

2
) 

𝑥𝑝′(𝑚) − 𝑚𝑝′(𝑚) + 𝑝(𝑚) =  𝑥𝑝′(𝑛) − 𝑛𝑝′(𝑛) + 𝑝(𝑛) 
𝑥𝑝′(𝑚) − 𝑥𝑝′(𝑛) =  𝑚𝑝′(𝑚) − 𝑛𝑝′(𝑛) − 𝑝(𝑚) + 𝑝(𝑛) 

𝑥 =  
𝑚𝑝′(𝑚)−𝑛𝑝′(𝑛)−𝑝(𝑚)+𝑝(𝑛)

𝑝′(𝑚)−𝑝′(𝑛)
 

𝑥 =  
2𝑎𝑚2+𝑏𝑚−2𝑎𝑛2−𝑏𝑛−𝑎𝑚2−𝑏𝑚−𝑐+𝑎𝑛2+𝑏𝑛+𝑐

2𝑎𝑚+𝑏−2𝑎𝑛−𝑏
 

𝑥 =  
2𝑎𝑚2          −2𝑎𝑛2        −𝑎𝑚2                  +𝑎𝑛2

2𝑎𝑚−2𝑎𝑛
 

𝑥 =  
𝑎𝑚2             −𝑎𝑛2

2𝑎𝑚−2𝑎𝑛
 

𝑥 =  
𝑎(𝑚−𝑛)(𝑚+𝑛)

2𝑎(𝑚−𝑛)
 

𝑥 =         
𝑚+𝑛

2
            =  

−10+1000

2
      =  495 

ln(𝑎𝑥 − 3) − ln(3 − 𝑥) =  ln(𝑥 − 2) 
ln(𝑎𝑥 − 3) =  ln(𝑥 − 2) + ln(3 − 𝑥) 

ln(𝑎𝑥 − 3) =  ln((𝑥 − 2)(3 − 𝑥)) 

      𝑎𝑥 − 3 =  (𝑥 − 2)(3 − 𝑥)        … (∗) 
      𝑎𝑥 − 3 =  −𝑥2 + 5𝑥 − 6 
𝑥2 + (𝑎 − 5)𝑥 + 3 =  0 

        2 <   
5−𝑎 + √(𝑎−5)2−12

2
 <           3 

     𝑎 − 1 <  √(𝑎 − 5)2 − 12 <        𝑎 + 1 

𝑎2 − 2𝑎 + 1 <    𝑎2 − 10𝑎 + 13 <  𝑎2 + 2𝑎 + 1 
        8𝑎 <                           12 <           12𝑎 

         
2

3
 <                             

1

𝑎
 <              1 

         
3

2
 >                             𝑎 >              1 

𝑥 ∈ (2, 3)  …(2) 

เพราะ  𝑎 > 1 

× 2  และ  + 𝑎 − 5 ตลอด 

ยกก าลงั 2  ได้ เพราะ 𝑎 > 1 

−𝑎2 + 10𝑎 − 1 ตลอด 
÷ 12𝑎 ตลอด 

กลบัเศษสว่น 
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หมายเหต ุ: จะแก้สมการ (∗) โดยหาจดุตดักราฟ  𝑦 = 𝑎𝑥 − 3  กบั  𝑦 = (𝑥 − 2)(3 − 𝑥)  ก็ได้ 

 ถ้าพิจารณาความชนั จะพบวา่กราฟตดักนัจดุเดียวในช่วง  𝑥 ∈ (2, 3)  เสมอ 

 ซึง่จะได้ความชนัเส้นตรง  𝑎  ∈  (
3

3
,

3

2
)  =  (1, 

3

2
) 

 

หา 𝐵 :   

 
 
 
 
 

 →  จะได้  𝐵 = (−∞ , 
7

5
) ∪ (

5

3
 , ∞) 

 

จะได้  𝐴 ∩ 𝐵  =  (1, 
3

2
) ∩ [(−∞ , 

7

5
) ∪ (

5

3
 , ∞)]  =  (1, 

7

5
)  =  (1, 1.4) 

 

24. บทนิยาม ส าหรับเมทริกซ์ 𝐴 ใดๆ ซึง่มีสมาชิกเป็นจ านวนเต็ม และส าหรับจ านวนเตม็บวก 𝑛 ใดๆ  นิยาม 𝐴 mod 𝑛 

ให้เป็นเมริกซ์ทีม่ีมิตเิทา่กบัมิติของ 𝐴 และสมาชิกต าแหนง่ใดๆของ 𝐴 mod 𝑛 ได้จากเศษเหลอืที่ได้จากการหาร

สมาชิกในต าแหนง่นัน้ของ 𝐴 ด้วย 𝑛  เช่น  ถ้า  𝐴  =  [
3 4
2 5

]  แล้ว จะได้วา่  𝐴 mod 3  =  [
0 1
2 2

] 

 ให้  𝑋 = {[
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

] ∶ 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 ∈ {0,1,2}} 

 จ านวนเมทริกซ์ 𝐴 ∈ 𝑋 ทัง้หมดที่มีสมบตัิ  𝐴2 mod 3 = 𝐼  เทา่กบัเทา่ใด 
ตอบ 14 

ให้  𝐴 = [
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

]  จะได้  𝐴2  =  [
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

] [
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

]  =  [𝑎2 + 𝑏𝑐 𝑎𝑏 + 𝑏𝑑
𝑎𝑐 + 𝑐𝑑 𝑏𝑐 + 𝑑2 ]  =  [

𝑎2 + 𝑏𝑐 𝑏(𝑎 + 𝑑)

𝑐(𝑎 + 𝑑) 𝑑2 + 𝑏𝑐
] 

ดงันัน้  𝐴2 mod 3 = 𝐼 = [
1 0
0 1

]  ก็ตอ่เมื่อ   
 𝑎2 + 𝑏𝑐  หารด้วย 3 เหลอืเศษ 1 …(1) 

 𝑏(𝑎 + 𝑑)  หารด้วย 3 ลงตวั  ซึง่ก็คือ  𝑏  หรือ  𝑎 + 𝑑  หารด้วย 3 ลงตวั …(2) 
 𝑐(𝑎 + 𝑑)  หารด้วย 3 ลงตวั  ซึง่ก็คือ  𝑐  หรือ  𝑎 + 𝑑  หารด้วย 3 ลงตวั …(3) 
 𝑑2 + 𝑏𝑐  หารด้วย 3 เหลอืเศษ 1 …(4) 

 

กรณี 𝑎 = 0 

 จาก (1) จะได้  𝑏𝑐 ต้องหารด้วย 3 เหลอืเศษ 1  นัน่คือ  𝑏𝑐 = 1 หรือ 4 

 ซึง่เป็นไปได้ 2 แบบ คือ  𝑏 = 𝑐 = 1  หรือ  𝑏 = 𝑐 = 2 

 ดงันัน้ 𝑏 กบั 𝑐 จะหารด้วย 3 ไมล่งตวั  →  จาก (2) และ (3) จะได้ 𝑎 + 𝑑 ต้องหารด้วย 3 ลงตวั 

 แต ่ 𝑎 = 0  จึงสรุปได้วา่  𝑑 = 0 

 ดงันัน้ กรณีนีม้ี 2 แบบ คือ  [0 1
1 0

]  กบั  [0 2
2 0

] 
กรณี 𝑎 ≠ 0 

 จะได้  𝑎 = 1 หรือ 2  ซึง่จะได้วา่  𝑎2 = 1 หรือ 4  จะเห็นวา่  𝑎2 หารด้วย 3 เหลอืเศษ 1 เสมอ 

 จาก (1) จะสรุปได้วา่ 𝑏𝑐 ต้องหารด้วย 3 ลงตวัเทา่นัน้ 

 และจาก (4) เมื่อ 𝑏𝑐 หารด้วย 3 ลงตวั จะสรุปได้วา่ 𝑑2  ต้องหารด้วย 3 เหลอืเศษ 1  นัน่คือ  𝑑 = 1 หรือ 2 

             |𝑏 − 1| <    |6 − 4𝑏| 
             (𝑏 − 1)2 <    (6 − 4𝑏)2 
(𝑏 − 1)2 − (6 − 4𝑏)2 <          0 

((𝑏 − 1) − (6 − 4𝑏))((𝑏 − 1) + (6 − 4𝑏)) <  0 

           (5𝑏 − 7)                      (−3𝑏 + 5) <  0 

7

5
  

5

3
  

−           +         − 
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 เหลอื (2) กบั (3) ที่ต้องพิจารณาตอ่  →  จะแบง่กรณียอ่ยเพิ่ม 

 กรณี  𝑎 + 𝑑 หารด้วย 3 ไมล่งตวั 

 จาก (2) และ (3) จะได้ 𝑏 และ 𝑐 ต้องหารด้วย 3 ลงตวั  →  𝑏 = 0 และ 𝑐 = 0  เทา่นัน้ 

 จาก 𝑎 และ 𝑑 เป็นได้แค ่1 หรือ 2  →  จะมี (𝑎, 𝑑) ที่บวกกนัแล้วหารด้วย 3 ไมล่งตวั คือ  (1, 1) กบั (2, 2) 

 ดงันัน้ กรณีนีจ้ะมี 2 แบบ คือ  [1 0
0 1

]  กบั  [2 0
0 2

] 
 กรณี  𝑎 + 𝑑 หารด้วย 3 ลงตวั 

 (2) และ (3) จะเป็นจริงโดยอตัโนมตัิ 
 จาก 𝑎 และ 𝑑 เป็นได้แค ่1 หรือ 2  → จะมี (𝑎, 𝑑) ที่บวกกนัแล้วหารด้วย 3 ลงตวั คือ  (1, 2) กบั (2, 1) 

  รวม 2 แบบ 
 (𝑏, 𝑐) เป็นอะไรก็ได้ ท่ี 𝑏𝑐 หารด้วย 3 ลงตวั  →  (0, 0) ,  (0, 1) ,  (0, 2) ,  (1, 0) ,  (2, 0)  รวม 5 แบบ 

 ดงันัน้ กรณีนี ้จะมี  2 × 5 = 10 แบบ 
รวมทกุกรณี จะมี  2 + 2 + 10  =  14  แบบ 
 

25. สุม่เลอืกจ านวนเต็ม 𝑎 และ 𝑏 จากเซตของจ านวนเต็ม {1, 2, … , 100}  ความนา่จะเป็นท่ีจะสุม่ได้ 𝑎 และ 𝑏 ซึง่ท า
ให้  7𝑎 + 𝑏 หารด้วย 10 ลงตวัเทา่กบัเทา่ใด 

ตอบ 0.1 

ถ้า 𝑎 = 1 จะได้ 7𝑎 = 7 →  จะมี  𝑏 = 3, 13, 23, … , 93  ทัง้หมด 10 แบบ ที่ท าให้  7𝑎 + 𝑏 หารด้วย 10 ลงตวั 
ถ้า 𝑎 = 2 จะได้ 7𝑎 = 49 →  จะมี  𝑏 = 1, 11, 21, … , 91  ทัง้หมด 10 แบบ ที่ท าให้  7𝑎 + 𝑏 หารด้วย 10 ลงตวั 

ถ้า 𝑎 = 3 จะได้ 7𝑎 = 343 →  จะมี  𝑏 = 7, 17, 27, … , 97  ทัง้หมด 10 แบบ ที่ท าให้  7𝑎 + 𝑏 หารด้วย 10 ลงตวั 

          ⋮ 

จะเห็นวา่ ไมว่า่ 7𝑎 จะลงท้ายด้วยอะไรก็ตาม จะมี 𝑏 ทัง้หมด 10 แบบ จาก 100 แบบ ท่ีท าให้หารด้วย 10 ลงตวัเสมอ 
ดงันัน้ ความนา่จะเป็น  =  

10

100
  =  0.1 

 
26. จงหาค าตอบ (𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2 ทัง้หมดของระบบสมการ 2 log(𝑥 − 2𝑦)  =  log 𝑥 + log 𝑦 

  3𝑥−𝑦 + 27𝑦  =  6 

ตอบ ( 
4

3
 , 

1

3
 ) 

 เมื่อ  𝑥 − 2𝑦 > 0  และ  𝑥 > 0  และ  𝑦 > 0    …(∗) 

 
 
 
 
 

แต ่ 𝑥 = 𝑦  จะท าให้ (∗) เป็นเท็จ จงึใช้ไมไ่ด้  →  จะได้  𝑥 = 4𝑦  →  แทนในสมการท่ีสอง : 
 
 
 
 
 

 และจะได้  𝑥  =  4𝑦  =  4
3
 

 

2 log(𝑥 − 2𝑦) =  log 𝑥 + log 𝑦 
   log(𝑥 − 2𝑦)2 =      log 𝑥𝑦 
   𝑥2 − 4𝑥𝑦 + 4𝑦2 =            𝑥𝑦 
   𝑥2 − 5𝑥𝑦 + 4𝑦2 =            0 
 (𝑥 − 𝑦)(𝑥 − 4𝑦) =            0 
    𝑥  =  𝑦 ,  4𝑦 

34𝑦−𝑦 + 27𝑦 =  6 
33𝑦 + (33)𝑦 =  6 
2(33𝑦) =  6 
33𝑦 =  3 
  3𝑦 =  1 

  𝑦 =  
1

3
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27. จงหาจ านวนจริง 𝑎 ทัง้หมดที่ท าให้เซตค าตอบของอสมการ  4𝑥 − 𝑎 ∙ 2𝑥 − 𝑎 + 3 ≤ 0  ไมเ่ป็นเซตวา่ง 
ตอบ [2, ∞) 

 
 
 
 

เนื่องจาก  2𝑥 > 0  ดงันัน้ค าตอบจะไมเ่ป็นเซตวา่ง เมื่อ มี  𝑘 > 0  ที่ท าให้  𝑘2 − 𝑎𝑘 − 𝑎 + 3  ≤  0 
ให้  𝑦  =  𝑘2 − 𝑎𝑘 − 𝑎 + 3  →  ต้องการคา่ 𝑎 ที่จะม ี 𝑘 > 0  ซึง่ท าให้  𝑦 ≤ 0 

พิจารณากราฟ  𝑦  =  𝑘2 − 𝑎𝑘 − 𝑎 + 3  บนระนาบ 𝑘 – 𝑦  จะได้กราฟเป็นพาราโบลาหงาย 

𝑘 > 0  และ  𝑦 ≤ 0  จะหมายถงึจตภุาคที่ 4 รวมแกน 𝑘 ฝ่ังบวก 
ดงันัน้ อสมการจะมคี าตอบ เมื่อกราฟ  𝑦  =  𝑘2 − 𝑎𝑘 − 𝑎 + 3  ผา่นจตภุาคที่ 4 หรือแกน 𝑘 ฝ่ังบวก 

พาราโบลาหงาย จะผา่นจตภุาคที่ 4 หรือแกน 𝑘 ฝ่ังบวก เมื่อมีจดุตดัแกน 𝑘 อยูบ่นแกน 𝑘 ฝ่ังบวก 

ใช้สตูรค าตอบของสมการก าลงัสอง จะได้จดุตดัแกน 𝑘 อยูท่ี่  −(−𝑎)±√(−𝑎)2−4(1)(−𝑎+3)

2
 

 =   
𝑎 ± √𝑎2+4𝑎−12

2
 

จะได้จดุตดัฝ่ังซ้าย คือ 𝑎−√𝑎2+4𝑎−12

2
  และจดุตดัฝ่ังขวาคือ 𝑎+√𝑎2+4𝑎−12

2
 

ดงันัน้ อสมการจะมคี าตอบ เมื่อจดุตดัฝ่ังขวา  𝑎+√𝑎2+4𝑎−12

2
  >  0 

ในรูท ≥ 0  จะได้ 
 
 
 
 

กรณี  𝑎 ≥ 2 : กรณี  𝑎 ≤ −6 : 

เนื่องจาก รูท ≥ 0  และ 𝑎 เป็นบวก เนื่องจาก  𝑎 เป็นลบ จะได้ −𝑎 เป็นบวก 

อสมการ  𝑎+√𝑎2+4𝑎−12

2
  >  0  จะเป็นจริงเสมอ 

กรณีนี ้จะได้ค าตอบคือ  [2, ∞) 

 
 
 
 
 

รวมทัง้สองกรณี จะได้อสมการมคี าตอบเมื่อ  𝑎 ∈ [2, ∞) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

   4𝑥 − 𝑎 ∙ 2𝑥 − 𝑎 + 3 ≤  0 
  22𝑥 − 𝑎 ∙ 2𝑥 − 𝑎 + 3 ≤  0 
(2𝑥)2 − 𝑎 ∙ 2𝑥 − 𝑎 + 3 ≤  0 
    𝑘2   −   𝑎𝑘     − 𝑎 + 3 ≤  0 

ให้  𝑘 = 2𝑥 

𝑦  

𝑘  

จดุนี ้ต้องอยูบ่นแกน 𝑘 ฝ่ังบวก 

 𝑎2 + 4𝑎 − 12 ≥  0 
(𝑎 + 6)(𝑎 − 2) ≥  0 

→  𝑎 ≥ 2  หรือ  𝑎 ≤ −6 
−6 2 

+          −           + 

    
𝑎 + √𝑎2+4𝑎−12

2
 >  0 

𝑎 + √𝑎2 + 4𝑎 − 12 >  0 

        √𝑎2 + 4𝑎 − 12 >  −𝑎 
           𝑎2 + 4𝑎 − 12 > (−𝑎)2 
                     4𝑎 − 12 >    0 
                        𝑎 >    3 

ขดัแย้งกบัเง่ือนไข  𝑎 ≤ −6  →  กรณีนีจ้ะไมม่ีค าตอบ 

−𝑎 เป็นบวก 
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28. มีชายหญิงอยูจ่ านวนหนึง่ถกูจดัให้นัง่ทานอาหารรอบโต๊ะกลม โดยมีเง่ือนไขวา่ 
 มีผู้หญิง 3 คนที่มีผู้ชายนัง่ทางขวามือถดัจากตนเอง 
 มีผู้ชาย 1 คนที่มีผู้ชายนัง่ทางซ้ายมือถดัจากตนเอง 
 มีผู้หญิง 3 คนที่มีผู้หญิงนัง่ทางซ้ายมือถดัจากตนเอง 
 จะมีวธีิในการจดัให้ชายหญิงกลุม่นีน้ัง่รอบโต๊ะกลมโดยสอดคล้องเง่ือนไขข้างต้นทัง้หมดก่ีวิธี 
ตอบ (5

2
) 4! 6! 

“มีผู้หญิง 3 คนที่มีผู้ชายนัง่ทางขวามือถดัจากตนเอง”  →  จะวาดได้ดงัรูป   
โดยที่ (1), (2), (3) อาจไมม่ีคนนัง่ หรือมีคนนัง่ก่ีคนก็ได้ แตจ่ะมี ช อยูท่างขวา ญ ไมไ่ด้แล้ว 
ดงันัน้ ใน (1), (2), (3) จะเป็นไปได้ 2 แบบ คือ  “มี ช อยูท่างซ้ายสดุ”  หรือไมก็่  “ไมม่ี ช” 
เง่ือนไขถดัมา “มีผู้ชาย 1 คนที่มผีู้ชายนัง่ทางซ้ายมือถดัจากตนเอง”  →  จะมี ช นัง่ติดกนัได้แคคู่เ่ดยีว 
เนื่องจากทางซ้ายของ (1), (2), (3) เป็น ช  ดงันัน้ ใน (1), (2), (3) จะ “มี ช อยูท่างซ้ายสดุ” ได้แคค่รัง้เดยีว 

ที่เหลอืต้อง “ไมม่ี ช” 
เช่นถ้า (1) มี ช อยูท่างซ้ายสดุ จะได้ดงัรูป 

โดยที่ (A), (2), (3) ต้อง “ไมม่ี ช” 
 

เง่ือนไขสดุท้าย “มีผู้หญิง 3 คนที่มีผู้หญิงนัง่ทางซ้ายมือถดัจากตนเอง”  →  แสดงวา่มี ญ นัง่ติดกนัได้แค ่3 คู ่
จะเห็นวา่ทางขวาของ (A), (2), (3) เป็น ญ  ดงันัน้ การเพิ่ม ญ เข้าไป 1 คน จะเกิดคู ่ญ ทีน่ัง่ติดกนัเพิ่มขึน้ 1 คูเ่สมอ 
นัน่คือ ต้องเพิม่ ญ อีก 3 คน ถึงจะท าให้เง่ือนไขสดุท้ายเป็นจริงได้ 

ดงันัน้ คนนัง่จะต้องเป็น ช 4 คน และ ญ 6 คน โดยมีเง่ือนไขทัง้หมดจะเป็นจริงเมื่อ มี ช 2 คนนัง่ตดิกนั 
เอา ช 2 คน ตอกไมใ่ห้วงหมนุ และให้ ญ 6 คนมานัง่ก่อน ดงัรูป 
เหลอื ช 2 คน ห้ามนัง่ติดกนั  →  เลอืก 2 ที่จาก 5 ที่ได้  (5

2
) แบบ 

ช 4 คน ญ 6 คน สลบัต าแหนง่กนัเองได้ 4! 6! แบบ 

จะได้จ านวนแบบทัง้หมด  =  (5
2
) 4! 6! แบบ 

 

29. จงหาจ านวนจริง 𝑥 ทัง้หมดที่ท าให้  𝑓(𝑥)  =  (𝑥 − 2)4(𝑥 + 1)3(𝑥 − 1)  มีคา่สงูสดุสมัพทัธ์หรือคา่ต ่าสดุ
สมัพทัธ์ 

ตอบ 0 ,  
5

4
 ,  2 

หาสตูรดิฟ 3 ตวัคณูกนัได้จากการแบง่กลุม่ 

 
 
 

ดงันัน้ 

 
 
 

 
จดุสมัพทัธ์ คือจดุที่  𝑓′(𝑥) เปลีย่นเคร่ืองหมาย (จากบวกเป็นลบ หรือลบเป็นบวก)  ซึง่จะเกิดเมื่อวงเลบ็ยกก าลงัคีเ่ป็น 0 

จะได้จดุสมัพทัธ์เกิดเมื่อ  𝑥  =  2 ,  0 ,  
5

4
 

ช 
ญ ช 

ญ 

ญ ช 
(1) 

(2) 

(3) 

ช 
ญ ช 

ญ 

ญ ช 

(A) 

(2) 

(3) ช 

ญ 

ญ 

ญ 

ญ ช ช 

ญ 

ญ 

  𝑢𝑣𝑤 =  𝑢(𝑣𝑤) 
(𝑢𝑣𝑤)′ =  𝑢′(𝑣𝑤) + 𝑢(𝑣𝑤)′ 
 =  𝑢′𝑣𝑤   + 𝑢(𝑣′𝑤 + 𝑣𝑤′) 
 =  𝑢′𝑣𝑤   + 𝑢𝑣′𝑤 + 𝑢𝑣𝑤′ 

 𝑓′(𝑥) =  4(𝑥 − 2)3(𝑥 + 1)3(𝑥 − 1) + (𝑥 − 2)43(𝑥 + 1)2(𝑥 − 1) + (𝑥 − 2)4(𝑥 + 1)3(1) 
 =  (𝑥 − 2)3(𝑥 + 1)2(4(𝑥 + 1)(𝑥 − 1) + (𝑥 − 2)3(𝑥 − 1) + (𝑥 − 2)(𝑥 + 1)) 

 =  (𝑥 − 2)3(𝑥 + 1)2(     4𝑥2 − 4           +   3𝑥2 − 9𝑥 + 6   +       𝑥2 − 𝑥 − 2  ) 
 =  (𝑥 − 2)3(𝑥 + 1)2(     8𝑥2 − 10𝑥 ) 
 =  (𝑥 − 2)3(𝑥 + 1)2(2𝑥)(4𝑥 − 5) 
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30. หนทูดลองตวัหนึง่อยูใ่นห้องของกลอ่งทดลองเขาวงกตซึง่มชี่องประต ู4 ช่อง มีหนึง่ช่องของประตทูี่มีทางเดินที่น าหนู
ไปสูท่างออกภายนอกโดยหนจูะใช้เวลาในการเดินทาง 9 วินาที สว่นช่องประตอูีกสามช่องที่เหลอืจะน าไปสูท่างเดินที่
วกกลบัมาที่ห้องเดิม โดยหนจูะใช้เวลาในทางเดินเหลา่นีเ้ป็นเวลา 3, 5 และ 7 วินาทีตามล าดบั  และทกุครัง้ที่หนู
กลบัมาที่ห้องเดิมหนจูะสุม่เข้าชอ่งประตอูีกครัง้โดยทีก่ารสุม่เลอืกประตแูตล่ะครัง้จะไมข่ึน้กบัการสุม่เลอืกช่องประตู
ในครัง้ก่อนหน้า  จงหาความนา่จะเป็นท่ีหนจูะใช้เวลา 30 วินาทใีนการเดินทางออกไปสูภ่ายนอก 

ตอบ 737

48  

30 − 9  =  21  →  แสดงวา่หนวูนอยูท่ี่เดิม 21 วินาที กอ่นจะเลอืกประต ู9 วินาที และออกจากห้องได้ 

เขียน 21 เป็นผลบวกของ  3, 5, 7  จะได้ 4 แบบ ดงันี ้
3+3+3+3+3+3+3 : คือหนสูุม่ได้ประต ู3 วินาที 7 ครัง้ ก่อนจะสุม่ได้ประต ู9 วินาทใีนครัง้สดุท้าย 

 สมมติให้ความนา่จะเป็นท่ีหนเูลอืกแตล่ะประต ูมีคา่เทา่กนั  =  
1

4
 

 จะได้ความนา่จะเป็นของกรณีนี ้ =  (
1

4
)

7
(

1

4
)  =  

1

48 

7+7+7 : คือหนสูุม่ได้ประต ู7 วินาที 3 ครัง้ ก่อนจะสุม่ได้ประต ู9 วินาทใีนครัง้สดุท้าย 

 ท าแบบเดยีวกบักรณีที่แล้ว จะได้ความนา่จะเป็นของกรณีนี ้ =  (
1

4
)

3
(

1

4
)  =  

1

44 

3+3+5+5+5  : คือหนสูุม่ได้ประต ู3 วินาที 2 ครัง้ และประต ู5 วินาที 3 ครัง้  ก่อนสุม่ได้ประต ู9 วินาท ี

 จะเห็นวา่ล าดบัของประต ู3 วินาที กบัประต ู5 วินาที สลบักนัยงัไงก็ได้  →  ได้  5!

2!3!
 แบบ 

 จะได้ความนา่จะเป็นของกรณีนี ้ =  
5!

2!3!
(

1

4
)

2
(

1

4
)

3
(

1

4
)  =  

10

46 

3+3+3+5+7  : ล าดบัของประต ูสลบักนัได้  5!

3!
  แบบ 

 จะได้ความนา่จะเป็นของกรณีนี ้ =  
5!

3!
(

1

4
)

3
(

1

4
) (

1

4
) (

1

4
)  =  

20

46 

รวมทกุกรณี จะได้ความนา่จะเป็น =  
1

48 + 
1

44 + 
10

46 + 
20

46 

 =  (
1

44) (
1

44 + 1 +
10

42 +
20

42) 

 =  (
1

44) (
1 + 256 + 160 + 320

44 )    =  
737

48  

 

31. จงหาคา่ของ  
x

lim  𝑥
3

2(√𝑥 + 1 + √𝑥 − 1 − 2√𝑥) 

ตอบ −0.25 

𝑥
3

2(√𝑥 + 1 + √𝑥 − 1 − 2√𝑥) 

=  𝑥
3

2((√𝑥 + 1 − √𝑥) − (√𝑥 − √𝑥 − 1)) 

=  𝑥
3

2( (√𝑥 + 1 − √𝑥) ∙
√𝑥+1+√𝑥

√𝑥+1+√𝑥
  −   (√𝑥 − √𝑥 − 1) ∙

√𝑥+√𝑥−1

√𝑥+√𝑥−1
 ) 

=  𝑥
3

2(                   
𝑥+1 − 𝑥

√𝑥+1+√𝑥
                −                     

𝑥 − (𝑥−1)

√𝑥+√𝑥−1
              ) 

=  𝑥
3

2(                   
1

√𝑥+1+√𝑥
                −                    

1

√𝑥+√𝑥−1
               ) 

=  𝑥
3

2(                                
(√𝑥+√𝑥−1) − (√𝑥+1+√𝑥)

(√𝑥+1+√𝑥)(√𝑥+√𝑥−1)
                               ) 

=  𝑥
3

2(                                
√𝑥−1 − √𝑥+1

(√𝑥+1+√𝑥)(√𝑥+√𝑥−1)
                                   ) 

=  𝑥
3

2(                               
√𝑥−1 − √𝑥+1

(√𝑥+1+√𝑥)(√𝑥+√𝑥−1)
 ∙ 

√𝑥−1+√𝑥+1

√𝑥−1+√𝑥+1
              ) 

=  𝑥
3

2(                     
𝑥−1 − (𝑥+1)

(√𝑥+1+√𝑥)(√𝑥+√𝑥−1)(√𝑥−1+√𝑥+1)
                        ) 
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=  𝑥
3

2(           
−2

(√𝑥)(√
𝑥+1

𝑥
+1)  (√𝑥)(1+√

𝑥−1

𝑥
)  (√𝑥)(√

𝑥−1

𝑥
+√

𝑥+1

𝑥
)

              ) 

=  𝑥
3

2(           
−2

(√𝑥)
3

  (√1+
1

𝑥
 + 1)(1+√1−

1

𝑥
)(√1−

1

𝑥
+√1+

1

𝑥
)

                        ) 

=                         
−2

(√1+
1

𝑥
 + 1)(1+√1−

1

𝑥
)(√1−

1

𝑥
+√1+

1

𝑥
)

 

เมื่อ  𝑥 → ∞  จะได้คา่ลมิติ  =  −2

(√1+0 + 1)(1 + √1−0)(√1−0 + √1+0)
  =  

−2

8
  =  −0.25 

 

32. จงหาผลรวมของคา่ 𝑥 ทัง้หมดในชว่ง [0, 2𝜋] ซึง่สอดคล้องกบัสมการ  4

sec 𝑥 − 2 tan 𝑥
−

1

sec 𝑥 + tan 𝑥
  =  3√3 

ตอบ 13𝜋

6
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

จะได้ผลรวมของคา่ 𝑥 คือ  𝜋

18
 +  

2𝜋

3
 + 

𝜋

18
  +  

4𝜋

3
 + 

𝜋

18
  =  

3𝜋

18
 + 

6𝜋

3
   =  

13𝜋

6
 

 
 
 
 
 

4

sec 𝑥 − 2 tan 𝑥
−

1

sec 𝑥 + tan 𝑥
 =  3√3 

  
4

1

cos 𝑥
 −

2 sin 𝑥

cos 𝑥

 −  
1

1

cos 𝑥
 + 

sin 𝑥

cos 𝑥

 =  3√3 

    
4 cos 𝑥

1− 2 sin 𝑥
  −     

cos 𝑥

1 + sin 𝑥
 =  3√3 

4 cos 𝑥(1 + sin 𝑥)−cos 𝑥(1− 2 sin 𝑥)

(1− 2 sin 𝑥)(1 + sin 𝑥)
 =  3√3 

4 cos 𝑥+4 sin 𝑥 cos 𝑥−cos 𝑥+2 sin 𝑥 cos 𝑥

1−sin 𝑥−2 sin2 𝑥
 =  3√3 

              
3 cos 𝑥+6 sin 𝑥 cos 𝑥

1−sin 𝑥−2 sin2 𝑥
 =  3√3 

               
cos 𝑥+2 sin 𝑥 cos 𝑥

(1−2 sin2 𝑥)−sin 𝑥
 =  √3 

                  
cos 𝑥+sin 2𝑥

cos 2𝑥−sin 𝑥
 =  √3 

              cos 𝑥 + sin 2𝑥 =  √3 cos 2𝑥 − √3 sin 𝑥 

            cos 𝑥 + √3 sin 𝑥 =  √3 cos 2𝑥 − sin 2𝑥 

          
1

2
cos 𝑥 +

√3

2
sin 𝑥 =  

√3

2
cos 2𝑥 −

1

2
sin 2𝑥 

     cos
𝜋

3
cos 𝑥 + sin

𝜋

3
sin 𝑥 =  cos

𝜋

6
cos 2𝑥 − sin

𝜋

6
sin 2𝑥 

            cos (
𝜋

3
− 𝑥) =        cos (

𝜋

6
+ 2𝑥) 

                    
𝜋

6
+ 2𝑥 =        2𝑛𝜋 ± (

𝜋

3
− 𝑥) 

𝜋

6
+ 2𝑥 =  2𝑛𝜋 + (

𝜋

3
− 𝑥) 

3𝑥 =  2𝑛𝜋 + 
𝜋

6
 

  𝑥 =  
2𝑛𝜋

3
 + 

𝜋

18
 

แต ่𝑥 ∈ [0, 2π] ดงันัน้  𝑛 = 0, 1, 2 

จะได้   𝑥 = 
𝜋

18
 ,  

2𝜋

3
 + 

𝜋

18
 ,  

4𝜋

3
 + 

𝜋

18
 

𝜋

6
+ 2𝑥 =  2𝑛𝜋 − (

𝜋

3
− 𝑥) 

         𝑥 =  2𝑛𝜋 −
𝜋

2
 

แต ่𝑥 ∈ [0, 2π] ดงันัน้  𝑛 = 1 

จะได้  𝑥  =  3𝜋

2
 

แตใ่ช้ไมไ่ด้ เพราะ sec 
3𝜋

2
 ในสมการโจทย์จะหาคา่ไมไ่ด้ 
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33. จงหาคา่  𝑎 > 0  และ  𝑥 > 0  ทัง้หมดที่สอดคล้องกบัระบบสมการ (ln 𝑎)𝑎𝑥  =  1 

  𝑎𝑥  =  𝑥 

ตอบ 𝑥 = 𝑒 ,  𝑎 = 𝑒
1

𝑒 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

34. ก าหนดให้ 𝐴 และ 𝐵 เป็นเมทริกซ์ขนาด 5 × 5  ซึง่  𝐴 ,  𝐵  และ  𝐵−1 − 𝐴  เป็นเมทริกซ์ไมเ่อกฐาน 

 จงหา  (𝐴−1 + (𝐵−1 − 𝐴)−1)−1    (ตอบในรูปของเมทริกซ์ 𝐴 และ 𝐵 โดยไมใ่ช้เคร่ืองหมายอินเวอร์ส) 
ตอบ 𝐴 − 𝐴𝐵𝐴 

ให้  𝑋 = (𝐴−1 + (𝐵−1 − 𝐴)−1)−1  ดงันัน้ 
 
 
 
 
 
 
 
 

35. จงหาจ านวนจริง 𝑥 ทัง้หมดที่สอดคล้องกบัสมการ    1

𝑥 − tan 20°
 + 

1

𝑥 + tan 40°
 + 

1

𝑥 − tan 80°
  =  0 

ตอบ √3 ± 2 

ให้  𝑎 = tan 20° ,   𝑏 = − tan 40°  และ  𝑐 = tan 80°  จะเขียนสมการใหมไ่ด้เป็น  1

𝑥−𝑎
+

1

𝑥−𝑏
+

1

𝑥−𝑐
  =  0 

คณูตลอดด้วย  (𝑥 − 𝑎)(𝑥 − 𝑏)(𝑥 − 𝑐)  จะได้สมการคือ 
 
 
 
 
 

ต้องหา  𝑎 + 𝑏 + 𝑐  และ  𝑎𝑏 + 𝑏𝑐 + 𝑎𝑐  มาแทนใน (∗) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 (ln 𝑎)𝑎𝑥 =  1 …(1) 
         𝑎𝑥 =  𝑥 …(2) 
      ln 𝑎𝑥  =  ln 𝑥 
   𝑥 ln 𝑎 =  ln 𝑥 
𝑎𝑥𝑥 ln 𝑎 =  𝑥 ln 𝑥 
     𝑥 =  𝑥 ln 𝑥 
    1 =     ln 𝑥 
    𝑥 =     𝑒 

ใส ่ln ทัง้สองข้าง 

คณู (2) 

จาก (1) 

÷ 𝑥 ทัง้สองข้าง (โจทย์ให้ 𝑥 > 0  จงึ ≠ 0) 

→  แทนใน (2) : 𝑎𝑒 =   𝑒 

𝑎 =   𝑒
1

𝑒 

𝑋(𝐴−1 + (𝐵−1 − 𝐴)−1) =  𝐼 
𝑋𝐴−1 + 𝑋(𝐵−1 − 𝐴)−1 =  𝐼 
𝑋𝐴−1(𝐵−1 − 𝐴) + 𝑋 =  𝐵−1 − 𝐴 
𝑋𝐴−1𝐵−1 − 𝑋    + 𝑋 =  𝐵−1 − 𝐴 
𝑋𝐴−1𝐵−1 =  𝐵−1 − 𝐴 
𝑋𝐴−1 =   𝐼 − 𝐴𝐵 
𝑋 =  𝐴 − 𝐴𝐵𝐴 

กระจาย 𝑋 

คณู  𝐵−1 − 𝐴  ทางขวาตลอด ให้ตดักบั  (𝐵−1 − 𝐴)−1 
กระจาย 𝑋𝐴−1  (ตวัหลงั จะตดั 𝐴−1 กบั 𝐴 ได้ 

คณู 𝐵 ทางขวาตลอด ให้ตดักบั 𝐵−1 

คณู 𝐴 ทางขวาตลอด ให้ตดักบั 𝐴−1 

    (𝑥 − 𝑏)(𝑥 − 𝑐)     +     (𝑥 − 𝑎)(𝑥 − 𝑐)     +     (𝑥 − 𝑎)(𝑥 − 𝑏) =  0 
𝑥2 − 𝑏𝑥 − 𝑐𝑥 + 𝑏𝑐  +  𝑥2 − 𝑎𝑥 − 𝑐𝑥 + 𝑎𝑐  +  𝑥2 − 𝑎𝑥 − 𝑏𝑥 + 𝑎𝑏 =  0 
                   3𝑥2 − 2𝑎𝑥 − 2𝑏𝑥 − 2𝑐𝑥 + 𝑎𝑏 + 𝑏𝑐 + 𝑎𝑐 =  0 
                   3𝑥2 − 2(𝑎 + 𝑏 + 𝑐)𝑥      + (𝑎𝑏 + 𝑏𝑐 + 𝑎𝑐) =  0      …(∗) 

𝑎 + 𝑏 + 𝑐 =  tan 20° − tan 40° + tan 80° 
 =  tan 20° − tan(60° − 20°) + tan(60° + 20°) 

 =  tan 20° −
tan 60°−tan 20°

1+tan 60° tan 20°
+

tan 60°+tan 20°

1−tan 60° tan 20°
 

 =  tan 20° +    
−√3+tan 20°

1+√3 tan 20°
    +     

√3+tan 20°

1−√3 tan 20°
 

 =  tan 20° + 
(−√3+tan 20°)(1−√3 tan 20°) + (1+√3 tan 20°)(√3+tan 20°)

(1+√3 tan 20°)(1−√3 tan 20°)
 

 =  tan 20° + 
−√3+3 tan 20°+tan 20°−√3 tan2 20° + √3+tan 20°+3 tan 20°+√3 tan2 20°

1−3 tan2 20°
 

 =  tan 20° + 
            3 tan 20°+tan 20°                                      +tan 20°+3 tan 20°                          

1−3 tan2 20°
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แทนคา่ที่หาได้ใน (∗) จะได้สมการคือ 

 

ใช้สตูร −𝑏±√𝑏2−4𝑎𝑐

2𝑎
  จะได้  𝑥 = 

−(−2√3)±√(2√3)
2

−4(1)(−1)

2(1)
  =  

2√3±√16

2
  =  √3 ± 2 

 
 

เครดิต 

ขอบคณุ คณุ สนธยา เสนามนตรี ส าหรับข้อสอบครับ 

ขอบคณุ คณุ Krittameth Pasiphol ที่ช่วยตรวจสอบความถกูต้องของโจทย์ 

ขอบคณุ คณุ Palagorn Pansamdang 

และ คณุ Teerapat Saengsubin ที่ช่วยตรวจสอบความถกูต้องของเฉลย 

 

 =  tan 20° +           
 8 tan 20°

1−3 tan2 20°
 

 =  
(tan 20°)(1−3 tan2 20°)+8 tan 20°

1−3 tan2 20°
 

 =  
tan 20°−3 tan3 20° + 8 tan 20°

1−3 tan2 20°
 

 =       
9 tan 20°−3 tan3 20° 

1−3 tan2 20°
 

 =  3 (
3 tan 20°−tan3 20° 

1−3 tan2 20°
) 

 =  3       tan 3(20°)                    =  3 tan 60°    =  3√3 

tan 3𝐴 =  
3 tan 𝐴−tan3 𝐴

1−3 tan2 𝐴
 

𝑎𝑏 + 𝑏𝑐 + 𝑎𝑐 =  − tan 20° tan 40° − tan 40° tan 80° + tan 20° tan 80° 
 =  tan 20° (− tan 40° + tan 80°) − tan 40° tan 80° 

 =  tan 20° (          
 8 tan 20°

1−3 tan2 20°
       ) − tan 40° tan 80° 

 =             
 8 tan2 20°

1−3 tan2 20°
            − tan(60° − 20°) tan(60° + 20°) 

 =             
 8 tan2 20°

1−3 tan2 20°
            −    (

√3−tan 20°

1+√3 tan 20°
)    (

√3+tan 20°

1−√3 tan 20°
) 

 =             
 8 tan2 20°

1−3 tan2 20°
            −                  

3−tan2 20°

1−3 tan2 20°
 

 =                               
 8 tan2 20°−(3−tan2 20°)

1−3 tan2 20°
 

 =                                
 9 tan2 20°−3

1−3 tan2 20°
        =  3 (

3 tan2 20°−1

1−3 tan2 20°
)    =  −3 

เคยหา − tan 40° + tan 80° แล้ว 
ตอนที่หา 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 

3𝑥2 − 2(3√3)𝑥 − 3 =  0 

𝑥2 − 2√3𝑥 − 1 =  0 


