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ข้อสอบสมาคมคณิตศาสตร์แหง่ประเทศไทย ระดบัมธัยมศกึษาตอนปลาย (พ.ย. 59) 
วนัอาทิตย์ที่ 20 พฤศจิกายน 2559 เวลา 9.00 - 12.00 น. 
 

ตอนที่ 1 มี 15 ข้อ ข้อละ 2 คะแนน 
1. จากการส ารวจผู้ เลน่เกม Pokemon Go ในประเทศไทยทัง้หมดพบวา่ 80% มีสตัว์เลีย้งอยา่งน้อยหนึง่ตวัในบรรดา

สตัว์เลีย้งตอ่ไปนี ้ Bulbasaur, Charmander และ Squirtle โดยที ่
  45% มีสตัว์เลีย้ง Bulbasaur 

  28% มีสตัว์เลีย้ง Charmander 

  46% มีสตัว์เลีย้ง Squirtle 
ถ้า 27% มีแค ่Squirtle เทา่นัน้  และ 6% มีสตัว์เลีย้งทัง้สามชนดิ  ข้อใดตอ่ไปนีต้รงกบัจ านวนผู้ เลน่ท่ีมี 
Bulbasaur, Charmander แตไ่มม่ี Squirtle 

 ก. 14% ข. 15% ค. 16% ง. 17% 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

2. กิจกรรมในคา่ยฤดรู้อนแหง่หนึง่ ให้ผู้ เลม่เกมจบัฉลาก ในฉลากแตล่ะใบมีข้อความวา่ เปา หรือ ปด อยา่งใดอยา่งหนึง่ 
ผู้จบัได้ เปา ต้องพดูความจริง สว่นผู้จบัได้ ปด ต้องพดูโกหก  สบื สน และ แสง จบัฉลาก  เมื่ออา่นฉลากแล้วจงึพดูวา่ 

 สบื:  ทัง้สนและแสงจบัได้เปา 

 สน:  สบืก็จบัได้เปา 

 แสง:  สนโกหก 
 ข้อความใดตอ่ไปนีถ้กูต้อง 
 ก. สนและสบืพดูความจริง แตแ่สงพดูโกหก ข. สนพดูความจริง แตส่บืและแสงพดูโกหก 

 ค. สนและสบืพดูโกหก แตแ่สงพดูความจริง ง. ทกุคนพดูโกหก 
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3. ก าหนดให้  𝑥 > 1  และ  𝑦 > 1  คา่น้อยสดุที่เป็นไปได้ของ  log𝑥 2559 + log𝑦 2559

log𝑥𝑦 2559
  ตรงกบัข้อใดตอ่ไปนี ้

 ก. 1 ข. 2 ค. 4 ง. 8 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

4. คา่ของ  
0

lim
a

 (
x

lim  (√𝑎2𝑥2 + |𝑎|𝑥 + 𝑎𝑥) )  ตรงกบัข้อใดตอ่ไปนี ้

 ก. 0 ข. ∞ ค. 1

2
 ง. −

1

2
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

5. ก าหนดให้  𝑓 : ℝ → ℝ  โดยที่  𝑓(1) = 1  และส าหรับทกุ  𝑥 ∈ ℝ ,  𝑓′(𝑥)  =  
𝑥4−1

𝑥2+1
 

 คา่ของ  𝑓(−2)  ตรงกบัข้อใดตอ่ไปนี ้
 ก. 1 ข. 2 ค. 3 ง. 4 
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6. ก าหนดให้  𝑓 : ℝ → ℝ  เป็นฟังก์ชนัท่ีมีอนพุนัธ์บน ℝ โดยที่  
2559

lim
x

 
𝑥𝑓(𝑥) − 2559𝑓(2559)

𝑥 − 2559
  =  7677 

 ถ้า  𝑓(2559) = 2559  แล้ว คา่ของ  𝑓′(2559)  ตรงกบัข้อใดตอ่ไปนี ้
 ก. 1 ข. 2 ค. 3 ง. 4 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

7. ก าหนดรูปสามเหลีย่ม 𝐴𝐵𝐶 บนระนาบ 𝑋𝑌 ใน ℝ3  ให้ 𝐷 เป็นจดุกึ่งกลางด้าน 𝐴𝐶 และ 𝐸 เป็นจดุบนด้าน 𝐵𝐶 
ซึง่ 𝐵𝐸 : 𝐸𝐶 = 1 : 2    ลาก 𝐴𝐸 และ 𝐵𝐷 ตดักนัท่ีจดุ 𝐹  ถ้า  |𝐴𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ × 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗| = 2  แล้ว  |𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ × 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗|  มีคา่ตรงกบัข้อ
ใดตอ่ไปนี ้

 ก. 2 ข. 4 ค. 6 ง. 8 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

8. ส าหรับเมทริกซ์ขนาด 2 × 2    𝐴 และ 𝐵 ที่มีสมาชิกเป็นจ านวนจริง  กลา่ววา่ 𝐴 เป็นชนิดเดียวกนักบั 𝐵 ก็ตอ่เมื่อ มี
จ านวนจริง 𝜆 และเมทริกซ์ที่มีอินเวอร์ส 𝑃 ที่ท าให้  𝐴 = 𝜆𝑃𝐵𝑃−1    เมทริกซ์ในข้อใดตอ่ไปนีไ้ม่เป็นชนิดเดียวกนักบั

เมทริกซ์  (1 0
0 2

) 

 ก. (
4 0
0 2

) ข. (
1 1
0 2

) ค. (
1 0
0 1/2

) ง. (
1 0
0 3

) 
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9. ให้  𝑎 , �⃗� , 𝑐  เป็นเวกเตอร์ใน ℝ3 ซึง่  𝑎  + 2�⃗�  + 𝑐  = 0 ,   |𝑎 | = 1 ,   |�⃗� | = 2 ,   |𝑐 | = 3 

 คา่ของ  |�⃗� × 𝑐 |  ตรงกบัข้อใดตอ่ไปนี ้
 ก. 0 ข. 1 ค. 2 ง. 3 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

10. คา่ของ 𝑎 ในข้อใดตอ่ไปนีท้ าให้  √𝑎 + √𝑎 − √𝑎 + √𝑎 − √𝑎 + √𝑎 − …   =   5 

 ก. 19 ข. 20 ค. 21 ง. 22 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

11. ก าหนดให้ 𝑧 เป็นจ านวนเชิงซ้อน พิจารณาข้อความตอ่ไปนี ้
 (1) ถ้า  𝑧

1+𝑧2  เป็นจ านวนจริงแล้ว  𝑧  เป็นจ านวนจริง 
 (2) ถ้า  𝑧

1+𝑧2  เป็นจ านวนจินตภาพแท้ (จ านวนในรูป 𝑎𝑖 โดยที่ 𝑎 เป็นจ านวนจริงไมเ่ทา่กบั 0) แล้ว  𝑧  เป็น
จ านวนจินตภาพแท้ 

 ข้อใดตอ่ไปนีถ้กูต้อง 
 ก. ข้อความ (1) และ (2) ตา่งเป็นจริง ข. ข้อความ (1) เป็นจริง แตข้่อความ (2) เป็นเทจ็ 

 ค. ข้อความ (1) เป็นเท็จ แตข้่อความ (2) เป็นจริง ง. ข้อความ (1) และ (2) ตา่งเป็นเทจ็ 
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12. ก าหนดให้เอกภพสมัพทัธ์คือ เซตของจ านวนจริง พิจารณาข้อความตอ่ไปนี ้

 (1) ถ้า  ℎ = 𝑓 ∘ 𝑔  และ  ℎ(𝑥) = √1 + 3𝑥4  แล้ว  𝑓(𝑥) = √𝑥  และ  𝑔(𝑥) = 1 + 3𝑥4 

 (2) ถ้า  𝑓(𝑥) = √4 − 𝑥2  และ  𝑔(𝑥) = √3 − 𝑥  แล้ว  (𝑓 ∘ 𝑔)(𝑥) = √1 + 𝑥  ทกุ 𝑥 ≥ −1 

 ข้อใดตอ่ไปนีถ้กูต้อง 
 ก. ข้อความ (1) และ (2) ตา่งเป็นจริง ข. ข้อความ (1) เป็นจริง แตข้่อความ (2) เป็นเทจ็ 

 ค. ข้อความ (1) เป็นเท็จ แตข้่อความ (2) เป็นจริง ง. ข้อความ (1) และ (2) ตา่งเป็นเทจ็ 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

13. ผลรวมของคา่ 𝑥 ทัง้หมดในชว่ง [0, 𝜋] ซึง่สอดคล้องกบัสมการ 
 (sin 𝑥 + cos 𝑥)(1 + 2 cos𝑥)  =  1 + √6 cos

𝑥

2
    ตรงกบัข้อใด 

 ก. 4𝜋

3
 ข. 19𝜋

18
 ค. 𝜋

3
 ง. 23𝜋

18
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

14. ก าหนดให้  𝑧  และ  𝑤  เป็นจ านวนเชิงซ้อน โดยที่  𝑧

1+𝑤
 = 𝑖 tan(22.5°)  และ  𝑤

1+𝑧
 = 𝑖 tan(7.5°) 

 ข้อใดตอ่ไปนีต้รงกบัคา่ของ  𝑧 − 𝑤 

 ก. (2 − √3)𝑖 ข. 1

√3
𝑖 ค. (√3 − 2)𝑖 ง. −

1

√3
𝑖 
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15. ก าหนดให้  𝐷 = { det𝐴 | 𝐴 เป็นเมทริกซ์ขนาด 4 × 4 ที่มีสมาชิกเป็น 2 หรือ −1 เทา่นัน้ } 

 ข้อใดตอ่ไปนีเ้ป็นสมาชิกของ 𝐷 

 ก. −135 ข. −136 ค. −137 ง. −138 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ตอนที่ 2 มี 10 ข้อ ข้อละ 3 คะแนน 

16. ถ้า 𝑎 และ 𝑏 เป็นจ านวนจริงซึง่  
0

lim
x

(
3

𝑥2+𝑥
+

7

𝑥2−𝑥
+

𝑎

𝑥3−𝑥
)  =  𝑏    จงหาคา่ของ  𝑎 + 𝑏 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

17. จงหาจ านวนเต็มบวก 𝑛 ที่น้อยที่สดุที่ท าให้จ านวนเตม็ 111⋯1 ซึง่ประกอบด้วยเลขโดด 1 เป็นจ านวน 𝑛 ตวั หาร
ด้วย 7 ลงตวั 
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18. ก าหนดให้ 𝐴 เป็นจดุยอดทางด้านหนึง่ของไฮเพอร์โบลา  𝑥2 − 𝑦2 = 3  และ  𝐵 และ 𝐶 เป็นจดุสองจดุบนอีกด้าน
หนึง่ของไฮเพอร์โบลาที่ท าให้ 𝐴𝐵𝐶 เป็นสามเหลีย่มด้านเทา่  จงหาพืน้ที่ของสามเหลีย่ม 𝐴𝐵𝐶 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

19. ให้ 𝑓 เป็นฟังก์ชนัจากเซตของจ านวนเตม็ไปยงัเซตของจ านวนตรรกยะซึง่  𝑓(1) = 3  และ 

 𝑓(𝑥 + 1) = 
1+𝑓(𝑥)

1−𝑓(𝑥)
  ส าหรับแตล่ะจ านวนเตม็ 𝑥    จงหาจ านวนเต็ม 𝑥 ทัง้หมดที่ท าให้  𝑓(𝑥) < 0 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

20. ก าหนดให้ สามี ภรรยา จ านวน 4 คู ่มานัง่รอบโต๊ะกลม จงหาจ านวนวิธีทัง้หมดในการจดัที่นัง่ โดยที่ผู้ชายนัง่สลบักบั
ผู้หญิง และ ไมใ่ห้มีสามีภรรยาคูใ่ดเลยนัง่ติดกนั 
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21. ให้ 𝑆 และ 𝑇 แทนคา่สงูสดุ และคา่ต า่สดุของ 
 (arcsin 𝑥)(arccos 𝑥) + (arccos 𝑥)(arccos 𝑦) + (arcsin 𝑥)(arcsin 𝑦) + (arcsin 𝑦)(arccos 𝑦)  
 เมื่อ 𝑥 และ 𝑦 อยูใ่นชว่ง [−1, 1]    จงหาคา่ของ  𝑆 − 𝑇 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

22. ก าหนดให้  𝑋 = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}  จงหาจ านวนสบัเซตของ 𝑋 ทัง้หมดซึง่สมาชิกในสบัเซตนีม้ีจ านวนคี่
มากกวา่จ านวนคู ่

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

23. จงหาค าตอบที่เป็นจ านวนจริงทัง้หมดของสมการ  2(log10 𝑥)−1 + 𝑥− log10 2  =  4.125 
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24. ก าหนดตารางแจกแจงคะแนนสอบวิชาคณิตศาสตร์ของนกัเรียน 30 คน 

 เป็นดงันี ้
 ส าหรับ 𝑖 = 1, 2,3, 4   ให้  𝑥𝑖 และ 𝑓𝑖 เป็นจดุกึง่กลางของอนัตรภาค 

 ชัน้ท่ี 𝑖 และความถ่ีของอนัตรภาคชัน้ท่ี 𝑖 ตามล าดบั 

 ถ้า 𝑎 และ 𝑏 เป็นคา่คงที่ซึง่ท าให้  
4

1


i

 𝑓𝑖(𝑥𝑖 − 𝑎)2 + 
4

1


i

 𝑓𝑖|𝑥𝑖 − 𝑏|  มีคา่ต า่สดุ    จงหาคา่ของ  𝑎 − 𝑏 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

25. ก าหนดให้  𝐴 = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7} 

 จงหาจ านวนฟังก์ชนั  𝑓 : 𝐴 → 𝐴  ทัง้หมดซึง่  𝑓(𝑓(𝑓(𝑛))) = 𝑛 ทกุ 𝑛 ∈ 𝐴 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ตอนที่ 3 มี 10 ข้อ ข้อละ 4 คะแนน 
26. ให้ 𝑝, 𝑞 และ 𝑟 เป็นพจน์ที่เรียงกนัในล าดบัเลขคณิตของจ านวนเตม็ โดยที่ 𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะ 

 และ  𝑝2 + 𝑞𝑟  =  𝑝𝑟 + 46    จงหาคา่ของ  𝑝𝑞𝑟 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

คะแนน จ านวนนกัเรียน (คน) 
20 – 39 
40 – 59 
60 – 79 
80 – 99 

3 
8 

13 
6 
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27. จงหาจ านวนจริง 𝑥 ทัง้หมดที่สอดคล้องกบัสมการ  𝑥2 + 5⌈𝑥⌉ + 4 = 0  เมื่อ ⌈𝑥⌉ คือจ านวนเตม็ที่น้อยที่สดุที่
มากกวา่หรือเทา่กบั 𝑥 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

28. จงหาคา่ของอนกุรมอนนัต์ที่ลูเ่ข้าตอ่ไปนี ้   





1n

 
𝐹𝑛

2𝑛 

 เมื่อ {𝐹𝑛} เป็นล าดบัฟิโบนกัชีนิยามโดย  𝐹1 = 𝐹2 = 1  และ  𝐹𝑛 = 𝐹𝑛−1 + 𝐹𝑛−2  𝑛 ≥ 3 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

29. คณะกรรมการชดุหนึง่ประกอบไปด้วยกรรมการ 20 คน ซึง่ทกุคนต้องโหวตจดัอนัดบันกัเตะสามคน ได้แก่ เมสซี่ 
โรนลัโด้ และ ชวัเรส โดยที่กรรมการแตล่ะคนจะเลอืกจดัอนัดบัได้คนละแบบเทา่นัน้ ผลปรากฏวา่ กรรมการ 11 คนให้
เมสซี่เหนือกวา่โรนลัโด้  กรรมการ 12 คนจดัให้ชวัเรสเหนือกวา่เมสซี่  และกรรมการอยา่งน้อย 14 คนให้โรนลัโด้
เหนือกวา่ชวัเรส  ถ้าแตล่ะการจดัอนัดบัท่ีเป็นไปได้ของนกัเตะทัง้สามคน (ซึง่มีอยู ่6 แบบ) ถกูเลอืกโดยกรรมการอยา่ง
น้อยหนึง่คน  จงหาวา่มกีรรมการจ านวนก่ีคนที่โหวตให้โรนลัโด้ได้อยูใ่นอนัดบัท่ี 1 
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30. จงหาสมการของพาราโบลาคว ่าที่ผา่นจดุก าเนดิและจดุ (2, 4) ที่ท าให้พืน้ท่ีใต้กราฟพาราโบลารูปนีเ้มื่อเทียบกบั 

 แกน 𝑋 มีคา่น้อยที่สดุ 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

31. ให้ 𝑛 เป็นจ านวนเต็มบวกที่มากกวา่ 1  ให้ 𝐼𝑛 แทนเมทริกซ์เอกลกัษณ์ขนาด 𝑛 × 𝑛 และ 𝐽𝑛 แทนเมทริกซ์ขนาด 

𝑛 × 𝑛 ที่มีสมาชิกทกุตวัเป็น 1  จงหาจ านวนเต็มบวก 𝑘 ที่น้อยที่สดุที่ท าให้มจี านวนเฉพาะ 𝑝 สอดคล้องกบั 
สมการ  det(𝑝𝐼𝑛 + 𝑘𝐽𝑛) = 672 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

32. สุม่เลอืกจ านวนเต็มบวกจากเซต  {1, 2, … , 50}   มาหนึง่จ านวน จงหาความนา่จะเป็นท่ีจะได้จ านวนเตม็บวก 𝑁 ซึง่  
𝑁 − 2  หาร  𝑁5 + 𝑁4 + 𝑁3 + 𝑁2 + 𝑁 + 2  ลงตวั 
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33. ก าหนดให้  𝑃1 = 2559  และ  𝑃𝑛 = 1 + (𝑃1𝑃2 ⋯𝑃𝑛−1)  เมื่อ  𝑛 = 2, 3, 4, …    จงหาคา่ของ  





1n

 
1

𝑃𝑛
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

34. จงหาพหนุาม 𝑝(𝑥) ท่ีมีสมัประสทิธ์ิเป็นจ านวนเต็ม และสอดคล้องกบัเง่ือนไขตอ่ไปนี ้
 (i) 𝑝(√2

3
+ √3) = 0  และ 

 (ii) 𝑝(𝑥) เป็นพหนุามดกีรี 6 โดยท่ีสมัประสทิธ์ิของ 𝑥6 เทา่กบั 1 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

35. ก าหนดให้  M2(ℝ)  แทนเซตของเมทริกซ์ขนาด 2 × 2 ทัง้หมดที่มีสมาชิกในแตล่ะต าแหนง่เป็นจ านวนจริง 

 จงหาเมทริกซ์  𝐶 ∈ M2(ℝ) ทัง้หมดที่ท าให้ ส าหรับทกุๆเมทริกซ์  𝐴, 𝐵 ∈ M2(ℝ)ใดๆ 

 (𝐴𝐵 − 𝐵𝐴)2𝐶  =  𝐶(𝐴𝐵 − 𝐵𝐴)2  
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เฉลย 

1. ก 10. ค 19. 4𝑛 + 2 ,  4𝑛 + 3 28. 2 

2. ค 11. ค 20. 12 29. 8 

3. ค 12. ง 21. 𝜋2 30. 𝑦 = −2𝑥2 + 6𝑥 

4. ง 13. ก 22. 256 31. 8 

5. ก 14. ก 23. 0.01 ,  1000 32. 7

50
 

6. ข 15. ก 24. − 16

3
 33. 2

2559
 

7. ง 16. −14 25. 351 34. 𝑥6 − 9𝑥4 − 4𝑥3 

8. ง 17. 6 26. 28  +27𝑥2 − 36𝑥 − 23 

9. ก 18. 9√3 27. −1 , −√6 , −√11 , −4 35. อะไรก็ได้ 

 

แนวคิด 

1. จากการส ารวจผู้ เลน่เกม Pokemon Go ในประเทศไทยทัง้หมดพบวา่ 80% มีสตัว์เลีย้งอยา่งน้อยหนึง่ตวัในบรรดา
สตัว์เลีย้งตอ่ไปนี ้ Bulbasaur, Charmander และ Squirtle โดยที ่

  45% มีสตัว์เลีย้ง Bulbasaur 

  28% มีสตัว์เลีย้ง Charmander 

  46% มีสตัว์เลีย้ง Squirtle 
ถ้า 27% มีแค ่Squirtle เทา่นัน้  และ 6% มีสตัว์เลีย้งทัง้สามชนดิ  ข้อใดตอ่ไปนีต้รงกบัจ านวนผู้ เลน่ท่ีมี 
Bulbasaur, Charmander แตไ่มม่ี Squirtle 

 ก. 14% ข. 15% ค. 16% ง. 17% 
ตอบ ก 
จาก  6% มีสตัว์เลีย้งทัง้สามชนดิ  และ  27% มีแค ่Squirtle จะเติมได้ดงัรูป 
จาก 46% มี Squirtle  แสดงวา่วง 𝑆 ต้องรวมกนัได้ 46 

นัน่คือ จะได้  

 

และจากสตูร Inclusive – Exclusive จะได้ 

 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

𝑛(𝐵 ∪ 𝐶 ∪ 𝑆) =  𝑛(𝐵) + 𝑛(𝐶) + 𝑛(𝑆) − 𝑛(𝐵 ∩ 𝐶) − 𝑛(𝐵 ∩ 𝑆) − 𝑛(𝐶 ∩ 𝑆) + 𝑛(𝐵 ∩ 𝐶 ∩ 𝑆) 
         80 =    45   +   28   +   46   −   (𝑥 + 6)   −  (𝑦 + 6)   −   (𝑧 + 6)  +             6 
         80 =    45   +   28   +   46     − 𝑥 − 6         − 𝑦 − 6       − 𝑧 − 6      +             6 
𝑥 + 𝑦 + 𝑧 =    27 
𝑥 +   13 =    27 
𝑥 =    14 

𝑦 + 6 + 𝑧 + 27 =  46 
𝑦        + 𝑧 =  13  …(∗) 

𝑥  

6 𝑦  𝑧  

𝐵  𝐶  

𝑆  
27 

จาก (∗) 
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2. กิจกรรมในคา่ยฤดรู้อนแหง่หนึง่ ให้ผู้ เลม่เกมจบัฉลาก ในฉลากแตล่ะใบมีข้อความวา่ เปา หรือ ปด อยา่งใดอยา่งหนึง่ 
ผู้จบัได้ เปา ต้องพดูความจริง สว่นผู้จบัได้ ปด ต้องพดูโกหก  สบื สน และ แสง จบัฉลาก  เมื่ออา่นฉลากแล้วจงึพดูวา่ 

 สบื:  ทัง้สนและแสงจบัได้เปา 

 สน:  สบืก็จบัได้เปา 

 แสง:  สนโกหก 
 ข้อความใดตอ่ไปนีถ้กูต้อง 
 ก. สนและสบืพดูความจริง แตแ่สงพดูโกหก ข. สนพดูความจริง แตส่บืและแสงพดูโกหก 

 ค. สนและสบืพดูโกหก แตแ่สงพดูความจริง ง. ทกุคนพดูโกหก 

ตอบ ค 
พิจารณาค าพดูของแสง  จากการท่ี แสง บอกวา่สนโกหก แสดงวา่  สนโกหกจริงๆ หรือไม่อยา่งนัน้ แสงก็โกหกซะเอง 
ดงันัน้ จึงเป็นไปไมไ่ด้ที่ สนกบัแสง จะพดูความจริงทัง้สองคน 

ดงันัน้ ค าพดูของสบืท่ีบอกวา่  ทัง้สนและแสงจบัได้ “เปา” จงึเป็นเท็จ  (จบัได้ “เปา” ต้องพดูความจริง) 
แสดงวา่ สบื จบัได้ “ปด” จงึต้องพดูโกหก 

สน บอกวา่ สบืจบัได้ “เปา”  →  แสดงวา่ สน พดูโกหก 

แสง บอกวา่ สนโกหก  →  แสง จึงพดูความจริง 
 

3. ก าหนดให้  𝑥 > 1  และ  𝑦 > 1  คา่น้อยสดุที่เป็นไปได้ของ  log𝑥 2559 + log𝑦 2559

log𝑥𝑦 2559
  ตรงกบัข้อใดตอ่ไปนี ้

 ก. 1 ข. 2 ค. 4 ง. 8 
ตอบ ค 

จดัรูป  log𝑥 2559 + log𝑦 2559

log𝑥𝑦 2559
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

4. คา่ของ  
0

lim
a

 (
x

lim  (√𝑎2𝑥2 + |𝑎|𝑥 + 𝑎𝑥) )  ตรงกบัข้อใดตอ่ไปนี ้

 ก. 0 ข. ∞ ค. 1

2
 ง. −

1

2
 

ตอบ ง 

0
lim
a

 (
x

lim  (√𝑎2𝑥2 + |𝑎|𝑥 + 𝑎𝑥) )   

=  
0

lim
a

 (
x

lim  (√𝑎2𝑥2 + |𝑎|𝑥 + 𝑎𝑥 ∙ 
√𝑎2𝑥2+|𝑎|𝑥 − 𝑎𝑥

√𝑎2𝑥2+|𝑎|𝑥 − 𝑎𝑥
 ) ) 

=  
0

lim
a

 (
x

lim  ( 
𝑎2𝑥2+|𝑎|𝑥   −   𝑎2𝑥2

√𝑎2𝑥2+|𝑎|𝑥  −  𝑎𝑥
 ) ) 

=  (log𝑥 2559 + log𝑦 2559) log2559 𝑥𝑦 

=  (log𝑥 2559 + log𝑦 2559)(log2559 𝑥 + log2559 𝑦) 

=     1   +   log𝑥 𝑦   +   log𝑦 𝑥   +   1 

=     1   +   log𝑥 𝑦   +    
1

log𝑥 𝑦
    +   1 

=     1   +       𝑘       +         
1

𝑘
       +   1 

≥     1   +                  2                  +  1 

≥                            4 

(log𝑎 𝑥)(log𝑥 𝑎) =  1 
(log𝑎 𝑥)(log𝑦 𝑎) =  log𝑦 𝑥 

กระจาย + ตดัๆ 

จาก      (√𝑘  −  
1

√𝑘
)

2

 ≥  0    เม่ือ  𝑘  =  log𝑥 𝑦  >  0 

√𝑘
2
− 2(√𝑘) (

1

√𝑘
) + (

1

√𝑘
)

2

 ≥  0 

   𝑘                              +    
1

𝑘
 ≥  2 

(โจทย์ให้ 𝑥, 𝑦 > 1) 

คณูคอนจเูกต ให้กลายเป็นเศษสว่น 
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=  
0

lim
a

 (
x

lim  ( 
|𝑎|𝑥

√𝑥2(𝑎2+
|𝑎|

𝑥
)  −  𝑎𝑥

 ) ) 

=  
0

lim
a

 (
x

lim  ( 
|𝑎|𝑥

|𝑥| √𝑎2+
|𝑎|

𝑥
  −  𝑎𝑥

 ) ) 

=  
0

lim
a

 (
x

lim  ( 
|𝑎|𝑥

(−𝑥) √𝑎2+
|𝑎|

𝑥
  −  𝑎𝑥

 ) ) 

=  
0

lim
a

 (
x

lim  ( 
|𝑎|

− √𝑎2+
|𝑎|

𝑥
  −  𝑎

 ) ) 

=  
0

lim
a

                 
|𝑎|

− √𝑎2−0  −  𝑎
 

=  
0

lim
a

                 
|𝑎|

− |𝑎|  −  𝑎
 

=  
0

lim
a

                 
𝑎

− 𝑎  −  𝑎
 

=                              −
1

2
 

 

5. ก าหนดให้  𝑓 : ℝ → ℝ  โดยที่  𝑓(1) = 1  และส าหรับทกุ  𝑥 ∈ ℝ ,  𝑓′(𝑥)  =  
𝑥4−1

𝑥2+1
 

 คา่ของ  𝑓(−2)  ตรงกบัข้อใดตอ่ไปนี ้
 ก. 1 ข. 2 ค. 3 ง. 4 
ตอบ ก 

𝑓′(𝑥)  =  
𝑥4−1

𝑥2+1
  =  

(𝑥2−1)(𝑥2+1)

𝑥2+1
  =  𝑥2 − 1          (ตวัสว่น 𝑥2 + 1 ไมม่ีทางเป็น 0 อยูแ่ล้ว จึงตดับนลา่งได้เลย) 

อินทิเกรต จะได้  𝑓(𝑥)  =  
𝑥3

3
− 𝑥 + 𝑐    →  แทน 𝑥 = 1 จะได้    𝑓(1)  =  

13

3
− 1 + 𝑐 

 
 
 
 

ดงันัน้  𝑓(𝑥)  =   𝑥
3

3
− 𝑥 +

5

3
    →  จะได้  𝑓(−2)  =  

(−2)3

3
− (−2) +

5

3
  =  1 

 

6. ก าหนดให้  𝑓 : ℝ → ℝ  เป็นฟังก์ชนัท่ีมีอนพุนัธ์บน ℝ โดยที่  
2559

lim
x

 
𝑥𝑓(𝑥) − 2559𝑓(2559)

𝑥 − 2559
  =  7677 

 ถ้า  𝑓(2559) = 2559  แล้ว คา่ของ  𝑓′(2559)  ตรงกบัข้อใดตอ่ไปนี ้
 ก. 1 ข. 2 ค. 3 ง. 4 
ตอบ ข 

จะเห็นวา่ ถ้าแทน  𝑥 = 2559  ในลมิิต จะได้  𝑥𝑓(𝑥) − 2559𝑓(2559)

𝑥 − 2559
  อยูใ่นรูป  0

0
   →  สามารถใช้กฎของโลปิตาลได้ 

 
 
 
ดิฟบน
ดิฟลา่ง  =  𝑥𝑓′(𝑥) + 𝑓(𝑥)(1)    −    0

1
              →  แทน  𝑥 = 2559  จะได้    2559𝑓′(2559)+𝑓(2559)(1) − 0

1
 

 
 

โจทย์ให้คา่ลมิิต = 7677  ดงันัน้ 

 
 
 

√𝑥2 = |𝑥| 

ตดั 𝑥 ทัง้บนและลา่ง 

𝑥 → −∞  ดงันัน้ 𝑥 เป็นลบ จงึท าให้  |𝑥| =  −𝑥 

𝑎 → 0+  ดงันัน้ 𝑎 เป็นบวก จงึท าให้  |𝑎| =  𝑎 

  1 =  
1

3
− 1 + 𝑐 

  5
3
 =                 𝑐 

โจทย์ก าหนด 

น ล′ + ล น′ 

=  2559𝑓′(2559) + 2559 

โจทย์ให้ 𝑓(2559) = 2559 2559𝑓(2559) เป็นคา่คงที ่ →  ดิฟ = 0 

2559𝑓′(2559) + 2559 =  7677 
2559𝑓′(2559) =  5118 
          𝑓′(2559) =      2 
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7. ก าหนดรูปสามเหลีย่ม 𝐴𝐵𝐶 บนระนาบ 𝑋𝑌 ใน ℝ3  ให้ 𝐷 เป็นจดุกึ่งกลางด้าน 𝐴𝐶 และ 𝐸 เป็นจดุบนด้าน 𝐵𝐶 
ซึง่ 𝐵𝐸 : 𝐸𝐶 = 1 : 2    ลาก 𝐴𝐸 และ 𝐵𝐷 ตดักนัท่ีจดุ 𝐹  ถ้า  |𝐴𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ × 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗| = 2  แล้ว  |𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ × 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗|  มีคา่ตรงกบัข้อ
ใดตอ่ไปนี ้

 ก. 2 ข. 4 ค. 6 ง. 8 
ตอบ ง 
 

ข้อนี ้จะใช้ทฤษฎีสดัสว่นพืน้ท่ี ∆  มาชว่ย  → 

 

 
จาก  |𝐴𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ × 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗| = 2  แสดงวา่  ด้านขนานท่ีเกิดจาก 𝐴𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ และ 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ มี พืน้ท่ี = 2 

ดงันัน้ พืน้ท่ี ∆𝐴𝐹𝐵 = 
1

2
 ของ  ด้านขนาน  =  

1

2
 × 2  =  1 

จาก ทฤษฎีสดัสว่นพืน้ท่ี ∆  จะได้  ∆𝐴𝐹𝐵

∆𝐴𝐹𝐶
  =  

𝐸𝐵

𝐸𝐶
  =  

1

2
 

 
 
 

แตจ่าก  𝐴𝐷 = 𝐷𝐶  จะได้พืน้ท่ี  ∆𝐴𝐹𝐷 = ∆𝐶𝐹𝐷  ดงันัน้  ∆𝐴𝐹𝐷 = ∆𝐶𝐹𝐷 =  1  ดงัรูป 
และจาก  𝐴𝐷 = 𝐷𝐶  จะได้  ∆𝐶𝐵𝐷 = ∆𝐴𝐵𝐷 = 1 + 1 = 2 

ดงันัน้  พืน้ท่ี ∆𝐴𝐵𝐶  =  ∆𝐴𝐵𝐷 + ∆𝐶𝐵𝐷  =  2 + 2  =  4 

ดงันัน้  |𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ × 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗| =  พืน้ท่ี  ด้านขนานท่ีเกิดจาก 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ และ 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

 =  2 เทา่ของ พืน้ท่ี ∆𝐴𝐵𝐶        =  2(4)  =  8 

 

8. ส าหรับเมทริกซ์ขนาด 2 × 2    𝐴 และ 𝐵 ที่มีสมาชิกเป็นจ านวนจริง  กลา่ววา่ 𝐴 เป็นชนิดเดียวกนักบั 𝐵 ก็ตอ่เมื่อ มี
จ านวนจริง 𝜆 และเมทริกซ์ที่มีอินเวอร์ส 𝑃 ที่ท าให้  𝐴 = 𝜆𝑃𝐵𝑃−1    เมทริกซ์ในข้อใดตอ่ไปนีไ้ม่เป็นชนิดเดียวกนักบั

เมทริกซ์  (1 0
0 2

) 

 ก. (
4 0
0 2

) ข. (
1 1
0 2

) ค. (
1 0
0 1/2

) ง. (
1 0
0 3

) 

ตอบ ง 

เมทริกซ์ทีเ่ป็นชนิดเดยีวกนักบั (1 0
0 2

)  จะต้องสามารถเขยีนได้ในรูป  𝜆𝑃 (
1 0
0 2

)𝑃−1 

ให้  𝑃 = (
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

)  จะได้  𝑃−1  =  
1

𝑎𝑑−𝑏𝑐
(

𝑑 −𝑏
−𝑐 𝑎

) 

 

 
 
 
 

เราต้องดวูา่ เมทริกซ์ในตวัเลอืกไหน ท่ีไมส่ามารถเขียนได้ในรูป (∗) 

สงัเกตวา่ทกุตวัเลอืกทกุข้อ มีสมาชิกตวัซ้ายลา่งเป็น 0  ดงันัน้  −𝑐𝑑 = 0  จะได้  𝑐 = 0  หรือ  𝑑 = 0 

กรณี 𝑐 = 0 :  แทน 𝑐 = 0 ใน (∗) จะได้  =  
𝜆

𝑎𝑑
  (

𝑎𝑑 𝑎𝑏
0 2𝑎𝑑

)  =  (
𝜆 𝜆𝑏/𝑑
0 2𝜆

)   → 

 ซึง่สอดคล้องกบั ตวัเลอืกข้อ (ข) เมื่อ  𝜆 = 1 ,  
𝑏

𝑑
 = 1   (𝑎 เป็นอะไรก็ได้ ที่ ≠ 0) 

 แตจ่ะไมส่อดคล้องกบัข้ออื่น    (ข้อ ก. ค. ง. สมาชิกตวัขวาลา่ง ไมไ่ด้เป็น 2 เทา่ของสมาชิกตวัซ้ายบน) 

𝐴  

𝐵  

𝐶  𝐷  

1 

2 

𝐸  
𝐹  

1

∆𝐴𝐹𝐶
 =  

1

2
    →    ∆𝐴𝐹𝐶        =  2 

∆𝐴𝐹𝐷 + ∆𝐶𝐹𝐷 =  2 

𝐴  

𝐵  

𝐶  𝐷  

1 

1 1 

𝑥  𝑦  

𝐴  𝐵  

𝑥  𝑦  

𝐴  𝐵  พืน้ท่ี 𝐴 : 𝐵  =  𝑥 : 𝑦 

=  𝜆 (
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

) (
1 0
0 2

)
1

𝑎𝑑−𝑏𝑐
(

𝑑 −𝑏
−𝑐 𝑎

) 

=  
𝜆

𝑎𝑑−𝑏𝑐
  (

𝑎 2𝑏
𝑐 2𝑑

)               (
𝑑 −𝑏
−𝑐 𝑎

) 

=  
𝜆

𝑎𝑑−𝑏𝑐
  (

𝑎𝑑 − 2𝑏𝑐 𝑎𝑏
−𝑐𝑑 2𝑎𝑑 − 𝑏𝑐

)   …(∗) 

สงัเกตวา่ สมาชิกตวัขวาลา่ง เป็น 
2 เทา่ของ สมาชิกตวัซ้ายบน 



 สมาคม ม. ปลาย (พ.ย. 59) 17 

กรณี 𝑎 = 0 :  แทน 𝑎 = 0 ใน (∗) จะได้  =  −
𝜆

𝑏𝑐
  (

−2𝑏𝑐 0
−𝑐𝑑 −𝑏𝑐

)  =  (
2𝜆 0

−𝑑/𝑏 𝜆
)   → 

 ซึง่สอดคล้องกบั ตวัเลอืกข้อ (ก) เมื่อ  𝜆 = 2 ,  𝑑 = 0   (𝑏 กบั 𝑐 เป็นอะไรก็ได้ ท่ี ≠ 0) 
 และสอดคล้องกบั ตวัเลอืกข้อ (ค) เมื่อ  𝜆 = 

1

2
 ,  𝑑 = 0   (𝑏 กบั 𝑐 เป็นอะไรก็ได้ ท่ี ≠ 0) 

 แตจ่ะไมส่อดคล้องกบัข้อ (ง)   เนื่องจาก สมาชิกตวัซ้ายบน ไมไ่ด้เป็น 2 เทา่ของสมาชิกตวัขวาลา่ง 
จะเห็นวา่ข้อ (ง) ไมส่อดคล้องกบักรณีไหนเลย ดงันัน้ เมทริกซ์ที่ก าหนด จึงไมเ่ป็นชนิดเดียวกบัข้อ (ง) 
 

9. ให้  𝑎 , �⃗� , 𝑐  เป็นเวกเตอร์ใน ℝ3 ซึง่  𝑎  + 2�⃗�  + 𝑐  = 0 ,   |𝑎 | = 1 ,   |�⃗� | = 2 ,   |𝑐 | = 3 

 คา่ของ  |�⃗� × 𝑐 |  ตรงกบัข้อใดตอ่ไปนี ้
 ก. 0 ข. 1 ค. 2 ง. 3 
ตอบ ก 

𝑎  + 2�⃗�  + 𝑐  = 0  แสดงวา่  𝑎  , 2�⃗�  , และ 𝑐   ต้องตอ่แล้ววนกลบัมาทีจ่ดุตัง้ต้นเป็นรูปสามเหลีย่ม ดงัรูป 
 

โจทย์ให้  |𝑎 | = 1 ,   |�⃗� | = 2 ,   |𝑐 | = 3  →  จะได้ความยาวแตล่ะด้านของ ∆ เป็นดงัรูป 
สงัเกตวา่ 𝐶𝐴 ยาว = 2 + 2 = 4  เทา่กบัผลรวมอีกสองด้านท่ีเหลอื  𝐴𝐵 + 𝐵𝐶 = 3 + 1 = 4 

 

ดงันัน้เวกเตอร์ทัง้หมด จะต้องเป็นแนวเดยีวกนั ดงัรูป 
จะได้  |�⃗� × 𝑐 |  = 0    (ขนานกนั ครอสกนัได้ 0̅) 
 

10. คา่ของ 𝑎 ในข้อใดตอ่ไปนีท้ าให้  √𝑎 + √𝑎 − √𝑎 + √𝑎 − √𝑎 + √𝑎 − …   =   5 

 ก. 19 ข. 20 ค. 21 ง. 22 
ตอบ ค 

ก้อนถดัเข้าไป 2 ชัน้ จะกลบัไปเหมือนกบัก้อนฝ่ังซ้ายทัง้ก้อน  √𝑎 + √𝑎 − √𝑎 + √𝑎 − √𝑎 + √𝑎 − …   =   5 

เนื่องจาก ฝ่ังซ้ายทัง้ก้อน = 5 

ดงันัน้  ก้อนในเส้นประ จะเทา่กบั 5 ด้วย  →  จะได้สมการคือ  √𝑎 + √𝑎 −  5    =   5    …(∗) 
 
 
 
 
 
 

เนื่องจากระหวา่งแก้สมการ มีการยกก าลงัสองทัง้สองข้าง  ดงันัน้ ต้องตรวจค าตอบใน (∗) ด้วย 

 𝑎 = 21 : √21 + √21 −  5   =  √21 + 4  =  5  →  จริง         →  ตอบ 𝑎 = 21 

 𝑎 = 30 : √30 + √30 −  5   =  √30 + 5  ≠  5  →  เท็จ 

สมาชิกตวัซ้ายบน เป็น 2 

เทา่ของ สมาชิกตวัขวาลา่ง 

�⃑�  

�⃑⃗�  𝑐  
�⃑⃗�  

1 

2 3 

2 

𝐴  

𝐵  𝐶  

1 

2 3 

2 

วนกลบัไปเหมือนฝ่ังซ้ายทัง้ก้อน 

𝑎 + √𝑎 − 5 =  25 

        √𝑎 − 5 =  25 − 𝑎 
           𝑎 − 5 =  625 − 50𝑎 + 𝑎2 
               0 =  𝑎2 − 51𝑎 + 630 
               0 =  (𝑎 − 21)(𝑎 − 30) 
                                     𝑎 = 21 ,  30 

ยกก าลงัสอง ทัง้ 2 ข้าง 

ยกก าลงัสอง ทัง้ 2 ข้าง 
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11. ก าหนดให้ 𝑧 เป็นจ านวนเชิงซ้อน พิจารณาข้อความตอ่ไปนี ้
 (1) ถ้า  𝑧

1+𝑧2  เป็นจ านวนจริงแล้ว  𝑧  เป็นจ านวนจริง 
 (2) ถ้า  𝑧

1+𝑧2  เป็นจ านวนจินตภาพแท้ (จ านวนในรูป 𝑎𝑖 โดยที่ 𝑎 เป็นจ านวนจริงไมเ่ทา่กบั 0) แล้ว  𝑧  เป็น
จ านวนจินตภาพแท้ 

 ข้อใดตอ่ไปนีถ้กูต้อง 
 ก. ข้อความ (1) และ (2) ตา่งเป็นจริง ข. ข้อความ (1) เป็นจริง แตข้่อความ (2) เป็นเทจ็ 

 ค. ข้อความ (1) เป็นเท็จ แตข้่อความ (2) เป็นจริง ง. ข้อความ (1) และ (2) ตา่งเป็นเทจ็ 

ตอบ ค 
(1) ให้  𝑧

1+𝑧2  =  𝑘  เมื่อ 𝑘 เป็นจ านวนจริง 
 จดัรูปให้เป็นสมการก าลงัสองที่ม ีสปส เป็นจ านวนจริง 
 

จากสตูร จะได้  𝑧  =  
−(−1)±√(−1)2−4(𝑘)(𝑘)

2𝑘
  =  

1 ± √1−4𝑘2

2𝑘
 

จะเห็นวา่ 𝑧 อาจไมใ่ชจ่ านวนจริง ถ้า  1 − 4𝑘2 < 0  →  (1) ผิด 
(2) ให้  𝑧

1+𝑧2  =  𝑘𝑖  เมื่อ 𝑘 เป็นจ านวนจริง 
 จดัรูปให้เป็นสมการก าลงัสองที่ม ีสปส เป็นจ านวนจริง 
 
 
 

 จากสตูร  จะได้  𝑧𝑖  =  
−(−1) ± √(−1)2−4(𝑘)(−𝑘)

2𝑘
  =  

1 ± √1+4𝑘2

2𝑘
 

 เนื่องจาก  1 + 4𝑘2 ไมม่ีทางติดลบ  (𝑘2 ≥ 0) ดงันัน้  𝑧𝑖  จะเป็นจ านวนจริงเสมอ 

  ดงันัน้  𝑧    จะเป็นจ านวนจินตภาพแท้เสมอ  →  (2) ถกู 
 

12. ก าหนดให้เอกภพสมัพทัธ์คือ เซตของจ านวนจริง พิจารณาข้อความตอ่ไปนี ้

 (1) ถ้า  ℎ = 𝑓 ∘ 𝑔  และ  ℎ(𝑥) = √1 + 3𝑥4  แล้ว  𝑓(𝑥) = √𝑥  และ  𝑔(𝑥) = 1 + 3𝑥4 

 (2) ถ้า  𝑓(𝑥) = √4 − 𝑥2  และ  𝑔(𝑥) = √3 − 𝑥  แล้ว  (𝑓 ∘ 𝑔)(𝑥) = √1 + 𝑥  ทกุ 𝑥 ≥ −1 

 ข้อใดตอ่ไปนีถ้กูต้อง 
 ก. ข้อความ (1) และ (2) ตา่งเป็นจริง ข. ข้อความ (1) เป็นจริง แตข้่อความ (2) เป็นเทจ็ 

 ค. ข้อความ (1) เป็นเท็จ แตข้่อความ (2) เป็นจริง ง. ข้อความ (1) และ (2) ตา่งเป็นเทจ็ 

ตอบ ง 
(1) ยงัมวีิธีประกอบแบบอื่น ที่ท าให้ได้  ℎ(𝑥) = √1 + 3𝑥4 

 เช่น  𝑓(𝑥) = √1 + 3𝑥4  และ  𝑔(𝑥) = 𝑥  ก็จะได้  (𝑓 ∘ 𝑔)(𝑥) =  𝑓(𝑔(𝑥)) 

  =  𝑓(    𝑥   )  
  =  √1 + 3𝑥4  =  ℎ(𝑥)  เช่นกนั    →  (1) ผิด 
(2) (𝑓 ∘ 𝑔)(𝑥)  =  𝑓(𝑔(𝑥)) =      𝑓(√3 − 𝑥)            เมื่อ  𝑥 ≤ 3    (ในรูทห้ามติดลบ) 

  =  √4 − √3 − 𝑥
2   

  =  √4 − (3 − 𝑥)  =  √1 + 𝑥    เมื่อ  𝑥 ≥ −1    (ในรูทห้ามตดิลบ) 

𝑧 =  𝑘 + 𝑘𝑧2 
0 =  𝑘𝑧2 − 𝑧 + 𝑘 

สมการ  𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐 = 0 

มีค าตอบคือ 𝑥 = 
−𝑏 ± √𝑏2−4𝑎𝑐

2𝑎
 

𝑧 =  𝑘𝑖 + 𝑘𝑧2𝑖 
𝑧𝑖 =  𝑘𝑖2 + 𝑘𝑧2𝑖2 
𝑧𝑖 =  𝑘𝑖2 + 𝑘(𝑧𝑖)2 
0 =  𝑘(𝑧𝑖)2 − (𝑧𝑖) − 𝑘 
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 ดงันัน้  (𝑓 ∘ 𝑔)(𝑥)  =  √1 + 𝑥    เมื่อ  −1 ≤ 𝑥 ≤ 3    →  แตโ่จทย์บอกแค ่ 𝑥 ≥ −1  ดงันัน้  (2) ผิด 

 ( เช่น ถ้าถามคา่ของ  (𝑓 ∘ 𝑔)(4) ต้องตอบวา่ หาไมไ่ด้ เพราะ 𝑔(4) หาไมไ่ด้ 

  แตถ้่าใช้  (𝑓 ∘ 𝑔)(𝑥) = √1 + 𝑥  ทกุ 𝑥 ≥ −1  จะหาได้  (𝑓 ∘ 𝑔)(4) = √5  ) 
 

13. ผลรวมของคา่ 𝑥 ทัง้หมดในชว่ง [0, 𝜋] ซึง่สอดคล้องกบัสมการ 
 (sin 𝑥 + cos 𝑥)(1 + 2 cos𝑥)  =  1 + √6 cos

𝑥

2
    ตรงกบัข้อใด 

 ก. 4𝜋

3
 ข. 19𝜋

18
 ค. 𝜋

3
 ง. 23𝜋

18
 

ตอบ ก 
 

 
 
 
 
 
 
 

จะเห็นวา่ทกุตวัมี  cos
𝑥

2
  เป็นตวัประกอบ  ดงันัน้  ถ้า  cos

𝑥

2
  =  0  จะท าให้สมการเป็นจริงได้ 

กรณี  cos
𝑥

2
 = 0 :  จาก  𝑥 ∈ [0, 𝜋]  จะได้  𝑥 = 𝜋 

กรณี  cos
𝑥

2
 ≠ 0 :  หาร (∗) ตลอดด้วย cos

𝑥

2
  จะเหลอื 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 แตก่ารยกก าลงั 2 ตรง (∗∗) อาจท าให้มคี าตอบปลอม เกินมาได้  →  ต้องพิจารณาขอบเขตของ 𝑥 ใน (∗∗) ด้วย 

 เนื่องจาก  √6

2
 > 1  ดงันัน้ ทัง้ sin 3𝑥

2
 และ cos

3𝑥

2
 ต้องเป็นบวกทัง้คู ่เพื่อรวมกนัแล้ว > 1  ดงันัน้  3𝑥

2
  ต้องอยูใ่น 𝑄1 

 แตโ่จทย์ให้  𝑥 ∈ [0, 𝜋]  จะได้  3𝑥

2
 ∈ [0, 

3𝜋

2
]  แต ่3𝑥

2
  ต้องอยูใ่น 𝑄1  ดงันัน้  

3𝑥

2
 ∈ [0, 

𝜋

2
] 

 ดงันัน้  3𝑥 ∈ [0, 𝜋]  →  ถ้า  sin3𝑥  =  
1

2
   จะได้  3𝑥 = 

𝜋

6
 ,   5𝜋

6
     ดงันัน้   𝑥 = 

𝜋

18
 ,  

5𝜋

18
 

รวมค าตอบจากทัง้ 2 กรณี จะได้ผลรวมของ 𝑥  =  𝜋 + 
𝜋

18
 + 

5𝜋

18
  =  

4𝜋

3
 

 

14. ก าหนดให้  𝑧  และ  𝑤  เป็นจ านวนเชิงซ้อน โดยที่  𝑧

1+𝑤
 = 𝑖 tan(22.5°)  และ  𝑤

1+𝑧
 = 𝑖 tan(7.5°) 

 ข้อใดตอ่ไปนีต้รงกบัคา่ของ  𝑧 − 𝑤 

 ก. (2 − √3)𝑖 ข. 1

√3
𝑖 ค. (√3 − 2)𝑖 ง. −

1

√3
𝑖 

ตอบ ก 
ให้  𝑎 = 𝑖 tan(22.5°)  และ  𝑏 = 𝑖 tan(7.5°)  จะได้    𝑧

1+𝑤
  =  𝑎                     และ   𝑤

1+𝑧
  =  𝑏 

 
 
 

        (sin 𝑥 + cos𝑥)  (1 + 2 cos 𝑥) =  1 + √6 cos
𝑥

2
 

sin 𝑥 + 2 sin𝑥 cos 𝑥 + cos 𝑥 + 2 cos2 𝑥 =  1 + √6 cos
𝑥

2
 

sin 𝑥 + 2 sin𝑥 cos 𝑥 + cos 𝑥 + 2 cos2 𝑥 − 1 =          √6 cos
𝑥

2
 

sin 𝑥 +       sin2𝑥      + cos 𝑥 +      cos 2𝑥 =          √6 cos
𝑥

2
 

   2 sin
3𝑥

2
cos

𝑥

2
           +     2 cos

3𝑥

2
cos

𝑥

2
  =          √6 cos

𝑥

2
    …(∗) 

2 sin
3𝑥

2
 + 2 cos

3𝑥

2
 =  √6 

   sin 3𝑥

2
 +    cos

3𝑥

2
 =  

√6

2
        …(∗∗) 

ยกก าลงัสอง ทัง้ 2 ข้าง 
sin2 3𝑥

2
 + 2 sin

3𝑥

2
cos

3𝑥

2
 + cos2 3𝑥

2
 =   

6

4
 

(sin2 3𝑥

2
+ cos2 3𝑥

2
) + 2 sin

3𝑥

2
cos

3𝑥

2
 =   

3

2
 

                1                  +       sin3𝑥 =   
3

2
 

                                               sin3𝑥 =   
1

2
 

  𝑧  =   𝑎  + 𝑎𝑤   …(1) 
𝑏𝑧  =  𝑎𝑏 + 𝑎𝑏𝑤 

𝑤  =  𝑏 + 𝑏𝑧   …(2) 
 
𝑤  =  𝑏 + 𝑎𝑏 + 𝑎𝑏𝑤 

× 𝑏 

แทนคา่ 𝑏𝑧 
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 แทน  𝑤 = 
𝑏+𝑎𝑏

1−𝑎𝑏
  ใน (1) จะได้  𝑧 =  𝑎 + 𝑎 (

𝑏+𝑎𝑏

1−𝑎𝑏
) 

  =  𝑎 +  
𝑎𝑏−𝑎2𝑏

1−𝑎𝑏
    =   

𝑎−𝑎2𝑏 + 𝑎𝑏+𝑎2𝑏

1−𝑎𝑏
  =  

𝑎+𝑎𝑏

1−𝑎𝑏
 

ดงันัน้  𝑧 − 𝑤 =  
𝑎+𝑎𝑏

1−𝑎𝑏
−

𝑏+𝑎𝑏

1−𝑎𝑏
 

 =       
𝑎  −  𝑏

1−𝑎𝑏
 =  

𝑖 tan22.5° − 𝑖 tan7.5°

1−(𝑖 tan22.5°)(𝑖 tan7.5°)
 

  =  
𝑖 (tan22.5° − tan7.5°)

1 + (tan22.5°)(tan7.5°)
 

  =  𝑖 tan(22.5° − 7.5°)  =  𝑖 tan 15° 
 
 
 
 

15. ก าหนดให้  𝐷 = { det𝐴 | 𝐴 เป็นเมทริกซ์ขนาด 4 × 4 ที่มีสมาชิกเป็น 2 หรือ −1 เทา่นัน้ } 

 ข้อใดตอ่ไปนีเ้ป็นสมาชิกของ 𝐷 

 ก. −135 ข. −136 ค. −137 ง. −138 
ตอบ ก 
เนื่องจาก 2 กบั −1 ตา่งกนัอยู ่3  ดงันัน้ ถ้าเอา 2 แถวใดๆมา “ลบ” กนั จะ “ดงึ 3 เป็นตวัร่วม” ออกได้เสมอ 

และเนื่องจากเมทริกซ์ 4 × 4 จะ “ลบ 2 แถว” ได้ 3 ครัง้ก่อนทีค่า่จะเปลีย่น  → จะดงึ 3 เป็นตวัร่วมได้ 3 ครัง้เสมอ 

เช่น    |
2 −1 2 2
2 −1 −1 −1

−1 2 2 −1
−1 2 −1 −1

| 

𝑅2 − 𝑅1

𝑅3 − 𝑅1

𝑅4 − 𝑅1

=

         |

2 −1 2 2
0 0 −3 −3

−3 3 0 −3
−3 3 −3 −3

| 

 = 33 ∙ |
2 −1 2 2
0 0 −1 −1

−1 1 0 −1
−1 1 −1 −1

| 

ดงันัน้ คา่ det จะหารด้วย  33 = 27  ลงตวัเสมอ  ซึง่จะมีแต ่ก. เทา่นัน้  →  −135

27
 = −5  →  จะตอบ ก. เลยก็ได้ 

แตถ้่าต้องการพิสจูน์วา่ −135 สามารถเป็นคา่ det ได้จริงๆ  ก็สามารถย้อนกลบัแนวคิดดงักลา่วได้ดงันี ้

 −135  =  (27)(−5) =  33 ∙ |

5 ? ? ?
0 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1

| 

 =  33 ∙ |

−1 2 2 2
1 −1 0 0
1 0 −1 0
1 0 0 −1

| 

 =         |

−1 2 2 2
3 −3 0 0
3 0 −3 0
3 0 0 −3

| 

 =         |

−1 2 2 2
2 −1 2 2
2 2 −1 2
2 2 2 −1

| 

ดงันัน้ มีเมทริกซ์ตามเง่ือนไข ท่ี det = −135 →  ตอบ ก. 

𝑤 − 𝑎𝑏𝑤 =  𝑏 + 𝑎𝑏 

    𝑤 =  
𝑏+𝑎𝑏

1−𝑎𝑏
 

𝑖2 = −1 

=  𝑖 tan(60° − 45°) 

=  
𝑖 (tan60° − tan45°)

1+(tan60°)(tan45°)
 

=    
𝑖(√3−1)

1+√3
        ∙

√3−1

√3−1
 

=         
𝑖(3−2√3+1)

2
 

=         𝑖(2 − √3) 
( หรือถ้าจ าได้วา่  tan 15° = 2 − √3  ก็ตอบเลย ) 

→  ดงึ 3 ออกได้ 
→  ดงึ 3 ออกได้ 
→  ดงึ 3 ออกได้ 

𝐶1 − 𝐶2 − 𝐶3 − 𝐶4  →  𝐶1 

(แตก 5 เป็น −1 + 2 + 2+ 2) 

กระจาย 3 เข้าไปใน 3 แถวลา่ง 

𝑅1 + 𝑅2 
𝑅1 + 𝑅3 
𝑅1 + 𝑅4 
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16. ถ้า 𝑎 และ 𝑏 เป็นจ านวนจริงซึง่  
0

lim
x

(
3

𝑥2+𝑥
+

7

𝑥2−𝑥
+

𝑎

𝑥3−𝑥
)  =  𝑏    จงหาคา่ของ  𝑎 + 𝑏 

ตอบ −14 
3

𝑥2+𝑥
+

7

𝑥2−𝑥
+

𝑎

𝑥3−𝑥
 =  

3

𝑥(𝑥+1)
+

7

𝑥(𝑥−1)
+

𝑎

𝑥(𝑥−1)(𝑥+1)
 

 =  
3(𝑥−1)  +  7(𝑥+1)  +              𝑎            

𝑥(𝑥−1)(𝑥+1)
 

 =  
         10𝑥 + 4  +                           𝑎            

𝑥(𝑥−1)(𝑥+1)
   → ถ้า  𝑥 → 0  จะได้  4+𝑎

0
 

  แตโ่จทย์ให้หาลมิิตได้ = 𝑏  ดงันัน้  4 + 𝑎 =  0 
 =  

         10𝑥                                                       

𝑥(𝑥−1)(𝑥+1)
 

 =  
         10                                                          

(𝑥−1)(𝑥+1)
   → แทน  𝑥 → 0 ใหม ่ จะได้ลมิิต  10

(−1)(1)
  =  −10 

   จะได้  𝑏 = −10 

  ดงันัน้  𝑎 + 𝑏 = −4 + −10  =  −14 

 
17. จงหาจ านวนเต็มบวก 𝑛 ที่น้อยที่สดุที่ท าให้จ านวนเตม็ 111⋯1 ซึง่ประกอบด้วยเลขโดด 1 เป็นจ านวน 𝑛 ตวั หาร

ด้วย 7 ลงตวั 
ตอบ 6 

หารยาวไปเร่ือยๆ จนกวา่จะลงตวั 

เนื่องจากเศษจากการหารด้วย 7 มีแค ่7 แบบ (คือ 0, 1, 2, … , 6) 
ดงันัน้ รับประกนัได้วา่ หารไมเ่กิน 7 รอบ ต้องรู้ค าตอบ 

(คือภายใน 7 รอบ ต้องหารลงตวั หรือไมก็่วนซ า้เศษตวัเดมิแบบไมรู้่จบ) 
 
 
 
 

จะเห็นวา่หารลงตวั เมื่อเศษ = 111111  →  มี 1 จ านวน 6 ตวั  →  𝑛 = 6 
 

18. ก าหนดให้ 𝐴 เป็นจดุยอดทางด้านหนึง่ของไฮเพอร์โบลา  𝑥2 − 𝑦2 = 3  และ  𝐵 และ 𝐶 เป็นจดุสองจดุบนอีกด้าน
หนึง่ของไฮเพอร์โบลาที่ท าให้ 𝐴𝐵𝐶 เป็นสามเหลีย่มด้านเทา่  จงหาพืน้ที่ของสามเหลีย่ม 𝐴𝐵𝐶 

ตอบ 9√3 

จดัรูป ได้  𝑥
2

3
−

𝑦2

3
 = 1  →  จะได้จดุยอดคือ (±√3 , 0) 

จากความสมมาตร ถ้า พิกดั 𝐵 คือ (𝑎, 𝑏) จะได้พิกดั 𝐶 คือ (𝑎, −𝑏) ดงัรูป 
∆ 𝐴𝐵𝐶 เป็น ∆ ด้านเทา่  →     𝐴𝐵   =   𝐵𝐶 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

ถ้า  4 + 𝑎 ≠ 0  จะหาคา่ลิมิตไมไ่ด้ 

𝑎 = −4 

  1 5 8 7 3 

7 1 1 1 1 1 1 1 1  … 
  7 
  4 1 
  3 5 
   6 1 
   5 6 
    5 1 
    4 9 
     2 1 
     2 1 

𝐴(−√3 , 0) 

𝐵(𝑎, 𝑏) 

𝐶(𝑎, −𝑏) 

√(𝑎 − (−√3) )2 + (𝑏 − 0)2 =  𝑏 − (−𝑏) 

   √(𝑎 + √3)2     +    𝑏2 =  2𝑏 

      (𝑎 + √3)2     +    𝑏2 =  4𝑏2 

  𝑎2 + 2√3𝑎 + 3 =  3𝑏2 

และเนื่องจาก (𝑎, 𝑏) อยูบ่นไฮเพอร์โบลา 

จึงต้องสอดคล้องกบัสมการไฮเพอร์โบลา 

 𝑎2 − 𝑏2 =  3 
 𝑎2 − 3 =  𝑏2   …(∗) 

  𝑎2 + 2√3𝑎 + 3 =  3(𝑎2 − 3) 

  𝑎2 + 2√3𝑎 + 3 =  3𝑎2 − 9 
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แทน  𝑎 = 2√3  ใน (∗) เพื่อหา 𝑏 จะได้  (2√3)
2
− 3  =  𝑏2 

 
 

จะได้  𝐵𝐶  =  𝑏 − (−𝑏)  =  3 − (−3)  =  6    ดงันัน้ พืน้ท่ี ∆ 𝐴𝐵𝐶  =  
√3

4
× ด้าน2

  =  
√3

4
(62)  =  9√3 

 

19. ให้ 𝑓 เป็นฟังก์ชนัจากเซตของจ านวนเตม็ไปยงัเซตของจ านวนตรรกยะซึง่  𝑓(1) = 3  และ 

 𝑓(𝑥 + 1) = 
1+𝑓(𝑥)

1−𝑓(𝑥)
  ส าหรับแตล่ะจ านวนเตม็ 𝑥    จงหาจ านวนเต็ม 𝑥 ทัง้หมดที่ท าให้  𝑓(𝑥) < 0 

ตอบ 4𝑛 + 2 ,  4𝑛 + 3 
ลองแทน 𝑥 เป็นคา่ตา่งๆด ูดงันี ้
แทน 𝑥 = 1  จะได้ แทน 𝑥 = 3  จะได้ 

 
 
 

แทน 𝑥 = 2  จะได้ แทน 𝑥 = 4  จะได้ 
 
 
 

จะเห็นวา่ 𝑓(5) วนกลบัไปเป็น 3 เหมอืน 𝑓(1) 

เนื่องจากคา่ของ  𝑓(𝑥 + 1)  จะค านวณได้จาก  𝑓(𝑥)  ดงันัน้ คา่ 𝑓 จะวนซ า้ทกุๆ 4 ตวั ดงันี ้
 
 
 
 

(เมื่อ 𝑥 เป็น 0 หรือติดลบ จะคิดได้โดยแทน 𝑥 = 0 หรือติดลบ แล้วแก้สมการ จะได้ผลในลกัษณะเดียวกนั) 
จะเห็นวา่  𝑓(𝑥) < 0  เมื่อ 𝑥 เป็นช่องที่ 2 หรือ 3 ของแตล่ะรอบ  →  𝑥  =  4𝑛 + 2 ,  4𝑛 + 3 
 

20. ก าหนดให้ สามี ภรรยา จ านวน 4 คู ่มานัง่รอบโต๊ะกลม จงหาจ านวนวิธีทัง้หมดในการจดัที่นัง่ โดยที่ผู้ชายนัง่สลบักบั
ผู้หญิง และ ไมใ่ห้มีสามีภรรยาคูใ่ดเลยนัง่ติดกนั 

ตอบ 12 

ให้ สามี คือ  H1 , H2 , H3 , H4  และ ภรรยา คือ  W1 , W2 , W3 , W4 

เอา H1 ตอกไว้ไมใ่ห้วงหมนุ 

เนื่องจาก ชาย หญิง ต้องนัง่สลบักนั จึงเหลอืที่นัง่ให้  H2, H3, H4  แค ่3 ที ่
ดงันัน้ เลอืกที่นัง่ให้ H2, H3, H4 จะเลอืกได้  3! แบบ 
ถดัมา W1 ต้องไมน่ัง่ตดิกบั H1  →  เลอืกได้ ซ้ายลา่ง หรือไมก็่ขวาลา่ง ได้ 2 แบบ 

             0 =  2𝑎2 − 2√3𝑎 − 12 

             0 =    𝑎2 − √3𝑎 − 6 

             0 = (𝑎 + √3)(𝑎 − 2√3) 

                                                     𝑎  =  −√3 ,  2√3 

9 =  𝑏2 
3 =  𝑏 

→  (𝑎, 𝑏) อยูใ่น 𝑄1  ดงันัน้  𝑎, 𝑏 ต้องเป็นบวก 

(𝑏 ต้องเป็นบวก) 

𝑓(1 + 1) =  
1+𝑓(1)

1−𝑓(1)
 

    𝑓(2) =  
1+  3   

1−  3   
    =  −2 

𝑓(2 + 1)  =  
1+𝑓(2)

1−𝑓(2)
 

    𝑓(3) =  
1+(−2)

1−(−2)
    =  −

1

3
 

𝑓(3 + 1)  =  
1+𝑓(3)

1−𝑓(3)
 

    𝑓(4) =  
1+(−

1

3
)

1−(−
1

3
)
  =  

3−1

3+1
  =  

1

2
 

𝑓(4 + 1)  =  
1+𝑓(4)

1−𝑓(4)
 

    𝑓(5) =  
1+   

1

2
   

1−   
1

2
   

  =  
2+1

2−1
  =  3 

𝑥 1          2          3         4 5          6          7         8 … 

𝑓(𝑥) 3  →  −2  →  − 1

3
  →  1

2
 3  →  −2  →  − 1

3
  →  1

2
 … 

 

H1 

H H 

H 



 สมาคม ม. ปลาย (พ.ย. 59) 23 

เนื่องจาก W2, W3, W4 มีที่นัง่ที่ไมต่ิดกบัสามีของตน 2 แบบเชน่กนั ดงันัน้ เมื่อ W1 ได้ที่นัง่แล้ว W1 จะแยง่ที่นัง่ 1 ที่
จาก 2 ที่ของ W อีกคนไป ท าให้ W คนนัน้ ไมเ่หลอืทางเลอืกและต้องถกูบงัคบันัง่ ซึง่ W คนนัน้ ก็จะไปแยง่ที่นัง่ของ W 

คนอื่นตอ่ไปอีกเป็นทอดๆ   →  เช่นกรณี W1 เลอืกนัง่ซ้ายลา่ง จะเป็นดงันี ้
 
 
 
 
 

(กรณี W1 เลอืกนัง่ขวาลา่ง ก็ท าแบบเดียวกนั แคส่ลบัซ้ายขวา) 
ดงันัน้ จะมี W1 แคค่นเดยีว ท่ีมสีทิธิเลอืกที่นัง่ได้ได้ 2 แบบ  →  จะได้จ านวนแบบทัง้หมด  =  3! × 2  =  12 แบบ 
 

21. ให้ 𝑆 และ 𝑇 แทนคา่สงูสดุ และคา่ต า่สดุของ 
 (arcsin 𝑥)(arccos 𝑥) + (arccos 𝑥)(arccos 𝑦) + (arcsin 𝑥)(arcsin 𝑦) + (arcsin 𝑦)(arccos 𝑦)  
 เมื่อ 𝑥 และ 𝑦 อยูใ่นชว่ง [−1, 1]    จงหาคา่ของ  𝑆 − 𝑇 

ตอบ 𝜋2 

จบักลุม่ดงึตวัร่วมได้ดงันี ้
 
 
 

 
 
 
 

คา่สงูสดุ 𝑆 จะเกิดเมื่อ  (arcsin 𝑥 − arcsin𝑦)2 ต ่าสดุ  นัน่คือเมื่อ   arcsin 𝑥 = arcsin 𝑦   จะได้  𝑆 =   (𝜋

2
)
2

 

คา่ต า่สดุ 𝑇 จะเกิดเมื่อ  (arcsin 𝑥 − arcsin 𝑦)2  มากสดุ  เช่นเมื่อ  arcsin 𝑥 = 
𝜋

2
  และ  arcsin𝑦 = −

𝜋

2
 

 จะได้  𝑇 = (
𝜋

2
)
2
− (

𝜋

2
− (−

𝜋

2
))

2

  =  (
𝜋

2
)
2
− 𝜋2 

ดงันัน้  𝑆 − 𝑇  =  (
𝜋

2
)
2
− ((

𝜋

2
)
2
− 𝜋2)  =  𝜋2 

 

22. ก าหนดให้  𝑋 = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}  จงหาจ านวนสบัเซตของ 𝑋 ทัง้หมดซึง่สมาชิกในสบัเซตนีม้ีจ านวนคี่
มากกวา่จ านวนคู ่

ตอบ 256 

จะพยายามโยงเข้าไปหาเซตที่เลก็กวา่ คือ  𝑌 = {1, 2, 3, … , 8}  แบบไมม่ี 9 

จากสตูรจ านวนสบัเซต = 2𝑛(𝐴)  จะได้จ านวนสบัเซตทัง้หมดของ 𝑌  คือ  28 = 256 

จะแบง่สบัเซตของ 𝑌 ทัง้ 256 สบัเซต เป็น 3 กลุม่ คือ (1) สบัเซตของ 𝑌 ที่มีจ านวนคี่ มากกวา่ จ านวนคู ่
 (2) สบัเซตของ 𝑌 ที่มีจ านวนคี่ น้อยกวา่ จ านวนคู ่
 (3) สบัเซตของ 𝑌 ที่มีจ านวนคี่ เทา่กบั จ านวนคู ่
(1) กบั (2) จะมีจ านวนเทา่กนั  (เนื่องจาก {1, 2, 3, … , 8} มีเลขคูก่บัเลขคี่อยา่งละ 4 ตวัเทา่ๆกนั + หลกัความสมมาตร) 
ให้ (1) และ (2) มีอยา่งละ 𝑎 สบัเซต  และให้ (3) ม ี𝑏 สบัเซต  ดงันัน้   2𝑎 + 𝑏 = 256   …(∗) 

(จะเห็นวา่  𝑋 = {1, 2, 3, … , 8, 9}  มีจ านวนคี่ มากกวา่ จ านวนคู ่จึงใช้หลกัความสมมาตรไมไ่ด้) 

H1 

Hc Ha 

Hb 
W1 

H1 

Hc Ha 

Hb 
W1 

Wa 

× 

H1 

Hc Ha 

Hb 
W1 

Wa 
× 

Wb 
H1 

Hc Ha 

Hb 
W1 

Wa 
× 

Wb 

Wc 

=  arccos 𝑥(arcsin 𝑥   +           arccos 𝑦)             +   arcsin 𝑦 (arcsin 𝑥    +           arccos 𝑦) 

=  (arccos 𝑥   +   arcsin𝑦)( arcsin 𝑥   +   arccos 𝑦) 

=  (
𝜋

2
− arcsin 𝑥 + arcsin 𝑦)(arcsin 𝑥 + 

𝜋

2
− arcsin 𝑦) 

=  (
𝜋

2
− (arcsin 𝑥 − arcsin𝑦))(

𝜋

2
+ (arcsin 𝑥 − arcsin𝑦)) 

=                    (
𝜋

2
)
2
− (arcsin 𝑥 − arcsin 𝑦)2 

เปลี่ยน  arccos  เป็น  arcsin 

ด้วยกฎ arcsin 𝜃 + arccos 𝜃 = 
𝜋

2
 

(น − ล)(น + ล) = น2 − ล2 
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โจทย์ถาม จ านวนสบัเซตของ  𝑋 = {1, 2, 3, … , 8, 9}  ที่มีจ านวนคี่ มากกวา่ จ านวนคู ่
จะแบง่สบัเซตของ 𝑋 ที่มี จ านวนคี่ มากกวา่ จ านวนคู ่ออกเป็น 2 ประเภท คือ 
 (4) สบัเซตของ 𝑋 ที่มีจ านวนคี่ มากกวา่ จ านวนคู ่และไมม่ี 9 เป็นสมาชิก 

 (5) สบัเซตของ 𝑋 ที่มีจ านวนคี่ มากกวา่ จ านวนคู ่และ  มี  9 เป็นสมาชิก 
เนื่องจาก (4) ไมม่ี 9 เป็นสมาชิก ดงันัน้ (4) ของ 𝑋 จะมีจ านวนเทา่กบั (1) ของ 𝑌    →  (4) มี 𝑎 สบัเซต 

และส าหรับ (5) จะเห็นวา่ ถ้าตดั 9 ที่เป็นสมาชิกออก จะกลายเป็น สบัเซตที่มีจ านวนคี่  มากกวา่หรือเทา่กบั  จ านวนคู ่
 ดงันัน้ (5) จะมีจ านวนเทา่กบั (1) + (3)   →  (5) มี 𝑎 + 𝑏 สบัเซต 
 
 

ดงันัน้  (4) + (5)  จะมี  =  𝑎  +  𝑎 + 𝑏 =  2𝑎 + 𝑏 

 =     256 
 

23. จงหาค าตอบที่เป็นจ านวนจริงทัง้หมดของสมการ  2(log10 𝑥)−1 + 𝑥− log10 2  =  4.125 

ตอบ 0.01 ,  1000 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

24. ก าหนดตารางแจกแจงคะแนนสอบวิชาคณิตศาสตร์ของนกัเรียน 30 คน 

 เป็นดงันี ้
 ส าหรับ 𝑖 = 1, 2,3, 4   ให้  𝑥𝑖 และ 𝑓𝑖 เป็นจดุกึง่กลางของอนัตรภาค 

 ชัน้ท่ี 𝑖 และความถ่ีของอนัตรภาคชัน้ท่ี 𝑖 ตามล าดบั 

 ถ้า 𝑎 และ 𝑏 เป็นคา่คงที่ซึง่ท าให้  
4

1


i

 𝑓𝑖(𝑥𝑖 − 𝑎)2 + 
4

1


i

 𝑓𝑖|𝑥𝑖 − 𝑏|  มีคา่ต า่สดุ    จงหาคา่ของ  𝑎 − 𝑏 

ตอบ − 16

3
 

จากสมบตัิของคา่กลาง จะได้ 
4

1


i

 𝑓𝑖(𝑥𝑖 − 𝑎)2  ต ่าสดุเมื่อ 𝑎 = �̅�      และ  
4

1


i

 𝑓𝑖|𝑥𝑖 − 𝑏|  ต ่าสดุเมื่อ 𝑏 = Med 

สิง่ที่ต้องระวงัของข้อนี ้คือ ต้องหา 𝑏 จาก Med ของข้อมลู 𝑥𝑖  ไมใ่ช่จากตารางอนัตรภาคชัน้ท่ีโจทย์ก าหนด 
หา �̅� โดยวิธีลดทอนข้อมลู  (หาตรงๆก็ได้ แตค่ิดเลขเยอะ) 
 
 

จะได้         �̅� =  −
8

30
 

ดงันัน้   �̅� – 69.5

20
 =  −

8

30
 

            �̅� =  −
16

3
 + 69.5    =  𝑎 

   จ านวนคี ่ >  จ านวนคู ่
จ านวนคี่ − 1 ≥  จ านวนคู ่(1) คือ มากกวา่ ,   (3) คือเทา่กบั 

จาก (∗) 

2log10 𝑥

21  + 
1

𝑥log10 2 =  4.125 

2log10 𝑥

2
 + 

1

2log10 𝑥 =  4.125 

     
𝑎

2
     +      

1

𝑎
 =  4.125 

   4𝑎2  +     8 =  33𝑎 
4𝑎2 − 33𝑎 + 8 =    0 
(4𝑎 − 1)(𝑎 − 8) =    0 

   𝑎  =  
1

4
 ,  8 

𝑚log𝑎 𝑛 = 𝑛log𝑛 𝑚 

2log10 𝑥 =   
1

4
    ,  8 

2log10 𝑥 =  2−2 ,  23 
log10 𝑥 =  −2 ,  3 
           𝑥 =  10−2 ,  103 
           𝑥 =  0.01 ,  1000 

ให้ 𝑎 = 2log10 𝑥 

คะแนน จ านวนนกัเรียน (คน) 
20 – 39 
40 – 59 
60 – 79 
80 – 99 

3 
8 

13 
6 

 

𝑥𝑖 𝑓𝑖 𝑑𝑖  = 
𝑥𝑖−69.5

20
 𝑓𝑖𝑑𝑖 

29.5 
49.5 
69.5 
89.5 

3 
8 

13 
6 

−2 
−1 
0 
1 

−6 
−8 
0 
6 

 30  −8 
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หา Med จากความถ่ีสะสม 

 

ข้อมลูไมไ่ด้เป็นอนัตรภาคชัน้  →  ใช้ 𝑁 + 1 เป็นตวัหาร 
จะได้ Med อยูต่วัที่  30+1

2
 = 15.5  →  อยูช่ัน้ท่ี 3   (𝐹𝑖 เร่ิมเกิน 15.5 ในชัน้ท่ี 3) 

จะได้ Med  =  69.5  =  𝑏 

ดงันัน้    𝑎 − 𝑏  =  −
16

3
 + 69.5 − 69.5  =  −

16

3
 

 

25. ก าหนดให้  𝐴 = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7} 

 จงหาจ านวนฟังก์ชนั  𝑓 : 𝐴 → 𝐴  ทัง้หมดซึง่  𝑓(𝑓(𝑓(𝑛))) = 𝑛 ทกุ 𝑛 ∈ 𝐴 

ตอบ 351 

ให้ 𝑎 ∈ 𝐴 : กรณี 𝑓(𝑎) = 𝑎  จะท าให้  𝑓(𝑓(𝑓(𝑎))) 
 
 

 กรณี 𝑓(𝑎) ≠ 𝑎    สมมตใิห้  𝑓(𝑎) = 𝑏  เมื่อ  𝑏 ≠ 𝑎 

 จะเห็นวา่  𝑓(𝑏) = 𝑎  ไมไ่ด้ และ  𝑓(𝑏) = 𝑏 ไมไ่ด้ 
 ไมง่ัน้ ไมง่ัน้ 
 
 

 นัน่คือ  𝑓(𝑏)  จะย้อนไปซ า้ 𝑎 หรือ 𝑏 ไมไ่ด้  →  ให้  𝑓(𝑏) = 𝑐  เมื่อ  𝑐 ≠ 𝑎  และ  𝑐 ≠ 𝑏 

 𝑎, 𝑏, 𝑐 ครบ 3 ตวัแล้ว ดงันัน้  𝑓(𝑐) ต้องย้อนกลบัไปเป็น 𝑎เพื่อให้  𝑓(𝑓(𝑓(𝑎))) 
 
 

ดงันัน้ การจบัคูใ่น 𝑓 จะมีได้แค ่2 แบบ คือ    “ไปท่ีตวัเดิม”  𝑓(𝑎)  =  𝑎       กบั    “กลุม่หมนุ 3 ตวั” 
→  จะแบง่กรณีนบั 𝑓 ตามกลุม่พวกนี ้
 

กรณีที่ 𝑓 ไมม่ี กลุม่หมนุ :  แสดงวา่  𝑓(𝑎) = 𝑎  ทกุ 𝑎 ∈ 𝐴  →  มี 1 แบบ 

กรณีที่ 𝑓 มีกลุม่หมนุ 1 กลุม่ : ขัน้ท่ี 1 เลอืก 3 ตวัทีจ่ะใช้ในกลุม่หมนุได้ (7
3
) = 

7∙6∙5

3∙2
 = 35 วิธี 

 ขัน้ท่ี 2 เรียง 3 ตวัในขัน้ท่ี 1 เป็นวงกลม ได้ (3 − 1)! = 2 วิธี 

 (ที่เหลอือีก 4 ตวั ต้องโยงไปท่ีตวัเดิม เลอืกไมไ่ด้) 
 รวมจ านวนแบบ  =  35 × 2  =  70 แบบ 

กรณีที่ 𝑓 มีกลุม่หมนุ 2 กลุม่ : ขัน้ท่ี 1 เลอืกตวัทีจ่ะใช้ใน 2 กลุม่หมนุ จะได้  (
7
3)(

4
3)

2!
  =  

7∙6∙5

3∙2
 ∙ 

4∙3∙2

3∙2

2!
  =  70 วิธี 

 ขัน้ท่ี 2 เรียงกลุม่หมนุทัง้ 2 กลุม่เป็นวงกลม ได้  (3 − 1)! (3 − 1)!  =  4 วิธี 

 (ที่เหลอือีก 1 ตวั ต้องโยงไปท่ีตวัเดิม เลอืกไมไ่ด้) 
 รวมจ านวนแบบ  =  70 × 4  =  280 แบบ 
รวมทกุกรณี จะได้จ านวนฟังก์ชนั 𝑓 คือ  1 + 70 + 280  =  351 ฟังก์ชนั 
 
 
 
 

𝑥𝑖 𝑓𝑖 𝐹𝑖 
29.5 
49.5 
69.5 
89.5 

3 
8 

13 
6 

3 
11 
24 
30 

 

=  𝑓(𝑓(   𝑎   )) 
=  𝑓(      𝑎      ) 
=          𝑎 สอดคล้องกบัเง่ือนไข 

𝑓(𝑓(𝑓(𝑎))) =  𝑓(𝑓(   𝑏   )) 
 =  𝑓(      𝑎      ) 
 =          𝑏 

𝑓(𝑓(𝑓(𝑎))) =  𝑓(𝑓(   𝑏   )) 
 =  𝑓(      𝑏      ) 
 =          𝑏 

=  𝑓(𝑓(   𝑏   )) 
=  𝑓(      𝑐      ) 
=          𝑎 

𝑓(𝑎) =  𝑏 
𝑓(𝑏) =  𝑐 
𝑓(𝑐) =  𝑎 



26    สมาคม ม. ปลาย (พ.ย. 59) 

26. ให้ 𝑝, 𝑞 และ 𝑟 เป็นพจน์ที่เรียงกนัในล าดบัเลขคณิตของจ านวนเตม็ โดยที่ 𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะ 

 และ  𝑝2 + 𝑞𝑟  =  𝑝𝑟 + 46    จงหาคา่ของ  𝑝𝑞𝑟 

ตอบ 28 

ให้ผลตา่งร่วม = 𝑑  ดงันัน้  𝑞 = 𝑝 + 𝑑  และ  𝑟 = 𝑝 + 2𝑑 

แทนใน 
 
 
 
 
 

พิจารณา √184 − 7𝑑2  →  เนื่องจาก ในรูทต้อง ≥ 0  และ  𝑑2 ≥ 0  ดงันัน้   0  ≤  184 − 7𝑑2  ≤  184 

เนื่องจาก 𝑝, 𝑞, 𝑟 เป็นจ านวนเตม็ ดงันัน้ 𝑑 ต้องเป็นจ านวนเต็ม ซึง่จะท าให้  184 − 7𝑑2  ต้องถอดรูทลงตวั 

ดงันัน้ คา่ทีเ่ป็นไปได้ของ  184 − 7𝑑2 จะมีแค ่ 02 ,  12 ,  22 ,  32 , … ,  132        (142 = 196 จะเกิน 184) 
และเนื่องจาก  184 หารด้วย 7 เหลอืเศษ 2    และ  7𝑑2 หารด้วย 7 ลงตวั  ดงันัน้  184 − 7𝑑2 หารด้วย 7 เหลอืเศษ 2 
และใน 02, 12, 22, … , 62  จะมีแค ่ 32 กบั 42 เทา่นัน้ ที่หารด้วย 7 เหลอืเศษ 2 

ดงันัน้  184 − 7𝑑2 ต้องอยูใ่นรูป  (7𝑘 + 3)2  หรือ  (7𝑘 + 4)2  เทา่นัน้ 

ดงันัน้ คา่ทีเ่ป็นไปได้ของ  184 − 7𝑑2 จะเหลอืแค ่ 32 ,  42 ,  102 ,  112 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

27. จงหาจ านวนจริง 𝑥 ทัง้หมดที่สอดคล้องกบัสมการ  𝑥2 + 5⌈𝑥⌉ + 4 = 0  เมื่อ ⌈𝑥⌉ คือจ านวนเตม็ที่น้อยที่สดุที่
มากกวา่หรือเทา่กบั 𝑥 

ตอบ −1 , −√6 , −√11 , −4 

จะแบง่กรณีให้สามารถหาคา่ของ  ⌈𝑥⌉  ได้ 
กรณี 𝑥 ∈ (−1, ∞) : จะได้  ⌈𝑥⌉ ≥ 0  ซึง่จะเห็นวา่    𝑥2 + 5⌈𝑥⌉ + 4    ≥    𝑥2 + 4    ≥   4    ไมม่ีทาง = 0 

 ดงันัน้ กรณีนี ้สมการจะไม่มคี าตอบ 
กรณี 𝑥 ∈ (−2, −1] : จะได้  ⌈𝑥⌉ = −1  จะได้สมการกลายเป็น 
 
 

 ดงันัน้ ในชว่ง  (−2, −1]  จะได้ค าตอบคือ −1 

 
 
 

          𝑝2  +  𝑞𝑟 =       𝑝𝑟          + 46 
𝑝2 + (𝑝 + 𝑑)(𝑝 + 2𝑑) =  𝑝(𝑝 + 2𝑑) + 46 
𝑝2 + 𝑝2 + 3𝑑𝑝 + 2𝑑2 =  𝑝2 + 2𝑑𝑝 + 46 
𝑝2 + 𝑑𝑝 + 2𝑑2 − 46 =  0 

𝑝  =  
−𝑑 ± √𝑑2−4(2𝑑2−46)

2
  =  

−𝑑 ± √184−7𝑑2

2
   …(∗) 

จดัเป็นสมการก าลงัสองที่มี 𝑝 เป็นตวัแปร 

แล้วใช้สตูร  −𝑏±√𝑏2−4𝑎𝑐

2𝑎
 

184 − 7𝑑2 =  32 
175 = 7𝑑2 
  25 =  𝑑2 
 ±5 =  𝑑 

184 − 7𝑑2 =  42 
168 = 7𝑑2 
  24 =  𝑑2 

         ไมล่งตวั 

184 − 7𝑑2 =  102 
  84 = 7𝑑2 
  12 =  𝑑2 

         ไมล่งตวั 

184 − 7𝑑2 =  112 
  63 = 7𝑑2 
    9 =  𝑑2 
±3 =  𝑑 

แทนใน (∗) 

𝑝  =  
−(±5) ± 3

2
 

ไมเ่ป็นจ านวนเฉพาะ 

แทนใน (∗) 

𝑝  =  
−(±3) ± 11

2
 

จะเห็นวา่ −(−3)+ 11

2
 = 7 เป็นจ านวนเฉพาะ   

ดงันัน้ จะได้  𝑑 = −3 ,  𝑝 = 7 

จะได้  𝑝𝑞𝑟 = (7)(4)(1) = 28 

𝑥2 + 5(−1) + 4 =   0 
𝑥2 =   1 
𝑥 = ±1 
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กรณี 𝑥 ∈ (−3, −2] : จะได้  ⌈𝑥⌉ = −2  จะได้สมการกลายเป็น 
 
 

 ดงันัน้ ในชว่ง  (−3, −2]  จะได้ค าตอบคือ −√6            (√4 < √6 < √9) 
กรณี 𝑥 ∈ (−4, −3] : จะได้  ⌈𝑥⌉ = −3  จะได้สมการกลายเป็น 
 
 

 ดงันัน้ ในชว่ง  (−4, −3]  จะได้ค าตอบคือ −√11            (√9 < √11 < √16) 
กรณี 𝑥 ∈ (−5, −4] : จะได้  ⌈𝑥⌉ = −4  จะได้สมการกลายเป็น 
 
 

 ดงันัน้ ในชว่ง  (−5, −4]  จะได้ค าตอบคือ −4 
กรณี 𝑥 ∈ (−∞, −5] : จาก 
 
 

 และจาก  ⌈𝑥⌉ ≥ 𝑥        (⌈𝑥⌉ คือจ านวนเต็มที่น้อยที่สดุที่  ≥ 𝑥) 
 จะได้  𝑥2 + 5⌈𝑥⌉ + 4    ≥    𝑥2 + 5𝑥 + 4    ≥    4    (จาก (∗))  ไมม่ีทาง = 0 

 ดงันัน้ กรณีนี ้สมการจะไมม่คี าตอบ 

รวมทกุกรณี จะได้ค าตอบคือ  −1 , −√6 , −√11 , −4 
 

28. จงหาคา่ของอนกุรมอนนัต์ที่ลูเ่ข้าตอ่ไปนี ้   





1n

 
𝐹𝑛

2𝑛 

 เมื่อ {𝐹𝑛} เป็นล าดบัฟิโบนกัชีนิยามโดย  𝐹1 = 𝐹2 = 1  และ  𝐹𝑛 = 𝐹𝑛−1 + 𝐹𝑛−2  𝑛 ≥ 3 
ตอบ 2 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

𝑥2 + 5(−2) + 4 =   0 
𝑥2 =   6 

𝑥 = ±√6 

𝑥2 + 5(−3) + 4 =   0 
𝑥2 =   11 

𝑥 = ±√11 

𝑥2 + 5(−4) + 4 =   0 
𝑥2 =  16 
𝑥 = ±4 

𝑥 ≤  −5 
𝑥2 ≥  −5𝑥 
𝑥2 + 5𝑥 ≥  0    …(∗) 

คณู 𝑥 ตลอด (𝑥 เป็นลบ ต้องกลบั น้อยกวา่ เป็น มากกวา่) 

              
𝐹1

21   +    
𝐹2

22   +    
𝐹3

23   +     
𝐹4

24    +   
𝐹5

25  + … =   𝑥 …(1) 

 𝐹1 +    
𝐹2

21   +    
𝐹3

22   +    
𝐹4

23   +     
𝐹5

24    +  … = 2𝑥 …(2) 

(2) − (1) : 𝐹1 + 
𝐹2−𝐹1

21  + 
𝐹3−𝐹2

22  + 
𝐹4−𝐹3

23  + 
𝐹5−𝐹4

23  +   … =   𝑥 

 𝐹1 +    0    +    
𝐹1

22   +    
𝐹2

23    +    
𝐹3

24    +   … =   𝑥 

 𝐹1           +  
1

2
 ( 

𝐹1

22   +    
𝐹2

23    +    
𝐹3

24    +   … ) =   𝑥 

 1             +  
1

2
 (                      𝑥                        ) =   𝑥 

 2             +                             𝑥 =  2𝑥 
 2 =    𝑥 

คณู 2 ตลอด ให้ต าแหน่งเลื่อน 

คณู 2 ตลอด 
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29. คณะกรรมการชดุหนึง่ประกอบไปด้วยกรรมการ 20 คน ซึง่ทกุคนต้องโหวตจดัอนัดบันกัเตะสามคน ได้แก่ เมสซี่ 
โรนลัโด้ และ ชวัเรส โดยที่กรรมการแตล่ะคนจะเลอืกจดัอนัดบัได้คนละแบบเทา่นัน้ ผลปรากฏวา่ กรรมการ 11 คนให้
เมสซี่เหนือกวา่โรนลัโด้  กรรมการ 12 คนจดัให้ชวัเรสเหนือกวา่เมสซี่  และกรรมการอยา่งน้อย 14 คนให้โรนลัโด้
เหนือกวา่ชวัเรส  ถ้าแตล่ะการจดัอนัดบัท่ีเป็นไปได้ของนกัเตะทัง้สามคน (ซึง่มีอยู ่6 แบบ) ถกูเลอืกโดยกรรมการอยา่ง
น้อยหนึง่คน  จงหาวา่มกีรรมการจ านวนก่ีคนที่โหวตให้โรนลัโด้ได้อยูใ่นอนัดบัท่ี 1 

ตอบ 8 

ให้การจดัอนัดบั เมสซี่ (M)  โรนลัโด้ (R) และ ชวัเรส (S)  ถกูเลอืกดงัตาราง 
    มีกรรมการ 20 คน →  𝑎 + 𝑏 + 𝑐 + 𝑑 + 𝑒 + 𝑓 = 20   …(1) 

    11 คน ให้ M เหนือ R →  𝑎 + 𝑏 + 𝑒 = 11   …(2) 

    12 คน ให้ S เหนือ M →  𝑑 + 𝑒 + 𝑓 = 12   …(3) 

อยา่งน้อย 14 คน ให้ R เหนือ S →  𝑎 + 𝑐 + 𝑑 ≥ 14   …(4) 

เอา (4) ไปแทนใน (1) : (2) + (3) − (1) : 

 
 
 
 
 

แตท่กุแบบ ถกูเลอืกอยา่งน้อย 1 คน  ดงันัน้  𝑏 ≥ 1 ,  𝑐 ≥ 1 ,  𝑓 ≥ 1 

 
 
 

ดงันัน้ คนที่โหวต R เป็นท่ี 1 จะมี  𝑐 + 𝑑  =  1 + 7  =  8 คน 
 

30. จงหาสมการของพาราโบลาคว ่าที่ผา่นจดุก าเนดิและจดุ (2, 4) ที่ท าให้พืน้ท่ีใต้กราฟพาราโบลารูปนีเ้มื่อเทียบกบั 

 แกน 𝑋 มีคา่น้อยที่สดุ 
ตอบ 𝑦 = −2𝑥2 + 6𝑥 

ให้สมการพาราโบลาคอื  𝑦 = 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐 →  กราฟคว า่ จะได้ 𝑎 < 0 

→  ผา่นจดุ (0, 0) จะได้ →  ผา่นจดุ (2, 4) จะได้ 

 

 เหลอื  𝑦 = 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 

 
 

หาพืน้ท่ีใต้กราฟเทยีบกบัแกน 𝑋  ต้องอินทิเกรตระหวา่ง จดุตดัแกน 𝑋 

 
 
 

จะได้พืน้ท่ีใต้กราฟ  =  
a

b



0

 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥  𝑑𝑥 =  
𝑎𝑥3

3
+

𝑏𝑥2

2
 |
−

𝑏

𝑎
 
0

 

 =  
𝑎

3
(−

𝑏

𝑎
)
3
+

𝑏

2
(−

𝑏

𝑎
)
2
− 0      = −

𝑏3

3𝑎2 + 
𝑏3

2𝑎2       =  
𝑏3

6𝑎2 

อนัดบั จ านวนกรรมการ 
M , R , S 
M , S , R 
R , M , S 
R , S , M 
S , M , R 
S , R , M 

𝑎 
𝑏 
𝑐 
𝑑 
𝑒 
𝑓 

 
20 =  𝑎 + 𝑏 + 𝑐 + 𝑑 + 𝑒 + 𝑓 
20 =  (𝑎 + 𝑐 + 𝑑) + 𝑏 + 𝑒 + 𝑓 
20 ≥          14          + 𝑏 + 𝑒 + 𝑓 
 6 ≥                             𝑏 + 𝑒 + 𝑓 
 6 ≥                       𝑏 + (𝑐 + 3) + 𝑓 
 3 ≥                       𝑏 +       𝑐      + 𝑓 

𝑒 − 𝑐 =  3 
𝑒 =  𝑐 + 3   …(5) 

เป็นไปได้แบบเดียว คือ  𝑏 = 𝑐 = 𝑓 = 1 

แทนใน (5) : 𝑒  =  1 + 3  =  4 

แทนใน (3) : 𝑑 + 4 + 1 = 12 

 𝑑 =  7 

0 =  𝑎(02) + 𝑏(0) + 𝑐 
0 =                                 𝑐 

      4 =  𝑎(22) + 𝑏(2) 
      4 =    4𝑎    +   2𝑏 
      2 =    2𝑎    +     𝑏  
2 − 2𝑎  =                  𝑏     …(∗) 

0  =  𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 
0  =  𝑥(𝑎𝑥 + 𝑏) 

      𝑥 = 0 ,  −
𝑏

𝑎
 

แทน 𝑦 = 0 

𝑎 เป็นลบ  ดงันัน้ 𝑏 จะเป็นบวก 

𝑎 เป็นลบ  𝑏 เป็นบวก 

−
𝑏

𝑎
 จะเป็นบวก 
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แทน  𝑏 = 2 − 2𝑎  จาก (∗)  จะได้พืน้ท่ี  =  
(2−2𝑎)3

6𝑎2  =  
23(1−𝑎)3

6𝑎2   =  
4(1−𝑎)3

3𝑎2  

โจทย์ถามพืน้ท่ีน้อยสดุ ต้องดิฟแล้วดจูดุที่อนพุนัธ์เปลีย่นจาก ลบ เป็น บวก 

ดิฟพืน้ท่ี  = 3𝑎212(1−𝑎)2(−1) − 4(1−𝑎)36𝑎

9𝑎4  

 
 
 
 
 
 

จะเห็นวา่อนพุนัธ์เปลีย่นจากลบเป็นบวก เมื่อ  𝑎 = −2  →  แทนใน (∗) ได้  𝑏 = 2 − 2(−2) = 6 

จะได้สมการพาราโบลาคือ  𝑦 = −2𝑥2 + 6𝑥 

 

31. ให้ 𝑛 เป็นจ านวนเต็มบวกที่มากกวา่ 1  ให้ 𝐼𝑛 แทนเมทริกซ์เอกลกัษณ์ขนาด 𝑛 × 𝑛 และ 𝐽𝑛 แทนเมทริกซ์ขนาด 

𝑛 × 𝑛 ที่มีสมาชิกทกุตวัเป็น 1  จงหาจ านวนเต็มบวก 𝑘 ที่น้อยที่สดุที่ท าให้มจี านวนเฉพาะ 𝑝 สอดคล้องกบั 
สมการ  det(𝑝𝐼𝑛 + 𝑘𝐽𝑛) = 672 

ตอบ 8 

หมายเหต ุ: ข้อนี ้โจทย์ควรระบตุวับง่ปริมาณให้ 𝑛 ด้วย โจทย์ควรจะถามคา่ 𝑘 ที่น้อยที่สดุ “ส าหรับ 𝑛 บางตวั” ส าหรับ 𝑝 

บางตวั ท่ีสอดคล้องกบัสมการ  det(𝑝𝐼𝑛 + 𝑘𝐽𝑛) = 672 

𝑝𝐼𝑛 + 𝑘𝐽𝑛  =  𝑝

[
 
 
 
 
1 0 0 ⋯ 0
0 1 0 ⋯ 0
0 0 1 ⋯ 0
⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮
0 0 0 ⋯ 1]

 
 
 
 

 + 𝑘

[
 
 
 
 
1 1 1 ⋯ 1
1 1 1 ⋯ 1
1 1 1 ⋯ 1
⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮
1 1 1 ⋯ 1]

 
 
 
 

  =  

[
 
 
 
 
𝑝 + 𝑘 𝑘 𝑘 ⋯ 𝑘

𝑘 𝑝 + 𝑘 𝑘 ⋯ 𝑘
𝑘 𝑘 𝑝 + 𝑘 ⋯ 𝑘
⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮
𝑘 𝑘 𝑘 ⋯ 𝑝 + 𝑘]

 
 
 
 

 

จะเปลีย่นรูปให้มี 0 เยอะๆ :            | 𝑝𝐼𝑛 + 𝑘𝐽𝑛| ทกุแถว − 𝑅1

~
 

|

|

𝑝 + 𝑘 𝑘 𝑘 𝑘 ⋯ 𝑘
−𝑝 𝑝 0 0 ⋯ 0
−𝑝 0 𝑝 0 ⋯ 0
−𝑝 0 0 𝑝 ⋯ 0
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮

−𝑝 0 0 0 ⋯ 𝑝

|

|
 

 𝐶1 + ทกุแถว
~

 
|

|

𝑝 + 𝑛𝑘 𝑘 𝑘 𝑘 ⋯ 𝑘
0 𝑝 0 0 ⋯ 0
0 0 𝑝 0 ⋯ 0
0 0 0 𝑝 ⋯ 0
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮
0 0 0 0 ⋯ 𝑝

|

|
 

ใต้เส้นทแยงมมุหลกัเปน้ 0 หมด  →  det  =  ผลคณูเส้นทแยงมมุหลกั  =  (𝑝 + 𝑛𝑘) 𝑝𝑛−1 
ดงันัน้ ต้องหา 𝑘 ที่น้อยที่สดุ ที่ท าให้  (𝑝 + 𝑛𝑘) 𝑝𝑛−1 = 672    →  ต้องให้ 𝑝 กบั 𝑛 มากๆ ถงึจะได้ 𝑘 น้อยๆ 
แยกตวัประกอบ 672 จะได้  25 ∙ 3 ∙ 7  ดงันัน้  𝑝 เป็น  2 , 3 , 7  ได้เทา่นัน้ 
กรณี 𝑝 = 2 จะได้  (2 + 𝑛𝑘)2𝑛−1 = 25 ∙ 3 ∙ 7  →  𝑛 มากสดุคือ 6 

 กรณี 𝑛 = 6  จะได้  (2 + 6𝑘)25 = 25 ∙ 3 ∙ 7   →   2 + 6𝑘 = 21  →  𝑘 = 
19

6
  ไมเ่ป็นจ านวนเตม็ 

 กรณี 𝑛 = 5  จะได้  (2 + 5𝑘)24 = 25 ∙ 3 ∙ 7   →   2 + 5𝑘 = 42  →  𝑘 = 8 

 กรณี 𝑛 น้อยกวา่นี ้ไมต้่องท าแล้ว เพราะไมม่ีทางได้ 𝑘 < 8 แล้ว  (𝑛 ยิ่งน้อย 𝑘 จะยิ่งมาก) 
 

=  
−12𝑎(1−𝑎)2(3𝑎  +  2(1−𝑎))

9𝑎4  

=        −
4(1−𝑎)2(𝑎 + 2)

3𝑎3  

𝑑

𝑑𝑥
(
บน
ลา่ง)  =  

(ลา่ง∙ 𝑑

𝑑𝑥
บน)−(บน∙ 𝑑

𝑑𝑥
ลา่ง)

ลา่ง2  

 

−2          0          1 

  −       +         −         − 

วงเล็บก าลงัคู ่
→ ไมต้่องสลบั มีลบอยูห่น้าสดุ 

→ เร่ิมที่ ลบ 
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กรณี 𝑝 = 7  จะได้  (7 + 𝑛𝑘)7𝑛−1 = 25 ∙ 3 ∙ 7  →  𝑛 มากสดุแค ่2 

 กรณี 𝑛 = 2  จะได้  (7 + 2𝑘)71 = 25 ∙ 3 ∙ 7   →   7 + 2𝑘 = 96  →  𝑘 = 
89

2
  ไมเ่ป็นจ านวนเตม็ 

 กรณี 𝑛 น้อยกวา่นี ้ไมต้่องท าแล้ว เพราะไมม่ีทางได้ 𝑘 < 
89

2
  →  ไมม่ีทางได้ 𝑘 < 8 

กรณี 𝑝 = 3 จะได้  (3 + 𝑛𝑘)3𝑛−1 = 25 ∙ 3 ∙ 7  →  𝑛 มากสดุแค ่2 

 ไมต้่องท าแล้ว เพราะ 𝑛 มากสดุแค ่2 เหมือนกรณี 𝑝 = 7      (𝑝 ยิ่งน้อย 𝑘 จะยิ่งมาก) 
จะได้ 𝑘 น้อยสดุ คือ 8 

 

32. สุม่เลอืกจ านวนเต็มบวกจากเซต  {1, 2, … , 50}   มาหนึง่จ านวน จงหาความนา่จะเป็นท่ีจะได้จ านวนเตม็บวก 𝑁 ซึง่  
𝑁 − 2  หาร  𝑁5 + 𝑁4 + 𝑁3 + 𝑁2 + 𝑁 + 2  ลงตวั 

ตอบ 7

50
 

จากทฤษฎีเศษ  𝑁 − 2  หาร  𝑁5 + 𝑁4 + 𝑁3 + 𝑁2 + 𝑁 + 2  เหลอืเศษ =  25 + 24 + 23 + 22 + 2 + 2 

 =  32 +16 + 8 + 4 + 2 + 2  =  64  
ดงันัน้ จะหารลงตวั เมื่อ  𝑁 − 2  หาร  64  ลงตวั  ดงันี ้
 
 
 
 
 

33. ก าหนดให้  𝑃1 = 2559  และ  𝑃𝑛 = 1 + (𝑃1𝑃2 ⋯𝑃𝑛−1)  เมื่อ  𝑛 = 2, 3, 4, …    จงหาคา่ของ  





1n

 
1

𝑃𝑛
 

ตอบ 2

2559
 

จดัรูป 1
𝑃𝑛

 ให้เป็นผลลบ เพื่อท าเทเลสโคปิค 
 
 
 
 
 

ดงันัน้  





1n

 
1

𝑃𝑛
 

 
 
 

 
เหลอืผลบวก  =  

1

𝑃1
 + 

1

𝑃1
  =  

2

𝑃1
  =  

2

2559
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

𝑁 − 2 =  ±1 ,  ±2 ,  ±4 ,  ±8 ,  ±16 ,  ±32 ,  ±64 
𝑁 =  ±1+2 ,  ±2+2 ,  ±4+2 ,  ±8+2 ,  ±16+2 ,  ±32+2 ,  ±64+2 
 =    1 , 3 ,      4 ,      6 ,      10 ,       18 ,       34 

 →    มี 7 ตวั  ดงันัน้ ความนา่จะเป็น  =  
7

50
 

เลือกเฉพาะที่อยูใ่น 

{1, 2, 3, … , 50} 

                      𝑃𝑛 =       1   +   (𝑃1𝑃2 ⋯𝑃𝑛−1) 

                 𝑃𝑛

𝑃1𝑃2⋯𝑃𝑛
 =  

1

𝑃1𝑃2⋯𝑃𝑛
 +  𝑃1𝑃2⋯𝑃𝑛−1

𝑃1𝑃2⋯𝑃𝑛
 

                1

𝑃1𝑃2⋯𝑃𝑛−1
 =  

1

𝑃1𝑃2⋯𝑃𝑛
 +       1

𝑃𝑛
 

1

𝑃1𝑃2⋯𝑃𝑛−1
−

1

𝑃1𝑃2⋯𝑃𝑛
 =                          1

𝑃𝑛
 

÷ 𝑃1𝑃2 ⋯ 𝑃𝑛 ตลอด 

=  
1

𝑃1
 +         

1

𝑃2
        +             

1

𝑃3
             +               

1

𝑃4
                  + … 

=  
1

𝑃1
 + (

1

𝑃1
−

1

𝑃1𝑃2
) + (

1

𝑃1𝑃2
−

1

𝑃1𝑃2𝑃3
) +(

1

𝑃1𝑃2𝑃3
−

1

𝑃1𝑃2𝑃3𝑃4
) + … 

=  
1

𝑃1
 +   

1

𝑃1
   − 

1

𝑃1𝑃2
 +  

1

𝑃1𝑃2
    − 

1

𝑃1𝑃2𝑃3
 + 

1

𝑃1𝑃2𝑃3
    − 

1

𝑃1𝑃2𝑃3𝑃4
   + … 
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34. จงหาพหนุาม 𝑝(𝑥) ท่ีมีสมัประสทิธ์ิเป็นจ านวนเต็ม และสอดคล้องกบัเง่ือนไขตอ่ไปนี ้
 (i) 𝑝(√2

3
+ √3) = 0  และ 

 (ii) 𝑝(𝑥) เป็นพหนุามดกีรี 6 โดยท่ีสมัประสทิธ์ิของ 𝑥6 เทา่กบั 1 

ตอบ 𝑥6 − 9𝑥4 − 4𝑥3 + 27𝑥2 − 36𝑥 − 23 

ให้  𝑥 = √2
3

 + √3  จะได้ 

 
 
 
 
 
 
 

เนื่องจากเร่ิมต้นด้วย  𝑥  =  √2
3

 + √3 

ดงันัน้  √2
3

 + √3  จะสอดคล้องกบัสมการ  𝑥6 − 9𝑥4 − 4𝑥3 + 27𝑥2 − 36𝑥 − 23  =  0  ด้วย 
จะได้  𝑝(𝑥) = 𝑥6 − 9𝑥4 − 4𝑥3 + 27𝑥2 − 36𝑥 − 23 

 

35. ก าหนดให้  M2(ℝ)  แทนเซตของเมทริกซ์ขนาด 2 × 2 ทัง้หมดที่มีสมาชิกในแตล่ะต าแหนง่เป็นจ านวนจริง 

 จงหาเมทริกซ์  𝐶 ∈ M2(ℝ) ทัง้หมดที่ท าให้ ส าหรับทกุๆเมทริกซ์  𝐴, 𝐵 ∈ M2(ℝ)ใดๆ 

 (𝐴𝐵 − 𝐵𝐴)2𝐶  =  𝐶(𝐴𝐵 − 𝐵𝐴)2  
ตอบ อะไรก็ได้ 

สมมติให้  𝐴 = [
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

]  และ  𝐵 = [
𝑒 𝑓
𝑔 ℎ

] 

จะได้  𝐴𝐵 − 𝐵𝐴 =      [
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

] [
𝑒 𝑓
𝑔 ℎ

]        −       [
𝑒 𝑓
𝑔 ℎ

] [
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

] 

 =  [
𝑎𝑒 + 𝑏𝑔 𝑎𝑓 + 𝑏ℎ
𝑐𝑒 + 𝑑𝑔 𝑐𝑓 + 𝑑ℎ

] − [
𝑒𝑎 + 𝑓𝑐 𝑒𝑏 + 𝑓𝑑
𝑔𝑎 + ℎ𝑐 𝑔𝑏 + ℎ𝑑

] 

 =   [
𝑏𝑔 − 𝑓𝑐 𝑎𝑓 + 𝑏ℎ − 𝑒𝑏 − 𝑓𝑑

𝑐𝑒 + 𝑑𝑔 − 𝑔𝑎 − ℎ𝑐 𝑐𝑓 − 𝑔𝑏
] 

 =   [
𝑥                  𝑦                 

                 𝑧                 −𝑥
] 

ดงันัน้  (𝐴𝐵 − 𝐵𝐴)2  =  [
𝑥 𝑦
𝑧 −𝑥

] [
𝑥 𝑦
𝑧 −𝑥

]  =  [
𝑥2 + 𝑦𝑧 0

0 𝑦𝑥 + 𝑥2]  =  (𝑥2 + 𝑦𝑥) [
1 0
0 1

] 

แทนใน      (𝐴𝐵 − 𝐵𝐴)2  𝐶    =  𝐶(𝐴𝐵 − 𝐵𝐴)2 

 
 

เนื่องจาก  𝑥2 + 𝑦𝑥  เป็นตวัเลข จึงสลบัท่ีการคณูได้    และ  [1 0
0 1

]  คือเมทริกซ์เอกลษัณ์  คณูอะไรก็ได้เทา่เดมิ 

ดงันัน้ (∗) จะเป็นจริงเสมอ ไมว่า่ 𝐶 เป็นเมทริกซ์ 2 × 2 อะไรก็ตาม 
 

เครดิต 

ขอบคณุ คณุ Wasanont TeacherPomme Pongsawat ส าหรับข้อสอบครับ 
ขอบคณุ คณุ บญุช่วย ฤทธิเทพ 

และ คณุ สารศิลป์ ทบัทิมทอง ที่ช่วยตรวจสอบความถกูต้องของเอกสารครับ 

(𝑎 − 𝑏)3  
=  𝑎3 − 3𝑎2𝑏 + 3𝑎𝑏2 − 𝑏3 

                                        𝑥 − √3 = √2
3

 

                    𝑥3 − 3√3𝑥2 + 9𝑥 − 3√3 =   2 

                    𝑥3 + 9𝑥 − 2 =  3√3𝑥2 + 3√3 

                    𝑥3 + 9𝑥 − 2 =  3√3(𝑥2 + 1) 
 𝑥6 + 81𝑥2 + 4 + 18𝑥4 − 4𝑥3 − 36𝑥 =  27(𝑥4 + 2𝑥2 + 1) 
𝑥6 − 9𝑥4 − 4𝑥3 + 27𝑥2 − 36𝑥 − 23 =  0 

ยกก าลงั 3 ทัง้สองข้าง 

ยกก าลงั 2 ทัง้สองข้าง 
(𝑎 + 𝑏 + 𝑐)2   
=  𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2 + 2𝑎𝑏 + 2𝑎𝑐 + 2𝑏𝑐 

ให้สมาชิกซ้ายบน 𝑏𝑔 − 𝑓𝑐 =   𝑥 

จะได้สมาชิกขวาลา่ง 𝑐𝑓 − 𝑔𝑏 =  −𝑥 

และให้สมาชิกสองตวัที่เหลือเป็น 𝑦 กบั 𝑧 

(𝑥2 + 𝑦𝑥) [
1 0
0 1

]𝐶  =  𝐶(𝑥2 + 𝑦𝑥) [
1 0
0 1

]   …(∗) 


