
 สมาคม ม. ปลาย (พ.ย. 58) 1 

ข้อสอบสมาคมคณิตศาสตร์แหง่ประเทศไทย ระดบัมธัยมศกึษาตอนปลาย (พ.ย. 58) 
วนัอาทิตย์ที่ 22 พฤศจิกายน 2558 เวลา 9.00 - 12.00 น. 
 

ตอนที่ 1 มี 15 ข้อ ข้อละ 2 คะแนน 
1. ให้ 𝒰 เป็นเอกภพสมัพทัธ์ และส าหรับ 𝑋, 𝑌 ∈ 𝒰 นิยาม 𝑋 ∆ 𝑌 = (𝑋 − 𝑌) ∪ (𝑌 − 𝑋) 

 ก าหนดให้  𝐴, 𝐵, 𝐶 ∈ 𝒰  ข้อใดตอ่ไปนีไ้มถ่กูต้อง 
 ก. 𝐴 ∆ 𝐵  =  𝐵 ∆ 𝐴 ข. 𝐴 ∆ (𝐵 ∆ 𝐶)  =  (𝐴 ∆ 𝐵) ∆ 𝐶 

 ค. (𝐴 ∆ 𝐵) ∪ 𝐶  =  (𝐴 ∪ 𝐶) ∆ (𝐵 ∪ 𝐶) ง. (𝐴 ∆ 𝐵) ∩ 𝐶  =  (𝐴 ∩ 𝐶) ∆ (𝐵 ∩ 𝐶) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

2. ก าหนดให้ 𝑃(𝑥) และ 𝑄(𝑥) เป็นประโยคเปิด ข้อใดตอ่ไปนีไ้มถ่กูต้อง 
 ก. ∀𝑥[𝑃(𝑥) ∧ 𝑄(𝑥)] → [∀𝑥𝑃(𝑥) ∧ ∀𝑥𝑄(𝑥)] 

 ข. ∀𝑥[𝑃(𝑥) ∨ 𝑄(𝑥)] → [∀𝑥𝑃(𝑥) ∨ ∀𝑥𝑄(𝑥)] 

 ค. ∃𝑥[𝑃(𝑥) ∧ 𝑄(𝑥)] → [∃𝑥𝑃(𝑥) ∧ ∃𝑥𝑄(𝑥)] 

 ง. ∃𝑥[𝑃(𝑥) ∨ 𝑄(𝑥)] → [∃𝑥𝑃(𝑥) ∨ ∃𝑥𝑄(𝑥)] 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

3. ฟังก์ชนั  𝑓 : ℝ → ℝ  ในข้อใดตอ่ไปนีเ้ป็นฟังก์ชนัหนึง่ตอ่หนึง่ 

 ก. 𝑓(𝑥)  =  |𝑥 − 1| + |𝑥| ข. 𝑓(𝑥)  =  
|𝑥|

√1+𝑥2
 

 ค. 𝑓(𝑥)  =  
𝑥

1+|𝑥|
 ง. 𝑓(𝑥)  =  

2|𝑥|

|𝑥|+1
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

30 Aug 2016 
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4. ก าหนดให้  𝑓(𝑥) = √𝑥4 − 4𝑥2  ข้อใดตอ่ไปนีไ้มถ่กูต้อง 
 ก. 𝑓 = 𝑔  โดยที่  𝑔(𝑥) = |𝑥|√𝑥2 − 4 ข. (−∞, −2] เป็นสบัเซตของโดเมนของ 𝑓 

 ค. [2, ∞) เป็นสบัเซตของโดเมนของ 𝑓 ง. 𝑓 ไมเ่ป็นฟังก์ชนัหนึง่ตอ่หนึง่ 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

5. ให้ 𝑎⃗, 𝑏⃗⃗, 𝑐 เป็นเวกเตอร์หนึง่หนว่ย โดยที่ 𝑏⃗⃗ และ 𝑐 ไมข่นานกนั และ  (𝑎⃗ ∙ 𝑐)𝑏⃗⃗ − (𝑎⃗ ∙ 𝑏⃗⃗)𝑐  =  
𝑏⃗⃗ + 𝑐

2
 

 มมุระหวา่ง 𝑎⃗ และ 𝑏⃗⃗ ตรงกบัข้อใดตอ่ไปนี ้
 ก. 2𝜋

3
 ข. 𝜋

3
 ค. 𝜋

2
 ง. 𝜋 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

6. ถ้า  log(log 𝑎) + log(log 𝑏)  =  log(log 𝑐)  โดยที่ 𝑎, 𝑏, 𝑐 เป็นจ านวนจริงที่มากกวา่ 1  แล้วคา่ของ 𝑐 เทา่กบั
ข้อใดตอ่ไปนี ้

 ก. 𝑎 + 𝑏 ข. 𝑎𝑏 ค. (log 𝑎)𝑏 ง. 𝑏log 𝑎 
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7. คา่ 𝑥 ในข้อใดตอ่ไปนีเ้ป็นค าตอบของสมการ  4 arctan (
1

5
) − arctan (

1

𝑥
)  =  

𝜋

4
 

 ก. 238 ข. 239 ค. 240 ง. 241 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

8. ก าหนดให้ 𝑧 และ 𝑤 เป็นจ านวนเชิงซ้อนโดยที่  𝑧 + 𝑤−1  =  √2 + 𝑖  และ  𝑧−1 + 𝑤  =  1 + √2𝑖 

 ข้อใดตอ่ไปนีเ้ป็นจ านวนเต็มบวก 
 ก. 𝑧𝑤 + (𝑧𝑤)−1 ข. (𝑧𝑤)2 + (𝑧𝑤)−2 

 ค. (𝑧𝑤)3 + (𝑧𝑤)−3 ง. (𝑧𝑤)4 + (𝑧𝑤)−4 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

9. ก าหนดให้ 𝑎, 𝑏, 𝑥, 𝑦 และ 𝑧 เป็นจ านวนเต็มซึง่ไมเ่ทา่กบัศนูย์และสอดคล้องกบัระบบสมการ 
 
 
 
  

 คา่ของ  2𝑥 − 3𝑦 + 2𝑧 + 3𝑎𝑏  ตรงกบัข้อใด 
 ก. 5 ข. −2 ค. 0 ง. −7 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

{

𝑥 + 𝑎𝑦 + 𝑧 = 3
2𝑥 + 𝑦 + 𝑏𝑧 = 1
3𝑥 + 𝑦 + 3𝑧 = 2
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10. ช่างภาพต้องการจดัคนในครอบครัวหนึง่ซึง่มี 8 คนที่มีความสงูแตกตา่งกนัหมด เข้าแถวหน้ากระดานสองแถว โดยที่
แตล่ะแถวให้ยืนตามล าดบัความสงูจากซ้ายไปขวา และคนที่ยืนอยูแ่ถวหน้าต้องสงูน้อยกวา่คนที่อยูแ่ถวหลงัใน
ต าแหนง่เดยีวกนัเพื่อจะได้ไมบ่งักนั วิธีที่ชา่งภาพสามารถจดัคนทัง้แปดเข้าแถวถา่ยรูปได้แตกตา่งกนัทัง้หมดเทา่กบั
ข้อใดตอ่ไปนี ้

 ก. 14 ข. 16 ค. 18 ง. 20 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

11. ให้ 𝑧 และ 𝑤 เป็นจ านวนเชิงซ้อนโดยที่  √2𝑧 + |𝑧 + 𝑤|  =  1 + 𝑖  และ  √2𝑤 + |𝑧 − 𝑤|  =  1 − 𝑖 

 แล้ว  𝑧2015 − 𝑤2015  ตรงกบัข้อใดตอ่ไปนี ้
 ก. −√2 − √2𝑖 ข. √2 − √2𝑖 ค. −√2 + √2𝑖 ง. √2 + √2𝑖 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

12. ก าหนดให้ 𝜃 เป็นจ านวนจริง และให้    𝑃 = sin2 𝜃 + cos 𝜃  ,    𝑄 = cos2 𝜃 + sin 𝜃  ,    𝑅 = tan 𝜃 

 พิจารณาข้อความตอ่ไปนี ้

 (1) ถ้า 𝑃 และ 𝑄 เป็นจ านวนตรรกยะแล้ว 𝑅 เป็นจ านวนตรรกยะ 

 (2) ถ้า 𝑃 และ 𝑅 เป็นจ านวนตรรกยะแล้ว 𝑄 เป็นจ านวนตรรกยะ 
 ข้อใดตอ่ไปนีถ้กูต้อง 
 ก. ข้อความ (1) และ (2) ตา่งเป็นจริง ข. ข้อความ (1) เป็นจริง แตข้่อความ (2) เป็นเทจ็ 

 ค. ข้อความ (1) เป็นเท็จ แตข้่อความ (2) เป็นจริง ง. ข้อความ (1) และ (2) ตา่งเป็นเทจ็ 
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13. ก าหนดสว่นของเส้นตรง 𝐴𝐵 ในระนาบ สุม่เลอืกจดุสองจดุใดๆบน 𝐴𝐵 ซึง่สองจดุนีแ้บง่ 𝐴𝐵 เป็นสว่นของเส้นตรง
ยอ่ยสามเส้น จงหาความนา่จะเป็นท่ีสว่นของเส้นตรงยอ่ยสามเส้นนีส้ามารถน ามาประกอบกนั (โดยใช้จดุปลายตอ่กบั
จดุปลาย) แล้วเป็นรูปสามเหลีย่มได้ 

 ก. 1

4
 ข. 1

3
 ค. 2

9
 ง. 2

7
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

14. ให้  𝑟 = { (𝑥, 𝑦) ∈ ℝ × ℝ ∶  −|𝑦| + 𝑥 − √𝑥2 + 𝑦2 − 1  ≥  1 }  จ านวนสมาชิกของ 𝑟 ตรงกบัข้อใดตอ่ไปนี ้
 ก. 0 ข. 1 ค. 2 ง. 4 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

15. ก าหนดความสมัพนัธ์  𝑟 = { (𝑥, 𝑦) ∈ ℝ+ × ℝ+ ∶   √𝑥 + √𝑦 = 1}  กราฟของความสมัพนัธ์ 𝑟 เป็นสว่นหนึง่
ของกราฟชนิดไปตอ่ไปนี ้

 ก. เส้นตรงสองเส้นท่ีขนานกนั ข. พาราโบลา 

 ค. วงรี ง. ไฮเพอร์โบลา 
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ตอนที่ 2 มี 10 ข้อ ข้อละ 3 คะแนน 

16. ให้ 𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะที่น้อยที่สดุที่ท าให้มจี านวนเตม็บวก 𝑛 สอดคล้องกบัสมการ 
 1 + 2 + ⋯ + 𝑛  =  12 + 22 + ⋯ + 𝑝2  
 จงหาคา่ของ  13 + 23 + ⋯ + 𝑝3 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

17. ก าหนดให้  𝑓 : ℝ → ℝ  นิยามโดย  𝑓(𝑥) = {
𝑥 − ⌊𝑥⌋ เมื่อ  𝑥 − ⌊𝑥⌋ ≤

1

2

1 − (𝑥 − ⌊𝑥⌋) เมื่อ  𝑥 − ⌊𝑥⌋ >
1

2

 

 จงหาคา่ของ  
2015

2015

 𝑓(𝑥 + 2558) 𝑑𝑥 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

18. ให้ 𝑓 เป็นฟังก์ชนัซึง่ก าหนดโดย  𝑓(𝑥)  =  𝑎𝑥 + 𝑏  ทกุ 𝑥 ∈ ℝ  โดยที่ 𝑎 และ 𝑏 เป็นจ านวนเตม็ 

 ถ้า  𝑓(𝑓(0)) = 1  และ  𝑓(𝑓(𝑓(1))) = −11  แล้ว  จงหาคา่ของ 
 𝑓(𝑓(𝑓(𝑓(1)))) + 𝑓(𝑓(𝑓(𝑓(2)))) + 𝑓(𝑓(𝑓(𝑓(3)))) + … + 𝑓(𝑓(𝑓(𝑓(60))))  
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19. จงหาจ านวนจริง 𝑥 ทัง้หมดที่สอดคล้องกบัสมการ  3𝑥 ∙ 8
𝑥

𝑥+2  =  6 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

20. ก าหนดรูปสีเ่หลีย่ม 𝐴𝐵𝐶𝐷 มีด้าน 𝐴𝐵 ยาว 1 หนว่ย และด้าน 𝐵𝐶 ยาว 3 หนว่ย ถ้ามจีดุ 𝑂 ภายในรูป 
สีเ่หลีย่ม 𝐴𝐵𝐶𝐷 ซึง่ท าให้  𝑂𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  + 𝑂𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗   =  𝑂𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  + 𝑂𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗  และ  𝑂𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ∙ 𝑂𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗   =  𝑂𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ∙ 𝑂𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗  แล้ว  𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ∙ 𝐵𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗  มีคา่เทา่กบั
เทา่ใด 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

21. ก าหนดให้  𝐴 = { (𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2 ∶  arcsin 𝑥 + arcsin 𝑦 = arcsin(𝑥√1 − 𝑦2 + 𝑦√1 − 𝑥2) } 

 จงหาพืน้ท่ีของเซต 𝐴 
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22. ก าหนดให้ 𝐴 เป็นเซตของจ านวนนบัทัง้หมดที่มีผลบวกของเลขโดดเป็น 5  จากนัน้เรียงล าดบัของสมาชิกทัง้หมด 
ของ 𝐴 จากน้อยไปมาก  (นัน่คือเขยีน 𝐴 = {5, 14, 23, 32, …})  จงหาสมาชิกล าดบัท่ี 130 ของ 𝐴 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

23. จงหาสมการของวงกลมทีม่ีจดุศนูย์กลางอยูบ่นเส้นตรง  4𝑥 + 3𝑦 − 2 = 0  และวงกลมวงนีส้มัผสัทัง้เส้นตรง  
𝑥 + 𝑦 + 4 = 0  และ  7𝑥 − 𝑦 + 4 = 0 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

24. ก าหนดให้  𝑓 : ℝ → ℝ  นิยามโดย    𝑓(𝑥)  =  |2𝑥 + 4| + 3|𝑥 − 2| + |𝑥 − 5| + |
𝑥−7

2
|  ,    𝑥 ∈ ℝ 

 จงหาคา่ต ่าสดุของ 𝑓 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 สมาคม ม. ปลาย (พ.ย. 58) 9 

25. จงหาจ านวนของเมทริกซ์ไมเ่อกฐานขนาด 3 × 3 ทัง้หมดซึง่มี 1 เป็นสมาชิกจ านวนสีต่วัและสมาชิกที่เหลอื 
เป็น 0 ทัง้หมด และมีผลรวมของสมาชิกในแนวทแยงมมุหลกัไมเ่กิน 1 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ตอนที่ 3 มี 10 ข้อ ข้อละ 4 คะแนน 

26. จงหาคา่ของ  
x

lim 𝑥 (arctan (
𝑥+1

𝑥+2
) − arctan (

𝑥

𝑥+2
)) 

 ( ข้อเสนอแนะ :  ถ้า  𝑓(𝑥) = arctan 𝑥  แล้ว  𝑓′(𝑥) = 
1

1+𝑥2 ) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

27. ส าหรับจ านวนเตม็บวก 𝑛  ก าหนดให้  𝑆𝑛 = 
n

r 1

  
1

𝑟(𝑟+1)(𝑟+2)
 

 จงหาจ านวนนบั 𝑘 ทีน้่อยที่สดุที่ท าให้  |𝑆𝑘 − 0.25| < 0.0001 
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28. ก าหนดให้ 𝑧1 และ 𝑧2 เป็นจ านวนเชิงซ้อนท่ีแตกตา่งกนั 2 จ านวน โดยที่  𝑧1𝑧2 ≠ 0    ถ้า  𝑧1
2 + 𝑧2

2  =  𝑧1𝑧2 

 และ  |𝑧1 − 𝑧2| = 1  แล้ว  |𝑧1 + 2𝑧2|  จะมีคา่เทา่กบัเทา่ใด 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

29. ก าหนดให้ 𝑚 และ 𝑛 เป็นจ านวนเต็มซึง่สอดคล้องกบัสมการ  1

𝑚𝑛
+

𝑛

𝑚
  =  

2

𝑚−𝑛
 

 จงหาคา่สงูสดุของ  𝑚 + 𝑛 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

30. ก าหนดให้  𝑓(𝑥)  =  tan(35° + 𝑥°) tan(25° − 𝑥°) 

 ถ้าคา่ที่เป็นจ านวนเตม็บวกทีต่ ่าที่สดุของ 𝑓 เกิดขึน้ท่ี  𝑥 = 𝛼  โดย  0 < 𝛼 < 90  แล้ว 

 จงหาคา่ของ  tan(2015° + 𝛼°) 
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31. สุม่เขียนเลข 0 หรือ 1 ในแตล่ะชอ่งของตารางขนาด 4 × 4  จงหาความนา่จะเป็นท่ีผลรวมของตวัเลขในแตล่ะแถว 
และแตล่ะหลกัเป็นจ านวนคู ่

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

32. จ านวนของเมทริกซ์ 𝑀 ทัง้หมดที่อยูใ่นรูป  𝑀 = [
𝑎 −𝑏
𝑏 𝑎

]  โดยที่ 𝑎, 𝑏 เป็นจ านวนจริง ซึง่ท าให้เมทริกซ์ 

 𝑀9 + 𝑀7 + 𝑀5 + 𝑀3 + 𝑀  เป็นเมทริกซ์ศนูย์ มจี านวนเทา่ใด 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

33. ก าหนดให้  {𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥100}  เป็นข้อมลูของประชากรทัง้หมดซึง่มีความแปรปรวนเทา่กบั 11  เลอืกตวัอยา่งจาก
ข้อมลูชดุนี ้15 ตวั  จะเห็นวา่สามารถเลอืกตวัอยา่งมาได้ทัง้หมด (100

15
) ตวัอยา่ง  ( เช่น  {𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥15} ,  

{𝑥2, 𝑥3, … , 𝑥16} ,  {𝑥15, 𝑥16, … , 𝑥26, 𝑥50, 𝑥88, 𝑥100} ,  … ) 
 ส าหรับแตล่ะตวัอยา่ง  {𝑦1, 𝑦2, … , 𝑦15}  ที่เลอืกมานี ้หาความแปรปรวนของตวัอยา่งโดยใช้สตูร 

 ความแปรปรวนของตวัอยา่ง  =  
15

1


k

(𝑦𝑘−𝑦̅)2

14
    โดยที่  𝑦̅  =  

𝑦1+𝑦2+ … +𝑦15

15
 

 ถ้า  𝑧1, 𝑧2, … , 𝑧(100
15 )  เป็นความแปรปรวนของตวัอยา่ง (100

15
) ตวัอยา่งเหลา่นี ้

 จงหาคา่เฉลีย่เลขคณิตของ  𝑧1, 𝑧2, … , 𝑧(100
15 ) 
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34. ก าหนดให้  ∫ ⌊ 
3

√𝑥
 ⌋

1

0
𝑑𝑥  =  






1n

(∫ ⌊ 
3

√𝑥
 ⌋

𝑎𝑛

𝑎𝑛+1
𝑑𝑥)  โดยที่  0 < 𝑎𝑛+1 < 𝑎𝑛 < 𝑎1 = 1 ทกุจ านวนนบั 𝑛 

 และ  
n

lim 𝑎𝑛  =  0  ( สามารถพิสจูน์ได้วา่อนกุรมอนนัต์ข้างต้นไมข่ึน้กบัล าดบั (𝑎𝑛)𝑛=1
∞  ) 

 ถ้า  𝐴  =  
1

12 +
1

32 +
1

52 + …  และ  𝐵  =  ∫ ⌊ 
3

√𝑥
 ⌋

1

0
𝑑𝑥  แล้ว  จงหาคา่ของ  12𝐴 − 𝐵 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

35. ก าหนดให้  𝐴  =  { 𝑛 ∈ ℕ | 𝑛 < 3003 และ ห. ร.ม. (𝑛, 3003) = 1 } 

 จงหาคา่ของ  
An

 sin2 (
𝑛𝜋

3003
) 
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เฉลย 

1. ค 10. ก 19. 1,  −2 − 2 log3 2 27. 70 

2. ข 11. ข 20. 8 28. 7 

3. ค 12. ค 21. 2 + 
𝜋

2
 29. 12 

4. ก 13. ก 22. 100031 30. −√3 
5. ก 14. ข 23. (𝑥 − 2)2 + (𝑦 + 2)2 = 8 31. 1

128
 

6. ง 15. ข  (𝑥 + 4)2 + (𝑦 − 6)2 = 18 32. 9 

7. ข 16. 225 24. 13.5 33. 100

9
 

8. ค 17. 1007.5 25. 24 34. 37

4
 

9. ง 18. 29580 26. 1

2
 35. 719.5 

 

แนวคิด 

1. ค 

ก. 
 
 

ข้อ ข. ค. ง.  จะใช้เทคนคิ “ก าหนดสมาชิกตวัแทน” ให้แตล่ะสว่น แล้วหาผลลพัธ์ 
ให้  𝐴, 𝐵, 𝐶  มีสมาชิกดงัรูป 

ข.  
 
 
 

ค. 
 
 

ง. 
 
 
 

2. ข 

ประโยคในรูป  ถ้า → แล้ว  ต้องสมมตใิห้ตวัหน้าเป็นจริง แล้วดวูา่ตวัหลงัต้องเป็นจริงตามมัย้ 
ก. สมมติให้ ∀𝑥[𝑃(𝑥) ∧ 𝑄(𝑥)] เป็นจริง 
 แสดงวา่ 𝑥 ทกุตวัต้องท าให้ทัง้ 𝑃(𝑥) และ 𝑄(𝑥) เป็นจริงทัง้คู ่
 การท่ี 𝑥 ทกุตวัท าให้ 𝑃(𝑥) เป็นจริง จะสรุปได้วา่ ∀𝑥𝑃(𝑥) เป็นจริง 
 การท่ี 𝑥 ทกุตวัท าให้ 𝑄(𝑥) เป็นจริง จะสรุปได้วา่ ∀𝑥𝑄(𝑥) เป็นจริง 
 ดงันัน้ จะสรุปได้วา่  ∀𝑥𝑃(𝑥) ∧ ∀𝑥𝑄(𝑥) เป็นจริง  →  ก. ถกู 

ข. สมมติให้ ∀𝑥[𝑃(𝑥) ∨ 𝑄(𝑥)] เป็นจริง 
 แสดงวา่ 𝑥 ทกุตวัต้องท าให้ 𝑃(𝑥) หรือ 𝑄(𝑥) เป็นจริงตวัใดตวัหนึง่ หรือทัง้คู ่
 ซึง่ 𝑥 บางตวั อาจท าให้ 𝑃(𝑥) จริง แตท่ าให้ 𝑄(𝑥) เท็จ  และ  𝑥 บางตวั อาจท าให้ 𝑃(𝑥) เท็จ แตท่ าให้ 𝑄(𝑥) จริง 

𝐴  𝐵  

𝐶  

1 6 2 

5 7 4 

3 

         𝐴        ∆   (𝐵 ∆ 𝐶) =     (𝐴 ∆ 𝐵)  ∆         𝐶 
{1, 5, 6, 7} ∆ {2, 3, 5, 6} =  {1, 2, 4, 5} ∆ {3, 4, 5, 7} 
{1,          7,       2, 3         } =  {1, 2,                3,          7}     

           𝐴  ∆  𝐵 =            𝐵  ∆  𝐴 
(𝐴 − 𝐵) ∪ (𝐵 − 𝐴) =  (𝐵 − 𝐴) ∪ (𝐴 − 𝐵)     

  (𝐴 ∆ 𝐵)    ∪        𝐶 =     (𝐴 ∪ 𝐶) ∆ (𝐵 ∪ 𝐶) 
{1, 2, 4, 5} ∪ {3, 4, 5, 7} =  {1, 3, 4, 5, 6, 7} ∆ {2, 3, 4, 5, 6, 7} 
       {1, 2, 3, 4, 5, 7} =  {1,                              2                      }     

  (𝐴 ∆ 𝐵)    ∩         𝐶 =  (𝐴 ∩ 𝐶) ∆ (𝐵 ∩ 𝐶) 
{1, 2, 4, 5} ∩ {3, 4, 5, 7} =    {5, 7}   ∆   {4, 7} 
                 {4, 5} =    {5,                4    }     
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 การท่ี มี 𝑥 บางตวัท าให้ 𝑃(𝑥) เป็นเท็จ จะสรุปได้วา่ ∀𝑥𝑃(𝑥) เป็นเท็จ 
 การท่ี มี 𝑥 บางตวัท าให้ 𝑄(𝑥) เป็นเท็จ จะสรุปได้วา่ ∀𝑥𝑄(𝑥) เป็นเท็จ 
 ซึง่ในกรณีนี ้จะท าให้ ∀𝑥𝑃(𝑥) ∨ ∀𝑥𝑄(𝑥) เป็นเท็จ   →  ข. ผิด 

 (ตวัอยา่งเช่น  การท่ี “ทกุคนเป็นผู้ชายหรือผู้หญิง” จะสรุปไมไ่ด้วา่ “ทกุคนเป็นผู้ชาย” หรือ “ทกุคนเป็นผู้หญิง”) 

ค. สมมติให้ ∃𝑥[𝑃(𝑥) ∧ 𝑄(𝑥)] เป็นจริง 
 แสดงวา่ มี 𝑥 บางตวัที่ท าให้ทัง้ 𝑃(𝑥) และ 𝑄(𝑥) เป็นจริงทัง้คู ่
 การท่ี 𝑥 ตวันัน้ท าให้ 𝑃(𝑥) เป็นจริง จะสรุปได้วา่ ∃𝑥𝑃(𝑥) เป็นจริง 
 การท่ี 𝑥 ตวันัน้ท าให้ 𝑄(𝑥) เป็นจริง จะสรุปได้วา่ ∃𝑥𝑄(𝑥) เป็นจริง 
 ดงันัน้ จะสรุปได้วา่  ∃𝑥𝑃(𝑥) ∧ ∃𝑥𝑄(𝑥) เป็นจริง  →  ค. ถกู 

ง. สมมติให้ ∃𝑥[𝑃(𝑥) ∨ 𝑄(𝑥)] เป็นจริง 
 แสดงวา่ มี 𝑥 บางตวัที่ท าให้ 𝑃(𝑥) หรือ 𝑄(𝑥) เป็นจริงตวัใดตวัหนึง่ หรือทัง้คู่ 
  กรณีที่ 𝑥 ตวันัน้ ท าให้ 𝑃(𝑥) เป็นจริง จะสรุปได้วา่ ∃𝑥𝑃(𝑥) เป็นจริง 
  กรณีที่ 𝑥 ตวันัน้ ท าให้ 𝑄(𝑥) เป็นจริง จะสรุปได้วา่ ∃𝑥𝑄(𝑥) เป็นจริง 
 ดัง้นัน้ ∃𝑥𝑃(𝑥) หรือ ∃𝑥𝑄(𝑥) จะเป็นจริงตวัใดตวัหนึง่ หรือทัง้คู ่
 ดงันัน้ จะสรุปได้วา่ ∃𝑥𝑃(𝑥) ∨ ∃𝑥𝑄(𝑥) เป็นจริง    → ง. ถกู 

 

3. ค 

ถ้า 𝑥 อยูใ่นคา่สมับรูณ์ หรือ ถกูยกก าลงัคู ่มกัจะไมใ่ช่หนึง่ตอ่หนึง่ (เพราะ คา่บวก และ คา่ลบ จะได้ผลลพัธ์เทา่กนั) 
จะเห็นวา่ ข้อ ข. และ ง. จะเข้าขา่ยนี ้เช่น กรณี 𝑥 = 1 กบั 𝑥 = −1 จะได้ผลลพัธ์เทา่กนั  →  ไมใ่ช่หนึง่ตอ่หนึ่ง 

ข. |1|

√1+12
 = 

|−1|

√1+(−1)2
 = 

1

2
 ง. 2|1|

|1|+1
 = 2|−1|

|−1|+1
 = 1 

 

สว่น ข้อ ก. จะลองแทนคา่ 𝑥 ดเูลน่ๆก่อนก็ได้ วา่มี 𝑥 ที่ได้ผลลพัธ์เทา่กนัหรือไม่ 
จะเห็นวา่ 𝑥 = 0 จะได้ผลลพัธ์เหมือน 𝑥 = 1  →  ไมใ่ช่หนึง่ตอ่หนึง่ 
ก. 
 
 

แตถ้่าใครแทนเลน่ๆแล้วไมเ่จอ  อาจสงัเกตจากสมบตัิของคา่สมับรูณ์ 

 |𝑥| = {
𝑥 , 𝑥 ≥ 0

−𝑥 , 𝑥 < 0
      และ      |𝑥 − 1| = {

𝑥 − 1 , 𝑥 − 1 ≥ 0
−(𝑥 − 1) , 𝑥 − 1 < 0

 

จะเห็นวา่ ถ้า  𝑥 เป็นบวก    |𝑥| =       𝑥 

และ 𝑥 − 1 เป็นลบ |𝑥 − 1| = −(𝑥 − 1) 

 

เมื่อถอดคา่สมับรูณ์แล้ว 𝑥 จะตดักนั ท าให้คา่ 𝑓(𝑥) = 1 เสมอ 
นัน่คือ ถ้า  𝑥 เป็นบวก แต ่𝑥 − 1 เป็นลบ  (คือ  𝑥 อยูใ่นชว่ง 0 ถึง 1) จะได้ 𝑓(𝑥) = 1 ซ า้กนัรัวๆ  →  ไมใ่ช่หนึง่ตอ่หนึง่ 
 

สว่น ข้อ ค. มีแนวโน้มที่จะเป็นค าตอบของข้อนี ้(เพราะข้ออื่นผิดหมด) 
จะพิสจูน์โดยสมมติให้กรณี  𝑥 = 𝑎  กบั  𝑥 = 𝑏  ได้ผลลพัธ์เทา่กนั  แล้วพิสจูน์ให้ได้วา่  𝑎 = 𝑏 

𝑓(0) = |0 − 1| + |0| 
 =      1      +   0 
 =            1 

𝑓(1) = |1 − 1| + |1| 
 =      0      +   1 
 =            1 

|𝑥| + |𝑥 − 1| =  𝑥 + (−(𝑥 − 1)) 

 =  𝑥 − 𝑥 + 1  
 =              1 
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สมมติให้  𝑎

1+|𝑎|
  =  𝑏

1+|𝑏|
    → พิจารณาเคร่ืองหมาย จะเห็นวา่ตวัสว่นเป็นบวก เหมือนกนัทัง้สองข้าง 

 ดงันัน้ ตวัเศษ คือ 𝑎 กบั 𝑏 ต้องมเีคร่ืองหมายเหมือนกนั ไมง่ัน้ผลหารจะเทา่กนัไม่ได้ 
 
 
 
 

ดงันัน้ ค. เป็นหนึง่ตอ่หนึง่ 
 

4. ก 

ก. ข้อนี ้เหมือนโจทย์ต้องการกระจายรูท 

 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 ดงันัน้  𝑓(0)  จะหาคา่ได้ แต ่ 𝑔(0)  จะหาคา่ไมไ่ด้  →  𝑓 ≠ 𝑔  →  ก. ผิด 
ข. หา D𝑓  →  ต้องแก้อสมการ  𝑥2(𝑥2 − 4)  ≥ 0  ซึง่แก้ไปแล้วในข้อ ก. 
 จะได้  D𝑓 = (−∞, −2] ∪ {0} ∪ [2, ∞)    →  ดงันัน้ (−∞, −2] เป็นสบัเซตของ D𝑓    →  ข. ถกู 
ค. จาก  D𝑓 = (−∞, −2] ∪ {0} ∪ [2, ∞)    →  ดงันัน้  [2, ∞) เป็นสบัเซตของ D𝑓    →  ข. ถกู 
ง. เนื่องจาก 𝑥 ถกูยกก าลงัคู ่ดงันัน้ 𝑓 นา่จะไมใ่ช่ฟังก์ชนัหนึง่ตอ่หนึง่  (เพราะ เลขลบ กบั เลขบวก ยกก าลงัคู ่จะ

กลายเป็นบวกเทา่กนั)  ซึง่จะเห็นวา่ และ 
 
 

 เนื่องจาก  𝑓(2) = 𝑓(−2)  ดงันัน้  𝑓 ไมเ่ป็นฟังก์ชนัหนึง่ตอ่หนึง่    →  ง. ถกู 
 

5. ก 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

เนื่องจาก 𝑏⃗⃗ และ 𝑐 ไมข่นานกนั จะสรุปได้วา่ และ 
 
 
 

𝑎 + 𝑎|𝑏| =  𝑏 + |𝑎|𝑏 
𝑎 =  𝑏 

คณูไขว้ 

𝑎 กบั 𝑏 มีเคร่ืองหมายเหมือนกนั  จะท าให้  𝑎|𝑏|  =  |𝑎|𝑏 

ท าให้ตดั  𝑎|𝑏| ทางซ้าย กบั |𝑎|𝑏 ทางขวา ได้ 

𝑓(𝑥) =  √𝑥4 − 4𝑥2 

 =  √𝑥2(𝑥2 − 4) 

 =  √𝑥2 √𝑥2 − 4 

 =   |𝑥|  √𝑥2 − 4 

แต ่การกระจายรูทแบบนี ้ ท าได้ภายใต้เง่ือนไขวา่ 

ถ้า      𝑥2(𝑥2 − 4)   ≥  0      แล้ว      𝑥2 ≥ 0   และ   𝑥2 − 4 ≥ 0 
𝑥2(𝑥 − 2)(𝑥 + 2) ≥  0 

−2 0 

+         −           −         + 

2 

ก าลงัคู ่ไมต้่องสลบั บวก ลบ 

𝑥 ∈ (−∞, −2] ∪ {0} ∪ [2, ∞) 

จะเห็นวา่ ถ้า  𝑥 = 0 

จะท าให้  𝑥2 − 4  ติดลบ 

ขดัแย้งกบัเง่ือนไข 

𝑓(2) =  √24 − 4(2)2 

 =  √16 −  16 
 =            0 

𝑓(−2) =  √(−2)4 − 4(−2)2 

 =  √    16   −    16 
 =                  0 

        (𝑎⃗ ∙ 𝑐)𝑏⃗⃗     −     (𝑎⃗ ∙ 𝑏⃗⃗)𝑐 =   
𝑏⃗⃗ + 𝑐

2
 

(|𝑎⃗||𝑐| cos 𝜃𝑎𝑐) 𝑏⃗⃗ − (|𝑎⃗||𝑏⃗⃗| cos 𝜃𝑎𝑏) 𝑐 =  
𝑏⃗⃗

2
 + 

𝑐

2
 

( 1 ∙ 1 ∙ cos 𝜃𝑎𝑐) 𝑏⃗⃗ − ( 1 ∙ 1 ∙ cos 𝜃𝑎𝑏)𝑐 =  
𝑏⃗⃗

2
 + 

𝑐

2
 

            (cos 𝜃𝑎𝑐) 𝑏⃗⃗ −
𝑏⃗⃗

2
 =  (cos 𝜃𝑎𝑏) 𝑐 +

𝑐

2
 

            (cos 𝜃𝑎𝑐 −
1

2
) 𝑏⃗⃗ =  (cos 𝜃𝑎𝑏 +

1

2
) 𝑐 

จาก  𝑢̅ ∙ 𝑣̅ = |𝑢̅||𝑣̅| cos 𝜃   ให้ มมุระหวา่ง 𝑎⃗ และ 𝑐  =  𝜃𝑎𝑐  

 มมุระหวา่ง 𝑎⃗ และ 𝑏⃗⃗  =  𝜃𝑎𝑏 
𝑎⃗, 𝑏⃗⃗, 𝑐 เป็นเวกเตอร์หนึ่งหน่วย 

cos 𝜃𝑎𝑐 −
1

2
 =  0 

cos 𝜃𝑎𝑐 =  
1

2
 

       𝜃𝑎𝑐 =  
𝜋

3
 

cos 𝜃𝑎𝑏 +
1

2
  =  0 

cos 𝜃𝑎𝑏 =  −
1

2
 

       𝜃𝑎𝑏 =    
2𝜋

3
  →  ตอบ 

มมุระหวา่งเวกเตอร์ 
จะอยูใ่นชว่ง 0 ถึง 𝜋 
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6. ง 
 
 
 
 
 
 
 

7. ข 

หา  tan (4 arctan
1

5
)  ก่อน โดยใช้สตูร tan มมุ 2 เทา่ 2 รอบ 

 tan (2 arctan
1

5
)    =    

2 tan(arctan
1

5
)

1−tan2(arctan
1

5
)
    =    

2(
1

5
)

1−(
1

5
)

2    =    
2

5
∙

25

24
    =    

5

12
 

 tan (4 arctan
1

5
)    =    

2 tan(2 arctan
1

5
)

1−tan2(2 arctan
1

5
)
    =    

2(
5

12
)

1−(
5

12
)

2    =    
5

6
∙

144

119
    =    

120

119
    …(∗) 

 

และจาก 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

8. ค 

ก. เอาสองคา่ที่โจทย์ให้ มาคณูกนั เพื่อให้  𝑧 ตดักบั 𝑧−1  และ  𝑤 ตดักบั 𝑤−1  ดงันี ้
 
 
 
 
  

ข. เอา  𝑧𝑤 + (𝑧𝑤)−1  =  −2 + 3𝑖  จาก ก. มายกก าลงัสอง จะได้ 
 
 
 
 

ค. ใช้สตูร  น3 + ล3 = (น + ล)(น2 − นล + ล2)  จะได้ 
 
 
 
 
 

log(log 𝑎) + log(log 𝑏) =  log(log 𝑐) 

log(  log 𝑎   ∙   log 𝑏 ) =  log(log 𝑐) 

          log 𝑎   ∙   log 𝑏 =          log 𝑐 

                          log 𝑏log 𝑎 =          log 𝑐 

                               𝑏log 𝑎  =                𝑐 

log 𝑀 + log 𝑁  =  log 𝑀𝑁 

ตดั log ทัง้สองข้าง 
โยน log 𝑎 ที่คณูอยู ่ไปเป็นเลขชีก้ าลงัหลงั log 
ตดั log ทัง้สองข้าง 

    4 arctan (
1

5
) − arctan (

1

𝑥
) =    

𝜋

4
 

       4 arctan
1

5
 =    

𝜋

4
 + arctan

1

𝑥
 

tan (4 arctan
1

5
) =  tan (

𝜋

4
 +  arctan (

1

𝑥
)) 

           120

119
 =  

tan 
𝜋

4
 + tan(arctan 

1

𝑥
)

1 − tan 
𝜋

4
tan(arctan 

1

𝑥
)
 

           120

119
 =  

1     +              
1

𝑥

1   −  (   1 )(           
1

𝑥
          )          

 

      120 −
120

𝑥
 =          119 + 

119

𝑥
 

         1 =                       
239

𝑥
 

          𝑥 =                      239 

tan(𝐴 + 𝐵)  =  
tan 𝐴+tan 𝐵

1−tan 𝐴 tan 𝐵
 

tan(2𝐴)  =  
2 tan 𝐴

1 − tan2 𝐴
 

จาก (∗) 

คณูไขว้ 

(𝑧𝑤)2 + 2𝑧𝑤(𝑧𝑤)−1 + (𝑧𝑤)−2 =    4 − 12𝑖 − 9 
(𝑧𝑤)2 +        2              + (𝑧𝑤)−2 =    −5 − 12𝑖 
(𝑧𝑤)2                             + (𝑧𝑤)−2 =    −7 − 12𝑖 

        (𝑧 + 𝑤−1)(𝑧−1 + 𝑤) =  (√2 + 𝑖)(1 + √2𝑖) 

𝑧𝑧−1 + 𝑧𝑤 + 𝑤−1𝑧−1 + 𝑤−1𝑤 =  √2 + 2𝑖 + 𝑖 − √2 
 1     +   𝑧𝑤  +    (𝑧𝑤)−1 +   1 =               3𝑖 
               𝑧𝑤  +    (𝑧𝑤)−1 =    −2 + 3𝑖 →  ไมเ่ป็นเต็มบวก  →  ก. ผิด 

→  ไมเ่ป็นเต็มบวก  →  ข. ผิด 

(𝑧𝑤)3 + (𝑧𝑤)−3 =  (𝑧𝑤 + (𝑧𝑤)−1)((𝑧𝑤)2 − 𝑧𝑤(𝑧𝑤)−1 + (𝑧𝑤)−2) 

=  (   −2 + 3𝑖       )(−7 − 12𝑖   − 1        ) 
=  (   −2 + 3𝑖       )(−8 − 12𝑖) 
=       16 + 24𝑖 − 24𝑖 + 36        =  52 

จาก ก. จาก ข. 

→  ค. ถกู 
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ง. เอา  (𝑧𝑤)2 + (𝑧𝑤)−2  =  −7 − 12𝑖  จาก ข. มายกก าลงัสอง จะได้ 
 
 
 
 

9. ง 
 
 
 
 
 
 
 

7 แยกเป็นผลคณูของจ านวนเต็มสองจ านวนได้ 4 แบบ คือ  
แต ่𝑎 เป็นจ านวนเตม็ที่ ≠ 0 

ดงันัน้ ได้แบบเดยีวคือ  𝑎 = −2  และ  𝑦 = −1 

แทน 𝑎 และ 𝑦 ใน (1) และ (2)  แล้วจดัรูป จะได้ 
 
 
 
 
 

ดงันัน้  2𝑥 − 3𝑦 + 2𝑧 + 3𝑎𝑏 

 
 
 

10. ก 

 เง่ือนไขการเข้าแถวคือ    A > B > C > D    และ    E > F > G > H 

 และ    A < E  ,    B < F  ,    C < G  ,    D < H 

ข้อนี ้จะไลน่บัเอาก็ได้  →  ให้ทกุคนเข้าแถวจากเตีย้ไปสงู แล้วแปะหมายเลข  1, 2, 3, … , 8 

เนื่องจาก D กบั H น้อยสดุในแถว  และในหลกัขวา D < H  →  D น้อยสดุ  →  D = 1 

C ต้องมากกวา่ D จะได้ C > 1 

C ต้องน้อยกวา่ตวัอื่นๆอีก 5 ตวั (A, B, G, F, E) จะได้ C < 4 

B ต้องมากกวา่ตวัอื่นๆอีก 2 ตวั (C, D) จะได้ B > 2 

B ต้องน้อยกวา่ตวัอื่นๆอีก 3 ตวั (A, F, E) จะได้ B < 6 

A ต้องมากกวา่ตวัอื่นๆอีก 3 ตวั (B, C, D) จะได้ A > 3 

A ต้องน้อยกวา่ตวัอื่นๆอีก 1 ตวั (E) จะได้ A < 8 

จากตารางจะได้จ านวนวธีิ  =  4 + 3 + 2 + 3 + 2  =  14 วิธี 
 

หรือถ้าจะค านวณ จะสามารถใช้เทคนิคในเร่ือง Catalan Number ได้โดยจบัคูแ่บบการเข้าแถว กบั การเรียงตวัอกัษร 
“ล” และ “น” อยา่งละ 4 ตวั  โดยมีข้อก าหนดวา่ จ านวน “ล” นบัจากซ้าย  ≥  จ านวน “น” นบัจากซ้าย ในทกุๆต าแหนง่
ของการเรียงตวัอกัษร 
 

(𝑧𝑤)4 + 2(𝑧𝑤)2(𝑧𝑤)−2 + (𝑧𝑤)−4 =    49 − 168𝑖 − 144 
(𝑧𝑤)4 +        2                   + (𝑧𝑤)−4 =    −95 − 168𝑖 
(𝑧𝑤)4                                  + (𝑧𝑤)−4 =    −97 − 168𝑖 →  ไมเ่ป็นเต็มบวก  →  ง. ผิด 

𝑥 + 𝑎𝑦 + 𝑧 =  3 …(1) 
2𝑥 + 𝑦 + 𝑏𝑧 =  1 …(2) 
3𝑥 + 𝑦 + 3𝑧 =  2 …(3) 

3 × (1) : 3𝑥 + 3𝑎𝑦 + 3𝑧 =  9 …(4) 
(4) − (3) :       3𝑎𝑦 − 𝑦 =  7 
      (3𝑎 − 1)𝑦 =  7 3𝑎 − 1 𝑦 

1 7 
−1 −7 
7 1 

−7 −1 

 

𝑎 = 
2

3
 ,  𝑦 = 7 

𝑎 = 0 ,  𝑦 = −7 

𝑎 = 
8

3
 ,  𝑦 = 1 

𝑎 = −2 ,  𝑦 = −1 

𝑥 + 𝑧 =  1 …(5) 
2𝑥 + 𝑏𝑧 =  2 …(6) 

2 × (5) : 2𝑥 + 2𝑧 =  2 …(7) 
(6) − (7) : 𝑏𝑧 − 2𝑧 =  0 
 (𝑏 − 2)𝑧 =  0 แต ่𝑧 เป็น 0 ไมไ่ด้  ดงันัน้ 𝑏 − 2 =  0 

𝑏 =  2 

=  2𝑥 − 3(−1) + 2𝑧 + 3(−2)(2) 
=  2(𝑥 + 𝑧) + 3 − 12 
=  2(    1    )    − 9        =  −7 

จาก (5) 

A B C D 
E F G H 

 

C = 2, 3 

B = 3, 4, 5 

A = 4, 5, 6, 7 

D C B A # 

1 

2 

3 

4 
5 
6 
7 

4 

4 
5 
6 
7 

3 

5 
6 
7 2 

3 
4 

5 
6 
7 

3 

5 
6 
7 2 
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วิธีจบัคูค่ือ ให้คนที่สงูที่สดุ เลอืกวา่จะยืนแถวหลงั (ล) หรือ แถวหน้า (น)  แล้วไปยืนชิดทางซ้ายของแถวนัน้ๆ 

 ให้คนที่สงูถดัมา เลอืกวา่จะยืนแถวหลงั (ล) หรือ แถวหน้า (น)  แล้วไปยืนชิดทางซ้ายของแถวนัน้ๆ 

     ⋮ 
เช่น  “ล ล น ล น ล น น”  จะได้ผลลพัธ์คือ 

 

จะเห็นวา่ การให้เลอืกแถวตามล าดบัความสงู จะท าให้ความสงูภายในแถวเรียงจากมากไปน้อย 

และการก าหนดให้ จ านวน “ล” นบัจากซ้าย  ≥  จ านวน “น” นบัจากซ้าย ในทกุๆต าแหนง่ จะท าให้คนที่ยืนแถวหน้า 

สงูน้อยกวา่คนที่อยูแ่ถวหลงัในต าแหนง่เดียวกนัเสมอ 
ซึง่จากสตูรของ Catalan Number จะเรียงได้  =  

1

𝑛+1
(2𝑛

𝑛
)  =  

1

4+1
(8

4
)  =  14 วิธี 

 

11. ข 
เนื่องจาก |𝑧 + 𝑤| และ |𝑧 − 𝑤| เป็นจ านวนจริง จะไมม่ีสว่นจินตภาพ 

ดงันัน้ จะพิจารณา “สว่นจินตภาพ” ทัง้สองฝ่ัง ในสมการท่ีก าหนดให้ก่อน 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

แทน 𝑧 และ 𝑤 ในสมการโจทย์ จะได้  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

จะเห็นวา่ (1) + (2) จะตดักนัได้เกือบทกุตวั เหลอื  
 
 

แทน  𝑏 = −𝑎  ใน  𝑤  จะได้  𝑤 = −𝑎 −
1

√2
𝑖    และ เนื่องจาก  𝑧 = 𝑎 +

1

√2
𝑖  จะเห็นวา่  𝑤 = −𝑧 

6 4 2 1 
8 7 5 3 

 
8 7 6 5 4 3 2 1 

สว่นจินตภาพ  =  √2 Im(𝑧) 

√2𝑧 + |𝑧 + 𝑤|  =  1 + 𝑖 

ไมมี่สว่นจินตภาพ 

สว่นจินตภาพ  =  1 

 ดงันัน้  √2 Im(𝑧) =  1 

                   Im(𝑧) =  
1

√2
 

ดงันัน้  𝑧  จะอยูใ่นรูป  𝑎 +
1

√2
𝑖  เมื่อ 𝑎 เป็นจ านวนจริง 

สว่นจินตภาพ  =  √2 Im(𝑤) 

√2𝑤 + |𝑧 − 𝑤|  =  1 − 𝑖 

ไมมี่สว่นจินตภาพ 

สว่นจินตภาพ  =  −1 

 ดงันัน้  √2 Im(𝑤) =  −1 

                   Im(𝑤) =  −
1

√2
 

ดงันัน้  𝑤  จะอยูใ่นรูป  𝑏 −
1

√2
𝑖  เมื่อ 𝑏 เป็นจ านวนจริง 

       √2 𝑧         +     |     𝑧         +         𝑤    | =  1 + 𝑖 

√2 (𝑎 +
1

√2
𝑖) + |(𝑎 +

1

√2
𝑖) + (𝑏 −

1

√2
𝑖)| =  1 + 𝑖 

   √2𝑎 +   𝑖      + |  𝑎                + 𝑏              | =  1 + 𝑖 

   √2𝑎               +       √(𝑎 + 𝑏)2 =  1 

                                        (𝑎 + 𝑏)2 =  (1 − √2𝑎)
2

 …(∗) 

                                   𝑎2 + 2𝑎𝑏 + 𝑏2 =    1 − 2√2𝑎 + 2𝑎2 

                                −𝑎2 + 2𝑎𝑏 + 𝑏2 =    1 − 2√2𝑎 …(1) 

       √2 𝑤         +     |     𝑧        −        𝑤    | =  1 − 𝑖 

√2 (𝑏 −
1

√2
𝑖) + |(𝑎 +

1

√2
𝑖) − (𝑏 −

1

√2
𝑖)| =  1 − 𝑖 

   √2𝑏 −   𝑖      +     |  𝑎 − 𝑏    +    
2

√2
𝑖  | =  1 − 𝑖 

   √2𝑏               +     √(𝑎 − 𝑏)2 + (
2

√2
)

2
 =  1 

                                      (𝑎 − 𝑏)2 +   
4

2
 =  (1 − √2𝑏)

2
 

                            𝑎2 − 2𝑎𝑏 + 𝑏2 +  2 =    1 − 2√2𝑏 + 2𝑏2 

                            𝑎2 − 2𝑎𝑏 − 𝑏2 = −1 − 2√2𝑏            …(2) 

     0  =  −2√2𝑎 − 2√2𝑏 

2√2𝑏 =  −2√2𝑎 
        𝑏 =     −𝑎 

และ 
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แทน 𝑤 = −𝑧 ในสมการโจทย์อกีรอบ จะได้ 
 
 
 

ดงันัน้  𝑧2015  =  12015 cis 
2015𝜋

4
  =  1 cis 

(2016−1)𝜋

4
  =  1 cis (−

𝜋

4
)  =  

√2

2
−

√2

2
𝑖 

จะได้  𝑧2015 − 𝑤2015  =  𝑧2015 − (−𝑧)2015 

 
 
 

12. ค 

จ านวนตรรกยะ บวกลบคณูหาร กบัจ านวนตรรกยะ จะได้ผลลพัธ์เป็นจ านวนตรรกยะเสมอ 

ดงันัน้ เราจะพยายามเอาจ านวนที่โจทย์ก าหนดให้เป็นตรรกยะ มาจดัรูปไปสูค่า่ที่โจทย์ถาม 
(1) สมมติให้ 𝑃 และ 𝑄 เป็นตรรกยะ ดงันัน้  𝑃 + 𝑄 

 

เนื่องจาก 1 เป็นตรรกยะ ดงันัน้  cos 𝜃 + sin 𝜃 ต้องเป็นตรรกยะ    …(1) 

และจะได้  𝑃 − 𝑄 
 
 
 

แตจ่าก (1) จะได้  sin 𝜃 + cos 𝜃 − 1  เป็นจ านวนตรรกยะ  ดงันัน้ จะได้  sin 𝜃 − cos 𝜃  เป็นตรรกยะ   …(2) 

(1) + (2) จะท าให้ cos 𝜃 ตดักนั จะสรุปได้วา่  2 sin 𝜃 เป็นตรรกยะ →  จะได้ sin 𝜃 เป็นตรรกยะ 

 →  ท าตอ่จาก (1) จะได้วา่ cos 𝜃 เป็นตรรกยะ 

 →  ดงันัน้  tan 𝜃 = 
sin 𝜃

cos 𝜃
  เป็นตรรกยะ 

                (เมื่อ cos 𝜃 ≠ 0) 
อยา่งไรก็ตาม จะเห็นวา่ การพิสจูน์เป็นไปได้ ภายใต้เง่ือนไข  cos 𝜃 ≠ 0 

กรณีที่ cos 𝜃 = 0  เช่น เมื่อ 𝜃 = 
𝜋

2
  จะได้ 𝑃  =  sin2 𝜋

2
+ cos

𝜋

2
  =  1 + 0  =  1    เป็นตรรกยะ 

 𝑄  =  cos2 𝜋

2
+ sin

𝜋

2
  =  0 + 1  =  1    เป็นตรรกยะ 

 แตจ่ะเห็นวา่  tan
𝜋

2
  หาคา่ไมไ่ด้  →  ดงันัน้ (1) ผิด 

 

(2) สมมติให้ 𝑃 และ 𝑅 เป็นตรรกยะ  →  จาก  𝑃 

 

เนื่องจาก 1 เป็นตรรกยะ ดงันัน้  − cos2 𝜃 + cos 𝜃  ต้องเป็นตรรกยะ 

เนื่องจาก 𝑅 เป็นตรรกยะ ดงันัน้ (− cos2 𝜃 + cos 𝜃) × 𝑅 
 
 
 

และ  𝑃
𝑅

  =        
sin2 𝜃+cos 𝜃

tan 𝜃
                   (เมื่อ  tan 𝜃 ≠ 0) 

 
 
 
 

√2 𝑧 + |𝑧 + (−𝑧)| =   1 + 𝑖 

√2 𝑧 +        0 =   1 + 𝑖 

       𝑧 =  
1

√2
+

1

√2
𝑖    =  1 cis 

𝜋

4
 

แปลงเป็นเชิงขัว้ ให้ยกก าลงังา่ยๆ 

=  𝑧2015 +    𝑧2015 

=          2𝑧2015        =  2 (
√2

2
−

√2

2
𝑖)    =  √2 − √2𝑖 

=  (sin2 𝜃 + cos 𝜃) − (cos2 𝜃 + sin 𝜃) 
=    sin2 𝜃 − cos2 𝜃     + cos 𝜃 − sin 𝜃 
=  (sin 𝜃 − cos 𝜃)(sin 𝜃 + cos 𝜃) − (sin 𝜃 − cos 𝜃) 
=  (sin 𝜃 − cos 𝜃)(sin 𝜃 + cos 𝜃    −            1            ) 

=  sin2 𝜃 + cos 𝜃 + cos2 𝜃 + sin 𝜃 
=       1     + cos 𝜃 +                 sin 𝜃 เป็นตรรกยะด้วย 

เป็นตรรกยะด้วย 

=  sin2 𝜃 + cos 𝜃 
=  1 − cos2 𝜃 + cos 𝜃 

=  (− cos2 𝜃 + cos 𝜃)(tan 𝜃) 

=  (− cos2 𝜃 + cos 𝜃) (
sin 𝜃

cos 𝜃
) 

=  − sin 𝜃 cos 𝜃 + sin 𝜃      ต้องเป็นตรรกยะ   …(1) 

=  (sin2 𝜃 + cos 𝜃) (
cos 𝜃

sin 𝜃
) 

=  sin 𝜃 cos 𝜃 +
cos2 𝜃

sin 𝜃
    ต้องเป็นตรรกยะ   …(2) 
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(1) + (2) จะท าให้ sin 𝜃 cos 𝜃 ตดักนั เหลอื  sin 𝜃 + 
cos2 𝜃

sin 𝜃
  =  

sin2 𝜃+cos2 𝜃

sin 𝜃
  =  

1

sin 𝜃
  ต้องเป็นตรรกยะ 

ดงันัน้  sin 𝜃 เป็นตรรกยะ  →  จาก 𝑅 = tan 𝜃 = 
sin 𝜃

cos 𝜃
  เป็นตรรกยะ จะสรุปได้วา่  cos 𝜃 เป็นตรรกยะด้วย 

ดงันัน้  𝑄 = cos2 𝜃 + sin 𝜃  เป็นตรรกยะ 
อยา่งไรก็ตาม จะเห็นวา่ การพิสจูน์เป็นไปได้ ภายใต้เง่ือนไข tan 𝜃 ≠ 0 

กรณีที ่ tan 𝜃 = 0  จะได้  𝜃 = 𝑛𝜋 

ซึง่จะท าให้  𝑄  =  cos2 𝑛𝜋 + sin 𝑛𝜋  =  1 + 0  =  1  เป็นตรรกยะ    →  ดงันัน้ (2) ถกู 
 

13. ก 
จะประกอบเป็นสามเหลีย่มได้ เมือ่แตล่ะด้าน สัน้กวา่ อีกสองด้านที่เหลอืรวมกนั 

นัน่คือ    𝑥  <  𝑦 + 𝑧    ,    𝑦  <  𝑥 + 𝑧    และ    𝑧  <  𝑥 + 𝑦 

(ถ้ามีด้านไหนยาวเกินไป จะท าให้สองด้านท่ีเหลอืมาตอ่กนัไมถ่งึ  →                ) 
ซึง่จากรูป จะเห็นวา่  𝑥  <  𝑦 + 𝑧  เมื่อ 𝑥 สัน้กวา่คร่ึงหนึง่ของ 𝐴𝐵 นัน่เอง 
และจาก  𝑦  <  𝑥 + 𝑧  และ  𝑧  <  𝑥 + 𝑦  จะได้วา่ ทัง้ 𝑦 และ 𝑧 ก็ต้องสัน้กวา่คร่ึงหนึง่ของ 𝐴𝐵 ด้วย 
ดงันัน้ ทัง้ 𝑥, 𝑦 และ 𝑧 ต้องสัน้กวา่คร่ึงหนึง่ของ 𝐴𝐵 จึงจะประกอบเป็นสามเหลีย่มได้ 

และเนื่องจาก ในสามด้าน  𝑥, 𝑦 และ 𝑧 จะมีได้อยา่งมากเพียงด้านเดียวเทา่นัน้ ที่ยาวเกินคร่ึงหนึง่ของ 𝐴𝐵 

ดงันัน้ สองจดุที่สุม่ได้ จะแบง่ 𝐴𝐵 ออกเป็นแบบใดแบบหนึง่ ใน 4 แบบ คือ 

 1)  𝑥 ยาวเกินคร่ึง 2)  𝑦 ยาวเกินคร่ึง 3)  𝑧 ยาวเกินคร่ึง 4)  ไมม่ีด้านไหนยาวเกินคร่ึง 
กรณีที่ 𝑥 ยาวเกินคร่ึง จะเกิดขึน้เมือ่สองจดุที่สุม่ได้ ตกอยูท่างคร่ึงขวาของ 𝐴𝐵 

ความนา่จะเป็น ที่สุม่จดุจดุหนึง่บน 𝐴𝐵 แล้วได้จดุทางคร่ึงขวา จะเทา่กบั 1
2
 

ดงันัน้ ความนา่จะเป็นท่ีทัง้สองจดุที่สุม่ได้ อยูท่างคร่ึงขวา  =  
1

2
×

1

2
  =  

1

4
 

ความนา่จะเป็นท่ี 𝑦 ยาวเกินคร่ึง และ 𝑧 ยาวเกินคร่ึง  จะเทา่กบั 1
4
 เช่นกนั (เพราะเราสามารถจบัคูแ่บบที่ 𝑥 ยาวเกินคร่ึง 

กบัแบบท่ี 𝑦 ยาวเกินคร่ึง แบบหนึง่ตอ่หนึง่ได้ โดยการสลบั  𝑥 + 𝑦 + 𝑧  เป็น  𝑦 + 𝑥 + 𝑧) 

ดงันัน้ จะเหลอืความนา่จะเป็นให้ กรณีไมม่ีด้านไหนเกินคร่ึง  =  1 − 3 (
1

4
)  =  

1

4
 

 

14. ข 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

พิจารณา ซ้ายสดุ กบัขวาสดุของ (∗) จะได้  1  ≥  |𝑦| + 1    →  เป็นจริงได้เมื่อ  𝑦 = 0  เทา่นัน้ 
แทน 𝑦 = 0 ใน (∗)  จะได้  1  ≥  𝑥  ≥  1   →  𝑥 = 1  ดงันัน้ อสมการนีม้ีค าตอบเดยีวคือ  (𝑥, 𝑦) = (1, 0) 

𝐴  𝐵  
𝑥  𝑦  𝑧  

𝐴  𝐵  
 คร่ึงขวา 

     −|𝑦| + 𝑥 − √𝑥2 + 𝑦2 − 1 ≥  1 

       𝑥 − |𝑦| − 1 ≥  √𝑥2 + 𝑦2 − 1 
     (𝑥 − |𝑦| − 1)2 ≥     𝑥2 + 𝑦2 − 1 
𝑥2 + |𝑦|2 + 1 − 2𝑥|𝑦| − 2𝑥 + 2|𝑦| ≥     𝑥2 + 𝑦2 − 1 
                       2 − 2𝑥|𝑦| − 2𝑥 + 2|𝑦| ≥     0 
                       1 −   𝑥|𝑦| −   𝑥 +   |𝑦| ≥     0 
            |𝑦| + 1 −   𝑥|𝑦| −   𝑥 ≥     0 
          (|𝑦| + 1) −  𝑥(|𝑦| + 1) ≥     0 
             (|𝑦| + 1)(1 −  𝑥) ≥     0 
                                 1 − 𝑥 ≥     0 
                                 1 ≥     𝑥 เป็นบวกเสมอ  

คา่รูททางขวา ≥ 0 

ดงันัน้  𝑥 − |𝑦| − 1  ≥  0  ด้วย 
𝑥 ≥  |𝑦| + 1 

เอามาตอ่กนั จะได้  1  ≥  𝑥  ≥  |𝑦| + 1    …(∗)  
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15. ข 

ลองวาดกราฟคร่าวๆดกู่อน  โดยหาจดุ (𝑥, 𝑦) ง่ายๆ ที่ท าให้สมการเป็นจริง จะได้ดงัตาราง 
เมื่อน าจดุในตาราง ไปพิจารณาร่วมกบักราฟอื่นที่เคยรู้จกั จะพอ เดาลกัษณะกราฟได้ดงัรูป 
 
 

จะเห็นวา่กราฟไมน่า่จะเป็นเส้นตรงสอง
เส้น แตย่งัอาจจะเป็นพาราโบลา วงรี 
หรือ ไฮเพอร์โบลาได้อยู่ 

 
 

วาดเส้นประเพิ่มดงัรูป  จะเห็นวา่กราฟสมมาตรรอบแนวเส้นตรง OB 

ดงันัน้ กราฟจะมี แกนสมมาตร / แกนเอก / แกนตามขวาง ทบักบัแนว
เส้นตรง OB  →  จะได้จดุ V(

1

4
 , 

1

4
) เป็นจดุยอดของกราฟ 

เนื่องจาก B เป็นจดุกึง่กลางระหวา่ง A(0, 1) และ C(1, 0) 

ดงันัน้ พิกดั B คือ (0+1

2
 , 

1+0

2
) =  (1

2
 , 

1

2
)  →  ดงันัน้ VB = VO 

และเนื่องจาก BCDO เป็น สีเ่หลีย่มจตัรัุส → จะได้ CB = CD 

จะเห็นวา่ V และ C สอดคล้องกบัสมบตัิของพาราโบลาที่มี B เป็นจดุ
โฟกสั และ มีเส้นตรง OD เป็นไดเรคตริกซ์ 

พาราโบลา ท่ีมีโฟกสั คือ B(
1

2
 , 

1

2
) และ เส้นตรง OD เป็นไดเรคตริกซ์ จะต้องมีระยะจาก (𝑥, 𝑦) ใดๆ ไปยงั B(

1

2
 , 

1

2
) 

เทา่กบัระยะจาก (𝑥, 𝑦) นัน้ไปยงัเส้นตรง OD    (เส้นตรง OD มีสมการคือ 𝑥 + 𝑦 = 0) 

จะได้พาราโบลานี ้คือ        √(𝑥 −
1

2
)

2
+ (𝑦 −

1

2
)

2
 =    

|𝑥+𝑦|

√12+12
 

 
 
 
 
 
 

ซึง่ถ้าจดัรูป   
 
 
 
 
 

ดงันัน้ กราฟนีเ้ป็นสว่นหนึง่ของพาราโบลา    (ในสว่นท่ี (𝑥, 𝑦) ∈ ℝ+ × ℝ+) 
หมายเหต ุ:  หลงัจากที่รู้วา่ OB เป็นแกนสมมาตร จะลอง หมนุกราฟ 45° แบบตามเข็ม ดก็ูได้ 

 
 
 
 
 
 
 

𝑥 0 1 
1

4
  

𝑦 1 0 
1

4
  

 

𝑥2 + 𝑦2 = 1 

1 

1 

1 

1 

𝑥 + 𝑦 = 1 

1 

1 

√𝑥 + √𝑦 = 1 

(
1

4
 , 

1

4
) 

D 

V(
1

4
 , 

1

4
) 

แกนสมมาตร / 
แกนเอก / 

แกนตามขวาง 
A(0, 1) 

C(1, 0) 

B(
1

2
 , 

1

2
) 

O 

   𝑥2 − 𝑥 +
1

4
   +   𝑦2 − 𝑦 +

1

4
 =  

𝑥2+2𝑥𝑦+𝑦2

2
 

2𝑥2 − 2𝑥 +
1

2
+ 2𝑦2 − 2𝑦 +

1

2
 =  𝑥2 + 2𝑥𝑦 + 𝑦2 

𝑥2 − 2𝑥𝑦 + 𝑦2 − 2𝑥 − 2𝑦 + 1 =  0 

√𝑥 + √𝑦 =  1 

𝑥 + 2√𝑥𝑦 + 𝑦 =  1 

2√𝑥𝑦 =  1 − 𝑥 − 𝑦 

4𝑥𝑦 =  1 + 𝑥2 + 𝑦2 − 2𝑥 − 2𝑦 + 2𝑥𝑦 
0 =  𝑥2 − 2𝑥𝑦 + 𝑦2 − 2𝑥 − 2𝑦 + 1 

ได้เหมือนกบัสมการ 
พาราโบลาเลย 

√𝑥 cos 45° − 𝑦 sin 45° + √𝑥 sin 45° + 𝑦 cos 45° =  1 

  √    
𝑥

√2
       −     

𝑦

√2
         +  √     

𝑥

√2
       +     

𝑦

√2
     =  1 

            
𝑥

√2
−

𝑦

√2
   +   2√

𝑥2

2
−

𝑦2

2
   +   

𝑥

√2
+

𝑦

√2
 =  1 

2√
𝑥2

2
−

𝑦2

2
 =  1 − √2𝑥 

2𝑥2 − 2𝑦2 =  1 − 2√2𝑥 + 2𝑥2 

         0 =  2𝑦2 − 2√2𝑥 + 1 

ไมม่ี 𝑥2   →  เป็นพาราโบลา 
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16. 225 

 
 
 
 
 

ลองไลแ่ทน 𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะน้อยๆด ู

𝑝 = 2 :  จะได้ฝ่ังขวา  =  
(2)(2+1)(4+1)

3
  =  (2)(5)  ซึง่จะเขียนเป็น  𝑛(𝑛 + 1)  ไมไ่ด้ 

𝑝 = 3 :  จะได้ฝ่ังขวา  =  
(3)(3+1)(6+1)

3
  =  (4)(7)  ซึง่จะเขียนเป็น  𝑛(𝑛 + 1)  ไมไ่ด้ 

𝑝 = 5 :  จะได้ฝ่ังขวา  =  
(5)(5+1)(10+1)

3
  =  (5)(2)(11)  =  (10)(11)  →  เขียนเป็น  𝑛(𝑛 + 1)  ได้ 

ดงันัน้ จะได้ 𝑝 น้อยสดุคือ 5  และจะได้  13 + 23 + ⋯ + 𝑝3  =  (
𝑝(𝑝+1)

2
)

2
  =  (

5(5+1)

2
)

2
  =  225 

 

17. 1007.5 

จะหา
2015

2015

 𝑓(𝑥 + 2558) 𝑑𝑥  โดยดจูากพืน้ท่ีใต้กราฟ 

จะเห็นวา่ ในสตูรของ 𝑓(𝑥) จะมี  𝑥 − ⌊𝑥⌋  ปรากฏอยูท่กุครัง้ที่มี 𝑥 ปรากฏ 

เนื่องจาก ⌊𝑥⌋ คือการปัดเศษลงให้เป็นจ านวนเต็ม  ดงันัน้  𝑥 − ⌊𝑥⌋  ก็คือเศษที่ถกูปัดลงนัน่เอง 
ดงันัน้  𝑥 − ⌊𝑥⌋  จะ “วนซ า้” ในช่วง [0, 1) ทกุๆรอบจ านวนเตม็ของ 𝑥 

ดงันัน้ เราจะวาดกราฟ เฉพาะในช่วง [0, 1) แล้วคดัลอกไปแปะในรอบอ่ืนๆ 

เมื่อ 𝑥 ∈ [0, 1) จะได้วา่ ⌊𝑥⌋ = 0  ท าให้ได้วา่  𝑥 − ⌊𝑥⌋  =  𝑥    →  แทนใน 𝑓(𝑥) 

 จะได้  𝑓(𝑥) = {
𝑥 เมื่อ  𝑥 ≤

1

2

1 − 𝑥 เมื่อ  𝑥 >
1

2

     →  วาดกราฟได้ดงัรูป 

 
 

ดงันัน้  𝑦 = 𝑓(𝑥) จะมีกราฟคือ   
 

และ  𝑦 = 𝑓(𝑥 + 2558)  จะได้จากการเลือ่นกราฟ  𝑦 = 𝑓(𝑥)  ไปทางซ้าย 2558 หนว่ย  ซึง่จะยงัคงได้กราฟรูปเดมิ  
(เพราะกราฟซ า้ทกุๆรอบจ านวนเต็มของ 𝑥) 

จาก  −2015  ไปถึง  2015 จะมสีามเหลีย่มทัง้หมด  2015 − (−2015)  =  4030 รูป 

ซึง่สามเหลีย่มแตล่ะรูปมีพืน้ท่ี  =  1
2

∙ 1 ∙
1

2
  =  1

4
 

ดงันัน้  
2015

2015

 𝑓(𝑥 + 2558) 𝑑𝑥  =  4030 ∙
1

4
  =  1007.5 

 

18. 29580 

เนื่องจาก  𝑎, 𝑏 เป็นจ านวนเต็ม จะจดัรูปให้ฝ่ังซ้ายเป็นตวัเลข แล้วอ้างวา่ตวัเลขฝ่ังซ้ายเขียนเป็นผลคณูได้ไมก่ี่แบบ 

 
 
 
 
 
 

1 + 2 + ⋯ + 𝑛 =  12 + 22 + ⋯ + 𝑝2 

       
𝑛(𝑛+1)

2
 =      

𝑝(𝑝+1)(2𝑝+1)

6
 

     𝑛(𝑛 + 1) =      
𝑝(𝑝+1)(2𝑝+1)

3
 

1 1

2
  

1

2
  

1 2 3 −1 −2 

𝑓(𝑓(0)) =  1 
𝑓(𝑎(0) + 𝑏) =  1 
𝑓(              𝑏) =  1 
𝑎𝑏 + 𝑏 =  1 
(𝑎 + 1)𝑏 =  1 

𝑎 + 1 𝑏 
1 1 

−1 −1 
 

𝑎 = 0 ,  𝑏 = 1 

𝑎 = −2 ,  𝑏 = −1 

1 เขียนเป็นผลคณูได้แค ่2 แบบ  
คือ 1 × 1 กบั −1 × −1 
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จะได้  𝑎 = 0 ,  𝑏 = 1  หรือ  𝑎 = −2 ,  𝑏 = −1 

ถ้า  𝑎 = 0 ,  𝑏 = 1  จะได้  𝑓(𝑥)  =  (0)𝑥 + 1  =  1    →    𝑓(𝑥) = 1 เสมอ โดยไมข่ึน้กบัคา่ 𝑥 

 ดงันัน้ จะได้  𝑓(𝑓(𝑓(1)))  =  1  ซึง่ขดัแย้งกบัท่ีโจทย์บอกวา่  𝑓(𝑓(𝑓(1))) = −11 

ถ้า  𝑎 = −2 ,  𝑏 = −1  จะได้  𝑓(𝑥) = −2𝑥 − 1    ดงันัน้ 
 
 
 
 
 

ดงันัน้ จะสรุปได้วา่  𝑎 = −2 ,  𝑏 = −1  เทา่นัน้ และจะได้  𝑓(𝑥)  =  −2𝑥 − 1 

พิจารณาสิง่ที่โจทย์ถาม  →  จะได้  
 
 
 
 
 
 

ดงันัน้ สิง่ที่โจทย์ถาม  =  
60

1


n

16𝑛 + 5 =  16
60

1


n

𝑛 + 
60

1


n

5 

 =  16(
60(60+1)

2
) + 60(5)  =  29280 + 300  =  29580 

 

19. 1,  −2 − 2 log3 2 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ดงันัน้ สมการมี 2 ค าตอบ คือ 1 และ −2 − 2 log3 2 
 

20. 8 

โจทย์ให้  𝐴𝐵 = 1  และ  𝐵𝐶 = 3 →  จะสมมตใิห้  𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  = 𝑢̅  และ  𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗  = 𝑣̅ 

 →  จะได้  |𝑢̅| = 1  และ  |𝑣̅| = 3 

สงัเกตวา่ข้อมลูที่โจทย์ให้ จะอิงกบัจดุ 𝑂  →  จะให้  𝑂𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  = 𝑏̅  และ  𝑂𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝑑̅ 

แตไ่มต้่องก าหนด  𝑂𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  กบั 𝑂𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗   แล้ว เพราะ 

 

𝑓(𝑓(𝑓(1))) =  𝑓(𝑓(−2(1) − 1)) 
 =  𝑓(𝑓(       −3       )) 
 =  𝑓( −2(−3) − 1  ) 
 =  𝑓(             5           ) 
 =      −2(5) − 1 
 =             −11           

𝑓(𝑓(𝑓(𝑓(𝑛))))   =  𝑓(𝑓(𝑓(    −2𝑛 − 1       ))) 
 =  𝑓(𝑓(−2(−2𝑛 − 1) − 1)) 
 =  𝑓(𝑓(           4𝑛 + 1          )) 
 =  𝑓(   −2(4𝑛 + 1) − 1       ) 
 =  𝑓(          −8𝑛 − 3               ) 
 =      −2(−8𝑛 − 3) − 1 
 =                  16𝑛 + 5 

  3𝑥 ∙ 8
𝑥

𝑥+2 =    6 

  3𝑥 ∙ 2
3𝑥

𝑥+2 =  3 ∙ 2 

  
3𝑥 ∙ 2

3𝑥
𝑥+2

3 ∙ 2
 =    1 

3𝑥−1 ∙ 2
3𝑥

𝑥+2
 − 1 =    1 

3𝑥−1 ∙ 2
3𝑥 − (𝑥+2)

𝑥+2  =    1 

3𝑥−1 ∙ 2
2𝑥−2

𝑥+2  =    1 

3𝑥−1 ∙ 2
2(𝑥−1)

𝑥+2  =    1 

(3 ∙ 2
2

𝑥+2)
𝑥−1

 =    1 

 

                 log2 (3 ∙ 2
2

𝑥+2)
𝑥−1

 =  log2 1 

(𝑥 − 1) (log2 (3 ∙ 2
2

𝑥+2) ) =      0 

log2 3 + log2 2
2

𝑥+2 =  0 

log2 3 + 
2

𝑥+2
 =  0 

                 
2

𝑥+2
 = − log2 3 

            −
2

log2 3
 =  𝑥 + 2 

−2 − 2 log3 2 =  𝑥 

𝑥  =  1      หรือ      log2 (3 ∙ 2
2

𝑥+2)  =  0 

𝑂𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗   =  𝑂𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  + 𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗   =  𝑏̅ − 𝑢̅ 

𝑂𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗   =  𝑂𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  + 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗   =  𝑏̅ + 𝑣̅ 

𝐶  

𝐴  𝐵  

𝐷  

𝑢̅  

𝑣̅  
𝑏̅  

𝑑̅  𝑂  
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จากโจทย์ และ 
 
 
 

โจทย์ถาม  𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ∙ 𝐵𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ 

 
 
 
 
 
 

21. 2 + 
𝜋

2
 

ให้ และ →  จากเรนจ์ของ arcsin จะได้  𝛼, 𝛽 ∈ [−
𝜋

2
 ,  

𝜋

2
 ] 

 

แทนในโจทย์ จะได้ 
 
 
 
 
 
 
 
 

จะเห็นวา่บรรทดัสดุท้ายเป็นจริงเสมอ  ภายใต้เง่ือนไขวา่  𝛼 + 𝛽  ต้องอยูใ่นเรนจ์ของ arcsin ซึง่คือ [ −
𝜋

2
 , 

𝜋

2
 ] 

จะได้เง่ือนไขคือ  − 𝜋

2
  ≤  𝛼 + 𝛽  ≤  

𝜋

2
  →   แบง่กรณีวาด ตามจตภุาค จะได้ดงัรูป 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

   𝑂𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗   +    𝑂𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  =  𝑂𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  + 𝑂𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ 
𝑏̅ − 𝑢̅ + 𝑏̅ + 𝑣̅ =    𝑏̅  +  𝑑̅ 
𝑏̅ − 𝑢̅ +         𝑣̅ =              𝑑̅ 

     𝑂𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗     ∙      𝑂𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  =  𝑂𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ∙ 𝑂𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ 
(𝑏̅ − 𝑢̅) ∙ (𝑏̅ + 𝑣̅) =    𝑏̅   ∙   𝑑̅  

=  (𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) ∙ (𝐵𝑂⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ + 𝑂𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗) 

=  (  𝑢̅  +   𝑣̅  ) ∙ (−𝑏̅  +  𝑑̅  ) 
=  (  𝑢̅  +   𝑣̅  ) ∙ (−𝑢̅  +  𝑣̅  ) 
=  −𝑢̅ ∙ 𝑢̅ + 𝑢̅ ∙ 𝑣̅ − 𝑣̅ ∙ 𝑢̅ + 𝑣̅ ∙ 𝑣̅ 
=  −|𝑢̅|2                              + |𝑣̅|2 
=    −12                               +   32    =  8 

−𝑢̅ + 𝑣̅   =   −𝑏̅ + 𝑑̅ 

arcsin 𝑥 + arcsin 𝑦 =  arcsin( 𝑥 √1 − 𝑦2   +    𝑦 √1 − 𝑥2)  

       𝛼      +      𝛽 =  arcsin(sin 𝛼 √1 − sin2 𝛽 + sin 𝛽 √1 − sin2 𝛼) 

       𝛼      +      𝛽 =  arcsin(sin 𝛼 √    cos2 𝛽   + sin 𝛽 √    cos2 𝛼   ) 

       𝛼      +      𝛽 =  arcsin( sin 𝛼   | cos 𝛽 |     +   sin 𝛽  | cos 𝛼  | ) 
       𝛼      +      𝛽 =  arcsin(     sin 𝛼  cos 𝛽       +     sin 𝛽  cos 𝛼    ) 
       𝛼      +      𝛽 =  arcsin(                      sin(𝛼 + 𝛽)                        ) 

arcsin 𝑥 =  𝛼 
             𝑥 =  sin 𝛼 

arcsin 𝑦 =  𝛽 
             𝑦 =  sin 𝛽 

เน่ืองจาก  𝛼, 𝛽 ∈ [−
𝜋

2
 ,  

𝜋

2
 ] 

จะได้  cos 𝛼 ,  cos 𝛽  ≥  0 

จริงเสมอ 
เพราะ 

𝛼, 𝛽 ≥ 0 

      𝛼 ≤      𝜋
2

− 𝛽 

sin 𝛼 ≤  sin (
𝜋

2
− 𝛽) 

sin 𝛼 ≤       cos 𝛽 

sin 𝛼 ≤  √1 − sin2 𝛽 

   𝑥 ≤  √1 − 𝑦2 

𝑥2 + 𝑦2 ≤     1 

−
𝜋

2
   ≤   𝛼 + 𝛽   ≤   𝜋

2
 

กรณี 𝑥, 𝑦 ≥ 0 :  จะได้  𝛼, 𝛽 ∈ [ 0 ,  
𝜋

2
 ] 

กรณี 𝑥 ≥ 0 ,  𝑦 < 0 : 
จะได้    0 ≤      𝛼 ≤  

𝜋

2
 

และ −
𝜋

2
 ≤      𝛽 <  0 

ดงันัน้ −
𝜋

2
 ≤   𝛼 + 𝛽 <  

𝜋

2
   ≤  

𝜋

2
 

สอดคล้องกบัเง่ือนไขเสมอ 

กรณี 𝑥 < 0 ,  𝑦 ≥ 0 : 
จะได้ −

𝜋

2
 ≤      𝛼 <  0 

และ    0 ≤      𝛽 ≤  
𝜋

2
 

ดงันัน้ −
𝜋

2
 ≤   𝛼 + 𝛽 <  

𝜋

2
   ≤  

𝜋

2
 

สอดคล้องกบัเง่ือนไขเสมอ 

−
𝜋

2
  ≤           𝛼       +        𝛽  ≤     𝜋

2
 

−
𝜋

2
  ≤       arcsin 𝑥  +  arcsin 𝑦 ≤     𝜋

2
 

−
𝜋

2
  ≤   arcsin(−𝑥) + arcsin(−𝑦) ≤     𝜋

2
 

−
𝜋

2
  ≤   − arcsin 𝑥 − arcsin 𝑦 ≤     𝜋

2
 

    
𝜋

2
 ≥       arcsin 𝑥 + arcsin 𝑦 ≥ −

𝜋

2
 

กรณี 𝑥, 𝑦 < 0 :  สงัเกตวา่ ถ้าแทน 𝑥 ด้วย −𝑥  และ 
แทน 𝑦 ด้วย −𝑦  จะได้สมการกราฟกลบัเป็นเหมือนเดิม 

เปลี่ยน 
  𝑥, 𝑦 
เป็นลบ 

จตภุาคแรก 
sin เป็น
ฟังก์ชนัเพ่ิม 

ดงันัน้ กราฟใน Q3 จะสมมาตรกบั Q1 รอบจดุก าเนิด 

𝑋  

𝑌  
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ในเง่ือนไขของ 𝐴 มี arcsin 𝑥 และ arcsin 𝑦 อยู ่
พิจารณาโดเมนของ arcsin จะได้  𝑥, 𝑦 ∈ [−1, 1] 

วาดกราฟในแตล่ะจตภุาค จะได้ดงัรูป 
 
 

จะได้พืน้ท่ี  =  2 (12 +
𝜋(12)

4
)  =  2 + 

𝜋

2
 

 

22. 100031 
จ านวน “ไมเ่กิน 𝑛 หลกั” ที่ผลบวกเลขโดดเป็น 5 จะเทียบได้กบัการแจกของเหมือนกนั 5 ชิน้ ให้คน 𝑛 คน โดยอาจมีบาง
คนไมไ่ด้ของ  (ถ้าคนไหนไมไ่ด้ของ ถือวา่หลกันัน้เป็น 0  และถ้าหลกัหน้าๆเป็น 0 จะกลายเป็นจ านวนที่น้อยกวา่ 𝑛 หลกั) 
เช่น ถ้าแจกของเหมือนกนั 5 ชิน้ ให้คน 3 คน จะได้  005 ,  014 ,  023 ,  032 ,  …  ,  401 ,  410 ,  500 

จาก Stars & Bars การแจกของเหมือนกนั 5 ชิน้ ให้คน 𝑛 คน โดยอาจมีคนไมไ่ด้ของ จะม ี (5+𝑛−1
𝑛−1

) แบบ 

เช่น ถ้า  𝑛 = 1  จะได้ จ านวนไมเ่กิน 1 หลกั มี (5+1−1
1−1

) = (5
0
) = 1 แบบ  (คือ 5) 

 ถ้า  𝑛 = 2  จะได้ จ านวนไมเ่กิน 2 หลกั มี (5+2−1
2−1

) = (6
1
) = 6 แบบ  (คือ 5, 14, 23, 32, 41, 50) 

     ⋮  
โจทยท์จะหาตวัที่ 130  →  จะหา 𝑛 ที่ท าให้ได้จ านวนแบบ ใกล้เคยีง 130 
 ถ้า  𝑛 = 4  จะได้ จ านวนไมเ่กิน 4 หลกั มี (5+4−1

4−1
) = (8

3
) = 

8∙7∙6

3∙2
 = 56 แบบ 

 ถ้า  𝑛 = 5  จะได้ จ านวนไมเ่กิน 5 หลกั มี (5+5−1
5−1

) = (9
4
) = 

9∙8∙7∙6

4∙3∙2
 = 126 แบบ  →  ใกล้ 130 แล้ว 

ตวัที่ 130 จะอยูถ่ดัจากตวัที่ 126 ไปอีก 4 ตวั  →  ดงันัน้ตวัที่ 130 จะเป็น “จ านวน  6 หลกัตวัที ่4” 
จ านวน 6 หลกั เรียงจากน้อยไปมาก แล้วตอบตวัที่ 4 จะได้ 100004 ,  100013 ,  100022 ,  100031 

 

23. (𝑥 − 2)2 + (𝑦 + 2)2 = 8  ,    (𝑥 + 4)2 + (𝑦 − 6)2 = 18  
จดุศนูย์กลางอยูบ่นเส้นตรง  4𝑥 + 3𝑦 − 2 = 0  → ให้จดุศนูย์กลางคือ (ℎ, 𝑘)  จะได้  4ℎ + 3𝑘 − 2 = 0   …(1) 

ระยะจาก ศก ไปยงัเส้นสมัผสั จะเทา่กบัรัศมี 

 จะได้    |ℎ+𝑘+4|

√12+12
  =  

|7ℎ−𝑘+4|

√72+(−1)2
  =  รัศม ี    …(∗) 

 
 
 
 
 
 
 
 

แก้ (1) กบั (2𝑎) จะได้หนึง่ค าตอบ  และ แก้ (1) กบั (2𝑏) จะได้อกีหนึง่ค าตอบ 
 
 
 
 
 
 
 
 

1 

1 𝑄1 : 𝑥2 + 𝑦2  ≤  1 

𝑄4 : ได้หมดทกุจดุ 

เม่ือ 𝑥, 𝑦 ∈ [−1, 1] 

𝑄2 : ได้หมดทกุจดุ 

เม่ือ 𝑥, 𝑦 ∈ [−1, 1] 

𝑄3 :  เหมือน 𝑄1 

ระยะระหวา่งจดุ (𝑎, 𝑏) กบั 

เส้นตรง 𝐴𝑥 + 𝐵𝑦 + 𝐶 = 0 

คือ |𝐴𝑎+𝐵𝑏+𝐶|

√𝐴2+𝐵2
          

ℎ+𝑘+4

√2
 =  ±

7ℎ−𝑘+4

√50
 

5(ℎ + 𝑘 + 4) =  ±(7ℎ − 𝑘 + 4) 

5(ℎ + 𝑘 + 4) =  7ℎ − 𝑘 + 4 
          0 =  2ℎ − 6𝑘 − 16 
          0 =    ℎ − 3𝑘 − 8    …(2𝑎) 

   5(ℎ + 𝑘 + 4) =  −(7ℎ − 𝑘 + 4) 
12ℎ + 4𝑘 + 24 =  0 
  3ℎ +   𝑘  +  6 =  0    …(2𝑏) 

(1) 4ℎ + 3𝑘 − 2 =  0 
(2𝑎)   ℎ − 3𝑘 − 8 =  0 
(1) + (2𝑎) : 5ℎ − 10 =  0 
   ℎ =  2 
(2𝑎) : 2 − 3𝑘 − 8 =  0 

           𝑘 = 
6

−3
    =  −2 

(1) 4ℎ + 3𝑘 − 2 =  0 
(2𝑏) 3ℎ +   𝑘 + 6 =  0 
3 × (2𝑏) : 9ℎ + 3𝑘 + 18 =  0    …(3𝑏) 
(3𝑏) − (1) : 5ℎ + 20 =  0 
   ℎ =  −4 
(2𝑏) : 3(−4) + 𝑘 + 6 =  0 
                      𝑘 =  6 
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แทน (ℎ, 𝑘) ใน  (∗) เพื่อหา รัศม ีจาก  |ℎ+𝑘+4|

√12+12
 

(1) กบั (2𝑎) ได้  (ℎ, 𝑘) = (2, −2) (1) กบั (2𝑏) ได้ (ℎ, 𝑘) = (−4, 6) 

จะได้ รัศมี  =  
|2+(−2)+4|

√2
  =  

4

√2
  =  2√2 จะได้ รัศมี  =  

|−4+6+4|

√12+12
  =  

6

√2
  =  3√2 

จะได้สมการวงกลมคือ จะได้สมการวงกลมคือ 
 
 
 
 

24. 13.5 

 
 
 

จากสมบตัิของมธัยฐาน จะได้ 2𝑓(𝑥) มีคา่น้อยที่สดุ เมื่อ  𝑥 = มธัยฐานของข้อมลูดงัตาราง 
ซึง่จากตาราง จะได้มธัยฐานจะอยูต่ าแหนง่ที ่ 13+1

2
 = 7 

และจะเห็นวา่ 𝑓𝑖 สะสม เกิน 7 ในชัน้ท่ี 2  (4 + 6 > 7)   →   มธัยฐาน = 2 

ดงันัน้ คา่น้อยสดุของ 
 

ดงันัน้ คา่น้อยสดุของ 𝑓(𝑥)  =  
27

2
  =  13.5 

 

25. 24 

เมทริกซ์ไมเ่อกฐาน แสดงวา่  (𝑎𝑒𝑖 + 𝑏𝑓𝑔 + 𝑐𝑑ℎ) − (𝑔𝑒𝑐 + ℎ𝑓𝑎 + 𝑖𝑑𝑏)  ≠  0 

ดงันัน้ ในบรรดา  𝑎𝑒𝑖 ,  𝑏𝑓𝑔 ,  𝑐𝑑ℎ ,  𝑔𝑒𝑐 ,  ℎ𝑓𝑎 ,  𝑖𝑑𝑏  ทัง้หกตวั ต้องมีบางตวั ≠ 0 

 

กรณี 𝑎𝑒𝑖 ≠ 0  จะได้  𝑎, 𝑒, 𝑖 = 1  ทัง้สามตวั ท าให้ผลรวมแนวทแยงมมุหลกัเกิน 1  →  ใช้ไมไ่ด้ 

กรณี 𝑏𝑓𝑔 ≠ 0 จะได้  𝑏, 𝑓, 𝑔 = 1  ทัง้สามตวั ได้เป็น  [
𝑎 1 𝑐
𝑑 𝑒 1
1 ℎ 𝑖

]  →  1 ที่เหลอือีกตวั ลงตรงไหนก็ได้  → 6 แบบ 

กรณี 𝑐𝑑ℎ ≠ 0  ท าเหมือนกรณีที่สอง  →  6 แบบ 

 

จะเห็นวา่กลุม่ทีเ่หลอื 𝑔𝑒𝑐 ,  ℎ𝑓𝑎 ,  𝑖𝑑𝑏  ท าแบบเดิมไมได้แล้ว เพราะพวกนีผ้า่นแนวทแยงมมุหลกั 𝑎, 𝑒, 𝑖 

กรณี 𝑔𝑒𝑐 ≠ 0  จะได้  𝑔, 𝑒, 𝑐 = 1  ได้เป็น  [
𝑎 𝑏 1
𝑑 1 𝑓
1 ℎ 𝑖

] →  𝑒 = 1 ไปแล้ว ท าให้ 𝑎, 𝑖 ต้องเป็น 0 ได้  [
0 𝑏 1
𝑑 1 𝑓
1 ℎ 0

] 

 →  1 ที่เหลอื จะเลอืกลงได้ 4 แบบ 

กรณี ℎ𝑓𝑎 ≠ 0 กบั  𝑖𝑑𝑏  ≠ 0  ท าแบบเดียวกนั ได้อีกกรณีละ 4 แบบ 

ดงันัน้ จ านวนแบบทัง้หมด  =  6 + 6 + 4 + 4 + 4  =  24 แบบ 
 

26. 1

2
 

จะจดัรูปให้คา่ลมิิตอยูใ่นรูป 0
0
  แล้วใช้กฎของโลปิตาล 

ให้  ℎ = 
1

𝑥
  จะได้  𝑥 = 

1

ℎ
  และจะเห็นวา่  

x
lim ℎ  =  

x
lim

1

𝑥
  =  0 

 

(𝑥 − 2)2 + (𝑦 − (−2))
2

 = (2√2)
2

 

(𝑥 − 2)2 +    (𝑦 + 2)2 =     8 

(𝑥 − (−4))
2

+ (𝑦 − 6)2 = (3√2)
2

 

   (𝑥 + 4)2   +   (𝑦 − 6)2 =     18 

  𝑓(𝑥)   =   |2𝑥 + 4| + 3|𝑥 − 2| + |𝑥 − 5| + |
𝑥−7

2
| 

2𝑓(𝑥) =  4|𝑥 + 2| + 6|𝑥 − 2| + 2|𝑥 − 5| + |𝑥 − 7| 
คณู 2 ตลอด 

𝑥𝑖  𝑓𝑖  
−2 4 
2 6 
5 2 
7 1 
 13 

 
2𝑓(𝑥) =  4|2 + 2| + 6|2 − 2| + 2|2 − 5| + |2 − 7| 
 =        16      +         0       +      6         +      5        =  27 

[

𝑎 𝑏 𝑐
𝑑 𝑒 𝑓
𝑔 ℎ 𝑖

]  
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ดงันัน้  
x

lim 𝑥 (arctan (
𝑥+1

𝑥+2
) − arctan (

𝑥

𝑥+2
)) =  

0
lim
h

1

ℎ
(arctan (

1

ℎ
 + 1

1

ℎ
 + 2

) − arctan (
1

ℎ
1

ℎ
 + 2

)) 

 =  
0

lim
h

1

ℎ
(arctan (

1+ℎ

ℎ
1+2ℎ

ℎ

) − arctan (
1

ℎ
1+2ℎ

ℎ

)) 

 =  
0

lim
h

     
arctan(

1+ℎ

1+2ℎ
) − arctan(

1

1+2ℎ
)

ℎ
 

จะเห็นวา่ ถ้าแทน  ℎ = 0  จะได้คา่ลมิิตเป็น  
arctan(

1

1
) − arctan(

1

1
)

0
  ซึง่อยูใ่นรูป 

0

0
 

ใช้กฎของโลปิตาล จะได้    ดิฟบนดิฟล่าง =  

1

1+(
1+ℎ

1+2ℎ
)

2 ∙ 
(1+2ℎ)(1) − (1+ℎ)(2)

(1+2ℎ)2   −  
1

1+(
1

1+2ℎ
)

2 ∙ 
−2

(1+2ℎ)2

1
 

แทน  ℎ = 0  จะได้ =  

1

1+        1         
 ∙ 

(1         )(1) − (1       )(2)

1
  −  

1

1+        1        
 ∙ 

−2

       1       

1
    =  −

1

2
 + 1    =  

1

2
 

 

27. 70 

ใช้เทเลสโคปิค จะเห็นวา่ 

 
 

ดงันัน้  𝑆𝑘 = 
k

r 1

  
1

𝑟(𝑟+1)(𝑟+2)
 =  

k

r 1

  
1

2
(

1

𝑟(𝑟+1)
−

1

(𝑟+1)(𝑟+2)
) 

 =  
1

2
 

k

r 1

  
1

𝑟(𝑟+1)
−

1

(𝑟+1)(𝑟+2)
 

 =  
1

2
 ((

1

1∙2
−

1

2∙3
) + (

1

2∙3
−

1

3∙4
) + (

1

3∙4
−

1

4∙5
) + ⋯ + (

1

𝑘(𝑘+1)
−

1

(𝑘+1)(𝑘+2)
)) 

 =  
1

2
 (

1

1∙2
−

1

2∙3
 +

1

2∙3
−

1

3∙4
+

1

3∙4
−

1

4∙5
+ ⋯ +

1

𝑘(𝑘+1)
−

1

(𝑘+1)(𝑘+2)
) 

 =  
1

2
(  

1

2
−

1

(𝑘+1)(𝑘+2)
) 

 =     
1

4
−

1

2(𝑘+1)(𝑘+2)
 

แทนใน   
 
 
 
 
 
 
 
 
 

จะได้  𝑘 + 1 = 71   →    𝑘 = 70 
 
 
 
 
 
 
 

     
1

𝑟(𝑟+1)
−

1

(𝑟+1)(𝑟+2)
  =  

𝑟+2    −    𝑟

𝑟(𝑟+1)(𝑟+2)
 =  

2

𝑟(𝑟+1)(𝑟+2)
 

1

2
(

1

𝑟(𝑟+1)
−

1

(𝑟+1)(𝑟+2)
) =  

1

𝑟(𝑟+1)(𝑟+2)
 

    |  𝑆𝑘     −     0.25  | <  0.0001 

|
1

4
−

1

2(𝑘+1)(𝑘+2)
− 0.25| <    

1

10000
 

|   −
1

2(𝑘+1)(𝑘+2)
              | <    

1

10000
 

         
1

2(𝑘+1)(𝑘+2)
 <    

1

10000
 

             5000 <  (𝑘 + 1)(𝑘 + 2) →  หาสองจ านวนตดิกนั ที่คณูกนัแล้วมากกวา่ 5000 

(70)(71)  =  4970 
(71)(72)  =  5112     

ตดักนัได้เป็นทอดๆ 
เหลือตวัแรกสดุ 

กบั ตวัสดุท้าย 
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28. 7 

เนื่องจาก  𝑧1𝑧2 ≠ 0  จะได้  𝑧1 ≠ 0  และ  𝑧2 ≠ 0 
จดัรูปสมการ ให้เป็นสมการก าลงัสองที่มี 𝑧1

𝑧2
 เป็นตวัแปร  → 

 
 
 
 

จะได้  𝑧1

𝑧2
 = −𝑏±√𝑏2−4𝑎𝑐

2𝑎
 =  

−(−1) ± √(−1)2 − 4(1)(1)

2(1)
  =  

1

2
±

√3

2
𝑖   →  ดงันัน้ 

 
 
 

และจาก   
 
 

  
 
 
 
 
 
 

และสดุท้าย   
 
 
 
 

29. 12 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  𝑧1
2  +  𝑧2

2 =  𝑧1𝑧2 

𝑧1
2 − 𝑧1𝑧2 + 𝑧2

2 =   0 

(
𝑧1

𝑧2
)

2
−

𝑧1

𝑧2
+ 1 =   0 

÷ 𝑧2
2 ตลอด 

(𝑧1 − 𝑧2)2 =  𝑧1
2 − 2𝑧1𝑧2 + 𝑧2

2 
(𝑧1 − 𝑧2)2 =  𝑧1𝑧2 − 2𝑧1𝑧2 
(𝑧1 − 𝑧2)2 =   −𝑧1𝑧2 
|𝑧1 − 𝑧2|2 =  |−𝑧1𝑧2| 
       1 =  |𝑧1||𝑧2| 

       1 =     |𝑧1|2 
       1 =     |𝑧1| 

ดงันัน้  |𝑧1| = |𝑧2| = 1     →  แทนในสตูร    |𝑧1 − 𝑧2|2 =  |𝑧1|2 + |𝑧2|2 − (𝑧1𝑧2̅ + 𝑧1̅𝑧2) 
          1 =    1     +    1     − (𝑧1𝑧2̅ + 𝑧1̅𝑧2) 
𝑧1𝑧2̅ + 𝑧1̅𝑧2 =    1 

|𝑧1 + 2𝑧2|2 =  |𝑧1|2 + |2𝑧2|2 + (𝑧1 ∙ 2𝑧2
̅̅ ̅̅̅ + 𝑧1̅ ∙ 2𝑧2) 

 =  |𝑧1|2 + 4|𝑧2|2 + 2(𝑧1𝑧2̅ + 𝑧1̅𝑧2) 
 =     1    +    4     +    2(        1           ) 
 =                         7 

|
𝑧1

𝑧2
| =  √(

1

2
)

2
+ (±

√3

2
)

2

 

|𝑧1|

|𝑧2|
 =                1 

|𝑧1| =              |𝑧2|        …(∗) 

|𝑧1| = |𝑧2|  จาก (∗) 

โจทย์ให้  𝑧1
2  +  𝑧2

2  =  𝑧1𝑧2 

โจทย์ให้  |𝑧1 − 𝑧2|  =  1 

     𝑘𝑛 − 𝑛 + 𝑛2𝑘𝑛 − 𝑛3 =  2(𝑘𝑛)𝑛 
       𝑘 − 1 + 𝑛2𝑘 − 𝑛2 =    2𝑘𝑛 
  𝑛2𝑘 − 2𝑘𝑛 + 𝑘 − 𝑛2 − 1 =     0 
 𝑘(𝑛2 − 2𝑛 + 1) − 𝑛2 + 1 =     2 
 𝑘(𝑛2 − 2𝑛 + 1) − (𝑛2 − 1) =     2 
𝑘(𝑛 − 1)2 − (𝑛 − 1)(𝑛 + 1) =     2 
(𝑛 − 1)(𝑘(𝑛 − 1) − (𝑛 + 1)) =     2 

           
1

𝑚𝑛
 + 

𝑛

𝑚
 =  

2

𝑚−𝑛
 

              
1 + 𝑛2

𝑚𝑛
 =  

2

𝑚−𝑛
 

  (1 + 𝑛2)(𝑚 − 𝑛) =  2𝑚𝑛 
𝑚 − 𝑛 + 𝑛2𝑚 − 𝑛3 =  2𝑚𝑛 

ทกุพจน์ ยกเว้นพจน์แรก หารด้วย 𝑛 ลงตวั  ดงันัน้พจน์แรก (𝑚) ต้องหารด้วย 𝑛 ลงตวัด้วย 

ให้  𝑚 = 𝑘𝑛  จะได้ 

→  ตวัสว่นห้ามเป็น 0  ดงันัน้  𝑚 ≠ 0  และ  𝑛 ≠ 0  และ  𝑚 ≠ 𝑛 

÷ 𝑛 ตลอด 
เอาพจน์ที่มี 𝑘 มา 
จบักลุม่ดงึตวัร่วม บวก 2 ทัง้สองข้าง ให้กลุม่ที่เหลือ

เข้าสตูรผลตา่งก าลงัสองได้ 

ดงึ  𝑛 − 1  เป็นตวัร่วม 

 2 1 
 −2 −1 
 1 2 
 −1 −2 

2 เขียนเป็นผลคณูของจ านวน
เต็มสองจ านวนได้แค ่4 แบบ 
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กรณี และ  
 
 

กรณี และ 

 
 

กรณี และ 

 
 

กรณี และ 

 
 

30. −√3 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ให้ 𝑘 เป็นจ านวนเต็มบวกที่ต า่ที่สดุของ 𝑓  → 

 
 
 
 
 
 
 

เมื่อ 𝑘 เป็นจ านวนเต็มบวก จะเห็นวา่  − 𝑘+1

2(𝑘−1)
  เป็นลบเสมอ 

เนื่องจาก  cos  มีคา่ได้ในชว่ง  [−1, 1]  เทา่นัน้  ดงันัน้ 

 
 
 

แทน 𝑘 = 3 ใน (∗) จะได้  cos(10° + 2𝛼°) = −
3+1

2(3−1)
 = −1 

เนื่องจาก  0 < 𝛼 < 90  จะได้ ดงันัน้  
 
 

31. 1

128
 

𝑛(𝐸) :  ตาราง 4 × 4 จะมี 16 ช่อง แตล่ะช่องเลอืกได้ 2 แบบ (0 หรือ 1) ดงันัน้ จ านวนแบบทัง้หมด = 216 แบบ 

 

𝑛(𝑆) :  แนวคดิคือ  ช่องที่เป็น ? ทัง้ 9 ช่อง จะเลอืกใส ่0 หรือ 1 ใสก็่ได้ 

 สว่นช่องทีเ่หลอื จะโดน “บงัคบัใส”่ ให้ผลรวมแตล่ะแถว และแตล่ะหลกัเป็นคู ่

 𝑛 − 1 =  2 
 𝑛 =  3 

𝑘(𝑛 − 1) − (𝑛 + 1) =  1 
    𝑘(2)     −     4 =  1 

    𝑘 =  
5

2
 

 𝑛 − 1 = −2 
 𝑛 = −1 

𝑘(𝑛 − 1) − (𝑛 + 1) =  −1 
  𝑘(−2)     −     0 =  −1 

    𝑘 =   
1

2
 

 𝑛 − 1 =  1 
 𝑛 =  2 

𝑘(𝑛 − 1) − (𝑛 + 1) =  2 
    𝑘(1)     −       3 =  2 
    𝑘 =  5 

 𝑛 − 1 = −1 
 𝑛 =   0 

𝑘(𝑛 − 1) − (𝑛 + 1) =  2 

เนื่องจาก 𝑘 ต้องเป็นจ านวนเต็ม และ 𝑛 ≠ 0 

จะเหลอืแค ่ 𝑛 = 2 ,  𝑘 = 5  เทา่นัน้ท่ีใช้ได้ 

ซึง่จะได้  𝑚 = (2)(5) = 10 

ดงันัน้  𝑚 + 𝑛  =  10 + 2  =  12 

tan(35° + 𝑥°) tan(25° − 𝑥°)  

 =  
sin(35°+𝑥°)

cos(35°+𝑥°)
 ∙ 

sin(25°−𝑥°)

cos(25°−𝑥°)
 

 =  
2 sin(35°+𝑥°) sin(25°−𝑥°)

2 cos(35°+𝑥°) cos(25°−𝑥°)
 

 =  
−(cos 60° − cos(10°+2𝑥°))

cos 60° + cos(10°+2𝑥°)
 

 =       
−

1

2
    +  cos(10°+2𝑥°)

   
1

2
    +  cos(10°+2𝑥°)

 

cos(𝐴 + 𝐵) + cos(𝐴 − 𝐵) =   2 cos 𝐴 cos 𝐵 
cos(𝐴 + 𝐵) − cos(𝐴 − 𝐵) = −2 sin 𝐴 sin 𝐵 

      
−

1

2
  + cos(10°+2𝛼°)

   
1

2
  + cos(10°+2𝛼°)

 =  𝑘 

−
1

2
+ cos(10° + 2𝛼°) =  

𝑘

2
+ 𝑘 cos(10° + 2𝛼°) 

        −
1

2
−

𝑘

2
 =  𝑘 cos(10° + 2𝛼°) − cos(10° + 2𝛼°) 

         −
𝑘+1

2
 =  (𝑘 − 1) cos(10° + 2𝛼°) 

       −
𝑘+1

2(𝑘−1)
 =                 cos(10° + 2𝛼°)    …(∗) 

−
𝑘+1

2(𝑘−1)
 ≥ −1 

    𝑘 + 1 ≤  2(𝑘 − 1) 
    𝑘 + 1 ≤  2𝑘 − 2 
            3 ≤    𝑘 

ถ้า  𝑘 = 1 →  ฝ่ังซ้าย ≠  0 แตฝ่ั่งขวา = 0 

ดงันัน้  𝑘 ≠ 1  →  เอา 𝑘 − 1 ย้ายไปหารได้ 

คณูลบทัง้สองฝ่ัง 
ต้องกลบั  ≥  เป็น  ≤ 

10° + 2𝛼° = 180° 
              𝛼° =   85° 

tan(2015° + 𝛼°) =  tan(2015° + 85°) 
 =  tan 2100° 

 =  tan(−60°)  =  −√3 

→  จะได้ 𝑘 ต ่าสดุคือ 3 

? ? ?  
? ? ?  
? ? ?  
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กลา่วคอื 𝑎, 𝑏, 𝑐, … , 𝑖 เป็น 0 หรือ 1 ก็ได้ 

𝑝 จะโดนบงัคบัเป็นคา่ที่ท าให้แถวแรกมีผลรวมเป็นคู ่:   𝑝 = {
0 , 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 เป็นคู่
1 , 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 เป็นคี่

 

ท านองเดียวกนั 𝑞 กบั 𝑟 จะโดนบงัคบัเป็นคา่ที่ท าให้แถว 2 กบัแถว 3 มีผลรวมเป็นคู ่
ท านองเดียวกนั 𝑤, 𝑥, 𝑦, 𝑧 จะโดนบงัคบัเป็นคา่ที่ท าให้ “หลกั” 1, 2, 3, 4 มีผลรวมเป็นคู ่
และเมื่อทัง้ 4 หลกัมีผลรวมเป็นคู ่และ 3 แถวแรกมีผลรวมเป็นคู ่จะได้แถวที่ 4 มีผลรวมเป็นคูโ่ดยอตัโนมตัิ 
(เพราะ ผลรวมแถวที่ 4  =  ผลรวมทัง้ 4 หลกั − ผลรวม 3 แถวแรก) 
นบัจ านวนแบบ  →  𝑎, 𝑏, 𝑐, … , 𝑖 รวม 9 ช่อง เป็นได้ช่องละ 2 แบบ แตช่่องที่เหลอืเลอืกไมไ่ด้  →  𝑛(𝑆) = 29 

จะได้ความนา่จะเป็น  =  
29

216  =  
1

27  =  
1

128
 

 

32. 9 

ข้อนี ้ต้องสงัเกตวา่ การบวกและคณูเมทริกซ์ [𝑎 −𝑏
𝑏 𝑎

] จะเหมือนกบัการบวกและคณูจ านวนเชิงซ้อน 𝑎 + 𝑏𝑖 ดงันี ้
บวก คณู 
 
 
 
 

ดงันัน้ (𝑎, 𝑏) ทีท่ าให้  𝑀 = [
𝑎 −𝑏
𝑏 𝑎

] เป็นค าตอบของ  𝑀9 + 𝑀7 + 𝑀5 + 𝑀3 + 𝑀 = 02×2 

จะท าให้  𝑧 = 𝑎 + 𝑏𝑖  เป็นค าตอบของ  𝑧9 + 𝑧7 + 𝑧5 + 𝑧3 + 𝑧 = 0  ด้วย 
 
 
 
 
 
 

เนื่องจาก รากที่ 10 ชอง 1 จะมี 10 ราก ดงันัน้  𝑧10 = 1 จะมี 10 ค าตอบ 
หาจ านวนค าตอบ โดยไลย้่อนกลบั ดงันี ้
 
 
 
 
 

ดงันัน้  𝑧8 + 𝑧6 + 𝑧4 + 𝑧2 + 1 = 0 มี 8 ค าตอบ รวมกบั 𝑧 = 0 อีกค าตอบ ได้เป็น 9 ค าตอบ 
 

33. 100

9
 

จาก ความแปรปรวนประชากร = 11  จะได้   
 
 
 
 
 
 
 
 

𝑎 𝑏 𝑐 𝑝 
𝑑 𝑒 𝑓 𝑞 
𝑔 ℎ 𝑖 𝑟 
𝑤 𝑥 𝑦 𝑧 

 

[
𝑎 −𝑏
𝑏 𝑎

] [
𝑐 −𝑑
𝑑 𝑐

] =  [
𝑎𝑐 − 𝑏𝑑 −(𝑎𝑑 + 𝑏𝑐)
𝑎𝑑 + 𝑏𝑐 𝑎𝑐 − 𝑏𝑑

] 

 (𝑎 + 𝑏𝑖)(𝑐 + 𝑑𝑖) =  (𝑎𝑐 − 𝑏𝑑) + (𝑎𝑑 + 𝑏𝑐)𝑖 

[
𝑎 −𝑏
𝑏 𝑎

] + [
𝑐 −𝑑
𝑑 𝑐

] =  [
𝑎 + 𝑐 −(𝑏 + 𝑑)
𝑏 + 𝑑 𝑎 + 𝑐

] 

 (𝑎 + 𝑏𝑖) + (𝑐 + 𝑑𝑖) =  (𝑎 + 𝑐) + (𝑏 + 𝑑)𝑖 

(𝑧)(𝑧8 + 𝑧6 + 𝑧4 + 𝑧2 + 1) = 0 

                  𝑧8 + 𝑧6 + 𝑧4 + 𝑧2 + 1 =  0 
(𝑧2 − 1)(𝑧8 + 𝑧6 + 𝑧4 + 𝑧2 + 1) =  0 
           𝑧10 − 1 =  0 
           𝑧10 =  1 

𝑧 = 0 คณู 𝑧2 − 1 ทัง้ 
สองข้างเพ่ือจดัรูป 

           𝑧10 =  1 
           𝑧10 − 1 =  0 
(𝑧2 − 1)(𝑧8 + 𝑧6 + 𝑧4 + 𝑧2 + 1) =  0 

→  10 ค าตอบ 

2 ค าตอบ 

(1 กบั −1) 

1 กบั −1 แทนแล้ว ≠ 0 

ดงันัน้ วงเล็บนีต้้องมี 10 − 2 = 8 ค าตอบ 

∑ 𝑥𝑖
2

100
− (

∑ 𝑥𝑖

100
)

2
 = 11 

∑ 𝑥𝑖
2

100
−

∑ 𝑥𝑖
2 + 2 ∑ 𝑥𝑖𝑥𝑗

1002  = 11 

 

𝑆ประชากร
2   =  ∑ 𝑥𝑖

2

𝑁
− 𝑥̅2 

(∑ 𝑥𝑖)2 = (𝑥1 + 𝑥2 + … + 𝑥𝑛)(𝑥1 + 𝑥2 +  … + 𝑥𝑛) 
 =  𝑥1

2 + 𝑥1𝑥2 + 𝑥1𝑥3 +  … + 𝑥2𝑥1 + 𝑥2
2 + 𝑥2𝑥3 + … 

จะเห็นวา่ 𝑥1𝑥2  กบั  𝑥2𝑥1  จะกลายเป็น  2𝑥1𝑥2 

 𝑥1𝑥3  กบั  𝑥3𝑥1  จะกลายเป็น  2𝑥1𝑥3    … 
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และจากสตูร  𝑆ตวัอยา่ง2  
 
 
 
 
 
 
 
 

ดงันัน้ 𝑧 แตล่ะตวั จะหาได้จาก  14 ∑ 𝑦𝑖
2−2 ∑ 𝑦𝑖𝑦𝑗

14∙15
 

โจทย์ถาม 𝑧̅  →  ต้องเอา 𝑧 ทัง้ (100
15

) ตวัมาบวกกนั แล้วหารด้วย (100
15

) 

เนื่องจาก 𝑦𝑖  แตล่ะตวั จะกระจายอยูใ่น 𝑧 ทัง้ (100
15

) ตวัอยา่งเทา่ๆกนั  ดงันัน้ เราสามารถรวม 𝑦𝑖  ในกลุม่ตวัอยา่ง 
ทัง้ (100

15
) กลุม่ แล้วจบักลุม่ใหมใ่ห้เป็น 𝑥𝑖 ในกลุม่ประชากร โดยการเทียบสดัสว่นของจ านวนพจน์ได้ ดงันี ้

 

   𝑧 =  14 ∑ 𝑦𝑖
2 − 2 ∑ 𝑦𝑖𝑦𝑗

14∙15
 

 

 ∑ 𝑧 =  
14∙(100

15 )∙
15

100
∙∑ 𝑥𝑖

2 − 2(100
15 )∙

(15
2 )

(100
2 )

∑ 𝑥𝑖𝑥𝑗

14∙15
 

 

ดงันัน้  ∑ 𝑧

(100
15 )

 =   
14 ∙           

15

100
∙∑ 𝑥𝑖

2 − 2 ∙        
15∙14

100∙99
∑ 𝑥𝑖𝑥𝑗

14∙15
 

 =       
1

100
∙ ∑ 𝑥𝑖

2  −  2 ∙
1

100∙99
∑ 𝑥𝑖𝑥𝑗 

 =              
99 ∑ 𝑥𝑖

2 − 2 ∑ 𝑥𝑖𝑥𝑗

100∙99
 

 =                     
11∙1002

100∙99
 

 =                        
100

9
 

 

34. 37

4
 

หา 𝐵 :  ⌊ 
3

√𝑥
 ⌋ คือ การปัดเศษลงของ 3

√𝑥
  →  จะแบง่  

1

0

  ⌊ 
3

√𝑥
 ⌋ 𝑑𝑥  ตามคา่ตา่งๆทีเ่ป็นจ านวนเตม็ของ 3

√𝑥
 

จะเห็นวา่ เมือ่ 𝑥 ∈ (0, 1) จะได้ 3

√𝑥
 ≥ 3   → เมื่อ  3

√𝑥
 = 3  จะได้  𝑥 = 1 

 เมื่อ  3

√𝑥
 = 4  จะได้  𝑥 = (

3

4
)

2
 

 เมื่อ  3

√𝑥
 = 5  จะได้  𝑥 = (

3

5
)

2
 

 
               ⋮ 

หรือจดัรูปจาก  𝑆ตวัอยา่ง2  =  ∑
(𝑦𝑘−𝑦̅)2

𝑁−1
 

 =  
∑ 𝑦𝑘

2 − 2𝑦̅ ∑ 𝑦𝑘 + ∑ 𝑦̅2

𝑁−1
 

 =  
∑ 𝑦𝑘

2 – 2𝑦̅(𝑁𝑦̅) + 𝑁𝑦̅2

𝑁−1
 

 =  
∑ 𝑦𝑘

2 − 𝑁𝑦̅2

𝑁−1
 

=  
∑ 𝑦𝑖

2 − 𝑁𝑦̅2

𝑁−1
 

=  
∑ 𝑦𝑖

2 

14
−

15

14
(

∑ 𝑦𝑖

15
)

2
 

=  
∑ 𝑦𝑖

2

14
−

∑ 𝑦𝑖
2+2 ∑ 𝑦𝑖𝑦𝑗

14∙15
 

=  
15 ∑ 𝑦𝑖

2−(∑ 𝑦𝑖
2+2 ∑ 𝑦𝑖𝑦𝑗)

14∙15
 

=  
14 ∑ 𝑦𝑖

2−2 ∑ 𝑦𝑖𝑦𝑗

14∙15
 

∑ 𝑦𝑖
2 มี 𝑦𝑖

2 กลุม่ละ 15 ตวั  บวกกนั (100
15

) กลุม่ 

จบักลุม่ใหมเ่ป็น  ∑ 𝑥𝑖
2 ที่มี 𝑥𝑖

2 กลุม่ละ 100 ตวั ได้ (100
15

) ∙
15

100
  กลุม่ 

∑ 𝑦𝑖𝑦𝑗  มี 𝑦𝑖𝑦𝑗  กลุม่ละ (15
2

) ตวั  บวกกนั (100
15

) กลุม่ 

จบักลุม่ใหมเ่ป็น ∑ 𝑥𝑖𝑥𝑗  ที่มี 𝑥𝑖𝑥𝑗  กลุม่ละ (100
2

) ตวั ได้ (100
15

) ∙
(15

2 )

(100
2 )
 กลุม่ 

จาก (∗) 

100 ∑ 𝑥𝑖
2−(∑ 𝑥𝑖

2 + 2 ∑ 𝑥𝑖𝑥𝑗)

1002  = 11 

99 ∑ 𝑥𝑖
2 − 2 ∑ 𝑥𝑖𝑥𝑗 = 11 ∙ 1002   …(∗) 
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ดงันัน้  
1

0

  ⌊ 
3

√𝑥
 ⌋ 𝑑𝑥 =  

1

4

3
2










 ⌊ 
3

√𝑥
 ⌋ 𝑑𝑥   +   

2

2

4

3

5

3



















 ⌊ 
3

√𝑥
 ⌋ 𝑑𝑥    +      

2

2

5

3

6

3



















 ⌊ 
3

√𝑥
 ⌋ 𝑑𝑥 + … 

 =  
1

4

3
2










    3     𝑑𝑥   +   

2

2

4

3

5

3



















     4    𝑑𝑥     +     

2

2

5

3

6

3



















     5    𝑑𝑥 + … 

 =   3 (1 − (
3

4
)

2
)  +  4 ((

3

4
)

2
− (

3

5
)

2
)  +  5 ((

3

5
)

2
− (

3

6
)

2
) + … 

 =  3(1) − 3 (
3

4
)

2
 + 4 (

3

4
)

2
− 4 (

3

5
)

2
 + 5 (

3

5
)

2
− 5 (

3

6
)

2
 + … 

 =    3              +  (
3

4
)

2
                     +  (

3

5
)

2
                    +  (

3

6
)

2
 + … 

 =    3  +  9( 
1

42  +  
1

52  +  
1

62  + ⋯ ) 
 

โจทย์ถาม  12𝐴 − 𝐵  ดงันัน้ ต้องจดัรูป 𝐴 ให้คล้ายๆกนั จะได้ตดักนัได้ 

หา 𝐴 :    
1

12 +
1

32 +
1

52 + ⋯ =  (
1

12 +
1

22 +
1

32 +
1

42 +
1

52 + ⋯ ) − (
1

22 +
1

42 +
1

62 + ⋯ ) 

 =  (
1

12 +
1

22 +
1

32 +
1

42 +
1

52 + ⋯ ) −
1

22 (
1

12 +
1

22 +
1

32 + ⋯ ) 

 =                                 
3

4
(

1

12 +
1

22 +
1

32 + ⋯ ) 

ดงันัน้  12𝐴 − 𝐵 =  12 ∙ 
3

4
(

1

12 +
1

22 +
1

32 + ⋯ ) − (3 + 9 ( 
1

42 +
1

52 +
1

62 + ⋯ )) 

 =       9   (
1

12 +
1

22 +
1

32 + ⋯ ) − 3 − 9 ( 
1

42 +
1

52 +
1

62 + ⋯ ) 

 =       9   (
1

12 +
1

22 +
1

32)           − 3 

 =               9  + 
9

4
  +  1             −  3        =  

37

4
 

 

35. 719.5 

จะหาทัง้หมด 
3002

1


n

sin2 (
𝑛𝜋

3003
)  ก่อน แล้วคอ่ยหกัด้วย sin2 (

𝑘𝜋

3003
) ที่ ห.ร.ม. (𝑘, 3003) ≠ 1 

 
 
 
 
 
 

สงัเกตวา่ 
3002

1


n

cos (
2𝑛𝜋

3003
) คล้ายกบัผลบวกของ “รากที่ 3003 ของ 1” 

รากที่ 3003 ของ 1  =  รากที่ 3003 ของ 1 cis 0 →  รากตวัแรก  =  √1
3003

cis
0

3003
  =  1 cis 0 

 →  รากที่เหลอื  =  1 cis
2𝜋

3003
 ,  1 cis

4𝜋

3003
 ,  … ,  1 cis

2(3002)𝜋

3003
 

แตจ่ากสตูรผลบวกรากของสมการ  𝑧3003 = 1 จะได้วา่ รากทัง้ 3003 ตวั ต้องบวกกนัได้ 0 

 ดงันัน้ 1 cis 0  +  1 cis
2𝜋

3003
 +  1 cis

4𝜋

3003
 + … + 1 cis

2(3002)𝜋

3003
 =  0 

 
 

cos 2𝜃 = 1 − 2 sin2 𝜃 

sin2 𝜃 =  
1 − cos 2𝜃

2
 

3002

1


n

sin2 (
𝑛𝜋

3003
) = 

3002

1


n

1 − cos(
2𝑛𝜋

3003
)

2
 

 = 
3002

1


n

1

2
   −   

1

2

3002

1


n

cos (
2𝑛𝜋

3003
)    …(∗) 
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คิดเฉพาะสว่นจริงที่เป็น cos จะได้ 1 cos 0 + 1 cos
2𝜋

3003
 + 1 cos

4𝜋

3003
 + … + 1 cos

2(3002)𝜋

3003
 =  0 

 
 
 
 
 
 

แทนใน (∗) จะได้ 
3002

1


n

sin2 (
𝑛𝜋

3003
)  =  

3002

2
−

1

2
(−1)  =  

3003

2
 

 

ถดัมา หกั sin2 (
𝑘𝜋

3003
) ที่ ห.ร.ม. (𝑘, 3003) ≠ 1 

เนื่องจาก  3003 = 3 ∙ 7 ∙ 11 ∙ 13  ดงันัน้ 𝑘 ต้องหารด้วย 3 หรือ 7 หรือ 11 หรือ 13 ลงตวั 

หารด้วย 3 ลงตวั  →  ต้องหกั  sin2 (
3𝜋

3003
) + sin2 (

6𝜋

3003
) + sin2 (

9𝜋

3003
) + … + sin2 (

3000𝜋

3003
) 

 =   sin2 (
𝜋

1001
) + sin2 (

2𝜋

1001
) + sin2 (

3𝜋

1001
) + … + sin2 (

1000𝜋

1001
) 

 =  
1000

1


n

sin2 (
𝑛𝜋

1001
) 

 =            
1001

2
 

หารด้วย 7 ลงตวั  →  ต้องหกั  sin2 (
7𝜋

3003
) + sin2 (

14𝜋

3003
) + sin2 (

21𝜋

3003
) + … + sin2 (

2996𝜋

3003
) 

 =   sin2 (
𝜋

429
)  +  sin2 (

2𝜋

429
)  +  sin2 (

3𝜋

429
)  +  … + sin2 (

428𝜋

429
) 

 =  
428

1


n

sin2 (
𝑛𝜋

429
) 

 =           
429

2
 

ท าแบบเดยีวกนั จะได้ หารด้วย 11 ลงตวั  →  ต้องหกั  
3003

11

2
 = 

283

2
 

 หารด้วย 13 ลงตวั  →  ต้องหกั  
3003

13

2
 = 

231

2
 

 

จะได้ผลรวม หลงัหกั =  
3003

2
−

1001

2
−

429

2
−

283

11
−

231

2
 

 =  
3003

2
(1 −

1

3
−

1

7
−

1

11
−

1

13
) 

 

แตจ่ะเห็นวา่ มีบางตวัที่โดน “หกัซ า้”  (เช่น sin2 (
21𝜋

3003
) จะโดนหกัทัง้ ตอนหาร 3 ลงตวั และ ตอนหาร 7 ลงตวั) 

ดงันัน้ จะใช้หลกั Inclusive – Exclusive เพื่อชดเชยตวัซ า้ จะได้ค าตอบ คือ 
 
 
 
 
 
 

หมายเหต ุ:  รอบสดุท้าย “หารลงตวั สีต่วั” ไมต้่องคิด เพราะไมม่ี sin2 (
3003𝜋

3003
) ตัง้แตแ่รก 

จะกระจาย 3003 แล้วคิดเลขก็ได้  หรือจะจบักลุม่ดงึตวัร่วม (เป็นแบบเดียวกบัฟังก์ชนัฟีออยเลอร์) ก็ได้ 

จะได้ =  
3003

2
[(1 −

1

3
) (1 −

1

7
) (1 −

1

11
) (1 −

1

13
) −

1

3∙7∙11∙13
] 

 =  
3003

2
[

         2         ∙        6        ∙       10         ∙         12         

3∙7∙11∙13
−

1

3∙7∙11∙13
]    =  

3003

2
[

1439

3∙7∙11∙13
]    =  

1439

2
    =  719.5 

1        +                         
3002

1


n

cos (
2𝑛𝜋

3003
) =  0 

                                       
3002

1


n

cos (
2𝑛𝜋

3003
) = −1 

ท าแบบเดียวกบัที่เคยท า  
3002

1


n

sin2 (
𝑛𝜋

3003
)  =  

3003

2
 

หาร 3 และ 7 ลงตวั  หาร 3 และ 7 และ 11 ลงตวั 

หกั หารลงตวั ตวัเดียว รวม หารลงตวั สองตวั 

3003

2
(1 −

1

3
−

1

7
−

1

11
−

1

13
+

1

3∙7
+

1

3∙11
+

1

3∙13
+

1

7∙11
+

1

7∙13
+

1

11∙13
−

1

3∙7∙11
−

1

3∙7∙13
−

1

3∙11∙13
−

1

7∙11∙13
)  

หกั หารลงตวั สามตวั 
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