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ข้อสอบสมาคมคณิตศาสตร์แหง่ประเทศไทย ระดบัมธัยมศกึษาตอนปลาย (พ.ย. 57) 
วนัอาทิตย์ที่ 16 พฤศจิกายน 2557 เวลา 9.00 - 12.00 น. 
 

ตอนที่ 1 

1. ถ้า 𝐴, 𝐵 และ 𝐶 เป็นสบัเซตใดๆของเอกภพสมัพทัธ์ 𝒰  แล้ว  [(𝐴 − 𝐵) − 𝐶] ∪ (𝐴 ∩ 𝐶)  ตรงกบัข้อใด 
 ก. (𝐴 − 𝐶) − 𝐵 ข. 𝐴 − (𝐶 − 𝐵) ค. 𝐴 − (𝐵 − 𝐶) ง. 𝐴 − (𝐵 ∩ 𝐶) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

2. ก าหนดให้ 𝐴 และ 𝐵 เป็นเมทริกซ์ทีม่สีมาชิกเป็นจ านวนจริงขนาด 5 × 5 ซึง่  𝐴𝐵 = 𝐵𝐴 ,  𝐴2 = 𝐴 ,  𝐵2 = 𝐵  และ  
det(𝐴 − 𝐵) = 2557  คา่ของ  det(𝐴 + 𝐵) ตรงกบัข้อใดตอ่ไปนี ้

 ก. 1 ข. −1 ค. 5 ง. 2557 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

3. ข้อใดตอ่ไปนีเ้ป็นจริงส าหรับอนกุรม  


2k

 √𝑘+1−√𝑘
√𝑘2+𝑘

 

 ก. เป็นอนกุรมลูเ่ข้าสู ่1
2
 ข. เป็นอนกุรมลูเ่ข้าสู ่1 

 ค. เป็นอนกุรมลูเ่ข้าสู ่√2−1
√2

 ง. เป็นอนกุรมลูเ่ข้าสู ่ 1
√2
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4. ก าหนดให้  𝑓(𝑥) = 
𝑥

√𝑥2+1
  จงพิจารณาข้อความตอ่ไปนี ้

 (1) 𝑓 เป็นฟังก์ชนัหนึง่ตอ่หนึง่ (2) เรนจ์ของ 𝑓 เทา่กบั (−1, 1) 

 ข้อใดตอ่ไปนีถ้กูต้อง 
 ก. ข้อความ (1) และ (2) ตา่งเป็นจริง ข. ข้อความ (1) เป็นจริง แตข้่อความ (2) เป็นเทจ็ 

 ค. ข้อความ (1) เป็นเท็จ แตข้่อความ (2) เป็นจริง ง. ข้อความ (1) และ (2) ตา่งเป็นเทจ็ 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

5. ก าหนดให้  �⃗� = (2, −1)  ผลบวกของเวกเตอร์ �⃗⃗� ∈ ℝ2 ทัง้หมดที่ |�⃗⃗�| = 1  และมมุระหวา่ง �⃗⃗� และ �⃗� เทา่กบั 

 arccos (1/√5)  ตรงกบัข้อใดตอ่ไปนี ้

 ก. (4
5
, −

2

5
) ข. (− 4

5
,
2

5
) ค. (4

5
,
−8

5
) ง. (−

4

5
,
8

5
) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

6. ก าหนดความสมัพนัธ์ 𝑟1 และ 𝑟2 ดงัตอ่ไปนี ้

 𝑟1 = {(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ × ℝ :  𝑦 + 3𝑥 = 4𝑥3}  และ  𝑟2 = {(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ × ℝ :  𝑥 + 3𝑦 = 4𝑦3} 

 จ านวนสมาชิกของโดเมนของความสมัพนัธ์  𝑟1 ∩ 𝑟2  ตรงกบัข้อใดตอ่ไปนี ้
 ก. 0 ข. 3 ค. 6 ง. 9 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 สมาคม ม. ปลาย (พ.ย. 57) 3 

7. ถ้าจดุ (−2, 11), (0, 5), (2, 3)  เป็นจดุที่อยูบ่นพาราโบลาที่มแีกนสมมาตรขนานกบัแกน 𝑌 และมีเส้นตรง 𝐿 เป็น
เส้นบงัคบั (directrix) ของพาราโบลา แล้วระยะตัง้ฉากจากจดุ (−2, 11) ไปยงัเส้นตรง 𝐿 มีคา่เทา่กบัข้อใด 

 ก. √72.25 ข. √80 ค. √80.25 ง. √90 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

8. ก าหนดให้ 𝑎 และ 𝑏 เป็นรากทัง้หมดของสมการ    8𝑥 − 2(4𝑥) − 2𝑥+3 + 15 = 0 

 โดยที่  𝑎 < 𝑏  ข้อใดตอ่ไปนีถ้กูต้อง 
 ก. 0 < 𝑎 < 

1

2
  และ  1

2
 < 𝑏 < 1 ข. 1

2
 < 𝑎 < 1  และ  1 < 𝑏 < 2 

 ค. 0 < 𝑎 < 1  และ  0 < 𝑏 < 1 ง. 1 < 𝑎 < 2  และ  1 < 𝑏 < 2 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

9. ถ้าให้ความสมัพนัธ์เชิงฟังก์ชนัระหวา่งข้อมลู  𝑋 = {𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥17}  และ  𝑌 = {𝑦1, 𝑦2, … , 𝑦17}  เป็นไปตาม
สมการ  𝑌 = 𝑎 + 𝑏𝑋  โดยที่  𝑋 เป็นตวัแปรอิสระ และ 𝑌 เป็นตวัแปรตาม 

ถ้า 


17

1i

𝑥𝑖 = 85 ,  


17

1i

𝑦𝑖  = 153  และ ความแปรปรวนของ 𝑋 มีคา่เทา่กบั 1.73 แล้ว คา่พยากรณ์ของ 𝑌 

เมื่อ 𝑋 = 5 ตรงกบัข้อใดตอ่ไปนี ้
 ก. 5 ข. 7 ค. 9 ง. ข้อมลูไมเ่พียงพอ 
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10. ก าหนดให้  𝑓(𝑥) = 
𝑥2

2
  และ  𝑔(𝑥) = 𝑥3  และ 𝐿 เป็นเส้นตรงที่สมัผสัเส้นโค้ง  𝑦 = 𝑓(𝑥)  และ  𝑦 = 𝑔(𝑥)  ที่จดุ 

(𝑎, 𝑏) และ (𝑐, 𝑑)  ตามล าดบั โดยที่  𝑐 ≠ 0  คา่ของ  𝑏 + 𝑑 + 
𝑎𝑐

3
  มีคา่ตรงกบัข้อใดตอ่ไปนี ้

 ก. 27

36
 ข. 28

36
 ค. 26

37
 ง. 27

37
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

11. 𝐴 และ 𝐵 เป็นนกักีฬายงิธน ูในการยงิธนแูตล่ะครัง้ความนา่จะเป็นท่ี 𝐴 จะยิงเข้าเปา้เป็น 1
2
 ในท านองเดยีวกนั ในการ

ยิงธนแูตล่ะครัง้ความนา่จะเป็นท่ี 𝐵 จะยิงเข้าเปา้เป็น 1
2
  ถ้าในการซ้อมครัง้หนึง่ 𝐴 ยิงธนทูัง้หมด 100 ครัง้ ในขณะที่ 

𝐵 ยิงธนทูัง้หมด 101 ครัง้ แล้ว ความนา่จะเป็นท่ีในการซ้อมครัง้นี ้𝐵 จะยิงเข้าเปา้มากกวา่ 𝐴 ยิงเข้าเปา้ตรงกบัข้อใด 
 ก. 1

2
 ข. 101

201
 ค. 100

101
 ง. 1 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

12. จงพิจารณาข้อความตอ่ไปนี ้

 (1) ถ้า  𝑥, 𝑦 ∈ ℝ  และ  𝑥2 + 𝑦2 = 1  แล้ว  arctan(
1−𝑥

𝑦
) + arctan(

1−𝑦

𝑥
) = 

𝜋

4
 

 (2) ถ้า  𝑥 ∈ ℝ  แล้ว  arctan 𝑥 + arctan(1 − 𝑥)  =  arctan(
1

1−𝑥+𝑥2
) 

 ก. ข้อความ (1) และ (2) ตา่งเป็นจริง ข. ข้อความ (1) เป็นจริง แตข้่อความ (2) เป็นเทจ็ 

 ค. ข้อความ (1) เป็นเท็จ แตข้่อความ (2) เป็นจริง ง. ข้อความ (1) และ (2) ตา่งเป็นเทจ็ 
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13. ก าหนดรูปสามเหลีย่ม 𝐴𝐵𝐶 มีขนาดของ ∠𝐴𝐶𝐵 เกิน 3𝜋
4

  คา่ของ (2 + tan 𝐴
2
) (2 + tan

𝐵

2
)  อยูใ่นชว่งเปิดใด

ตอ่ไปนี ้
 (ก) (4, 5) (ข) (5, 6) (ค) (6, 7) (ง) (7, 8) 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

14. ก าหนดให้  0 < 𝛼, 𝛽 < 
𝜋

2
  และ  tan(𝛼 + 𝛽) = tan 𝛼 + cot 𝛼 + tan𝛽 + cot𝛽  แล้วข้อใดตอ่ไปนีถ้กู

เก่ียวกบัอนกุรมอนนัต์ตอ่ไปนี ้   1 + tan𝛼 tan𝛽 + tan2 𝛼 tan2 𝛽 + tan3 𝛼 tan3 𝛽 + … 

 ก. เป็นอนกุรมลูเ่ข้าสู ่ √5−1
2

 ข. เป็นอนกุรมลูเ่ข้าสู ่ √5+1
2

 

 ค. เป็นอนกุรมลูเ่ข้าสู ่ (√5−1
2
)
2

 ง. เป็นอนกุรมลูเ่ข้าสู ่ (√5+1
2
)
2

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

15. สมการของตวัแปรเชิงซ้อนในข้อใดตอ่ไปนีม้ีรากซึง่มีขนาดเทา่กบั 1 

 ก. 𝑧2014 − 𝑧2013 − 1  =  0 ข. 𝑧2557 − 𝑧2556 − 1  =  0 

 ค. 𝑧2015 − 𝑧2014 − 1  =  0 ง. 𝑧2558 − 𝑧2557 − 1  =  0 
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ตอนที่ 2 

16. ก าหนดให้ 𝐴(3, 4) เป็นจดุบนวงกลม 𝐶 ซึง่มี 𝐶 เป็นจดุศนูย์กลาง ให้ 𝑙 เป็นเส้นผา่นศนูย์กลางเส้นหนึง่ของ 𝐶 โดยมี 
𝐵(0, 0) เป็นจดุบน 𝑙 และ 𝑉 เป็นจดุปลายข้างหนึง่ของ 𝑙  สมมติวา่อตัราสว่นของความยาวของ 𝐵𝐶̅̅ ̅̅  และ 𝐵𝑉̅̅ ̅̅  เป็น 
2 : 1  จงหาจดุศนูย์กลางของวงกลมที่มีขนาดเลก็ที่สดุที่สอดคล้องกบัเง่ือนไขข้างต้น 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

17. ข้อมลูชดุหนึง่คือ 2, 5, 7, 𝑥, 𝑦  ถ้าคา่เฉลีย่เลขคณิตของข้อมลูชดุนีเ้ทา่กบั 4  และ 𝑥, 𝑦 มีคา่ตา่งกนัอยา่งน้อย 6  จง
หาคา่ความแปรปรวนที่น้อยที่สดุที่เป็นไปได้ของข้อมลูชดุนี ้

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

18. ให้ 𝑚 และ 𝑛 เป็นจ านวนเต็มบวกที่  1 +𝑚 +𝑚2 = 𝑛3  จงหาผลคณู 𝑚𝑛 น้อยสดุ 
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19. ก าหนดให้ 𝑥 และ 𝑦 เป็นจ านวนเต็มบวกที่  𝑥2 + 6𝑥 + 𝑦2 + 8𝑦 = 875  จงหาคา่ 𝑥 มากสดุที่เป็นไปได้ 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

20. จงหาจ านวนจริง 𝑥 ทัง้หมดที่สอดคล้องกบัสมการ  √𝑥log√𝑥 = 10000 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

21. ในตารางหมากรุกขนาด 8 × 8 ที่ระบายแตล่ะช่องในกระดานด้วยสขีาวสลบัสดี า จงหาจ านวนวิธีในการเลอืกช่องมา 
56 ช่องจากกระดานนี ้โดยที่สอดคล้องกบัเง่ือนไขตอ่ไปนี ้

 1. ช่องสดี าทกุช่องถกูเลอืกทัง้หมด และ 

 2. ในแตล่ะแถวตามแนวตัง้ และแนวนอน จะเลอืกมา 7 ช่องพอด ี
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22. ก าหนดให้ 𝑧 เป็นจ านวนเชิงซ้อน จ านวนรากที่แตกตา่งกนัทัง้หมดของสมการ (𝑧̅)2014 = 𝑧 เทา่กบัเทา่ใด 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

23. ก าหนดรูปสามเหลีย่ม 𝐴𝐵𝐶 โดยมีจดุยอดทัง้สามอยูบ่นวงกลมซึง่มี 𝑂 เป็นจดุศนูย์กลาง ถ้า  𝐴𝐶 = 9  และ 

𝐴𝐵 = 5  แล้ว  𝐴𝑂⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ∙ 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗   มีคา่เทา่กบัเทา่ใด 
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24. บริษัทขนของบริษัทหนึง่ต้องการซือ้รถบรรทกุทัง้หมด 25 คนั โดยที่รถเหลา่นีม้ีความจรุวมกนั 28,000 ลกูบาศก์ฟตุ 
โดยรถบรรทกุที่บริษัทต้องการมีอยูส่ามขนาด ได้แก่ ขนาดเลก็ ขนาดกลาง และขนาดใหญ่ โดยที่รถบรรทกุแตล่ะขนิด
มีความจ ุ350, 700 และ 1400 ลกูบาศก์ฟตุ ตามล าดบั ถ้ามีเง่ือนไขวา่ต้องซือ้รถบรรทกุทกุชนิดในการซือ้ครัง้นี ้จง
พิจารณาวา่จ านวนรถขนาดใหญ่ที่น้อยที่สดุเทา่ทีเ่ป็นไปได้ในการซือ้ครัง้นีเ้ป็นเทา่ใด 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

25. จงหาจ านวนของจ านวนนบั 𝑁 ทัง้หมดซึง่มีสมบตัวิา่จ านวนเฉพาะที่หาร 𝑁 ลงตวัคือ 3 และ 7 เทา่นัน้ และมีจ านวน
เต็มบวก 𝑥 > 1 ซึง่ท าให้  𝑁(𝑥−1)/2 < 10𝑥 < 𝑁 
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ตอนที่ 3 
26. ให้ 𝐴 เป็นเซตที่ประกอบด้วยสมาชิก (𝑎, 𝑏, 𝑐) ∈ ℝ3  ซึง่ท าให้ฟังก์ชนั 𝑓 : ℝ → ℝ  ที่ถกูก าหนดโดย 

 𝑓(𝑥) = 

{
 
 

 
 
√𝑎𝑥2+4

𝑏𝑥−1
, 𝑥 ≤ 0

sin𝑎𝑥

𝑥
+ 𝑏 (

𝑥−3𝜋

𝜋
) , 0 < 𝑥 ≤ 𝜋

√(𝑥 − 𝜋)2 + 1 − 𝑥 + 𝑐2 , 𝜋 < 𝑥

 

 มีความตอ่เนื่องบน ℝ และ 
x

lim 𝑓(𝑥) = −1  จงหาจ านวนสมาชิกของเซต 𝐴 และ 
x

lim 𝑓(𝑥) 

 (ข้อเสนอแนะ :  ส าหรับ  𝑎 ∈ ℝ , 
0

lim
x

sin(𝑎𝑥)

𝑥
 = 𝑎) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

27. ก าหนดให้  𝑓(𝑥) = 24𝑥2 + 2014𝑥 − 2557  ให้ 𝐿1 และ 𝐿2 เป็นเส้นสมัผสั 𝑓(𝑥) ที่จดุ (2553, 𝑓(2553)) 

และ (2557, 𝑓(2557))  ตามล าดบั  จงหาพืน้ท่ีที่ปิดล้อมด้วยกราฟของ 𝑓 เส้นตรง 𝐿1 และเส้นตรง 𝐿2 
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28. จงหาฟังก์ชนั  𝑓 : ℝ → ℝ  ทัง้หมดที่สอดคล้องเง่ือนไข 

 ∀𝜖 > 0 ∃𝛿 > 0 ∀𝑥 ∈ ℝ ∀𝑦 ∈ ℝ ,  (𝑥 − 𝑦  <  𝛿   ⟹  |𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑦)|  <  𝜖)  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

29. ก าหนดให้ 𝐴 เป็นเมทริกซ์ขนาด 3 × 3 ซึง่มีสมบตัวิา่  𝐴 ∙ [
1
0
−1
] = [

1
0
−1
] ,  𝐴 ∙ [

1
1
0
] = [

1
1
0
]  และ 

 𝐴 ∙ [
1
1
2
] = [

−1
−1
−2
]    ถ้า  𝐴2557 ∙ [

9
7
6
] = [

𝑎
𝑏
𝑐
]  แล้ว จงหาคา่ของ  𝑎 + 𝑏 + 𝑐 
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30. จงหาจ านวนจริง 𝑎 ทัง้หมดที่ท าให้สมการ  |𝑎𝑥 − 1| = 𝑎𝑥2 + (1 − 2𝑎)𝑥 + 1  มีค าตอบที่เป็นจ านวนจริงเพียง
ค าตอบเดียว 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

31. คณะกรรมการของชมรมคณิตศาสตร์ที่มหาวิทยาลยัแหง่หนึง่หนึง่ประกอบไปด้วย นิสติชัน้ปีที่ 1 ชัน้ปีที่ 2 ชัน้ปีที่ 3 

และชัน้ปีที่ 4 อยูจ่ านวน 4, 4, 5, และ 7 คนตามล าดบั ชมรมคณิตศาสตร์สุม่เลอืกคณะกรรมการจ านวน 6 คน จาก
คณะกรรมการทัง้หมดเพื่อเป็นกรรมการตดัสนิการประกวดโครงงานคณิตศาสตร์ จงหาความน่าจะเป็นท่ีกรรมการ
ตดัสนิโครงงานคณิตศาสตร์ประกอบไปด้วยนิสติจากทกุชัน้ปี (ตอบในรูปเศษสว่นอยา่งต ่า) 
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32. ก าหนดให้  𝕀+  แทนเซตของจ านวนเต็มบวกทัง้หมด จงหาจ านวนสมาชิกของเซต 𝐴 เมื่อ 
 𝐴 = { (𝑥, 𝑦, 𝑧) :  𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝕀+ ,  𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 2557 ,  𝑥 ≤ 𝑦 + 𝑧 ,  𝑦 ≤ 𝑥 + 𝑧  และ  𝑧 ≤ 𝑥 + 𝑦 } 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

33. ก าหนดให้  𝑎𝑛 = 
1

√1+√tan(
(2𝑛−1)𝜋

360
)

  เมื่อ 𝑛 = 1, 2, … , 90   จงหาคา่ของ  √1+𝑎1 + √1+𝑎2 + … + √1+𝑎90
√1−𝑎1 + √1−𝑎2 + … + √1−𝑎90
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34. ก าหนดให้ 𝑓(𝑥) มีคา่เทา่กบัจ านวนเตม็คา่น้อยสดุที่มีคา่ไมน้่อยกวา่ cosec 
1

𝑥
 

 จงหาคา่ของ (𝑓 ∘ 𝑓 ∘ … ∘ 𝑓)⏟        
2014 ตวั

(2557) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

35. ก าหนดให้จ านวนเชิงซ้อน  𝑧1, 𝑧2, … , 𝑧2014  มีสมบตัิดงัตอ่ไปนี ้
 (1) 𝑧𝑗 ≠ 1  ทกุ 𝑗 = 1, 2, … , 2014 

 (2) มีจ านวนเชิงซ้อน  𝑤 = 𝑥 + 𝑖𝑦  ซึง่  𝑦 ≠ 0  ที่ท าให้  𝑤−�̅�𝑧𝑗
1−𝑧𝑗

  เป็นจ านวนจริง ทกุ 𝑗 = 1, 2, … , 2014 

 (3) 
jj z

12014

1




 = 
1

1007
 

 จงหาคา่ของ  j

j

z


2014

1
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เฉลย 

1. ค 10. ข 19. 21 28. 𝑓(𝑥) = 𝑐 

2. ก 11. ก 20. 104 , 10−4 29. −10 
3. ง 12. ค 21. 576 30. 0, 1 

4. ก 13. ก 22. 2016 31. 301
646

 
5. ก 14. ง 23. 28 32. (1279

2
) 

6. ง 15. ค 24. 16 33. 1 + √2 

7. ก 16. (1.2, 1.6) 25. 12 34. 4571 

8. ข 17. 6.8 26. 2, −3 35. 1

1007
 

9. ค 18. 126 27. 128  

 

แนวคิด 

1. ค 
วาดรูป จะได้  [(𝐴 − 𝐵) − 𝐶] ∪ (𝐴 ∩ 𝐶)  ดงัรูป 
 
 
 

วาดรูปตวัเลอืกทัง้ 4 ข้อ จะเห็นวา่รูปของโจทย์ จะตรงกบัข้อ ค 
ก.  ข. 
 
 
 

ค.  ง. 
 
 
 
 

2. ก 

จาก 𝐴2 = 𝐴  และ  𝐵2 = 𝐵  ลบสองสมการนีจ้ะได้  𝐴2 − 𝐵2  =  𝐴 − 𝐵   …(∗) 

เนื่องจาก  𝐴𝐵 = 𝐵𝐴  ดงันัน้  (𝐴 − 𝐵)(𝐴 + 𝐵) = 𝐴2 + 𝐴𝐵 − 𝐵𝐴 − 𝐵2 = 𝐴2 −𝐵2 

แทนใน (∗) จะได้  (𝐴 − 𝐵)(𝐴 + 𝐵)  =  𝐴 − 𝐵 

จาก det(𝐴 − 𝐵) = 2557 ≠ 0  →  หา (𝐴 − 𝐵)−1 ได้  →  เอา (𝐴 − 𝐵)−1  คณูตลอด เหลอื  𝐴 + 𝐵 = 𝐼 

ดงันัน้  det(𝐴 + 𝐵) = det 𝐼 = 1 

 

3. ง 
√𝑘+1−√𝑘

√𝑘2+𝑘
  =  

√𝑘+1−√𝑘

√𝑘(𝑘+1)
 =  

√𝑘+1−√𝑘

√𝑘√𝑘+1
  (แยกได้เพราะ 𝑘 เป็นบวก) 

 =  
√𝑘+1

√𝑘√𝑘+1
−

√𝑘

√𝑘√𝑘+1
  =  

1

√𝑘
−

1

√𝑘+1
 

 
 

[(𝐴 − 𝐵) − 𝐶] 

∪  

(𝐴 ∩ 𝐶) 

=  

[(𝐴 − 𝐶) − 𝐵] 𝐴 − (𝐶 − 𝐵)  𝐶 − 𝐵  

→ 

𝐴 − (𝐵 − 𝐶)  𝐵 − 𝐶  

→ 

𝐴 − (𝐵 ∩ 𝐶)  𝐵 ∩ 𝐶  

→ 
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ดงันัน้  


2k

 √𝑘+1−√𝑘
√𝑘2+𝑘

  =  


2k

1

√𝑘
−

1

√𝑘+1
 =  (

1

√2
−

1

√3
) + (

1

√3
−

1

√4
) + (

1

√4
−

1

√5
) + … 

 =  
1

√2
+ (−

1

√3
+

1

√3
) + (−

1

√4
+

1

√4
) + (−

1

√5
+

1

√5
) + …  =  

1

√2
 

 

4. ก 

(1)  จะพิสจูน์วา่ ถ้า 𝑓(𝑎) = 𝑓(𝑏) แล้ว 𝑎 = 𝑏 

ให้  𝑎

√𝑎2+1
 = 

𝑏

√𝑏2+1
  เนื่องจากตวัสว่นเป็นบวกเสมอ ดงันัน้ ตวัเศษ คือ 𝑎 กบั 𝑏 ต้องมีเคร่ืองหมายบวกลบเหมือนกนั 

ยกก าลงัสอง จะได้  𝑎
2 

𝑎2+1
 = 

𝑏2

𝑏2+1
  กลบัเศษสว่น จะได้  𝑎

2+1

𝑎2
 = 

𝑏2+1

𝑏2
  แยกเศษสว่นได้  1 +

1

𝑎2
 = 1 +

1

𝑏2
 

ตดั 1 สองข้างได้  1
𝑎2

 = 
1

𝑏2
  ดงันัน้  𝑎2 = 𝑏2  และจะได้  𝑎 = ±𝑏 

แต ่𝑎 กบั 𝑏 ต้องมีเคร่ืองหมายเหมือนกนั ดงันัน้  𝑎 = 𝑏  ดงันัน้ 𝑓 เป็นฟังก์ชนั 1-1  →  (1) ถกู 
(2)  จะแบง่ 3 กรณี คือ 𝑥 > 0 ,  𝑥 = 0  และ  𝑥 < 0 

กรณี 𝑥 = 0 จะได้  𝑓(0) = 
0

√02+1
 = 0 

กรณี 𝑥 > 0 จะได้  𝑥

√𝑥2+1
  =  

√𝑥2

√𝑥2+1
  =  √

𝑥2

𝑥2+1
  =  √

1

𝑥2+1

𝑥2

  =  √
1

1+
1

𝑥2

 

จาก 𝑥2 ∈ (0, ∞)  →  
1

𝑥2
 ∈ (0, ∞)  →  1 + 

1

𝑥2
 ∈ (1, ∞)  →  

1

1+
1

𝑥2

 ∈ (0, 1)  →  √
1

1+
1

𝑥2

 ∈ (0, 1) 

กรณี 𝑥 < 0 จะได้  𝑥

√𝑥2+1
  =  

−√𝑥2

√𝑥2+1
  (เพราะ √𝑥2 เป็นบวกเสมอ)  = −√

𝑥2

𝑥2+1
  =  −√

1

𝑥2+1

𝑥2

  =  −√
1

1+
1

𝑥2

 

คิดแบบกรณีที่แล้ว จะได้  √
1

1+
1

𝑥2

 ∈ (0, 1)  ดงันัน้  −√
1

1+
1

𝑥2

 ∈ (−1, 0) 

รวม 3 กรณี จะได้ เรนจ์  =  {0} ∪ (0, 1) ∪ (−1, 0)  =  (−1, 1) 

 

5. ก 
ให้  �⃗⃗� = (𝑎, 𝑏)  จาก |�⃗⃗�| = 1  จะได้  √𝑎2 + 𝑏2 = 1  →  𝑎2 + 𝑏2 = 1  …(∗) 

และจาก �⃗⃗� ∙ �⃗�  =  |�⃗⃗�||�⃗�| cos𝜃  =  (1) (√22 + (−1)2) (cos (arccos
1

√5
))  =  (1)(√5) (

1

√5
)  =  1 

แต ่ �⃗⃗� ∙ �⃗�  =  (𝑎, 𝑏) ∙ (2, −1)  =  𝑎(2) + 𝑏(−1)  =  2𝑎 − 𝑏  ดงันัน้  2𝑎 − 𝑏  =  1 

ย้ายข้างจะได้  𝑏 = 2𝑎 − 1  แทนใน (∗)  จะได้   
 
 

จะได้  𝑎 = 0 ,  
4

5
  แทนใน  𝑏 = 2𝑎 − 1 จะได้  𝑏 = −1 ,  

3

5
  →  �⃗⃗� = (0, −1) ,  (

4

5
,
3

5
) 

จะได้ผลบวก �⃗⃗�  =  (0 + 4

5
 , −1 +

3

5
)  =  (

4

5
, −

2

5
) 

 

6. ง 
ต้องหาจดุตดั ระหวา่ง  𝑦 + 3𝑥 = 4𝑥3  กบั  𝑥 + 3𝑦 = 4𝑦3 

สงัเกตวา่สมการหนึง่ได้จากการเอาอีกสมการมาสลบั 𝑥 สลบั 𝑦  →  สองสมการนี ้เป็นอินเวอร์สซึง่กนัและกนั 
วาดกราฟ  𝑦 + 3𝑥 = 4𝑥3  แบบคร่าวๆ  จดัรูปได้  𝑦 = 4𝑥3 − 3𝑥  →  ตดัแกน 𝑥 ที่   
และหาจดุสงูสดุต ่าสดุ  𝑦′  =  12𝑥2 − 3  =  0 

 
 

𝑎2 + (2𝑎 − 1)2  =  1 
𝑎2 + 4𝑎2 − 4𝑎 + 1 =  1 
𝑎(5𝑎 − 4) =  0 

0 =  4𝑥3 − 3𝑥 
0 =  𝑥(4𝑥2 − 3) 

      𝑥 = 0 ,  ±
√3

2
 3(4𝑥2 − 1) =  0 

     𝑥 = ±
1

2
 →  แทนหา 𝑦  ได้  (1

2
, −1) ,  (−

1

2
, 1) 
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จะเห็นวา่ มีจดุตดัทัง้หมด 9 จดุ →  จะได้  𝑛(𝑟1 ∩ 𝑟2) = 9 

 

7. ก 

สมมติให้สมการพาราโบลาคือ  𝑦 = 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐  แทนจดุทัง้สาม จะได้ 
 

(3) – (1) จะได้  𝑏 = −2 ,  แทน 𝑏, 𝑐 ใน (1) จะได้  𝑎 = 
1

2
 

จะได้สมการพาราโบลาคือ  𝑦 = 
1

2
𝑥2 − 2𝑥 + 5  จดัรูปได้  

 
 

จะได้พาราโบลาหงาย จดุยอด (2, 3) ,  ระยะโฟกสั 𝑐 = 
1

2
 

ดงันัน้  ไดเรกตริก คือ  𝑦 = 3 −
1

2
 = 2.5 

จะได้ระยะตัง้ฉาก จาก (−2, 11) คือ  11 − 2.5 = 8.5 = √8.52 = √72.25 
 

8. ข. 
ให้  𝑘 = 2𝑥  จะได้  𝑘3 − 2𝑘2 − 8𝑘 + 15 = 0 

แยกด้วยทฤษฎีเศษ จะเห็นวา่แทน  𝑘 = 3  จะได้  27 − 18 − 24 + 15 = 0 

หารสงัเคราะห์ จะได้ = (𝑘 − 3)(𝑘2 + 𝑘 − 5)  →  𝑘 = 3 ,  
−1±√21

2
 

แต ่ 𝑘 = 2𝑥  เป็นลบไมไ่ด้  →   −1−√21
2

  ใช้ไมไ่ด้  →  แทนคา่ 𝑘 กลบั จะได้ 2𝑥 = 3 ,  
−1+√21

2
 

ถ้า  2𝑥 = 3  เนื่องจาก 21 < 3 < 22  ดงันัน้  1 < 𝑥 < 2 

ถ้า  2𝑥 = 
−1+√21

2
 เนื่องจาก  4 < √21 < 5  ดงันัน้  3

2
 < −1+√21

2
 < 2 

และเนื่องจาก  2
1

2 ~ 1.414 < 
3

2
  ดงันัน้  2

1

2 < 
−1+√21

2
 < 21  ดงันัน้  1

2
 < 𝑥 < 1 

ดงันัน้ ค าตอบมี 2 คา่ โดยจะอยูใ่นช่วง (1, 2) และ (1
2
, 1)  →  ตอบ ข. 

 

9. ค 

จาก ∑𝑥𝑖  = 85  จะได้  �̅� = 
∑𝑥𝑖

𝑁
 = 

85

17
 = 5 

และจากความแปรปรวน = 1.73  จะได้ 1.73 = 
∑𝑥𝑖

2

𝑁
− �̅�2 = 

∑𝑥𝑖
2

17
− 52 

 แก้หา ∑𝑥𝑖2  จะได้  ∑𝑥𝑖2 = (1.73 + 52)(17) = (26.73)(17) 

แทนในสตูร จะได้ 
 

จะเห็นวา่แก้หา 𝑎, 𝑏 ไมไ่ด้ เพราะไมรู้่  ∑𝑥𝑖𝑦𝑖  ใน (2) 

−
√3

2
  

√3

2
  

(
1

2
, −1)  

(−
1

2
, 1)  

ใช้จดุตดัแกน กบั จดุสงูสดุต า่สดุ
วาดกราฟ 𝑦 + 3𝑥 = 4𝑥3 ได้ 

พลกิกราฟ หาอินเวอร์ส จะได้
กราฟ 𝑥 + 3𝑦 = 4𝑥3 คือ 

√3

2
  

−
√3

2
  

(1,−
1

2
)  

(−1,
1

2
)  

ซ้อนกราฟ หาจดุตดั เนื่องจาก 
√3

2
 < 1 จะได้จดุตดัดงัรูป 

−
√3

2
  

√3

2
  

(1,−
1

2
)  

(−1,
1

2
)  

11 =  4𝑎 − 2𝑏 + 𝑐 …(1) 
 5 =                       𝑐 …(2) 
 3 =  4𝑎 + 2𝑏 + 𝑐 …(3) 

2𝑦 − 10 =  𝑥2 − 4𝑥 
2𝑦 − 10 + 22 =  (𝑥 − 2)2 

4 (
1

2
) (𝑦 − 3) =  (𝑥 − 2)2 

𝐿 : 𝑦 = 2.5 

(–2, 11) 

3 1 –2 –8 15 
  3 3 –15  

 1 1 –5 0 

  ∑𝑦𝑖  =    𝑎𝑁    + 𝑏∑𝑥𝑖 
∑𝑥𝑖𝑦𝑖  =  𝑎 ∑𝑥𝑖 + 𝑏∑𝑥𝑖

2 
 153 =  𝑎(17) +  𝑏(85) …(1) 
∑𝑥𝑖𝑦𝑖  =  𝑎(85) + 𝑏(26.73)(17) …(2) 
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โจทย์ถามคา่พยากรณ์ของ 𝑌 เมื่อ 𝑋 = 5  →  ลองแทน 𝑥 = 5 ในสมการท านาย จะได้  𝑌 = 𝑎 + 𝑏(5) 

จะเห็นวา่ ถ้าเอา (1) มาหารตลอดด้วย 17 จะได้  9 = 𝑎 + 𝑏(5)  ซึง่บงัเอิญตรงกบัท่ีโจทย์ถามพอดี  →  ได้ 𝑌 = 9 

 

10. ข 

(𝑎, 𝑏) อยูบ่น 𝑦 = 𝑓(𝑥) = 
𝑥2

2
  ดงันัน้  𝑏 = 

𝑎2

2
  …(1)    และ (𝑐, 𝑑) อยูบ่น 𝑦 = 𝑔(𝑥) = 𝑥3  ดงันัน้ 𝑑 = 𝑐3  …(2) 

ความชนัของ 𝐿 จะหาได้ 3 วิธี คือจากจดุผา่น  จาก 𝑓′(𝑥)  และจาก 𝑔′(𝑥)  โดยที่ทัง้ 3 วิธีต้องได้ความชนัเทา่กนั 

  จาก 𝐿 ผา่น (𝑎, 𝑏) และ (𝑐, 𝑑) จะได้ 𝐿 มีความชนั = 
𝑏−𝑑

𝑎−𝑐
 

  แทน 𝑏 และ 𝑑 จาก (1) และ (2) จะได้ความชนั  
𝑎2

2
 − 𝑐3

𝑎 − 𝑐
  คณู 2 บนลา่ง จะได้ความชนั =  

𝑎2−2𝑐3

2𝑎−2𝑐
 

  𝐿 สมัผสั 𝑦 = 𝑓(𝑥) ที่ (𝑎, 𝑏)   ดงันัน้ 𝐿 มีความชนั = 𝑓′(𝑎) 

  ดิฟ 𝑓(𝑥) = 
𝑥2

2
  จะได้  𝑓′(𝑥) = 𝑥  →  แทน 𝑥 = 𝑎 จะได้ 𝑓′(𝑎) = 𝑎  ดงันัน้ 𝐿 มีความชนั = 𝑎 

  𝐿 สมัผสั 𝑦 = 𝑔(𝑥) ที่ (𝑐, 𝑑)   ดงันัน้ 𝐿 มีความชนั = 𝑔′(𝑐) 

  ดิฟ 𝑔(𝑥) = 𝑥3  จะได้  𝑔′(𝑥) = 3𝑥2  →  แทน 𝑥 = 𝑐 จะได้ 𝑔′(𝑐) = 3𝑐2  ดงันัน้ 𝐿 มีความชนั = 3𝑐2 

จากทัง้สามข้อ จะได้  𝑎
2−2𝑐3

2𝑎−2𝑐
 = 𝑎 = 3𝑐2  จากคูห่ลงัจะได้  𝑎 = 3𝑐2   …(3) 

แทนในตวัหน้า จะได้  (3𝑐
2)2−2𝑐3

2(3𝑐2)−2𝑐
 = 3𝑐2  และจาก 𝑐 ≠ 0  →  ตดั 𝑐 ตลอดเหลอื  9𝑐−2

6𝑐−2
 = 3 

 
 
 
 

แทนใน (3) จะได้ 𝑎 = 
16

27
 = 

24

33
    →  แทนใน (1) จะได้ 𝑏 = 

27

36
    →  แทนใน (2) จะได้  𝑑 = 

26

36
 

ดงันัน้  𝑏 + 𝑑 + 
𝑎𝑐

3
  =  

27

36
+
26

36
+
(
24

33
)(
22

32
)

3
  =  

27

36
+
26

36
+
26

36
  =  

27

36
+ 2(

26

36
)  =  

27

36
+
27

36
  =  2 (

27

36
)  =  

28

36
 

 

11. ก. 
เนื่องจากในการยิงแตล่ะครัง้ มีโอกาส เข้าเปา้ กบั ไมเ่ข้า อยา่งละ 1

2
 เทา่ๆกนั 

และมีการยงิทัง้หมด 100 + 101 = 201 ครัง้ ซึง่แตล่ะครัง้ มีผลลพัธ์ได้ 2 แบบ (คือ เข้าเปา้ กบั ไม่เข้าเปา้) 
ดงันัน้ จ านวนแบบทัง้หมด = 2201 แบบ 
จะพิสจูน์วา่ ใน 2201 แบบนี ้มี  จ านวนแบบท่ี “𝐵 ชนะ”  =  จ านวนแบบที่ “𝐵 ไมช่นะ”  (คือ แพ้หรือเสมอ) 
พิจารณาแบบการแขง่ขนัท่ี 𝐵 ชนะ  ให้ 𝐴 ยิงเข้าเปา้ 𝑎 ครัง้ และ 𝐵 ยิงเข้าเปา้ 𝑏 ครัง้ โดยที่ 𝑎 < 𝑏 

พิจารณาแบบการแขง่ขนัอีกแบบที่ ได้จากการ “เปลีย่นผลการยิงแตล่ะครัง้เป็นตรงข้าม” 
เช่น 𝐴 (เข้า, ไมเ่ข้า, เข้า, เข้า, ไมเ่ข้า, …) 𝐵 (ไมเ่ข้า, เข้า, เข้า, เข้า, เข้า, …) 
 

 𝐴 (ไมเ่ข้า, เข้า, ไมเ่ข้า, ไมเ่ข้า, เข้า, …) 𝐵 (เข้า, ไมเ่ข้า, ไมเ่ข้า, ไมเ่ข้า, ไมเ่ข้า, …) 
หลงัเปลีย่นผลการยงิเป็นตรงข้าม  𝐴 จะได้คะแนน 100 − 𝑎  และ 𝐵 จะได้คะแนน 101 − 𝑏 

เนื่องจาก 𝑎 < 𝑏    →    100 − 𝑎 > 100 − 𝑏    →    100 − 𝑎  ≥  101 − 𝑏    →    คะแนน 𝐴  ≥  คะแนน 𝐵 

 

 
นัน่คือ แบบที่เปลีย่นผลการยงิเป็นตรงข้าม  𝐴 จะได้คะแนนมากกวา่หรือเทา่กบั 𝐵  นัน่คือ เป็นแบบท่ี 𝐵 ไมช่นะ 

9𝑐 − 2 =  18𝑐 − 6 
        4 =    9𝑐 

        
4

9
 =      𝑐 

เน่ืองจาก 𝑎, 𝑏 เป็นจ านวนเต็ม เราสามารถ 

เพ่ิมฝ่ังขวาขึน้ 1 แล้วเปลี่ยน > เป็น ≥ ได้ 
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พิจารณาแบบการแขง่ขนัท่ี 𝐵 ไมช่นะ  ให้ 𝐴 ยิงเข้าเปา้ 𝑎 ครัง้ และ 𝐵 ยิงเข้าเปา้ 𝑏 ครัง้ โดยที่ 𝑎 ≥ 𝑏 
จะเห็นวา่ หลงัเปลีย่นผลการยิงเป็นตรงข้าม  𝐴 จะได้คะแนน 100 − 𝑎  และ 𝐵 จะได้คะแนน 101 − 𝑏 

เนื่องจาก  𝑎 ≥ 𝑏    →    100 − 𝑎 ≤ 100 − 𝑏    →    100 − 𝑎  <  101 − 𝑏    →    ได้เป็นแบบท่ี 𝐵 ชนะ 
 

ดงันัน้ เราสามารถจบัคูแ่บบที่ 𝐵 ชนะ กบั แบบที่ 𝐵 ไมช่นะได้แบบ 1 ตอ่ 1 (โดยการเปลีย่นผลการยิงเป็นตรงข้าม) 
ดงันัน้ จ านวนแบบท่ี 𝐵 ชนะ จะเทา่กบัจ านวนแบบท่ี 𝐵 ไมช่นะ  ดงันัน้ ความนา่จะเป็นท่ี 𝐵 ชนะ = 

1

2
 

 

12. ค 

ข้อ (1) ถ้าใส ่tan ฝ่ังซ้าย จะได้  

1−𝑥

𝑦
 + 
1−𝑦

𝑥

1−(
1−𝑥

𝑦
)(
1−𝑦

𝑥
)
  =  

𝑥−𝑥2+𝑦−𝑦2

𝑥𝑦 − (1−𝑦−𝑥+𝑥𝑦)
  =  

𝑥+𝑦−1

−1+𝑦+𝑥
  =  1  =  tan

𝜋

4
  ทางฝ่ังขวา จริง 

แตส่ิง่ที่ต้องระวงัในเร่ือง arc คือ เรนจ์  จะเห็นวา่ ถ้า 𝑥, 𝑦 เป็นลบทัง้คู ่ จะท าให้  1−𝑥
𝑦
 และ 1−𝑦

𝑥
  เป็นลบทัง้คู ่

ซึง่จะท าให้ arctan ได้ผลลพัธ์ติดลบ และจะไมม่ีทางบวกกนัแล้วกลายเป็นบวก 𝜋
4

 ได้  →  (1) ผิด 

ข้อ (2) ใส ่ tan ฝ่ังซ้าย จะได้  𝑥 + 1−𝑥

1−(𝑥)(1−𝑥)
  =  

1

1−𝑥+𝑥2
  =  tan ฝ่ังขวา  จริง 

ถดัมา เช็คเรนจ์  (นัน่คือ ฝ่ังซ้ายต้องอยูใ่นเรนจ์ของ arctan ถึงจะเทา่กบั arctan ทางขวาได้) 
กรณี 𝑥 < 0 :  จะได้  1 − 𝑥 > 1  ดงันัน้   arctan 𝑥 ∈ (−

𝜋

2
 , 0)  และ  arctan(1 − 𝑥) ∈ (𝜋

4
, 
𝜋

2
) 

จะได้ผลบวก ∈ (− 𝜋

4
 , 
𝜋

2
)  จะยงัอยูใ่นช่วง (− 𝜋

2
 , 
𝜋

2
) ที่เป็นเรนจ์ของ  arctan 

กรณี 0 ≤ 𝑥 < 1 :  จะได้  1 − 𝑥 ∈ (0, 1]  ดงันัน้  arctan 𝑥 ∈ [0, 
𝜋

4
)  และ  arctan(1 − 𝑥) ∈ (0, 𝜋

4
] 

จะได้ผลบวก ∈ (0, 𝜋
2

)  จะยงัอยูใ่นช่วงเรนจ์ของ  arctan 

กรณี 𝑥 ≥ 1 :  จะได้  1 − 𝑥 ≤ 0  ดงันัน้  arctan 𝑥 ∈ [ 
𝜋

4
, 
𝜋

2
)  และ  arctan(1 − 𝑥) ∈ (− 𝜋

2
 , 0] 

จะได้ผลบวก ∈ (− 𝜋

4
 , 
𝜋

2
)  จะยงัอยูใ่นช่วงเรนจ์ของ  arctan 

ดงันัน้ ฝ่ังซ้ายอยูใ่นเรนจ์ของ arctan ในทกุกรณี  →  (2) ถกู 
 

13. ก 
เนื่องจากมมุในสามเหลีย่มรวมกนัได้ 𝜋  และถ้า �̂� น้อยกวา่ 𝜋 นิดๆ จะเหลอื �̂� และ �̂� มีคา่มากกวา่ 0 นิดๆ 

ซึง่จะท าให้  (2 + tan 𝐴
2
) (2 + tan

𝐵

2
)  ≈  (2 + tan0)(2 + tan 0)  =  (2)(2)  =  4 

ดงันัน้ ในกรณีนี ้ (2 + tan 𝐴
2
) (2 + tan

𝐵

2
) จะมากกวา่ 4 อยูน่ิดๆ  →  ตอบข้อ (ก) เลยก็ได้ 

ที่เหลอื จะแสดงวา่  (2 + tan 𝐴
2
) (2 + tan

𝐵

2
) < 5 

 
 
 
 
 
 
 
 

จากโจทย์  𝐶 > 3𝜋
4

 และ มมุในสามเหลีย่มรวมกนัได้ 𝜋 ดงันัน้ จะเหลอื  𝐴 + 𝐵  <  𝜋 −
3𝜋

4
  =  

𝜋

4
 

หารด้วย 2 ตลอด จะได้  𝐴
2

 + 
𝐵

2
 < 

𝜋

8
    →  เป็นมมุใน 𝑄1 ทัง้สองข้าง ใส ่tan ตลอด ได้  tan (𝐴

2
+
𝐵

2
) < tan

𝜋

8
 

ใช้สตูร  tan 𝜃
2

 = ±√
1−cos𝜃

1+cos𝜃
    จะได้  tan 𝜋

8
  = +√

1−cos
𝜋

4

1+cos
𝜋

4

      (𝜋
8

 อยู ่𝑄1 →  tan เป็นบวก)    =  √
1 − 

√2

2

1 + 
√2

2

 

4 + 2 tan
𝐴

2
+ 2 tan

𝐵

2
+ tan

𝐴

2
tan

𝐵

2
 <  5 

        2 (tan
𝐴

2
+ tan

𝐵

2
) <  1 − tan

𝐴

2
tan

𝐵

2
 

              
tan

𝐴

2
 + tan

𝐵

2

1 − tan
𝐴

2
tan

𝐵

2

 <     
1

2
 

             tan (
𝐴

2
+
𝐵

2
) <    

1

2
 …(∗) 
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= √
2−√2

2+√2
    = √

2−√2

2+√2
∙
2−√2

2−√2
    = √

(2−√2)
2

2
    = 

2−√2

√2
    = √2 − 1    ≈ 1.414 − 1    =  0.414 

 

ดงันัน้  tan (𝐴
2
+
𝐵

2
) < tan

𝜋

8
  ≈  0.414  <  

1

2
  จะได้ (∗) จริง  ท าย้อนขึน้ไป  จะได้ชว่งค าตอบคือ  (4, 5) 

 

14. ง 

ใช้สตูร tan ผลบวก จะได้  tan𝛼+tan𝛽
1−tan𝛼 tan𝛽

 =  tan 𝛼 + tan𝛽 +
1

tan𝛼
+

1

tan𝛽
 

 =  tan 𝛼 + tan𝛽 +
tan𝛼 + tan𝛽

tan𝛼 tan𝛽
 

เอา  tan 𝛼 + tan𝛽  หารตลอดได้ (เพราะ 0 < 𝛼, 𝛽 < 
𝜋

2
 ท าให้คา่ ≠ 0)  เหลอื  1

1−tan𝛼 tan𝛽
 = 1 + 

1

tan𝛼 tan𝛽
 

เปลีย่นตวัแปร ให้  𝑥 = tan 𝛼 tan𝛽  จะได้  1
1−𝑥

 = 1 + 
1

𝑥
  →  บวกเศษสว่น คณูไขว้ จะได้  𝑥 = (1 + 𝑥)(1 − 𝑥) 

 
 

จะได้  𝑥 = 
−1±√1−4(1)(−1)

2(1)
  =  

−1±√5

2
  =  tan𝛼 tan𝛽 

แต ่0 < 𝛼, 𝛽 < 
𝜋

2
  ดงันัน้  tan 𝛼 tan𝛽  เป็นบวก  จะได้  tan𝛼 tan𝛽 = 

−1+√5

2
 

ดงันัน้  1 + tan 𝛼 tan𝛽 + tan2 𝛼 tan2 𝛽 + tan3 𝛼 tan3 𝛽 + …  เป็นอนกุรมเรชาคณิตอนนัต์ ท่ีมี 𝑟 = 
−1+√5

2
 

เนื่องจาก |𝑟| ≈ |
−1+2.236

2
| < 1  จึงลูเ่ช้าสู ่ 𝑎1

1−𝑟
  =  

1

1 − 
−1+√5

2

 =  
2

3−√5
 

 =  
2

3−√5
∙
3+√5

3+√5
  =  

6+2√5

9−5
  =  

6+2√5

4
  = (

√5+1

2
)
2

 
 

15. ค 
จะเห็นวา่ตวัเลอืกแตล่ะข้ออยูใ่นรูป  𝑧𝑛 − 𝑧𝑛−1 − 1 = 0  →  จะหาคา่ 𝑛 ที่ท าให้สมการมีรากขนาดเทา่กบั 1 

รากที่มีขนาดเทา่กบั 1 จะต้องเขยีนได้ในรูป  1 cis 𝜃  โดยที ่
 

จะได้ สว่นจริง = cos𝑛𝜃 − cos(𝑛 − 1)𝜃 − 1 = 0        และสว่นจินตภาพ = sin𝑛𝜃 − sin(𝑛 − 1)𝜃 = 0 

 
(1)2 + (2)2 :   
 
 
 

แทนคา่ cos(𝑛 − 1)𝜃 = −
1

2
  ใน (1) จะได้  cos𝑛𝜃  =  − 1

2
+ 1  =  

1

2
 

จะได้มมุ 𝑛𝜃 และ (𝑛 − 1)𝜃 อยูใ่นต าแหนง่ดงัรูป 

และจาก (2) จะได้  𝑛𝜃 และ (𝑛 − 1)𝜃 ต้องอยูเ่หนือแกน 𝑦 ทัง้คู ่หรือไมก็่ 

อยูใ่ต้แกน 𝑦 ทัง้คู ่ (เพราะต้อง sin แล้วได้เทา่กนั) 
 
 
 
 
 
 

𝑥 = 1 − 𝑥2 
𝑥2 + 𝑥 − 1  =  0 

(1 cis 𝜃)𝑛 − (1 cis 𝜃)𝑛−1 − 1 =  0 
1 cis 𝑛𝜃 − 1 cis(𝑛 − 1)𝜃 − 1 =  0 

cos 𝑛𝜃 =  cos(𝑛 − 1)𝜃 + 1   …(1) sin𝑛𝜃 =  sin(𝑛 − 1)𝜃   …(2) 

cos2 𝑛𝜃 + sin2 𝑛𝜃 =  cos2(𝑛 − 1)𝜃 + 2 cos(𝑛 − 1)𝜃 + 1 + sin2(𝑛 − 1)𝜃 
                1 =              1            + 2 cos(𝑛 − 1)𝜃 + 1 

              −
1

2
 =                                    cos(𝑛 − 1)𝜃 

60° 
60° 

60° 
60° 

𝑛𝜃  

𝑛𝜃  

(𝑛 − 1)𝜃  

(𝑛 − 1)𝜃  
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กรณี 𝑛𝜃 และ (𝑛 − 1)𝜃 อยูใ่ต้แกน 𝑦 ทัง้คู ่ จะได้ 𝑛𝜃 อยูถ่ดัมาจาก (𝑛 − 1)𝜃 แบบทวน

เข็ม 60°  (จะได้ 𝜃 = 60°)  และเนื่องจาก 360°
60°

 = 6 พอดี ดงันัน้ 𝑛 ที่เป็นค าตอบได้จะวน
กลบัมาเป็นค าตอบได้อีกในทกุๆ 6 ตวั ดงัรูป  จะได้ 𝑛 = 5, 11, 17, … 

นัน่คือ  𝑛 หารด้วย 6 เหลอืเศษ 5 นัน่เอง 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

กรณี 𝑛𝜃 และ (𝑛 − 1)𝜃 อยูเ่หนือแกน 𝑦 ทัง้คู ่ จะได้ 𝑛𝜃 อยูถ่ดัมาจาก (𝑛 − 1)𝜃 แบบตาม
เข็ม 60° (จะได้ 𝜃 = −60°)  และ 𝑛 ที่เป็นค าตอบ ก็จะวนทกุๆ 6 ตวัในลกัษณะเดิม ซึง่จะได้ 
𝑛 = 5, 11, 17, …  →  นัน่คือ 𝑛 หารด้วย 6 เหลอืเศษ 5 เหมือนเดมิ 

 
 
 
 

 
 
 
 

จากตวัเลอืก จะเห็นวา่มี 2015 เทา่นัน้ ที่หารด้วย 6 เหลอืเศษ 5  →  ตอบ ค. 
 

16. (1.2, 1.6) 

เนื่องจาก  𝐵𝐶 : 𝐵𝑉 = 2 : 1  ดงันัน้  𝐵𝐶 ยาวกวา่ 𝐵𝑉  จึงสรุปได้วา่ 𝑉 ต้องอยูฝ่ั่ง
เดียวกนักบั 𝐵  ดงัรูป  (ถ้า 𝑉 ไปอยูอ่ีกฝ่ังทางซ้ายบนจะท าให้ 𝐵𝑉 จะยาวกวา่ 𝐵𝐶) 
จะพิสจูน์วา่ “วงกลม 𝐶 จะเลก็ที่สดุ เมื่อ 𝐶 อยูบ่นแนว 𝐴𝐵”  โดยใช้หลกั “ระยะสัน้สดุ คือ
ระยะที่เป็นเส้นตรง” มาช่วยพิสจูน์ 

ให้วงกลม 𝐶 มีรัศมี  𝐶𝐴 = 𝐶𝑉 = 𝑟    จาก  𝐵𝐶 : 𝐵𝑉 = 2 : 1  จะได้  𝐵𝐶 = 
2𝑟

3
 

ดงันัน้  𝐵𝐶 + 𝐶𝐴 = 
2𝑟

3
 + 𝑟 = 

5𝑟

3
  →  จะเหน็วา่ 𝐵𝐶 + 𝐶𝐴 เป็นสดัสว่นโดยตรงกบั 𝑟 

ดงันัน้  “𝑟 จะสัน้ท่ีสดุ”  เมื่อ  “𝐵𝐶 + 𝐶𝐴 สัน้ท่ีสดุ”  ซึง่จะเป็นจริงเมื่อ 𝐵, 𝐶, 𝐴 อยูบ่นแนวเส้นตรงเดียวกนันัน่เอง 
วาดวงกลมใหม ่โดยย้าย 𝐶 ไปอยู่บนแนว 𝐴𝐵 จะได้ดงัรูป 

จะได้  𝐵𝐴 = 𝐵𝐶 + 𝐶𝐴 = 
5𝑟

3
  ดงันัน้  𝐵𝐶

𝐵𝐴
 = 

2𝑟

3
5𝑟

3

 = 
2

5
 

ดงันัน้ พิกดัจดุ 𝐶 คือ  (2
5
(3) ,

2

5
(4)) = (1.2, 1.6) 

 
 
 
 
 

𝑛𝜃  (𝑛 − 1)𝜃  

60° 60° 

60° 60° 

𝑛𝜃  (𝑛 − 1)𝜃  

0(60°) 

1(60°) 2(60°) 

3(60°) 

4(60°) 5(60°) 

(𝑛 − 1)𝜃  𝑛𝜃  

6(60°) 

7(60°) 8(60°) 

9(60°) 

10(60°) 11(60°) 

(𝑛 − 1)𝜃  𝑛𝜃  

12(60°) 

13(60°) 14(60°) 

15(60°) 

16(60°) 17(60°) 

(𝑛 − 1)𝜃  𝑛𝜃  

6(–60°) 

(𝑛 − 1)𝜃  𝑛𝜃  

7(–60°) 8(–60°) 

9(–60°) 

10(–60°) 11(–60°) 

0(–60°) 

(𝑛 − 1)𝜃  𝑛𝜃  

1(–60°) 2(–60°) 

3(–60°) 

4(–60°) 5(–60°) 

12(–60°) 

(𝑛 − 1)𝜃  𝑛𝜃  

13(–60°) 14(–60°) 

15(–60°) 

16(–60°) 17(–60°) 

𝐴(3, 4) 

𝐶  

𝐵  

𝑉  

𝑙  

𝐴(3, 4) 

𝐶  
𝐵  

𝑉  
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17. 6.8 
ความแปรปรวนจะมีคา่น้อย เมื่อ 𝑥 กบั 𝑦 มีคา่ใกล้ๆกนั 

จากคา่เฉลีย่ = 4  จะได้  2+5+7+𝑥+𝑦
5

 = 4    →     

 

ดงันัน้ 𝑥 กบั 𝑦 ต้องรวมกนัได้ 6  (เชน่ 3 + 3 ,  2 + 4 ,  1 + 5 , …) 
แตเ่นื่องจาก 𝑥 กบั 𝑦 ต้องตา่งกนัอยา่งน้อย 6    ดงันัน้ 𝑥 กบั 𝑦 จะใกล้กนัได้มากที่สดุคือ 0 กบั 6 

จะได้ความแปรปรวน = 
∑(𝑥𝑖−�̅�)

2

𝑁
  =  

(2−4)2+(5−4)2+(7−4)2+(0−4)2+(6−4)2

5
  =  

4+1+9+16+4

5
  =  

34

5
  =  6.8 

 

18. 126 

จดัรูปได้  1 +𝑚(𝑚 + 1) = 𝑛3  เนื่องจาก  𝑚(𝑚 + 1) เป็นผลคณูของสองจ านวนติดกนั ซึง่จะมีจ านวนหนึง่เป็นคู่
เสมอ ดงันัน้  𝑚(𝑚 + 1) จะเป็นคู ่ ท าให้  1 +𝑚(𝑚 + 1)  เป็นคี่  ดงันัน้  𝑛3 ต้องเป็นคี่ ซึง่จะได้วา่ 𝑛 ต้องเป็นคี ่
และเนื่องจาก 𝑚 เป็นจ านวนเตม็บวก ดงันัน้  𝑚 ≥ 1  จะท าให้ได้วา่  𝑛 > 1 

จดัรูปตอ่ จะได้ 
 

เราจะลองแทน  𝑛 = 3, 5, 7, 9, …  ไปทางฝ่ังขวา แล้วดวูา่สามารถจดัเป็นผลคณูของสองจ านวนติดกนั แบบทางฝ่ังซ้าย
ได้หรือไม ่ 𝑛 = 3 :  ได้ฝ่ังขวา = (2)(9 + 3 + 1) = (2)(13)  แยกเป็นสองจ านวนตดิกนัคณูกนัไมไ่ด้ 

 𝑛 = 5 :  ได้ฝ่ังขวา = (4)(25 + 5 + 1) = (4)(31)  แยกเป็นสองจ านวนตดิกนัคณูกนัไมไ่ด้ 

 𝑛 = 7 :  ได้ฝ่ังขวา = (6)(49 + 7 + 1) = (6)(57) = (6)(3 × 19) = (18)(19)  →  ได้  𝑚 = 18 

ดงันัน้ 𝑚𝑛 น้อยสดุ = (7)(18) = 126 

 

19. 21 
จดัรูป โดยท าเป็นก าลงัสองสมบรูณ์ จะได้ 
 
 

จะเห็นวา่ ผลลพัธ์จะคล้ายกบัทฤษฎีของพีทากอรัส ใน ∆ มมุฉาก ที่มีด้านทัง้สามคือ  𝑥 + 3 ,  𝑦 + 4 ,  30 

เนื่องจาก 𝑥 และ 𝑦 เป็นจ านวนเต็มบวก  เราจะพิจารณาด้านชดุที่เป็นจ านวนเต็มของ ∆ มมุฉากที่
ด้านตรงข้ามมมุฉากไมเ่กิน 30 

จะเห็นวา่ ด้านตรงข้ามมมุฉาก = 30 ได้เพียงแบบเดียว คือ น า 3, 4, 5  มาขยายทกุด้าน 6 เทา่ 

จะได้เป็น  18, 24, 30   →   เลอืกด้านประกอบมมุฉากตวัมากเป็น 𝑥  จะได้ 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

14 + 𝑥 + 𝑦 = 20 
          𝑥 + 𝑦 =  6 

𝑚(𝑚 + 1) = 𝑛3 − 1 
𝑚(𝑚 + 1) = (𝑛 − 1)(𝑛2 + 𝑛 + 1) 

𝑥2 + 6𝑥 + 9 + 𝑦2 + 8𝑦 + 16 =  875 + 9 + 16 
    (𝑥 + 3)2   +   (𝑦 + 4)2 =  900 
    (𝑥 + 3)2   +   (𝑦 + 4)2 =   302 

 3, 4, 5 
 5, 12, 13 
 7, 24, 25 
 8, 15, 17 
20, 21, 29 24 = 𝑥 + 3 

21 = 𝑥 



 สมาคม ม. ปลาย (พ.ย. 57) 23 

20. 104 ,  10−4 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

21. 576 

มีช่องทัง้หมด 8 × 8 = 64 ช่อง 
ต้องเลอืก 56 ช่อง เทา่กบั ต้อง “เลอืกออก” = 64 – 56 = 8 ช่อง 
ช่องสดี าต้องถกูเลอืกทัง้หมด ดงันัน้ 8 ช่องที่จะถกูเลอืกออกนีต้้องเป็นสขีาว 

และจากเง่ือนไขข้อ 2 แตล่ะแถวต้องมี 7 ช่อง เทา่กบัวา่ แตล่ะแถวต้องถกู
เลอืกออกแถวละ 1 ช่อง  นัน่คือ 8 ช่องสขีาวที่ถกูเลอืกออก จะอยูใ่นแถว
เดียวกนัไมไ่ด้ (ทัง้แนวตัง้และแนวนอน) 
ท าแถวเลขคี่กอ่น แถว 1 : มีช่องสขีาว 4 ช่อง  →  เลอืกออกหนึง่ช่องได้ 4 แบบ 

 แถว 3 : ต้องไมเ่ลอืกช่องสขีาวที่อยูใ่นแนวตัง้เดียวกบัช่องสขีาวที่ถกูเลอืกออกในแถว 1 

  →  เหลอืช่องสขีาวให้เลอืกออกได้ 3 แบบ 

 ท านองเดียวกนั แถว 5 จะเหลอืให้เลอืกได้ 2 แบบ  และ แถว 7 จะเลอืกได้แค ่1 แบบ 

 สรุปแถวเลขคี่ จะมีวธีิเลอืกช่องสขีาวออกได้ = 4 × 3 × 2 × 1 แบบ 
ส าหรับแถวเลขคู ่(2, 4, 6, 8) จะท าแบบเดยีวกนักบัแถวเลขคี่ (เนือ่งจากแถวเลขคู ่กบัแถวเลขคีม่ีชอ่งสขีาวไมต่รงกนั 
ดงันัน้ การเลอืกช่องสขีาวจงึไมส่ง่ผลกระทบตอ่กนั)  ดงันัน้ 4 แถวเลขคู ่จะเลอืกช่องสขีาวออกได้ = 4 × 3 × 2 × 1 

แบบ ด้วย  ดงันัน้ จ านวนวิธี = (4 × 3 × 2 × 1) × (4 × 3 × 2 × 1) = 576 วิธี 
 

22. 2016 

ให้  𝑧 = 𝑟 cis 𝜃  จะได้  𝑧̅ = 𝑟 cis(−𝜃)  และจะได้สมการคือ   
 

รัศมีของทัง้สองฝ่ัง ต้องเทา่กนั  →  จะได้วา่ 

 
 

จะได้  𝑟 = 0  หรือ  𝑟2013 = 1  แตเ่นื่องจาก 𝑟 ต้องเป็นจ านวนจริง  จะได้  𝑟 = 0  หรือ  𝑟 = 1 

กรณี  𝑟 = 0  →  ไมต้่องหา 𝜃 เพราะ เอา 𝑟 = 0 มาคณู cis 𝜃 จะเป็น 0 เสมอ  →  ได้ค าตอบคือ  𝑧 = 0  หนึง่ค าตอบ 
กรณี  𝑟 = 1  →  จะได้  |𝑧| = 1  แตจ่ากกฎ  𝑧 ∙ 𝑧̅ = |𝑧|2  จะได้  𝑧 ∙ 𝑧̅ = 1  ดงันัน้  𝑧̅ = 1

𝑧
 

 แทนใน สมการ จะได้  (1
𝑧
)
2014

 = 𝑧    กระจาย 2014 แล้วย้าย  𝑧2014 ไปคณูทางขวา จะได้  1 = 𝑧2015 

   √𝑥log𝑥
1
2 =    104 

       𝑥log𝑥
1
2 =  (104)2 

       𝑥
1

2
log 𝑥 =    108 

      (𝑥
1

2
log 𝑥)2 =  (108)2 

          𝑥log𝑥 =    1016 
       log 𝑥log 𝑥 =  log 1016 
(log 𝑥) log 𝑥 =           16 
(log 𝑥)2 =          16 
  log 𝑥 =         ±4 
        𝑥 =  104 ,  10−4 

ยกก าลงั 2 ตลอด 

ยกก าลงั 2 ตลอด 

ใส ่log ทัง้สองข้าง 

ตรวจค าตอบ 

104 :  √(104)log√104 = √(104)log10
2
 

 = √(104)2 

 =  10000  จริง 

10−4 :  √(10−4)log√10
−4

 = √(10−4)log10
−2

 

 = √(10−4)−2 

 = √108 = 10000  จริง 

1          
2         
3         
4         
5         
6         
7         
8         

 

    (𝑟 cis(−𝜃))2014 =  𝑟 cis 𝜃 
𝑟2014 cis(−2014𝜃) =  𝑟 cis 𝜃 

𝑟2014 = 𝑟 
𝑟2014 − 𝑟 = 0 
𝑟(𝑟2013 − 1) = 0 
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 ดงันัน้  𝑧 คือ รากที่ 2015 ของ 1 นัน่เอง  ซึง่จะมีได้ทัง้หมด 2015 ค าตอบ 
รวมสองกรณี จะได้ค าตอบของสมการมีทัง้หมด 1 + 2015 = 2016 ค าตอบ 
 

23. 28 

ให้ 𝐷 และ 𝐸 เป็นจดุกึ่งกลาง 𝐴𝐵 และ 𝐴𝐶  ดงัรูป 
จะได้    𝐴𝑂⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ∙ 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗  =   𝐴𝑂⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ∙ (𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) 
 =   𝐴𝑂⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ∙ (−𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) 
 =  −𝐴𝑂⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ∙ 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + 𝐴𝑂⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ∙ 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗  

 =  −|𝐴𝑂⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ||𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ | cos 𝛼 + |𝐴𝑂⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ||𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ | cos𝜃 

 =  −|𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ |(|𝐴𝑂⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ | cos 𝛼) + |𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ |(|𝐴𝑂⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ | cos 𝜃) 

 =  −|𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ |(     |𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ |     ) + |𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ |(     |𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗⃗⃗ |      ) 

 =  − (5) (        
5

2
         ) +   (9)(         

9

2
          )    = −

25

2
+
81

2
    =  

56

2
    =  28 

 

24. 16 
ให้ซือ้รถ เลก็ กลาง ใหญ่ จ านวน  𝑆 , 𝑀 , 𝐿  คนั ตามล าดบั จากโจทย์ จะได้  𝑆 +𝑀 + 𝐿 = 25   …(1) 

และ  350𝑆 + 700𝑀 + 1400𝐿 = 28000   →  หารด้วย 350 ตลอด ได้  𝑆 + 2𝑀 + 4𝐿 = 80    …(2) 

จะเขียน 𝑆 และ 𝑀 ให้อยูใ่นรูปของ 𝐿 :  →  (2) – (1) ให้ 𝑆 ตดักนั : 

 

แทน (3) ใน (1) :  

 

ต้องซือ้รถทกุชนดิ ดงันัน้  𝑀 ≥ 1  และ  𝑆 ≥ 1  →  จาก (3), (4) จะได้  55 − 3𝐿 ≥ 1  และ  2𝐿 − 30 ≥ 1 

 

จ านวนรถต้องเป็นจ านวนเต็ม ดงันัน้ คา่น้อยสดุของ 𝐿 คือ 16 

 

25. 12 

จะเห็นวา่  𝑥 = 2  ได้เทา่นัน้ เพราะถ้า  𝑥 ≥ 3 จะได้  𝑁(𝑥−1)/2 ≥  𝑁(3−1)/2 = 𝑁  จะไมม่ีทาง < 𝑁 ตวัขวาสดุได้ 

แทน 𝑥 = 2 จะได้  𝑁(2−1)/2 < 102 < 𝑁   →  แยกเป็นสองอสมการได้    𝑁
1

2 < 100       และ    100 < 𝑁 
 

รวมสองอสมการกลบัไปใหม ่จะได้  100 < 𝑁 < 10000 

เนื่องจาก จ านวนเฉพาะที่หาร 𝑁 ลงตวัคือ 3 และ 7 เทา่นัน้  จะได้  𝑁 ต้องอยูใ่นรูป 3𝑚7𝑛  เมื่อ  𝑚, 𝑛 ≥ 1 

กรณี 𝑛 = 1 :  จะได้  100 < 3𝑚71 < 10000 

 หารตลอดด้วย 7  (คิดทศนิยมต าแหนง่เดยีวพอ เพราะเป็นจ านวนนบั) ได้  14.2 < 3𝑚 < 1428.5   …(1) 

 พิจารณา 3𝑚 เมื่อ 𝑚 เป็นคา่ตา่งๆ จะได้  3 , 9 , 27 , 81 , 243 , 729 , 21xx 

 จะเห็นวา่มี  27, 81, 243, 729  เทา่นัน้ท่ีอยูใ่นช่วง (1) ดงันัน้ กรณีนี ้มี 4 ค าตอบ 
กรณี 𝑛 = 2 :  จะได้  100 < 3𝑚72 < 10000 

 หารตลอดด้วย 72  (เอาตวัเลขจาก (1) มาหารด้วย 7 ตอ่อีกรอบ) ได้  2.0 < 3𝑚 < 204.0   …(2) 

 จะเห็นวา่มี  3, 9, 27, 81  เทา่นัน้ท่ีอยูใ่นชว่ง (2) ดงันัน้ กรณีนี ้มี 4 ค าตอบ 

กรณีถดัๆไป ท าซ า้แบบเดิม กรณี 𝑛 = 3 :  หารด้วย 7 ตอ่ได้  0.2 < 3𝑚 < 29.1 →  3, 9, 27 มี 3 ค าตอบ 

 กรณี 𝑛 = 4 :  หารด้วย 7 ตอ่ได้  0.0 < 3𝑚 < 4.1 →  3 มี 1 ค าตอบ 

𝐴  𝐵  

𝐶  

𝑂  

𝜃  
𝛼  

𝐷  

𝐸  

𝑀 + 3𝐿 =  55 
𝑀 =  55 − 3𝐿   …(3) 

𝑆 + 55 − 3𝐿 + 𝐿 =  25 
𝑆 =  2𝐿 − 30    …(4) 

18 ≥  𝐿 𝐿 ≥  15.5 

𝑁  < 10000  
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 กรณี 𝑛 = 5 :  หารด้วย 7 ตอ่ได้  0.0 < 3𝑚 < 0.5 →   ไมม่ีค าตอบ 

ถ้า 𝑛 > 5 จะไมม่ีค าตอบแล้ว  →  รวมค าตอบจากทกุกรณี จะได้ จ านวนค าตอบ  =  4 + 4 + 3 + 1  =  12 ค าตอบ 
 

26. 2, −3 

x
lim 𝑓(𝑥)  = 

x
lim

√𝑎𝑥2+4

𝑏𝑥−1
  =  

x
lim

√𝑥2(𝑎 + 
4

𝑥2
)

𝑥(𝑏 − 
1

𝑥
)

 = 
x

lim
|𝑥|√𝑎 + 

4

𝑥2

𝑥(𝑏 − 
1

𝑥
)

 

 =  
x

lim
−𝑥√𝑎 + 

4

𝑥2

𝑥(𝑏 − 
1

𝑥
)

   =  
x

lim −
√𝑎 + 

4

𝑥2

𝑏 − 
1

𝑥

   =  −
√𝑎

𝑏
 

โจทย์ให้  
x

lim 𝑓(𝑥) = −1  ดงันัน้  − √𝑎

𝑏
 = −1   ย้ายข้างแล้วยกก าลงัสองทัง้สองข้างจะได้   𝑎 =  𝑏2   …(∗) 

คิดตอ่เนื่องที่ 𝑥 = 0 จะได้  √𝑎(0
2)+4

𝑏(0)−1
  =  

0
lim
x

sin𝑎𝑥

𝑥
+ 𝑏 (

𝑥−3𝜋

𝜋
) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

จาก (∗) ถ้า 𝑏 = 1 จะได้ 𝑎 = 1  และ ถ้า 𝑏 = 2 จะได้ 𝑎 = 4 

คิดตอ่เนืองที่ 𝑥 = 𝜋 จะได้  sin𝑎𝜋
𝜋

+ 𝑏 (
𝜋−3𝜋

𝜋
)  =  

x
lim √(𝑥 − 𝜋)2 + 1 − 𝑥 + 𝑐2 

 
 

กรณี  𝑏 = 1 ,  𝑎 = 1 : กรณี 𝑏 = 2 ,  𝑎 = 4 : 

 
 
 
 

ดงันัน้  𝐴 มีสมาชิก 2 ตวั คือ (1, 1, √𝜋 − 3) และ (1, 1, −√𝜋 − 3) 
และจะได้  

x
lim 𝑓(𝑥)  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
√4

−1
 =  

0
lim
x

sin𝑎𝑥

𝑥
 + 

0
lim
x

𝑏 (
𝑥−3𝜋

𝜋
) 

−2 =            𝑎       +           𝑏 (
0−3𝜋

𝜋
) 

−2 =            𝑎              −       3𝑏 
−2 =           𝑏2             −       3𝑏 
  0 =                𝑏2 − 3𝑏 + 2 
  0 =             (𝑏 − 1)(𝑏 − 2) 
                               𝑏 = 1 ,  2 

sin𝑎𝜋

𝜋
− 2𝑏 =                         1             −𝜋 + 𝑐2 

𝑥 เป็นลบ จะได้ |𝑥| = −𝑥 

จากข้อเสนอแนะ  
0

lim
x

sin(𝑎𝑥)

𝑥
 = 𝑎  จะได้ 

0
lim
x

sin(𝑎𝑥)

𝑥
 = 

0
lim
x

sin(𝑎𝑥)

𝑥
 = 𝑎 

0 − 2(1) =  1 − 𝜋 + 𝑐2 
𝜋 − 3 =                  𝑐2 

±√𝜋 − 3 =                  𝑐 

0 − 2(2) =  1 − 𝜋 + 𝑐2 
𝜋 − 5 =                  𝑐2 

(ไมม่ีค าตอบ เพราะ 𝜋 − 5 ติดลบ แต ่𝑐2 เป็นลบไมไ่ด้) 

= 
x

lim √(𝑥 − 𝜋)2 + 1 − 𝑥 + (±√𝜋 − 3)
2

 

= 
x

lim √(𝑥 − 𝜋)2 + 1 − 𝑥 + 𝜋 − 3 

= 
x

lim √(𝑥 − 𝜋)2 + 1 − (𝑥 − 𝜋) − 3 

= 
x

lim [(√(𝑥 − 𝜋)2 + 1 − (𝑥 − 𝜋)) ∙
√(𝑥−𝜋)2+1+(𝑥−𝜋)

√(𝑥−𝜋)2+1+(𝑥−𝜋)
] − 3 

= 
x

lim [
     (𝑥−𝜋)2+1        −      (𝑥−𝜋)2

√(𝑥−𝜋)2+1+(𝑥−𝜋)
] − 3 

= 
x

lim [
1

√(𝑥−𝜋)2+1+(𝑥−𝜋)
] − 3                =  0 − 3  =  −3 

แทน 𝑎 = 𝑏2  จาก (∗) 
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27. 128 

ให้  𝑎 = 2553 ,  𝑏 = 2557  จะเห็นวา่ 𝑎 ,  𝑏 ,  𝑓(𝑎) และ 𝑓(𝑏) เป็นบวก 

แตพ่ิกดั 𝑥 ของจดุยอด = −
2014

2(24)
 เป็นลบ ดงันัน้ สว่นท่ีแรเงาจะอยู ่Q1 ดงัรูป 

พืน้ท่ีที่แรเงา  =  พืน้ท่ีใต้โค้ง 𝑓 จาก A ถึง B  –  ADEC  –  CEFB    …(1) 

จะได้ พืน้ท่ีใต้โค้ง 𝑓  =  
b

a

 𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 

 =  𝐹(𝑏) − 𝐹(𝑎)   เมื่อ 𝐹 คือปฎิยานพุนัธ์ของ 𝑓   …(2) 
พืน้ท่ี ADEC = 

1

2
 (AD + CE)(DE)   →  เรามี AD = 𝑓(𝑎)  ที่เหลอื ต้องหาพิกดัของจดุตดั C ระหวา่ง 𝐿1 กบั 𝐿2 

จากสตูรความชนั = 𝑓′(𝑥)  ดงันัน้  ความชนั 𝐿1 = 𝑓′(𝑎)  และ ความชนั 𝐿2 = 𝑓′(𝑏) 

𝐿1 มีความชนั 𝑓′(𝑎) และผา่นจดุ (𝑎, 𝑓(𝑎))  ดงันัน้ สมการ 𝐿1 คือ  
𝑦−𝑓(𝑎)

𝑥−𝑎
 = 𝑓′(𝑎) 

 
 

ท านองเดียวกนั จะได้สมการ 𝐿2 คือ  𝑦  = (𝑥 − 𝑏)𝑓′(𝑏) + 𝑓(𝑏)   …(4) 

จบั (3) = (4) และแทน  𝑓(𝑥) = 24𝑥2 + 2014𝑥 − 2557 

 𝑓′(𝑥) = 48𝑥 + 2014              และแก้ระบบสมการหาจดุตดั C ระหวา่ง 𝐿1 กบั 𝐿2จะได้ 

 
 
 
 
 
 
 

จะได้จดุ C มีพิกดั 𝑥 คือ 2555  →  จะได้ DE  =  2555 – 𝑎  =  2555 – 2553  =  2 

จากสมการ 𝐿1 ใน (3) จะได้ CE  =  (2555 − 𝑎)𝑓′(𝑎) + 𝑓(𝑎)  =  2𝑓′(𝑎) + 𝑓(𝑎) 

ดงันัน้ พืน้ท่ี ADEC  =  1
2
 (AD + CE)(DE) =  1

2
 (𝑓(𝑎) + 2𝑓′(𝑎) + 𝑓(𝑎))(2) 

 =      2𝑓(𝑎) + 2𝑓′(𝑎)       …(5)  
สดุท้าย พืน้ท่ี CEFB  =  

1

2
 (CE + BF)(EF)  →  เรามี BF = 𝑓(𝑏) 

และ EF  =  𝑏 − 2555  =  2557 − 2555  =  2 

แตเ่ราจะหา CE ใหมโ่ดยแทน 2555 ในสมการ 𝐿2 ใน (4) เพื่อความสมมาตรของ 𝑎 และ 𝑏 ใน  ทัง้สองรูป 
จะได้  CE  =  (2555 − 𝑏)𝑓′(𝑏) + 𝑓(𝑏)  =  −2𝑓′(𝑏) + 𝑓(𝑏) 

ดงันัน้ พืน้ท่ี CEFB  =  
1

2
 (CE + BF)(EF) =  

1

2
 (−2𝑓′(𝑏) + 𝑓(𝑏) + 𝑓(𝑏))(2) 

 =                         2𝑓(𝑏) − 2𝑓′(𝑏)         …(6)  
แทน (2), (5), (6) ใน (1) จะได้ พืน้ท่ี 

 
 
= (8𝑏3 + 1007𝑏2 − 2557𝑏) − (8𝑎3 + 1007𝑎2 − 2557𝑎) −2(24𝑏2 + 2014𝑏 − 2557) − 2(24𝑎2 + 2014𝑎 −
2557) + 2(48𝑏 + 2014) − 2(48𝑎 + 2014)  

= 8(𝑏3 − 𝑎3) + 1007(𝑏2 − 𝑎2) − 2557(𝑏 − 𝑎) − 2(24(𝑏2 + 𝑎2) + 2014(𝑏 + 𝑎) − 2557(2)) +

2(48𝑏 − 48𝑎)  

= 8(𝑏 − 𝑎)(𝑏2 + 𝑏𝑎 + 𝑎2) + 1007(𝑏 − 𝑎)(𝑏 + 𝑎) − 2557(4) − 48(𝑏2 + 𝑎2) − 4028(𝑏 + 𝑎) + 2557(4) +
2(48)(𝑏 − 𝑎)  

= 8(4)(𝑏2 + 𝑏𝑎 + 𝑎2) + 1007(4)(𝑏 + 𝑎) − 48(𝑏2 + 𝑎2) − 4028(𝑏 + 𝑎) + 2(48)(4) 

𝑦 − 𝑓(𝑎) = (𝑥 − 𝑎)𝑓′(𝑎) 
𝑦 = (𝑥 − 𝑎)𝑓′(𝑎) + 𝑓(𝑎)   …(3) 

(𝑥 − 𝑎)(48𝑎 + 2014) + 24𝑎2 + 2014𝑎 − 2557 =  (𝑥 − 𝑏)(48𝑏 + 2014) + 24𝑏2 + 2014𝑏 − 2557 
48𝑎𝑥 + 2014𝑥 − 48𝑎2 − 2014𝑎 + 24𝑎2 + 2014𝑎 =  48𝑏𝑥 + 2014𝑥 − 48𝑏2 − 2014𝑏 + 24𝑏2 + 2014𝑏 
48𝑎𝑥                   − 24𝑎2 =  48𝑏𝑥                   − 24𝑏2 
48𝑎𝑥 − 48𝑏𝑥 =  24𝑎2 − 24𝑏2 
48𝑥(𝑎 − 𝑏) =  24(𝑎 − 𝑏)(𝑎 + 𝑏) 

     𝑥 =                 
𝑎 + 𝑏

2
               =  

2553+2557

2
  =  2555 

= 𝐹(𝑏) − 𝐹(𝑎) − (2𝑓(𝑎) + 2𝑓′(𝑎)) − (2𝑓(𝑏) − 2𝑓′(𝑏)) 

= 𝐹(𝑏) − 𝐹(𝑎) − 2𝑓(𝑎) − 2𝑓′(𝑎) − 2𝑓(𝑏) + 2𝑓′(𝑏) 

= 𝐹(𝑏) − 𝐹(𝑎) − 2𝑓(𝑏) − 2𝑓(𝑎) + 2𝑓′(𝑏) − 2𝑓′(𝑎) 

𝐿1  

𝐿2  

B  

A  C  

D  E  F  
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= 32𝑏2 + 32𝑏𝑎 + 32𝑎2 − 48𝑏2 − 48𝑎2 + 384 

= −16𝑏2 + 32𝑏𝑎 − 16𝑎2 + 384 

= −16(𝑏2 − 2𝑏𝑎 + 𝑎2) + 384    = −16(𝑏 − 𝑎)2 + 384    = −16(4)2 + 384    = −256 + 384    = 128 

 

28. 𝑓(𝑥) = 𝑐 
สงัเกตวา่ ประโยค |𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑦)|  <  𝜖  จะเป็นจริงยากมาก เพราะ 𝜖 มี ∀𝜖 > 0 อยู ่
กรณีที่มี 𝑥, 𝑦 บางคู ่ (โดยไมเ่สยีนยัทัว่ไป ให้ 𝑥 < 𝑦)  ที่  𝑓(𝑥) ≠ 𝑓(𝑦)  จะท าให้  |𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑦)| > 0 

และจะมี 𝜖 คา่บวกน้อยๆบางตวั ท่ีอยูร่ะหวา่ง 0 กบั |𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑦)|  ซึง่จะท าให้  |𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑦)|  <  𝜖  เป็นเท็จ 

และเนื่องจาก 𝑥 < 𝑦  จะท าให้ 𝑥 − 𝑦 เป็นลบ ดงันัน้ ไมว่า่เลอืก 𝛿 > 0 เป็นอะไร  ประโยค 𝑥 − 𝑦  <  𝛿  จะเป็นจริง 
นัน่คือ ในกรณีนี ้จะมี 𝜖 บางตวั ท่ีไมว่า่ 𝛿 เป็นอะไรก็ตาม จะได้เง่ือนไขเป็น  T ⟹ F  ≡  F  ไมส่อดคล้องกบัเง่ือนไข 
กรณีที่ 𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑦)  ส าหรับ 𝑥, 𝑦 ใดๆ  (คือกรณีที่ 𝑓(𝑥) = คา่คงที่ ส าหรับทกุๆคา่ 𝑥) 
จะท าให้  |𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑦)| = 0  ดงันัน้ ประโยค |𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑦)|  <  𝜖  จะจริงเสมอ (เพราะฝ่ังซ้าย = 0 และฝ่ังขวา 𝜖 
เป็นบวก)  ซึง่ได้เง่ือนไขเป็น  ? ⟹ T  ≡  T  สอดคล้องกบัเง่ือนไข 
ดงันัน้ ฟังก์ชนัในรูป 𝑓(𝑥) = 𝑐  เมื่อ 𝑐 เป็นคา่คงที่ จะสอดคล้องกบัเง่ือนไขที่ก าหนดเสมอ 

 

29. −10 
จะรวมสามสมการ แล้วแก้หา 𝐴 ก็ได้  หรืออีกวิธีที่ไมต้่องหา 𝐴 คือ สงัเกตวา่ สองสมการแรกได้ผลคณูเทา่เดมิ และสมการ
ที่สามได้ผลคณูเป็นลบของของเดิม  ดงันัน้ถ้าคณู 𝐴 สองเที่ยว (คือคณู 𝐴2) จะได้เทา่เดิม 

 
 
 

 
 
 
 
 

การคณูเมทริกซ์ แตล่ะหลกัของตวัคณูจะคิดแยกกนั  ดงันัน้เราสามารถรวมสามสมการได้เป็น 

𝐴2 ∙ [
1 1 1
0 1 1
−1 0 2

] = [
1 1 1
0 1 1
−1 0 2

]  →  เนื่องจาก det [
1 1 1
0 1 1
−1 0 2

] ≠ 0  ดงันัน้ จะสรุปได้วา่  𝐴2 = I 

ดงันัน้  𝐴2557 ∙ [
9
7
6
]  =  𝐴2(1278)+1 ∙ [

9
7
6
]  =  (𝐴2)1278 ∙ 𝐴 ∙ [

9
7
6
]  =  I1278 ∙ 𝐴 ∙ [

9
7
6
]  =  𝐴 ∙ [

9
7
6
] 

ถดัมา จะแตก [
9
7
6
] เป็นผลรวมของ [

1
0
−1
] ,  [

1
1
0
] , [
1
1
2
] เพื่อใช้สมบตัิการกระจายในการหา 𝐴 ∙ [

9
7
6
] 

ให้  [
9
7
6
]  =  𝑥 [

1
0
−1
] + 𝑦 [

1
1
0
] + 𝑧 [

1
1
2
]  →  เขียนเป็นระบบสมการได้   

 

(1) – (2) จะได้ 𝑥 = 2  →  แทนใน (3) ได้ 𝑧 = 
8

2
 = 4  →  แทนใน (2) ได้ 𝑦 = 3 

ดงันัน้  𝐴 ∙ [
9
7
6
]  =  𝐴 ∙ (2 [

1
0
−1
] + 3 [

1
1
0
] + 4 [

1
1
2
]) =  2𝐴 ∙ [

1
0
−1
] + 3𝐴 ∙ [

1
1
0
] + 4𝐴 ∙ [

1
1
2
] 

 =    2 [
1
0
−1
]   +   3 [

1
1
0
]   +   4 [

−1
−1
−2
]     =  [

1
−1
−10

] 

𝐴2 ∙ [
1
0
−1
] = 𝐴 ∙ 𝐴 ∙ [

1
0
−1
] 

 = 𝐴 ∙ [
1
0
−1
] 

 = [
1
0
−1
] 

𝐴2 ∙ [
1
1
0
] = 𝐴 ∙ 𝐴 ∙ [

1
1
0
] 

 = 𝐴 ∙  [
1
1
0
] 

 =   [
1
1
0
] 

𝐴2 ∙ [
1
1
2
] = 𝐴 ∙ 𝐴 ∙ [

1
1
2
] 

 = 𝐴 ∙ [
−1
−1
−2
] 

 = −𝐴 ∙ [
1
1
2
] 

 = −[
−1
−1
−2
]     = [

1
1
2
] 

𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 9 …(1) 
        𝑦 + 𝑧 = 7 …(2) 
−𝑥     +2𝑧 = 6 …(3) 
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ดงันัน้  𝑎 + 𝑏 + 𝑐  =  1 + (−1) + (−10)  =  −10 

 

30. 0, 1 
กรณี 𝑎𝑥 − 1 ≥ 0 :  จะได้ |𝑎𝑥 − 1| = 𝑎𝑥 − 1  จะได้สมการคือ  
 

จากสตูรค าตอบของสมการก าลงัสอง จะได้  𝑥  =  
−(1−3𝑎)±√(1−3𝑎)2−4𝑎(2)

2𝑎
  =  

3𝑎−1±√9𝑎2−14𝑎+1

2𝑎
  สองค าตอบ 

แทน 𝑥 ที่ได้ในเง่ือนไข  𝑎𝑥 − 1 ≥ 0  จะได้เง่ือนไขของค าตอบคือ 

 
 

กรณี 𝑎𝑥 − 1 < 0 :  จะได้ |𝑎𝑥 − 1| = −(𝑎𝑥 − 1)  จะได้สมการคือ 
 
 
 

จะได้  𝑥 = 0  หรือ   
 

แทน 𝑥 ที่ได้ในเง่ือนไข  𝑎𝑥 − 1 < 0  จะได้เง่ือนไขของค าตอบคือ กบั 
 
 

จะเห็นวา่ 𝑥 = 0 สอดคล้องเง่ือนไขค าตอบเสมอ  ดงันัน้ 𝑥 = 0 จะเป็นค าตอบโดยไมข่ึน้กบัคา่ 𝑎 

แตโ่จทย์ต้องการให้สมการนีม้ีค าตอบเดียว ดงันัน้ ค าตอบอื่นต้อง 1. หาคา่ไมไ่ด้  หรือ 

 2. กลบัไปซ า้กบัค าตอบเดิม หรือ 

 3. ใช้ไมไ่ด้เนื่องจากเง่ือนไขของค าตอบเป็นเท็จ 
1. ถ้าจะท าให้ค าตอบ  𝑥 = 𝑎−1

𝑎
  หาคา่ไมไ่ด้ จะต้องให้ตวัสว่น  𝑎 = 0 

 ซึง่ถ้า  𝑎 = 0  จะท าให้ค าตอบ  𝑥 = 
3𝑎−1±√9𝑎2−14𝑎+1

2𝑎
  หาคา่ไมไ่ด้เช่นกนั 

 และถ้าลองแทน  𝑎 = 0  ในสมการตัง้ต้นด ูจะเห็นวา่ค าตอบ  𝑥 = 0  เดิม ยงัคงเป็นค าตอบได้อยู ่
 ดงันัน้  𝑎 = 0  จะสามารถท าให้สมการมคี าตอบเดยีวได้ 

2. ท าให้  𝑥 = 
𝑎−1

𝑎
  ซ า้กบัค าตอบ  𝑥 = 0  →  จะได้  𝑎−1

𝑎
 = 0  แก้สมการจะได้  𝑎 = 1 

 ซึง่ถ้า  𝑎 = 1  จะท าให้ค าตอบ  𝑥 = 
3𝑎−1±√9𝑎2−14𝑎+1

2𝑎
  หาคา่ไมไ่ด้ (เพราะในรูทติดลบ) 

 ดงันัน้  𝑎 = 0  จะสามารถท าให้สมการมคี าตอบเดยีวได้เช่นกนั 

3. ท าให้เง่ือนไขของค าตอบ  𝑥 = 𝑎−1
𝑎
  (ซึง่คือ 𝑎 < 2) เป็นเท็จ  นัน่คือ เราจะก าหนดให้  𝑎 ≥ 2 

 แตถ้่า  𝑎 ≥ 2  จะท าให้ค าตอบ  𝑥 = 
3𝑎−1+√9𝑎2−14𝑎+1

2𝑎
  หาคา่ได้  และเง่ือนไขของค าตอบนีเ้ป็นจริง 

 (เพราะ  3𝑎−1+√9𝑎
2−14𝑎+1

2
 ≥ 3(2)−1

2
 > 1)  ดงันัน้ กรณีนีจ้ะไมม่ี 𝑎 ที่ท าให้สมการมีค าตอบเดียวได้ 

ดงันัน้  𝑎 = 0, 1  จะท าให้สมการนีม้ีค าตอบเดยีว 
 
 
 
 
 
 
 

𝑎𝑥 − 1 =  𝑎𝑥2 + (1 − 2𝑎)𝑥 + 1 
0 =  𝑎𝑥2 + (1 − 3𝑎)𝑥 + 2 

−(𝑎𝑥 − 1) =  𝑎𝑥2 + (1 − 2𝑎)𝑥 + 1 
−𝑎𝑥 + 1 =  𝑎𝑥2 + (1 − 2𝑎)𝑥 + 1 
0 =  𝑎𝑥2 + (1 − 𝑎)𝑥 
0 =  𝑥(𝑎𝑥 + 1 − 𝑎) 

𝑎𝑥 + 1 − 𝑎 =  0 

  𝑥 = 
𝑎−1

𝑎
 

𝑎 ∙
3𝑎−1±√9𝑎2−14𝑎+1

2𝑎
− 1 ≥  0 

     3𝑎−1±√9𝑎
2−14𝑎+1

2
 ≥  1 

𝑎(0) − 1 < 0 
           −1 < 0 

            จริงเสมอ 

𝑎 (
𝑎−1

𝑎
) − 1 < 0 

    𝑎 − 1 − 1 < 0 
    𝑎 < 2 
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31. 301
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กรรมการ 6 คน มี 4 ชัน้ปี ดงันัน้ จะมี 2 คนที่ซ า้ชัน้ปีกบัคนอื่นได้ จึงมีรูปแบบการซ า้แคส่องแบบ ดงันี ้
กรณี มี 3 คน มากจากชัน้ปีเดียวกนั อีก 3 คนมาจากชัน้ปีอื่น ชัน้ปีละคน (a a a b c d) 

 
 

 = (4
3
)(4
1
)(5
1
)(7
1
) + (4

1
)(4
3
)(5
1
)(7
1
) + (4

1
)(4
1
)(5
3
)(7
1
) + (4

1
)(4
1
)(5
1
)(7
3
) 

 = (4
1
)(4
1
)(5
1
)(7
1
) + (4

1
)(4
1
)(5
1
)(7
1
) + (4

1
)(4
1
)
5∙4∙3

3!
(7
1
) + (4

1
)(4
1
)(5
1
)
7∙6∙5

3!
 

 = (4 ∙ 4 ∙ 5 ∙ 7) (1 + 1 +
4∙3

3!
+
6∙5

3!
) 

 = (4 ∙ 4 ∙ 5 ∙ 7)(9) 
 

กรณี มีคน มากจากชัน้ปีเดียวกนั 2 คู ่อีก 2 คนมาจากชัน้ปีอื่น ชัน้ปีละคน (a a b b c d) 

 
 

 = (4
2
)(4
2
)(5
1
)(7
1
) + (4

2
)(4
1
)(5
2
)(7
1
) + (4

2
)(4
1
)(5
1
)(7
2
) + (4

1
)(4
2
)(5
2
)(7
1
) + (4

1
)(4
2
)(5
1
)(7
2
) + (4

1
)(4
1
)(5
2
)(7
2
) 

 = 
4∙3

2
∙
4∙3

2
(5
1
)(7
1
) +

4∙3

2
(4
1
)
5∙4

2
(7
1
) +

4∙3

2
(4
1
)(5
1
)
7∙6

2
+ (4

1
)
4∙3

2
∙
5∙4

2
(7
1
) + (4

1
)
4∙3

2
(5
1
)
7∙6

2
+ (4

1
)(4
1
)
5∙4

2
∙
7∙6

2
 

 = (
4∙4∙5∙7

2∙2
) (3 ∙ 3 + 3 ∙ 4 + 3 ∙ 6 + 3 ∙ 4 + 3 ∙ 6 + 4 ∙ 6) 

 = (4 ∙ 5 ∙ 7)(9 + 12 + 18 + 12 + 18 + 24) 
 = (4 ∙ 5 ∙ 7)(93) 
 

มีทัง้หมด 4 + 4 + 5 +7 = 20 คน ดงันัน้ จ านวนแบบทัง้หมด = (20
6
) = 

20∙19∙18∙17∙16∙15

6∙5∙4∙3∙2
 =  19 ∙ 17 ∙ 8 ∙ 15 แบบ 

ดงันัน้ จะได้ความนา่จะเป็น  =  
(4∙4∙5∙7)(9)+(4∙5∙7)(93)

19∙17∙8∙15
  =  

(4∙5∙7)(36+93)

19∙17∙8∙15
  =  

(7)(129)

19∙17∙2∙3
  =  

(7)(43)

19∙17∙2
  =  
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32. (1279
2
) 

จาก  𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 2557  จะได้  𝑦 + 𝑧 = 2557 − 𝑥  แทนในเง่ือนไข  𝑥  ≤  𝑦 + 𝑧  จะได้ 
 
 

แต ่𝑥 เป็นจ านวนเตม็ ดงันัน้  𝑥 ≤ 1278 

ท านองเดียวกนั ถ้าแทน  𝑥 + 𝑧 = 2557 − 𝑦  กบั  𝑥 + 𝑦 = 2557 − 𝑧  ในอีกสองเง่ือนไขที่เหลอื 

จะได้วา่  𝑦 ≤ 1278  และ  𝑧 ≤ 1278  ด้วย 

ดงันัน้ โจทย์ข้อนีเ้ทยีบได้กบัการแจกของเหมือนกนั 2557 ชิน้ ให้  𝑥, 𝑦, 𝑧   (เพราะ 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 2557)  โดยที่แตล่ะ
คนได้ของอยา่งน้อย 1 ชิน้ (เพราะ 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝕀+)  และแตล่ะคนได้ของไมเ่กินคนละ 1278 ชิน้  (เพราะ 𝑥, 𝑦, 𝑥 ≤ 1278) 
ซึง่จะมีขัน้ตอนการแจกให้ได้ตามเง่ือนไขดงันี ้
1. แจกของให้แตล่ะคนไปก่อนเลย คนละ 1278 ชิน้ 

2. เนื่องจากมีของให้แจกได้แค ่2557 ชิน้ ดงันัน้ ขัน้ตอนแรกจะแจกของเกินไป  3(1278) – 2557 = 1277 ชิน้ 

3. แจก “ใบคืนของ” จ านวน 1277 ใบ ให้ 𝑥, 𝑦, 𝑧 เพื่อเรียกของ 1277 ชิน้ท่ีแจกเกิน กลบัคืนมา 
เช่น ถ้าแบง่ 1277 เป็น 400 + 600 + 277  แล้วแจก 400 ใบให้ 𝑥 ,  แจก 600 ใบให้ 𝑦 ,  แจก 277 ใบให้ 𝑧  จะ
ได้จ านวนของของ 𝑥 เหลอื 1278 – 400 = 878 ,  ของ 𝑦 เหลอื = 1278 – 600 = 678 ,  ของ 𝑧 เหลอื 1278 – 

277 = 1001  โดยวิธีนี ้จะได้  (𝑥, 𝑦, 𝑧) = (878, 678, 1001) เป็นแบบหนึง่ที่สอดคล้องกบัเง่ือนไขโจทย์ 
สงัเกตวา่ ข้อนี ้“โชคดี” ทีใ่บคืนของทัง้หมด (=1277) มีจ านวนน้อยกวา่ของที่แตล่ะคนได้ในขัน้ตอนแรก (=1278) 

ปี 1 สามคน ปี 2 สามคน ปี 3 สามคน ปี 4 สามคน 

ปี 1, 2 สองคู ่ ปี 1, 3 สองคู ่ ปี 1, 4 สองคู ่ ปี 2, 4 สองคู ่ปี 2, 3 สองคู ่ ปี 3, 4 สองคู ่

𝑥 ≤  2557 − 𝑥 
2𝑥 ≤  2557 
𝑥 ≤  1278.5 
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จึงไมเ่กิดปัญหา “มีของไมพ่อจะคืน”  เช่น ถ้าแจกใบคืนของทัง้หมด 1277 ใบให้ 𝑥 คนเดียวเต็มๆ ก็ยงัจะได้ 
(𝑥, 𝑦, 𝑧) = (1, 1278, 1278) ซึง่ยงัเป็นแบบหนึง่ที่สอดคล้องกบัเง่ือนไขโจทย์ 

ดงันัน้ จ านวนแบบของ (𝑥, 𝑦, 𝑧) จะเทา่กบัจ านวนแบบการแจกใบคืนของ 1277 ใบให้ 𝑥, 𝑦, 𝑧 โดยอาจมคีนไมไ่ด้ก็ได้ 

จาก Stars & Bars จะได้จ านวนแบบ = (1277+3−1
3−1

) = (1279
2
) 

 

33. 1 + √2 

ข้อนีจ้ะใช้วิธีจบัคูป่ลายซ้ายขวา แล้วไลคู่เ่ข้ามาตรงกลาง (จบัตวัแรกกบัตวัสดุท้าย, ตวัที่สองกบัตวัรองสดุท้าย, …) 
สงัเกตวา่ 𝑎1 มี tan

𝜋

360
  และ 𝑎90 มี tan

179𝜋

360
  จะเห็นวา่ สองตวันีม้มีมุหลงั tan รวมกนัได้ = 

180𝜋

360
 = 𝜋

2
 

ซึง่จากโคฟังก์ชนั จะได้  (tan 𝜋

360
) (tan

179𝜋

360
) = (tan

𝜋

360
) (cot

𝜋

360
) = 1 

ลองหาความสมัพนัธ์ระหวา่ง 𝑎1 กบั 𝑎90 โดยพยายามให้ tan ของทัง้สองตวัมาคณูกนัแล้วเป็น 1 จะเห็นวา่ 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

ดงันัน้    𝑎12 = 1 − 𝑎90
2     และ    𝑎902  = 1 − 𝑎1

2        …(∗) 

ถดัมา ลองหาความสมัพนัธ์ระหวา่ง  √1 + 𝑎1  กบั  √1 − 𝑎1  (เพราะ 𝑎1 ของสองตวันี ้นา่จะตดักนัได้) จะเห็นวา่ 
 
 
 
 
 
 
 

ถอดรูททัง้สองข้าง จะได้ √1 + 𝑎1 −√1 − 𝑎1 =  √2√1 − 𝑎90 …(1) 

ท าแบบเดยีวกนักบั 𝑎90 จะได้ √1 + 𝑎90 −√1 − 𝑎90 =  √2√1 − 𝑎1 …(2) 

(1) + (2) : 
 
 
 

ท าแบบเดยีวกนักบัคูอ่ื่นๆ จะได้ √1 + 𝑎2 +√1 + 𝑎89 =  (1 + √2)(√1 − 𝑎2 +√1 − 𝑎89) 

 √1 + 𝑎3 +√1 + 𝑎88 =  (1 + √2)(√1 − 𝑎3 +√1 − 𝑎88) 

  ⋮ 

 √1 + 𝑎45 +√1 + 𝑎46 =  (1 + √2)(√1 − 𝑎45 +√1 − 𝑎46) 

 

ดงันัน้  √1+𝑎1 + √1+𝑎2 + … + √1+𝑎90
√1−𝑎1 + √1−𝑎2 + … + √1−𝑎90

  =  
(1+√2)(√1−𝑎1 + √1−𝑎2 + … + √1−𝑎90)

√1−𝑎1 + √1−𝑎2 + … + √1−𝑎90
  =  1 + √2 

 
 
 
 

𝑎1
2 + 𝑎90

2  =  
1

1+√tan
𝜋

360

+
1

1+√tan
179𝜋

360

 

 =  
(1+√tan

179𝜋

360
) + (1+√tan

𝜋

360
)

(1+√tan
𝜋

360
)(1+√tan

179𝜋

360
)

 

 =  
1+√tan

179𝜋

360
 + 1+√tan

𝜋

360

1+√tan
179𝜋

360
+√tan

𝜋

360
+√tan

𝜋

360
tan

179𝜋

360

    =  
1+√tan

179𝜋

360
 + 1+√tan

𝜋

360

1+√tan
179𝜋

360
+√tan

𝜋

360
+1

    =  1 

(√1 + 𝑎1 −√1 − 𝑎1)
2

 =  (1 + 𝑎1) + (1 − 𝑎1) − 2√1 + 𝑎1√1− 𝑎1 

 =                    2                  − 2√1 − 𝑎1
2 

 =                    2                  − 2√𝑎90
2  

 =                    2                  −  2𝑎90 

 =                        2(1 − 𝑎90) 

จาก (∗) 

√1 + 𝑎1 −√1 − 𝑎1 +√1 + 𝑎90 −√1 − 𝑎90 =  √2√1 − 𝑎90 + √2√1 − 𝑎1 

√1 + 𝑎1                      + √1 + 𝑎90 =  (1 + √2)√1 − 𝑎90 + (1 + √2)√1 − 𝑎1 

√1 + 𝑎1                      + √1 + 𝑎90 =  (1 + √2)(√1 − 𝑎1 +√1 − 𝑎90) 
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34. 4571 

จะหาคา่ประมาณของ  cosec 𝜃  ก่อน โดยคิดจากคา่ประมาณของ  sin𝜃 

พิจารณาวงกลมหนึง่หนว่ย ที่มี OA = OC = 1  และ ให้ 𝜃 เป็นมมุใน Q1 ดงัรูป 
จะได้  AB = sin𝜃  และ  OB = cos 𝜃   
จากนยิามของมมุเรเดียน จะได้ ความยาวสว่นโค้ง AC = 𝜃 

จะเห็นวา่  สว่นโค้ง AC  ยาวกวา่  เส้นตรง AC̅̅̅̅   ยาวกวา่  เส้นตรง AB̅̅ ̅̅  

ดงันัน้                 𝜃              >                                             sin 𝜃         …(∗) 

และจาก          พืน้ท่ี ∆ADC >    พืน้ท่ีเซกเมนต์ AC ที่แรเงา 

จะได้          
1

2
 ∙ AD ∙ DC >    พืน้ท่ี ∆ ฐานโค้ง OAC − พืน้ท่ี ∆ ฐานตรง OAC 

          
1

2
 ∙ BC ∙ AB >              

𝜃

2𝜋
𝜋𝑟2             −      

1

2
 ∙ OC ∙ AB 

    
1

2
 ∙ (OC − OB) ∙ sin 𝜃 >            

𝜃

2𝜋
𝜋(12)           −       

1

2
 ∙ 1 ∙ sin𝜃 

    
1

2
 ∙ (1 – cos 𝜃) ∙ sin 𝜃 >                  

𝜃

2
                   −            

sin𝜃

2
 

         (1 – cos 𝜃) ∙ sin 𝜃 >                  𝜃                  −           sin𝜃 

 (1 − (1 − 2 sin2
𝜃

2
)) ∙ sin 𝜃 

                  2 sin2
𝜃

2
 ∙ sin𝜃  

จาก (∗) จะได้  𝜃
2

 > sin
𝜃

2
  และ  𝜃 > sin 𝜃 

ดงันัน้  2 (𝜃
2
)
2
𝜃 >  2 sin2

𝜃

2
∙ sin 𝜃 

                    
𝜃3

2
 >  2 sin2

𝜃

2
∙ sin 𝜃 >                  𝜃                  −           sin𝜃 

 

ใช้ 2 sin2 𝜃
2
∙ sin 𝜃 เป็นตวัเช่ือม จะสรุปได้วา่  𝜃

3

2
   >   𝜃 − sin𝜃    →    ย้ายข้าง จะได้   sin𝜃  >  𝜃 −

𝜃3

2
 

ตอ่รวมกบั (∗)  จะได้    𝜃  >  sin 𝜃  >  𝜃 −
𝜃3

2
 

แทน  𝜃 = 
1

2557
  จะได้  1

2557
  >  sin 1

2557
 >  1

2557
−

1

2(25573)
 

 >  
1

2557
−

1

(2557)(2558)
 

 =     2558 − 1

(2557)(2558)
    =   

2557

(2557)(2558)
    =  

1

2558
 

 

ดงันัน้    1

2557
  >  sin 1

2557
  >  1

2558
     

จะได้   2557 < cosec
1

2557
 < 2558        ดงันัน้  𝑓(2557) = 2558 

ท าแบบเดยีวกนั โดยแทน  𝜃 = 
1

2558
  สดุท้ายจะได้  2558 < cosec

1

2558
 < 2559  ดงันัน้  𝑓(2558) = 2559 

จะเห็นวา่ ทกุครัง้ที่คิดคา่ 𝑓 ตวัเลขจะเพิ่มขึน้ 1 เสมอ ดงันัน้ (𝑓 ∘ 𝑓 ∘ … ∘ 𝑓)⏟        
2014 ตวั

(2557) = 2557 + 2014 = 4571 

 

35. 1

1007
 

จากเง่ือนไขที่ (2) ให้  𝑤−�̅�𝑧𝑗
1−𝑧𝑗

  = 𝑘  เมื่อ 𝑘 เป็นจ านวนจริง 
 
 
 
 
 

O 

A 

B C 

D 

𝜃  
cos 𝜃  

sin 𝜃  

1 

เปลี่ยน cos เป็น sin ด้วยสตูร 
cos 2𝐴 = 1 − 2 sin2 𝐴 

หมายเหต ุ: จริงๆแล้วต้องได้  𝜃 − 𝜃3

6
  

แตผ่มคิดวิธีพิสจูน์ที่ใช้ความรู้ ม.ปลาย
ไมอ่อก ถ้าใครรู้ชว่ยบอกด้วยนะครับ 

เพราะ 1

2(2557)3
  <  1

(2557)(2558)
 

และ ลบน้อย จะมีคา่มาก 

𝑤 − �̅�𝑧𝑗 =  𝑘 − 𝑘𝑧𝑗 

𝑤 − 𝑘 =  �̅�𝑧𝑗 − 𝑘𝑧𝑗 

𝑤 − 𝑘 =  (�̅� − 𝑘)𝑧𝑗 
𝑤−𝑘

�̅�−𝑘
 =            𝑧𝑗 

แทนคา่ 𝑤 = 𝑥 + 𝑖𝑦 จะได้ 
𝑥+𝑖𝑦−𝑘

𝑥−𝑖𝑦−𝑘
 =            𝑧𝑗 

(𝑥−𝑘)+𝑖𝑦

(𝑥−𝑘)−𝑖𝑦
 =            𝑧𝑗 

กลบัเศษสว่น ต้องกลบั มากกวา่ เป็น น้อยกวา่ ด้วย 
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เนื่องจาก 𝑘 เป็นจ านวนจริง ดงันัน้  (𝑥 − 𝑘) + 𝑖𝑦  กบั  (𝑥 − 𝑘) − 𝑖𝑦  จะเป็นสงัยคุกนัเสมอ 

นัน่คือ ถ้าให้  𝑣𝑗 = (𝑥 − 𝑘) + 𝑖𝑦  จะได้  𝑣�̅� = (𝑥 − 𝑘) − 𝑖𝑦  และจะได้  𝑧𝑗 = 𝑣𝑗
(𝑣𝑗̅̅ ̅)

  และ  1
𝑧𝑗

 = 
(𝑣𝑗̅̅ ̅)

𝑣𝑗
 

ดงันัน้            
jj z

12014

1




 =  | 
1

𝑧1
 + 

1

𝑧2
 +  

1

𝑧3
 + ⋯+ 

1

𝑧2014
| 

 =  |
(𝑣1̅̅ ̅)

𝑣1
+
(𝑣2̅̅ ̅)

𝑣2
+
(𝑣3̅̅ ̅)

𝑣3
+⋯+

(𝑣2014̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ )

𝑣2014
| 

 =  |(
(𝑣1̅̅ ̅)

𝑣1
+
(𝑣2̅̅ ̅)

𝑣2
+
(𝑣3̅̅ ̅)

𝑣3
+⋯+

(𝑣2014̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ )

𝑣2014
)

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅
| 

 =  |(
(𝑣1̅̅ ̅)

𝑣1
)

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
+ (

(𝑣2̅̅ ̅)

𝑣2
)

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
+ (

(𝑣3̅̅ ̅)

𝑣3
)

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
+ ⋯+ (

(𝑣2014̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ )

𝑣2014
)

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅
| 

 =  |  
𝑣1
(𝑣1̅̅ ̅)

  +   
𝑣2
(𝑣2̅̅ ̅)

  +   
𝑣3
(𝑣3̅̅ ̅)

   + ⋯+  
𝑣2014
(𝑣2014̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ )

| 

 =  |    𝑧1   +    𝑧2   +     𝑧3    + ⋯+    𝑧2014| 

 =            
j

j

z


2014

1

 

ดงันัน้    
j

j

z


2014

1

  =  
jj z

12014

1




  =  
1

1007
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