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ข้อสอบสมาคมคณิตศาสตร์แหง่ประเทศไทย ระดบัมธัยมศกึษาตอนปลาย (พ.ย. 56) 
วนัอาทิตย์ที่ 24 พฤศจิกายน 2556 

 

ตอนที่ 1 

1. ก าหนดให้  𝐴 = {𝑥 ∈ ℝ ∶ 3𝑥5 − 2𝑥4 − 7𝑥3 + 𝑥 = 10} ,  𝐵 = {2}  และ  𝐶 = {
2

3
} 

 จงพิจารณาข้อความตอ่ไปนี ้
 (1) 𝐴 ∪ 𝐵 ∉ 𝒫(𝐴) (2) {𝐴, 𝐴 − 𝐶} ∈ 𝒫(𝒫(𝐴)) 

 ข้อใดตอ่ไปนีถ้กูต้อง 
 ก. ข้อความ (1) และ (2) เป็นจริง ข. ข้อความ (1) เป็นจริง ข้อความ (2) เป็นเท็จ 

 ค. ข้อความ (1) เป็นเท็จ ข้อความ (2) เป็นจริง ง. ข้อความ (1) และ (2) เป็นเท็จ 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

2. ณเดชน์ ญาญ่า และ เจเจ เข้าร่วมแขง่ขนัตอบปัญหาคณิตศาสตร์ซึง่มีทัง้หมด 12 ข้อ ก่อนวนัแขง่ขนั ทัง้สามคนและ
อาจารย์เอ (ผู้ ฝึกสอน) ประชมุประเมินสถานการณ์ แตล่ะคนประเมินดงันี ้

 ณเดชน์ : “ญาญ่าคงตอบถกูมากกวา่ผมอยา่งน้อยสองข้อ” 
 ญาญ่า : “หนคูงท าถกูไมเ่กินห้าข้อ” 
 เจเจ : “อยา่งมากผมคงท าได้เทา่กบัณเดชน์” 
 อาจารย์เอ : “ครูมัน่ใจวา่รวมกนัแล้วพวกคณุคงท าได้ถกูมากกวา่ 18 ข้อ” 
 เมื่อผลการแขง่ขนัออกมาปรากฏวา่นกัเรียนทัง้สามคนรวมทัง้อาจารย์ประเมินสถานการณ์ผิด ใครท าถกูน้อยที่สดุ 
 ก. ณเดชน์ ข. เจเจ ค. ณเดชน์และเจเจ ง. ข้อมลูไมเ่พียงพอ 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

22 Apr 2016 
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3. จงพิจารณาข้อความตอ่ไปนี ้
 (1) ∀𝑥, 𝑦 ∈ ℝ ,  ||𝑥| + |𝑦|| + ||𝑥| − |𝑦|| = |𝑥 + 𝑦| + |𝑥 − 𝑦| 

 (2) ∀𝑥, 𝑦 ∈ ℝ ,  𝑥+𝑦−|𝑥−𝑦|

2
≤ 𝑥 ≤

𝑥+𝑦+|𝑥−𝑦|

2
 

 ข้อใดตอ่ไปนีถ้กูต้อง 
 ก. ข้อความ (1) และ (2) เป็นจริง ข. ข้อความ (1) เป็นจริง ข้อความ (2) เป็นเท็จ 

 ค. ข้อความ (1) เป็นเท็จ ข้อความ (2) เป็นจริง ง. ข้อความ (1) และ (2) เป็นเท็จ 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

4. ก าหนดการด าเนินการ ∗ บนเซตของจ านวนจริง เป็นไปตามกฎตอ่ไปนี ้
 (1) 2 ∗ 2  =  

3

2
 

 (2) 2𝑎 ∗ 𝑏  =  (𝑎 ∗ 𝑏) +
1

2
  ทกุจ านวนจริงบวก 𝑎 และ 𝑏 

 (3) 𝑎2 ∗ 𝑏  =  𝑏2 ∗ 𝑎  ทกุจ านวนจริงบวก 𝑎 และ 𝑏 

 จงพิจารณาวา่  1 ∗ 1  มีคา่ตรงกบัข้อใดตอ่ไปนี ้
 ก. 0 ข. 1

2
 ค. 1 ง. 3

2
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5. ก าหนดความสมัพนัธ์ 𝑟1 และ 𝑟2 ดงัตอ่ไปนี ้
 𝑟1 = {(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ × ℝ ∶ log2556(2𝑥 + 𝑦) + 𝑥𝑦 = 3𝑦 + 3} ,  
 𝑟2 = {(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ × ℝ ∶ 4𝑥2 + 8𝑥𝑦 + 5𝑦2 + 4𝑥 + 8𝑦 + 5 = 0}  
 ข้อใดตอ่ไปนีถ้กูต้อง 
 ก. 𝑟1 ∩ 𝑟2 = ∅ ข. 𝑟1 ⊆ 𝑟2 ค. 𝑟2 ⊆ 𝑟1 ง. 𝑟1 ∪ 𝑟2 ⊆ ℝ × ℝ+ 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

6. ถ้า 𝑥 และ 𝑦 เป็นจ านวนจริงที่สอดคล้องกบัสมการ  2 + √22𝑥+𝑦+1 − 16𝑥 − 4𝑦 = log3(𝑥 + 𝑦) 

 แล้ว  𝑥2 + 𝑦  มีคา่เทา่กบัข้อใดตอ่ไปนี ้
 ก. 3 ข. 8 ค. 15 ง. 24 
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7. ก าหนดให้ 𝒰 เป็นเอกภพสมัพทัธ์ และ 𝐴, 𝐵 และ 𝐶 เป็นสบัเซตของ 𝒰  ข้อใดตอ่ไปนีถ้กูต้อง 
 ก. 𝐴 − (𝐴 − 𝐵) = 𝐵 ข. 𝐴 − (𝐵 − 𝐴) = 𝐴 − 𝐵 

 ค. 𝐴 ∩ (𝐵 − 𝐶) = (𝐴 ∩ 𝐵) − (𝐴 ∩ 𝐶) ง. 𝐴 ∪ (𝐵 − 𝐶) = (𝐴 ∪ 𝐵) − (𝐴 ∪ 𝐶) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

8. ผลสอบวิชาคณิตศาสตร์ของนกัเรียนห้องหนึง่มคีา่เฉลีย่คือ 65 คะแนน ตอ่มาภายหลงัตรวจพบวา่ มีการกรอก
คะแนนของนกัเรียนผิดไป 3 คน คือ คนแรกกรอกคะแนนมากกวา่คะแนนจริงไป 5 คะแนน คนที่สองกรอกคะแนน
น้อยกวา่คะแนนจริงไป 3 คะแนน และคนที่สามกรอกคะแนนมากกวา่คะแนนจริงไป 1 คะแนน หลงัจากแก้ไขแล้ว
พบวา่คา่เฉลีย่ของคะแนนทัง้หมดคือ 64.95 นกัเรียนห้องนีม้ีก่ีคน 

 ก. 40 คน ข. 50 คน ค. 60 คน ง. 100 คน 
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9. ถ้าให้ความสมัพนัธ์เชิงฟังก์ชนัระหวา่งข้อมลู 𝑋 และ 𝑌 เป็นไปตามสมการ  𝑌 = 𝑎 + 𝑏𝑋  โดยที่ 𝑏 < 0  ถ้าความ
แปรปรวนของ 𝑋 และ 𝑌 มีคา่เทา่กนั และ ผลรวมของคา่เฉลีย่ของ 𝑋 และ 𝑌 มีคา่เทา่กบั 5 

จงหาคา่ของ 𝑋 เมื่อ 𝑌 = 2 

 ก. −2 ข. −3 ค. 3 ง. ข้อมลูไมเ่พียงพอ 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

10. ก าหนดให้  �⃑�  = (2,1,0),  𝑣  = (1,0,1)  และ  �⃑⃑�  = (𝑎, 𝑏, 𝑐)  โดยที่ 𝑎 ≠ 0  ถ้า �⃑⃑�  เป็นเวกเตอร์หนึง่หนว่ยซึง่ 
�⃑⃑�  ตัง้ฉากกบั �⃑�   และมมุระหวา่ง �⃑⃑�  กบั 𝑣  เทา่กบั 𝜋/4 แล้ว 𝑎𝑏 + 𝑐2 มีคา่เทา่กบัข้อใดตอ่ไปนี ้

 ก. 2

9
 ข. 1

3
 ค. 4

9
 ง. 2

3
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11. จงพิจารณาข้อความตอ่ไปนี ้
 (1) 𝑓(𝑥) = 

𝑥

√𝑥2+1
  มีคา่สดุขดีสมัพทัธ์ 

 (2) ∫
𝑥−1

𝑥+√𝑥

9

1
𝑑𝑥 = 2 

 ข้อใดตอ่ไปนีถ้กูต้อง 
 ก. ข้อความ (1) และ (2) เป็นจริง ข. ข้อความ (1) เป็นจริง ข้อความ (2) เป็นเท็จ 

 ค. ข้อความ (1) เป็นเท็จ ข้อความ (2) เป็นจริง ง. ข้อความ (1) และ (2) เป็นเท็จ 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

12. จงพิจารณาข้อความตอ่ไปนี ้

 (1) มีจ านวนจริงบวก 𝑎 ≠ 𝑏  ซึง่สอดคล้องกบัสมการ  𝑎 +
1

√𝑏
  =  𝑏 +

1

√𝑎
 

 (2) มีจ านวนจริงบวก 𝑎 ≠ 𝑏  ซึง่สอดคล้องกบัสมการ  𝑎 −
1

√𝑏
  =  𝑏 −

1

√𝑎
 

 ข้อใดตอ่ไปนีถ้กูต้อง 
 ก. ข้อความ (1) และ (2) เป็นจริง ข. ข้อความ (1) เป็นจริง ข้อความ (2) เป็นเท็จ 

 ค. ข้อความ (1) เป็นเท็จ ข้อความ (2) เป็นจริง ง. ข้อความ (1) และ (2) เป็นเท็จ 
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13. ก าหนดให้  0 < 𝜃 < 
𝜋

8
    ถ้า  tan(2𝜃) = 

𝑚

𝑛
  โดยที่  𝑚, 𝑛 ≥ 0  แล้ว  ข้อใดตอ่ไปนีต้รงกบัคา่ของ  tan 𝜃 

 ก. 𝑚

√𝑚2+𝑛2
 ข. 𝑛+√𝑛2+𝑚2

𝑚
 

 ค. 𝑚

𝑛+√𝑛2+𝑚2
 ง. ไมม่ีข้อใดถกูต้อง 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

14. ก าหนดให้สมการ  𝐶(𝑥, 𝑦) = 𝐴𝑥2 + 𝐵𝑦2 + 𝐶𝑥 + 𝐸𝑦 + 𝐹 = 0  แทนภาคตดักรวยไมล่ดรูปใดๆ และสมการ  
𝐿(𝑥, 𝑦) = 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑐 = 0  แทนเส้นตรงใดๆ  จงพจิารณาวา่ภาคตดักรวย  𝐶(𝑥, 𝑦) = 0  ในข้อใดตอ่ไปนี ้ท า
ให้ข้อความ 

 
 
 

 เป็นจริง 
 ก. วงรี ข. พาราโบลา ค. ไฮเพอร์โบลา ง. มีข้อถกูมากกวา่ 1 ข้อ 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

“ถ้าระบบสมการ  {𝐶(𝑥, 𝑦) = 0

𝐿(𝑥, 𝑦) = 0
    มีค าตอบเพยีงค าตอบเดียวคือ  𝑥 = 𝑥0  และ  𝑦 = 𝑦0 

แล้ว จะได้วา่ เส้นตรง  𝐿(𝑥, 𝑦) = 0  สมัผสัภาคตดักรวย  𝐶(𝑥, 𝑦) = 0  ที่จดุ  (𝑥0, 𝑦0)” 
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15. จงพิจารณาข้อความตอ่ไปนี ้

 (1) โฟกสัของไฮเพอร์โบลา  𝑥𝑦 = 1  คอื  (2,2)  และ  (−2, −2) 

 (2) ถ้า  𝐴 เป็นเมทริกซ์ขนาด  2556 × 1  ซึง่ 𝐴 ไมเ่ป็นเมทริกซ์ศนูย์ แล้ว  det(𝐴𝐴𝑇) = 0 

 ข้อใดตอ่ไปนีถ้กูต้อง 
 ก. ข้อความ (1) และ (2) เป็นจริง ข. ข้อความ (1) เป็นจริง ข้อความ (2) เป็นเท็จ 

 ค. ข้อความ (1) เป็นเท็จ ข้อความ (2) เป็นจริง ง. ข้อความ (1) และ (2) เป็นเท็จ 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ตอนที่ 2 

16. ข้อมลูชดุหนึง่คือ 𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛 เป็นล าดบัเลขคณิต โดยเรียงจากน้อยไปหามาก ถ้าคา่เฉลีย่คือ 51 และคา่ทีน้่อย
ที่สดุของข้อมลูคือ 11  จงหาพิสยัของข้อมลูชดุนี ้
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17. จงหาคา่สงูสดุที่เป็นไปได้ของ  𝑝 + 𝑞  เมื่อ 𝑝 และ 𝑞 เป็นจ านวนเฉพาะซึง่  𝑝 + 𝑞 หาร 𝑝𝑞 ลงตวั 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

18. ให้  𝑤 = −
1

2
+

√3

2
i  จงหาจ านวนเตม็บวก 𝑛 ต ่าสดุที่ท าให้ 𝑤 เป็นรากของสมการ  (𝑧 + 1)𝑛 − 𝑧𝑛 = 0 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

19. จงหาจ านวนวิธีในการเขยีน  648,000  เป็นผลคณู  𝑥𝑦 ของจ านวนเต็มบวก 𝑥 และ 𝑦 สองจ านวน 
โดยที่ 𝑥 หาร 𝑦 ลงตวั 
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20. ให้ 𝐴 เป็นจ านวนรากทีแ่ตกตา่งกนัทัง้หมดของสมการ  𝑧2556 = 𝑧̅  และ 𝐵 เป็นผลบวกของรากทัง้หมดซึง่มีสว่นจินต
ภาพไมเ่ทา่กบั 0 ของสมการ  𝑧2556 = 𝑧̅  จงหาคา่ของ  𝐴 − 𝐵 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

21. ก าหนดให้  𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎100  เป็นล าดบัของจ านวนเตม็บวก 100 จ านวนเรียงติดกนั  จงหาคา่น้อยที่สดุที่เป็น
จ านวนเตม็ของ  √𝑎2 + 𝑎3 + ⋯+ 𝑎99 − √𝑎1 + 𝑎100 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

22. สว่นสงูของประชากรในประเทศหนึง่ มีการแจกแจงแบบปกติ ถ้า 97.72% ของคนในประเทศ มีความสงูเกิน 166 

ซม. และ 15.87% ของคนในประเทศ มีความสงูเกิน 178 ซม. จงหาคา่เฉลีย่ และสว่นเบี่ยงเบนมาตรฐานของคนใน
ประเทศนี ้ (ก าหนดพืน้ท่ีใต้เส้นโค้งปกตมิาตรฐาน ส าหรับ  𝑍 ≤ 2 มีคา่เทา่กบั 0.9772 และส าหรับ 𝑍 ≤ −1 มีคา่
เทา่กบั 0.1587) 
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23. ส าหรับ  𝑓:ℝ → ℝ  และ  𝐴 ⊆ ℝ  นิยาม  𝑓[𝐴] = { 𝑓(𝑥) :  𝑥 ∈ 𝐴 } 

 ถ้า  𝑓(𝑥) = 𝑥2 − 0.5 ,  𝐵 = [−5, 0] ,  𝐶 = [0, 5]  และ  𝑟 ∈ 𝑓[𝐵] ∩ 𝑓[𝐶] ∩ 𝑓[𝐵 ∩ 𝐶]  แล้ว 

 1 + 𝑟 + 𝑟2 + 𝑟3 + …  มีคา่เทา่กบัเทา่ใด 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

24. ในงานวดัประจ าปี มกีารออกร้านและชิงช้าสวรรค์ ซึง่ประกอบด้วยกระเช้า 10 กระเช้า แตล่ะกระเช้านัง่ได้เพยีง 1 คน 
เมื่อเร่ิมต้นกระเช้าทกุตวัวา่งอยู ่มีเด็ก 5 คน เข้าแถวรอขึน้ชิงช้าสวรรค์ เดก็แตล่ะคนสามารถเลอืกนัง่กระเช้าใดก็ได้ 
ใครมาก่อนมีสทิธ์ิเลอืกก่อน จงหาความนา่จะเป็นท่ีเดก็คนท่ี 4 และ คนท่ี 5 ที่เข้าแถวอยู ่จะได้ขึน้กระเช้าที่ไมอ่ยูเ่รียง
ติดกนั 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

25. จงหาคา่ของ  4 sin 20° + tan 20° 
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ตอนที่ 3 

26. ก าหนดรูปสามเหลีย่ม ABC ซึง่มด้ีานตรงข้ามมมุ 𝐴 มมุ 𝐵 และ มมุ 𝐶 เทา่กบั  𝑎, 𝑏, 𝑐  ตามล าดบั 

 ถ้า  𝑏2 + 𝑐2 − 𝑏𝑐  =  𝑎2  และ  𝑐
𝑏

  =  1
2
+ √3  แล้ว  tan𝐵  มีคา่เทา่กบัเทา่ใด 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

27. จงหาสมการเส้นตรงในรูป  𝑦 = 𝑎𝑥 + 𝑏  ซึง่ผา่นจดุ  (1

2
, 2)  สมัผสักบักราฟของฟังก์ชนั  𝑦 = 2 −

𝑥2

2
 

 และตดักบักราฟของฟังก์ชนั  𝑦 = √4 − 𝑥2  ที่จดุสองจดุที่แตกตา่งกนั 
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28. ก าหนดให้  𝑝(𝑥) เป็นพหนุามท่ีมีสมัประสทิธ์ิทกุตวัเป็นจ านวนเตม็บวก 

 ถ้า  𝑝(1) = 88  และ  𝑝(100) = 62307152908  แล้ว จงหาคา่ของ  𝑝(−1) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

29. ถ้า 𝐴𝐵𝐶 เป็นรูปสามเหลีย่มหน้าจัว่ ซึง่สอดคล้องกบัสมการ 
 sin(2𝐴 − 𝐵) + sin(2𝐵 − 𝐶) + sin(2𝐶 − 𝐴) = 0  
 แล้ว  cos(2𝐴 − 𝐵) + cos(2𝐵 − 𝐶) + cos(2𝐶 − 𝐴) มีคา่เทา่กบัเทา่ใด 
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30. ก าหนดให้  𝐴 = { cos 𝑥 + cos 𝑦   ∶   tan 𝑥 ∙ tan 𝑦 = 2,    𝑥, 𝑦 ∈ (0,
𝜋

2
) } 

 จงเขยีนเซต 𝐴 ในรูปของช่วง 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

31. จงหาสามสิง่อนัดบั (𝑎, 𝑏, 𝑝) ทัง้หมด ซึง่ 𝑎, 𝑏 เป็นจ านวนเตม็ และ 𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะและสอดคล้อง 

 𝑎

1+𝑏
−

𝑏

1+𝑎
 = 

𝑝2

1+𝑎+𝑏+𝑎𝑏
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32. ก าหนดให้    𝑀 = 
1

1∙1
+

1

2∙3
+

1

3∙5
+

1

4∙7
+ ⋯+

1

50∙99
    และ    𝑁 = 

1

51∙100
+

1

52∙99
+

1

53∙98
+ ⋯+

1

100∙51
 

 จงหาคา่ของ  𝑀
𝑁

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

33. รูปสามเหลีย่ม ABC มี  ∠ACB กาง 45°  ให้ D เป็นจดุบนด้าน AC ซึง่ท าให้ AD = (2 + 2√3)DC 

 ถ้า ∠ADB  กาง 60°   แล้ว  AB⃑⃑⃑⃑  ⃑ ∙ DB⃑⃑⃑⃑  ⃑  มีคา่เทา่กบัเทา่ใด 
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34. ก าหนดให้  𝑎1, 𝑎2, 𝑎3, …  เป็นล าดบัของจ านวนจริง ท่ีมีสมบตัิดงัตอ่ไปนี ้

 (1) 𝑎1 = 1  และ 





1n

1

𝑎2𝑛
 = 2012 

 (2) 𝑎2𝑛−1 ,  𝑎2𝑛 ,  𝑎2𝑛+1  เป็นล าดบัเรขาคณิต และ 𝑎2𝑛 ,  𝑎2𝑛+1 ,  𝑎2𝑛+2  เป็นล าดบัเลขคณิต ทกุจ านวนเตม็
บวก 𝑛 

 จงหาคา่ของ  𝑎2013 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

35. ก าหนดให้ 𝐴 เป็นเซตของจ านวนเชิงซ้อน 10 จ านวนที่แตกตา่งกนัหมดและมีสมบตัวิา่  { 𝑤𝑧  :  𝑤, 𝑧 ∈ 𝐴 } = 𝐴 

 ให้  𝑓(𝐴) เป็นผลคณูทัง้หมดของคา่สมับรูณ์ของผลตา่งของสมาชิกสองตวัใดๆของ 𝐴 

 นัน่คือ ถ้า 𝐴 = {𝑧1, 𝑧2, … , 𝑧10}  แล้ว  𝑓(𝐴) = |𝑧1 − 𝑧2||𝑧1 − 𝑧3| … |𝑧2 − 𝑧3|… |𝑧9 − 𝑧10| 

 จงหาผลบวกของคา่ต ่าสดุและคา่สงูสดุของ 𝑓(𝐴) 
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เฉลย 

1. ค 10. ก 19. 24 28. 4 

2. ก 11. ง 20. 2559 29. √5−1

2
 

3. ก 12. ค 21. 66 30. (1,
2√3

3
] 

4. ก 13. ค 22. 174 , 4 31. (2, 1, 2), (2, −2, 2), 
5. ค 14. ก 23. 2

3
  (−3, −2, 2), (−3, 1, 2) 

6. ค 15. ค 24. 7

9
 32. 151 

7. ค 16. 80 25. √3 33. 0 

8. ค 17. 4 26. 1

2
 34. 2.25 

9. ง 18. 6 27. 𝑦 = −𝑥 +
5

2
 35. 119683 

 

แนวคิด 

1. ค 

ข้อนี ้ต้องอยา่เพิง่รีบแก้สมการใน 𝐴 แตใ่ห้ดกู่อนวา่ (1) กบั (2) จะจริงหรือไมจ่ริงเมื่อไหร่ 
(1)  จากนยิามของเพาเวอร์เซต  𝐴 ∪ 𝐵 ∈ 𝒫(𝐴) เมื่อ  𝐴 ∪ 𝐵 ⊂ 𝐴  ซึง่จะจริงเมื่อ  𝐵 ⊂ 𝐴 

ลองแทน 𝑥 = 2 ในสมการใน 𝐴 จะได้ 96 − 32 − 56 + 2 = 10 จริง 
ดงันัน้  𝐵 ⊂ 𝐴  ดงันัน้  𝐴 ∪ 𝐵 ∈ 𝒫(𝐴)  →  (1) ผิด 

(2)  {𝐴, 𝐴 − 𝐶} ∈ 𝒫(𝒫(𝐴))  เมื่อ  {𝐴, 𝐴 − 𝐶} ⊂ 𝒫(𝐴)  ซึง่จะจริงเมื่อ  𝐴 ∈ 𝒫(𝐴)  และ  𝐴 − 𝐶 ∈ 𝒫(𝐴) 
𝐴 ∈ 𝒫(𝐴)  จริงเสมออยูแ่ล้ว ,    𝐴 − 𝐶 ∈ 𝒫(𝐴) จะจริงเมื่อ  𝐴 − 𝐶 ⊂ 𝐴  ซึง่จริงเสมอเช่นกนั  →  (2) ถกู 
 

2. ก 
จากที่ เจเจ พดูผิด แสดงวา่ เจเจ > ณเดชน์   …(1) 

จากที่ ญาญ่า พดูผิด แสดงวา่ ญาญ่า ≥ 6   …(2) 
จากที่ ครู พดูผิด แสดงวา่สามคนรวมกนั  ≤ 18    แตญ่าญ่า ≥ 6  ดงันัน้สองคนท่ีเหลอืต้องรวมกนั  ≤ 12 

แต ่เจเจ > ณเดชน์  ดงันัน้ ณเดชน์ จะได้ < 
12

2
 = 6  นัน่คือ ณเดชน์จะได้ อยา่งมากแค ่5 ข้อเทา่นัน้   …(3) 

จาก (1), (2), (3) จะได้ ณเดชน์ ได้คะแนนน้อยที่สดุ 
 

3. ก 
(1)  ทัง้สองฝ่ังเป็นบวก  →  สามารถยกก าลงัสองทัง้สองข้างได้  และใช้สมบตัิ  |𝑘|2 = 𝑘2 

ฝ่ังซ้าย ยกก าลงัสอง จะได้ 
 
 

ฝ่ังขวา ยกก าลงัสอง จะได้ 
 
 

เทา่กนั ดงันัน้ (1) ถกู  (จดุที่นา่สงัเกตคุือ ฝ่ังซ้าย  2|𝑥𝑦| จะตดักนั  ในขณะที่ฝ่ังขวา 2𝑥𝑦 จะตดักนั) 
 

=  (|𝑥| + |𝑦|)2 + 2|(|𝑥| + |𝑦|)(|𝑥| − |𝑦|)| + (|𝑥| − |𝑦|)2 
=  𝑥2 + 2|𝑥𝑦| + 𝑦2 + 2|𝑥2 − 𝑦2| + 𝑥2 − 2|𝑥𝑦| + 𝑦2 
=  2𝑥2 + 2𝑦2 + 2|𝑥2 − 𝑦2| 

=  (𝑥 + 𝑦)2 + 2|(𝑥 + 𝑦)(𝑥 − 𝑦)| + (𝑥 − 𝑦)2 
=  𝑥2 + 2𝑥𝑦 + 𝑦2 + 2|𝑥2 − 𝑦2| + 𝑥2 − 2𝑥𝑦 + 𝑦2 
=  2𝑥2 + 2𝑦2 + 2|𝑥2 − 𝑦2| 
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(2)  คณู 2 ตลอด จะได้  𝑥 + 𝑦 − |𝑥 − 𝑦| ≤ 2𝑥 ≤ 𝑥 + 𝑦 + |𝑥 − 𝑦| 

−𝑥 − 𝑦 ตลอด จะได้               −|𝑥 − 𝑦| ≤ 𝑥 − 𝑦 ≤ |𝑥 − 𝑦|   ซึง่เป็นจริง  (เนื่องจาก  −|𝑎| ≤ 𝑎 ≤ |𝑎| ) 
 

4. ก 
จาก (2) แทน  𝑎 = 1, 𝑏 = 1  จะได้  2 ∗ 1 = (1 ∗ 1) +

1

2
  ดงันัน้  1 ∗ 1 = (2 ∗ 1) −

1

2
   …(4) 

จาก (2) แทน  𝑎 = 2, 𝑏 = 1  จะได้  4 ∗ 1 = (2 ∗ 1) +
1

2
  ดงันัน้  2 ∗ 1 = (4 ∗ 1) −

1

2
   …(5) 

จาก (3) แทน  𝑎 = 2, 𝑏 = 1  จะได้  4 ∗ 1 = 1 ∗ 2   …(6) 

จาก (2) แทน  𝑎 = 1, 𝑏 = 2  จะได้  2 ∗ 2 = (1 ∗ 2) +
1

2
  ดงันัน้  1 ∗ 2 = (2 ∗ 2) −

1

2
 = 

3

2
−

1

2
 = 1 

แทนคา่กลบัไป จาก (6) จะได้  4 ∗ 1 = 1  และจาก (5) จะได้  2 ∗ 1 = 1 −
1

2
 = 

1

2
 

และจาก (4) จะได้ 1 ∗ 1 = 
1

2
−

1

2
 = 0 

 

5. ค 
แก้ 𝑟2 ก่อน  จดัเป็นสมการก าลงัสองที่มี 𝑥 เป็นตวัแปร จะได้  4𝑥2 + (8𝑦 + 4)𝑥 + (5𝑦2 + 8𝑦 + 5)  =  0   …(1) 

สมการนี ้จะมคี าตอบเมื่อ  𝑏2 − 4𝑎𝑐 ≥ 0  นัน่คือ  (8𝑦 + 4)2 − 4(4)(5𝑦2 + 8𝑦 + 5)  ≥  0 

หาร 42 ตลอด จะกลายเป็น 

 
 
 
 

แตผ่ลก าลงัสองเป็นลบไมไ่ด้  ดงันัน้  (𝑦 + 2)2 ≤ 0  ได้กรณีเดยีว คือ (𝑦 + 2)2 = 0  ซึง่จะได้  𝑦 = −2 

แทนใน (1) จะได้  4𝑥2 − 12𝑥 + 9 = 0  →  (2𝑥 − 3)2 = 0  →  𝑥 = 
3

2
    ดงันัน้  𝑟2 มีตวัเดียว คือ  (3

2
, −2) 

เนื่องจาก  −2 ∉ ℝ+  ดงันัน้ ข้อ ง. ผิดแนน่อน 

ลองแทน  (3

2
, −2) ใน 𝑟1 ด ูจะได้  log2556 1 + (−3) = (−6) + 3  →  −3 = −3  ได้สมการท่ีเป็นจริง 

ดงันัน้  (3

2
, −2) ∈ 𝑟1  ดงันัน้ ข้อ ก ผิด และ ข้อ ค ถกู 

ถดัมา จะแสดงวา่ข้อ ข ผิด โดยจะหา (𝑎, 𝑏) อื่น ที่ไมใ่ช่ (3

2
, −2) ที่ท าให้ 𝑟1 เป็นจริง 

เช่น ถ้า  2𝑥 + 𝑦 = 2556  แล้ว สมการ 𝑟1 จะกลายเป็น  1 + 𝑥𝑦 = 3𝑦 + 3  →  𝑥𝑦 = 3𝑦 + 2 

แทนคา่ 𝑦 = 2556 − 2𝑥  จะได้  𝑥(2556 − 2𝑥) = 3(2556 − 2𝑥) + 2 

หาร 2 ตลอด เหลอื  𝑥(1278 − 𝑥) = 3(1278 − 𝑥) + 1  กระจายได้  1278𝑥 − 𝑥2 = 3834 − 3𝑥 + 1 

จะได้  0 = 𝑥2 − 1281𝑥 + 3835  ซึง่สมการนีม้คี าตอบแนน่อน เพราะ  (−1281)2 − 4(1)(3835) ≥ 0 

ดงันัน้ 𝑟1 มีมากกวา่ 1 ค าตอบ ในขณะที่  𝑟2 มีแคค่ าตอบเดยีว ดงันัน้ ข้อ ข จึงผิด 
 

6. ค 
ข้อนีต้้องสงัเกตวา่ ในรูท ท าเป็นก าลงัสองสมบรูณ์ได้ 

 
 

เนื่องจากในรูทห้ามติดลบ  ดงันัน้  −(22𝑥 − 2𝑦)2 ≥ 0  คณู −1 ตลอด ได้  (22𝑥 − 2𝑦)2 ≤ 0 

แตผ่ลก าลงัสองต้อง ≥ 0  ดงันัน้ เป็นไปได้แบบเดียว คือ  22𝑥 − 2𝑦 = 0  จะได้  2𝑥 = 𝑦 

แทนคา่ ในรูท = 0 และ 𝑦 = 2𝑥  จะได้  2 = log3(𝑥 + 2𝑥)  →  3𝑥 = 32  →  𝑥 = 3 

(2𝑦 + 1)2 − (5𝑦2 + 8𝑦 + 5) ≥  0 
4𝑦2 + 4𝑦 + 1 − 5𝑦2 − 8𝑦 − 5 ≥  0 
−𝑦2 − 4𝑦 − 4 ≥  0 
𝑦2 + 4𝑦 + 4 ≤  0 
(𝑦 + 2)2 ≤  0 

=  −(16𝑥 + 4𝑦 − 22𝑥+𝑦+1) 
=  −(24𝑥 + 22𝑦 − 2 ∙ 22𝑥2𝑦) 
=  −(22𝑥 − 2𝑦)2 
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และจะได้ 𝑦 = 2(3) = 6    ดงันัน้  𝑥2 + 𝑦 = 32 + 6 = 15 

 

7. ค 
วาดรูปจะได้ดงันี ้
 

ก. =  ข. = 

 
 

ค. = ง. = 

 
 

ดงันัน้ ข้อ ค ถกูต้อง 
 

8. ค 

ให้มี 𝑁 คน ตอนแรกได้คา่เฉลีย่ 65 ดงันัน้ ผลรวมคะแนน (แบบผิดๆ) คือ 65𝑁 

กรอกผิด 3 คน มากไป 5, น้อยไป 3, มากไป 1 ดงันัน้ ถ้ารวม 3 คน จะได้ มากไป 5 – 3 + 1 = 3 คะแนน 

ดงันัน้ ผลรวมคะแนนท่ีถกูต้อง คอื 65𝑁 – 3  ดงันัน้  65𝑁 − 3 = 64.95𝑁 

แก้สมการจะได้ 𝑁 = 
3

0.05
 = 60 คน 

 

9. ง 
สมการ  𝑌 = 𝑎 + 𝑏𝑋  ที่โจทย์ให้ จะใช้หา 𝑌 เมื่อทราบ 𝑋 แตป่รากฎวา่โจทย์กลบัก าหนดคา่ 𝑌 แล้วให้หา 𝑋 

จึงไมแ่นใ่จวา่โจทย์ต้องการให้ท าแบบไหน 
นอกจากนี ้ถ้าสงัเกตข้อมลูสองชดุ กบั (ชดุหลงั แคส่ลบั 3 กบั 4 ใน 𝑦) 
 
 
 

จะเห็นวา่ทัง้สองชดุ มี  �̅� + �̅� = 
1+2+3

3
+

4+3+2

3
 = 2 + 3 = 5 

และ ความแปรปรวนของ 𝑥 และ 𝑦 มีคา่เทา่กนั เพราะ 2, 3, 4 เกิดจากการบวก 1 ให้ทกุตวัใน  1, 2, 3 

การบวกข้อมลูทกุตวัด้วยคา่คงที่ และการสลบัข้อมลู จะไมท่ าให้ การกระจายเปลีย่น 
ดงันัน้ ข้อมลูทัง้สองชดุนี ้มีสมบตัิเหมือนกบัท่ีโจทย์ก าหนด แตไ่ด้ค าตอบตา่งกนั ดงันี ้
 
 

 
 
 

ดงันัน้ จึงตอบข้อ ง ข้อมลูไมเ่พียงพอ 

อยา่งไรก็ตาม ถ้าแก้โจทย์ข้อนีน้ดิหนอ่ย โดยย้ายออกจากเร่ืองความสมัพนัธ์เชิงฟังก์ชนั ไปเป็นเร่ืองความสมัพนัธ์เฉยๆ 

ถ้าเปลีย่นโจทย์เป็น ก าหนดให้  𝑥𝑖 , 𝑦𝑖  ทกุคู ่สอดคล้องกบัสมการ  𝑦 = 𝑎 + 𝑏𝑥  จะยงัพอหาค าตอบได้ 

จากสมบตัิของการกระจาย  การบวก 𝑎 จะไมท่ าให้การกระจายเปลีย่น แตก่ารคณู 𝑏 จะท าให้การกระจายเป็น |𝑏| เทา่ 

แตโ่จทย์ก าหนดให้ความแปรปรวนของ 𝑥𝑖 และ 𝑦𝑖  เทา่กนั ดงันัน้ การกระจายของ 𝑥𝑖 และ 𝑦𝑖  จะเทา่กนัด้วย 

𝑥𝑖  𝑦𝑖  
1 4 
2 3 
3 2 

 

𝑥𝑖  𝑦𝑖  
1 3 
2 4 
3 2 

 

𝑥𝑖  𝑦𝑖  𝑥𝑖
2 𝑥𝑖𝑦𝑖  

1 4 1 4 
2 3 4 6 
3 2 9 6 
6 9 14 16 

 

   9 = 3𝑎 + 6𝑏 
 16 = 6𝑎 + 14𝑏 
→  𝑎 = 5, 𝑏 = −1 

→  𝑌 = 5 – 𝑋 

ถ้า  𝑌 = 2  จะได้ 𝑋 = 3 

𝑥𝑖  𝑦𝑖  𝑥𝑖
2 𝑥𝑖𝑦𝑖  

1 3 1 3 
2 4 4 8 
3 2 9 6 
6 9 14 17 

 

   9 = 3𝑎 + 6𝑏 
 17 = 6𝑎 + 14𝑏 
→  𝑎 = 4, 𝑏 = −0.5 

→  𝑌 = 4 – 0.5𝑋 

ถ้า  𝑌 = 2  จะได้ 𝑋 = 4 
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จึงสรุปได้วา่ |𝑏| = 1  แตโ่จทย์บอกวา่  𝑏 < 0  จึงได้  𝑏 = −1 

ดงันัน้  𝑦 = 𝑎 − 𝑥  จากสมบตัิของคา่เฉลีย่ จะได้  �̅� = 𝑎 − �̅�  ด้วย  ดงันัน้  �̅� + �̅� = 𝑎 
แตโ่จทย์บอกวา่  �̅� + �̅� = 5  จึงได้  𝑎 = 5  ดงันัน้ สมการคือ 𝑦 = 5 – 𝑥  ดงันัน้ ถ้า 𝑦 = 2 จะได้ 𝑥 = 3 

 

10. ก 
�⃑⃑�  ตัง้ฉากกบั �⃑�   ดงันัน้ จะดอทกนัได้ 0  →  2𝑎 + 1𝑏 + 0𝑐 = 0  จะได้  2𝑎 + 𝑏 = 0   …(1) 

และจากสตูรการดอท จะได้  �⃑⃑� ∙ 𝑣  = |�⃑⃑� ||𝑣 | cos 𝜃 = (1)(√12 + 02 + 12) cos
𝜋

4
 = (1)(√2) (

√2

2
) = 1 

แต ่ �⃑⃑� ∙ 𝑣  = 1𝑎 + 0𝑏 + 1𝑐 = 𝑎 + 𝑐  ด้วย  ดงันัน้  𝑎 + 𝑐 = 1   …(2) 

และจาก  |�⃑⃑� | = 1  ดงันัน้  √𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2 = 1   …(3) 

จาก (1) จะได้ 𝑏 = −2𝑎  และจาก (2) จะได้ 𝑐 = 1 − 𝑎  แทนใน (3) จะได้  √𝑎2 + (−2𝑎)2 + (1 − 𝑎)2 = 1 

แก้สมการ จะได้  6𝑎2 − 2𝑎 = 0  →  𝑎 = 0, 
1

3
  แตโ่จทย์บอก 𝑎 ≠ 0 ดงันัน้  𝑎 = 

1

3
  →  𝑏 = −

2

3
 ,  𝑐 = 

2

3
 

ดงันัน้  𝑎𝑏 + 𝑐2 = −
2

9
+

4

9
 = 

2

9
 

 

11. ง 
(1)  คา่สดุขีดสมัพทัธ์ จะได้จากการแก้สมการ 𝑓′(𝑥) = 0 

ใช้สตูรดิฟผลหาร จะได้ 𝑓′(𝑥) = 
(√𝑥2+1)(1) − (𝑥)(

1

2
(𝑥2+1)

−
1
2(2𝑥))

𝑥2+1
 = 0 

คณู  𝑥2 + 1  ตลอด และจดัรูป จะได้  √𝑥2 + 1 −
𝑥2

√𝑥2+1
 = 0 

คณูตลอดด้วย √𝑥2 + 1  จะได้  𝑥2 + 1 − 𝑥2 = 0  ตดั 𝑥2  เหลอื  1 = 0  ซึง่เป็นเท็จเสมอ 

ดงันัน้ จะไมม่ี 𝑥 ที่ท าให้  𝑓′(𝑥) = 0  ได้  →  ไมม่ีคา่สดุขีดสมัพทัธ์  →  (1) ผิด 

(2)    ∫ 𝑥−1

𝑥+√𝑥

9

1
𝑑𝑥 =  ∫

(√𝑥−1)(√𝑥+1)

√𝑥(√𝑥+1)

9

1
𝑑𝑥 

 =  ∫
√𝑥−1

√𝑥

9

1
𝑑𝑥 

 =  ∫ 1 − 𝑥−
1

2
9

1
𝑑𝑥 

 =  𝑥 − 2𝑥
1

2 |9
1

      =  (9 − 2(3)) − (1 − 2)      =  4    →  (2) ผิด 
 

12. ค 

(1) ย้ายรูทไปฝ่ังเดียวกนั ได้                𝑎 − 𝑏 =  
1

√𝑎
−

1

√𝑏
 

 เนื่องจาก 𝑎, 𝑏 เป็นบวก แยกฝ่ังซ้ายได้ (√𝑎 − √𝑏)(√𝑎 + √𝑏) =  
√𝑏−√𝑎

√𝑎√𝑏
 

 เนื่องจาก  𝑎 ≠ 𝑏  ตดั  √𝑎 − √𝑏 ทัง้สองฝ่ัง            √𝑎 + √𝑏 =  
−1

√𝑎√𝑏
 

 จะเห็นวา่ฝ่ังซ้ายเป็นบวกเสมอ  แตฝ่ั่งขวาเป็นลบเสมอ จึงเป็นไปไมไ่ด้  →  (1) ผิด 

(2) ถ้าท าเหมือนข้อ (1) จะได้  √𝑎 + √𝑏  =  
1

√𝑎√𝑏
  ซึง่คราวนีจ้ะไมม่ีอะไรขดัแย้ง เพราะเป็นบวกทัง้สองฝ่ัง 

 เราต้องหาวา่มี 𝑎, 𝑏 ที่ท าให้สมการนีจ้ริงหรือไม ่ เราจะลองแทน 𝑏 = 1 ด ู ถ้าหา 𝑎 ∈ ℝ+ ได้ แสดงวา่ข้อนีจ้ริง 

 ถ้า 𝑏 = 1 จะได้  √𝑎 + 1 =
1

√𝑎
  จดัเป็นสมการก าลงัสองที่มี √𝑎 เป็นตวัแปร จะได้  √𝑎

2
+ √𝑎 − 1 = 0 

 จากสตูร  −𝑏±√𝑏2−4𝑎𝑐

2𝑎
  จะได้  √𝑎 = 

−1±√1−4(1)(−1)

2
 = 

−1±√5

2
 

 แต ่√𝑎 เป็นบวก  ดงันัน้ ใช้ได้แค ่ −1+√5

2
    จะเห็นวา่ได้  𝑎 = (

−1+√5

2
)
2

  ดงันัน้ (2) ถกู 
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13. ค 

ให้  tan 𝜃 = 𝑥  และ จากสตูร  tan 2𝜃 = 
2 tan𝜃

1−tan2 𝜃
  จะได้  𝑚

𝑛
 = 

2𝑥

1−𝑥2 

จดัเป็นสมการก าลงัสองทีม่ี 𝑥 เป็นตวัแปร จะได้  0 = 𝑚𝑥2 + 2𝑛𝑥 − 𝑚 

จากสตูร  −𝑏±√𝑏2−4𝑎𝑐

2𝑎
  จะได้  𝑥 = 

−2𝑛±√4𝑛2−4𝑚(−𝑚)

2𝑚
  จดัรูป และตดั 2 ทัง้เศษและสว่น จะได้  −𝑛±√𝑛2+𝑚2

𝑚
 

แต ่ 0 < 𝜃 < 
𝜋

8
  ดงันัน้  tan 𝜃 เป็นบวก  เหลอื  −𝑛+√𝑛2+𝑚2

𝑚
  จะเห็นวา่ไมม่ีตวัเลอืกให้กา 

ลองจดัรูป โดยเอาคอนจเูกตคณู  −𝑛+√𝑛2+𝑚2

𝑚
  =  √𝑛2+𝑚2−𝑛

𝑚
×

√𝑛2+𝑚2+𝑛

√𝑛2+𝑚2+𝑛
  =  

𝑛2+𝑚2−𝑛2

𝑚(√𝑛2+𝑚2−𝑛)
  =  

𝑚

√𝑛2+𝑚2−𝑛
 

 

14. ก 
ระบบสมการมีค าตอบเดียว แปลวา่ มจีดุตดัระหวา่ง 𝐶 กบั 𝐿 แคจ่ดุเดียว 

ดงันัน้ เราต้องดวูา่กราฟในข้อไหน ที่ “ถ้าตดัแคจ่ดุเดยีว แล้ว จดุนัน้ต้องเป็นจดุสมัผสั” 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

จะเห็นวว่ มวีงรีเทา่นัน้ ที่ถ้าตดัแคจ่ดุเดียว แล้ว จดุนัน้ต้องเป็นจดุสมัผสั 
 

15. ค 

(1)  จดุโฟกสัของไฮเพอร์โบลา จะมีสมบตัิวา่ ทกุจดุบนกราฟ ต้องมีผลตา่งของระยะไปยงัโฟกสทัง้สอง เทา่กนั 
จดุที่อยูบ่นไฮเพอร์โบลา  𝑥𝑦 = 1 เช่น  (1, 1), (2, 

1

2
) 

ผลตา่งระยะ จาก (1, 1) ไป (2,2) และ (−2, −2) คือ |√12 + 12 − √32 + 32| = 2√2 

ผลตา่งระยะ จาก (2, 
1

2
) ไป (2,2) และ (−2, −2) คือ |√02 + (

3

2
)
2
− √42 + (

5

2
)
2
| = |

3

2
− √

89

4
| = 

√89−3

2
 

จะเห็นวา่ ระยะไมเ่ทา่กนั ดงันัน้  (2,2) และ (−2, −2)  ไมใ่ช่จดุโฟกสั  →  (1) ผิด 

(2)  ให้  𝐴 = [

𝑎1

𝑎2

⋮
𝑎2556

]    ดงันัน้  𝐴𝑇 = [𝑎1 𝑎2 … 𝑎2556] 

ดงันัน้  𝐴𝐴𝑇 = [

𝑎1𝑎1 𝑎1𝑎2 𝑎1𝑎3 … 𝑎1𝑎2556

𝑎2𝑎1 𝑎2𝑎2 𝑎2𝑎3 … 𝑎2𝑎2556

⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮
𝑎2556𝑎1 𝑎2556𝑎2 𝑎2556𝑎3 … 𝑎2556𝑎2556

] 

จะเห็นวา่ ถ้าเอาแถว 2 คณู − 𝑎1

𝑎2
 แล้วบวกเข้ากบัแถวแรก จะท าให้แถวแรกเป็น 0 หมด จะได้  det = 0  → (2) ถกู 

 

16. 80 

คา่เฉลีย่  =  ทกุตวับวกกนัจ านวนตวั   =  
𝑆𝑛

𝑛
  =  

𝑛

2
(𝑎1+𝑎𝑛)

𝑛
  =  𝑎1+𝑎𝑛

2
  =  51 

คา่น้อยสดุ = 𝑎1 = 11  ดงันัน้  11+𝑎𝑛

2
 = 51  จะได้  𝑎𝑛 = 2(51) – 11 = 91 = คา่มากสดุ 

“ถ้าระบบสมการ  {𝐶(𝑥, 𝑦) = 0

𝐿(𝑥, 𝑦) = 0
    มีค าตอบเพยีงค าตอบเดียวคือ  𝑥 = 𝑥0  และ  𝑦 = 𝑦0 

แล้ว จะได้วา่ เส้นตรง  𝐿(𝑥, 𝑦) = 0  สมัผสัภาคตดักรวย  𝐶(𝑥, 𝑦) = 0  ที่จดุ  (𝑥0, 𝑦0)” 

𝐿  ถ้าเส้นตรง ตดั วงรี 
แคจ่ดุเดียว จะต้อง
เป็นจดุสมัผสั 

𝐿  พาราโบลา ตดัจดุ
เดียวโดยไมต้่อง
เป็นจดุสมัผสัได้ 

𝐿  ไฮเพอร์โบลา ตดัจดุเดียว
โดยไมต้่องเป็นจดุสมัผสั
ได้เหมือนกนั ถ้าเส้นตรง
ขนานกบัเส้นก ากบั 
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ดงันัน้ พิสยั = 91 – 11 = 80 

 

17. 4 

ถ้า  𝑝 และ 𝑞 ไมม่ีตวัไหน = 2  จะได้วา่ 𝑝 และ 𝑞 เป็นคี่  ดงันัน้  𝑝𝑞

𝑝+𝑞
 = 

ค่ี×ค่ี
ค่ี+ค่ี

 = 
ค่ี
คู่  จะไมม่ีทางหารลงตวั 

ดงันัน้ ต้องมีตวัหนึง่ = 2  สมมตใิห้  𝑝 = 2  จะได้  2𝑞

2+𝑞
  ต้องหารลงตวั 

2𝑞

2+𝑞
 = 

2(2+𝑞)−4

2+𝑞
 = 2 −

4

2+𝑞
  ดงันัน้  4

2+𝑞
  ต้องหารลงตวั  เนื่องจาก 𝑞 ต้องเป็นจ านวนเฉพาะ จะได้ 𝑞 = 2 ได้เทา่นัน้ 

ดงันัน้  𝑝 + 𝑞 = 2 + 2 = 4 

 

18. 6 

𝑤 เป็นราก แสดงวา่ ต้องแทนในสมการแล้วเป็นจริง  →  (−
1

2
+

√3

2
i + 1)

𝑛

− (−
1

2
+

√3

2
i)

𝑛

 = 0 

รวมตวัหน้า และย้ายข้าง ได้  (1

2
+

√3

2
i)

𝑛

= (−
1

2
+

√3

2
i)

𝑛

 

ฝ่ังซ้าย ท า  1
2
+

√3

2
i  เป็นเชิงขัว้  จะได้  𝑟 = √(

1

2
)
2
+ (

√3

2
)
2

 = 1 และ tan 𝜃 = 
√3

2
1

2

 = √3 

เนื่องจาก  1
2
+

√3

2
i  อยู ่ Q1 ดงันัน้  𝜃 = 60°  ดงันัน้  1

2
+

√3

2
i = 1 ∠ 60° 

ดงันัน้  (1

2
+

√3

2
i)

𝑛

  =  1𝑛 ∠ 60°𝑛  =  1 ∠ 60°𝑛 

ท าฝ่ังขวา  − 1

2
+

√3

2
i  เป็นเชิงขัว้  จะได้  𝑟 = √(−

1

2
)
2
+ (

√3

2
)
2

 = 1 และ tan 𝜃 = 
√3

2

−
1

2

 = −√3 

เนื่องจาก  − 1

2
+

√3

2
i  อยู ่ Q2 ดงันัน้  𝜃 = 120°  ดงันัน้  1

2
+

√3

2
i = 1 ∠ 120° 

ดงันัน้  (− 1

2
+

√3

2
i)

𝑛

  =  1𝑛 ∠ 120°𝑛  =  1 ∠ 120°𝑛 

ฝ่ังซ้าย จะเทา่กบัฝ่ังขวาได้  แสดงวา่  60°𝑛 กบั 120°𝑛 ต้องวนรอบมาทบัเป็นมมุเดียวกนั 

นัน่คือ  120°𝑛 = 360°𝑘 + 60°𝑛  เมื่อ 𝑘 ∈ I   ย้ายข้างได้  60°𝑛 = 360°𝑘  →  𝑛 = 6𝑘  จะได้ 𝑛 ต ่าสดุคือ 6 

 

19. 24 

แยกตวัประกอบ 648,000 จะได้  8× 81 × 103 = 263453 

𝑥 ต้องหาร 263453 ลงตวั ดงันัน้  𝑥 ต้องอยูใ่นรูป  2𝑎3𝑏5𝑐  เมื่อ  0 ≤ 𝑎 ≤ 6 ,  0 ≤ 𝑏 ≤ 4 ,  0 ≤ 𝑐 ≤ 3 

เนื่องจาก  𝑥𝑦 = 263453  ดงันัน้  𝑦 = 26−𝑎34−𝑏53−𝑐 

จะเห็นวา่  𝑥 หาร 𝑦 ลงตวั เมื่อ  𝑎 ≤ 6 − 𝑎 ,  𝑏 ≤ 4 − 𝑏  และ  𝑐 ≤ 3 − 𝑐 

นัน่คือจะได้  𝑎 = 0, 1, 2, 3 ,  𝑏 = 0, 1, 2  และ  𝑐 = 0, 1 

ดงันัน้  𝑎 เลอืกได้ 4 แบบ  𝑏 เลอืกได้ 3 แบบ  และ  𝑐 เลอืกได้ 2 แบบ  ดงันัน้ จะมีจ านวน 4 × 3 × 2 = 24 แบบ 
 

20. 2559 

ให้  𝑧 = 𝑟 ∠ 𝜃  จากสมบตัิของรูปเชิงขัว้ จะได้ฝ่ังซ้าย  𝑧2556 = 𝑟2556 ∠ 2556𝜃  และฝ่ังขวา  𝑧̅ = 𝑟 ∠ −𝜃 
จะได้สมการคือ  𝑟2556 ∠ 2556𝜃  =  𝑟 ∠ −𝜃  ซึง่จะเป็นจริงเมื่อ  𝑟 = 0  หรือ  (𝑟2556 = 𝑟 และ 2556𝜃 = −𝜃) 
กรณี  𝑟 = 0  จะได้ค าตอบคือ  𝑧 = 0 

กรณี  𝑟 ≠ 0  จะได้  𝑟2556 = 𝑟 และ 2556𝜃 = −𝜃  เนื่องจาก 𝑟 ≠ 0 หารสมการแรกด้วย 𝑟 จะได้  𝑟2555 = 1 

เนื่องจาก 𝑟 ∈ ℝ  และ 2555 เป็นเลขคี่ ดงันัน้ จะได้  𝑟 = 1 เทา่นัน้ 
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จากสตูร  𝑧 ∙ 𝑧̅ = |𝑧|2 = 𝑟2 = 1  จะได้  𝑧̅ = 
1

𝑧
  แทนในสมการโจทย์ จะได้  𝑧2556 = 

1

𝑧
  นัน่คือ  𝑧2557 = 1 

ดงันัน้ จะได้ 𝑧 คือรากที่ 2557 ของ 1  ซึง่จะมีทัง้หมด 2557 ค าตอบ 

รวมกบั 𝑧 = 0  อีกหนึง่ค าตอบ จะได้จ านวนค าตอบทัง้หมด = 2558 ค าตอบ  ดงันัน้  𝐴 = 2558 

ถดัมา หา 𝐵 :  ผลบวกรากที่สว่นจินตภาพไมเ่ป็น 0 = ผลบวกรากทัง้หมด – ผลบวกรากที่สว่นจินตภาพเป็น 0 

จากสตูรผลบวกราก สมการ  𝑧2557 = 1  จะมีผลบวกราก = −
0

1
 = 0 

รวมกบั 𝑧 = 0  อีกหนึง่ค าตอบ จะได้ผลบวกรากทัง้หมด = 0 + 0 = 0 

และ รากที่สว่นจินตภาพเป็น 0 ก็คือรากทีเ่ป็นจ านวนจริง 
เนื่องจาก 2557 เป็นเลขคี่ ดงันัน้สมการ  𝑧2557 = 1  จะมีรากที่เป็นจ านวนจริงแค ่ 𝑧 = 1 เทา่นัน้ 

ดงันัน้ รากทีเ่ป็นจ านวนจริง จะมแีค ่0 กบั 1  ดงันัน้  𝐵 = 0 – (0 + 1) = −1 

ดงันัน้  𝐴 − 𝐵 = 2558 – (–1) = 2559 

 

21. 66 

จะได้ล าดบันีเ้ป็นล าดบัเลขคณิต  ดงันัน้จะมีสมบตัิวา่  𝑎1 + 𝑎100 = 𝑎2 + 𝑎99 = 𝑎3 + 𝑎98 = … = 𝑎50 + 𝑎51 = 𝑘 

จะเห็นวา่  𝑎2 + 𝑎3 + ⋯+ 𝑎99 = (𝑎2 + 𝑎99) + (𝑎3 + 𝑎98) + … + (𝑎50 + 𝑎51) 

ซึง่มีทัง้หมด  50 − 2 + 1 = 49 วงเลบ็  ดงันัน้  √𝑎2 + 𝑎3 + ⋯+ 𝑎99 − √𝑎1 + 𝑎100 = √49𝑘 − √𝑘 

 =  7√𝑘 − √𝑘  =  6√𝑘  
โจทย์ต้องการคา่น้อยสดุทีเ่ป็นจ านวนเตม็ ดงันัน้ เราต้องหาคา่ 𝑘 น้อยสดุที่ถอดรูทลงตวั 

จาก  𝑘 = 𝑎1 + 𝑎100 = 𝑎1 + (𝑎1 + 99𝑑) = 𝑎1 + (𝑎1 + 99(1)) = 2𝑎1 + 99 

เนื่องจากล าดบันีต้้องเป็นจ านวนเต็มบวก ดงันัน้  𝑘 จะเป็นเลขคี่ ตัง้แค ่101 ขึน้ไป 

จะได้  𝑘 น้อยสดุที่ถอดรูทลงตวัคือ 121  ซึง่จะได้ค าตอบ = 6√121 = 66 

 

22. 174 , 4 

เนื่องจากพืน้ท่ีใต้โค้งปกติ จะสมมาตรในบริเวณ 𝑍 เป็นบวกกบั 𝑍 เป็นลบ 
ถ้า พืน้ท่ี 𝑍 ≤ 2 มีคา่เทา่กบั 0.9772  แสดงวา่ พืน้ท่ี  𝑍 ≥ −2  มีคา่เทา่กบั  0.9772 ด้วย 
แสดงวา่  97.72% ของข้อมลูทัง้หมด มคีา่มาตราฐาน ≥ −2 

แตโ่จทย์บอกวา่  97.72% ของข้อมลูทัง้หมด มคีา่สงู ≥ 166 

ดงันัน้ 166 จะคิดเป็นคา่มาตรฐานได้เทา่กบั −2  จะได้  166−�̅�

𝑠
 = −2   →    166 – �̅� = −2𝑠   …(1) 

ท านองเดียวกนั  พืน้ท่ี  𝑍 ≤ −1 มีคา่เทา่กบั 0.1587  ดงันัน้  พืน้ท่ี  𝑍 ≥ 1 มีคา่เทา่กบั 0.1587  ด้วย 

แสดงวา่  15.87% มีคา่มาตรฐาน ≥ 1  ดงันัน้  178 คิดเป็นคา่มาตรฐานได้ 1 

จะได้  178−�̅�

𝑠
 = 1   →    178 – �̅� = 𝑠   …(2) 

(2) – (1) จะได้  12 = 3𝑠  จะได้  𝑠 = 4  แทนใน (2) จะได้  �̅� = 178 – 4 = 174 

 

23. 2

3
 

𝑓[𝐵]  คือ ถ้า  𝑥 ∈ [−5,0]  แล้ว  𝑓(𝑥) จะมีคา่เป็นอะไรได้บ้าง 
𝑓[𝐶]  คือ ถ้า  𝑥 ∈ [0, 5]  แล้ว  𝑓(𝑥) จะมีคา่เป็นอะไรได้บ้าง 
เนื่องจาก 𝐵 ∩ 𝐶 จะเหลอื 0 ตวัเดียว ดงันัน้ 𝑓[𝐵 ∩ 𝐶]  คือ  ถ้า 𝑥 = 0  แล้ว  𝑓(𝑥) จะเป็นอะไรได้บ้าง 
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จะเห็นวา่  𝑓[𝐵 ∩ 𝐶]  จะถกูรวมอยูใ่น  𝑓[𝐵] และ 𝑓[𝐶]  เสมอ  ดงันัน้  𝑓[𝐵] ∩ 𝑓[𝐶] ∩ 𝑓[𝐵 ∩ 𝐶] = 𝑓[𝐵 ∩ 𝐶] 

จะเห็นวา่ถ้า  𝑥 = 0  จะได้  𝑓(0) = 02 − 0.5 = −0.5  ดงันัน้  𝑓[𝐵] ∩ 𝑓[𝐶] ∩ 𝑓[𝐵 ∩ 𝐶] = {−0.5} 

ดงันัน้  𝑟 = −0.5   จากสตูรอนกุรมเรขาคณิตอนนัต์ จะได้  1 + 𝑟 + 𝑟2 + 𝑟3 + … = 
1

1−𝑟
 = 

1

1−(−0.5)
 = 

1

1.5
 = 

2

3
 

 

24. 7

9
 

𝑃(คนที่ 4 และ 5 ไมต่ิดกนั) = 1 – 𝑃(คนที่ 4 และ 5 ติดกนั) 

หาจ านวนแบบทัง้หมดก่อน เอาเด็กคนแรกมาตอกไมใ่ห้วงหมนุ เหลอืกระเช้า 9 อนัให้เด็ก 4 คนที่เหลอืเลอืก 

จะได้จ านวนแบบทัง้หมด =  (9)(8)(7)(6) แบบ 

จ านวนแบบที่คนท่ี 4 กบั 5 ติดกนั จะเอาคนที่ 4 กบั 5 มดัติดกนัเป็นคนใหม ่1 คน  กลายเป็นมเีดก็ 4 คน กระเช้า 9 อนั 
เอาเด็กคนแรกมาตอกไมใ่ห้วงหมนุ เหลอืกระเข้า 8 อนั ให้เดก็ 3 คนเลอืกนัง่ จะเลอืกได้  (8)(7)(6) 

และคนที่ 4 กบั 5 สลบัภายในมดัได้อีก 2 แบบ จะได้จ านวนวิธีทีค่นที่ 4 กบั 5 ติดกนั = (8)(7)(6)(2) 

ดงันัน้  𝑃(คนที่ 4 และ 5 ไมต่ิดกนั) = 1 −
(8)(7)(6)(2)

(9)(8)(7)(6)
 = 1 −

2

9
 = 

7

9
 

 

25. √3 

 
 
 
 
 
 
 
 

26. 1

2
 

จากกฎของ cos จะได้  𝑎2 = 𝑏2 + 𝑐2 − 2𝑏𝑐 cos𝐴  เทียบกบัท่ีโจทย์ให้ จะได้  cos𝐴 = 
1

2
  ดงันัน้  𝐴 = 60° 

ดงันัน้  𝐵 + 𝐶 เหลอื 180° – 60° = 120°  จะได้  𝐶 = 120° − 𝐵 

โจทย์ให้  𝑐
𝑏

  มา  จากกฎของ sin จะได้  𝑏

sin𝐵
  =  

𝑐

sin𝐶
    →    

sin𝐶

sin𝐵
  =  

𝑐

𝑏
  =  

1

2
+ √3  …(∗) 

แต ่ sin𝐶  =  sin(120° − 𝐵)  =  sin120° cos𝐵 − cos 120° sin𝐵  =  
√3cos𝐵

2
+

sin𝐵

2
  =  

√3cos𝐵+sin𝐵

2
 

แทนใน (∗) จะได้  √3cos𝐵+sin𝐵

2 sin𝐵
  =  

1

2
+ √3   →  √3 cos𝐵 + sin𝐵  =  sin𝐵 + 2√3 sin𝐵 

ตดั sin 𝐵  เหลอื  √3 cos𝐵  =  2√3 sin𝐵  →  
sin𝐵

cos𝐵
 = 

√3

2√3
 = 

1

2
    ดงันัน้  tan𝐵 = 

1

2
 

 

27. 𝑦 = −𝑥 +
5

2
 

จะได้ความชนัเส้นสมัผสั คือ  𝑦′ = 0 −
2𝑥

2
 = −𝑥 

ดงันัน้ ถ้าสมมตใิห้สมัผสัที่จดุ  (𝑝, 𝑞)  จะได้ความชนัเส้นสมัผสั = −𝑝  =  ความชนัเส้นตรง จาก (𝑝, 𝑞) ไป (1

2
, 2) 

นัน่คือ  𝑞−2

𝑝−
1

2

 = −𝑝  จดัรูปจะได้  𝑞 = −𝑝2 +
𝑝

2
+ 2   …(1) 

เนื่องจาก (𝑝, 𝑞) อยูบ่นกราฟ จึงต้องสอดคล้องกบัสมการกราฟด้วย จะได้  𝑞 = 2 −
𝑝2

2
   …(2) 

จาก (1) และ (2) จะได้  −𝑝2 +
𝑝

2
+ 2 = 2 −

𝑝2

2
  จดัรูปจะได้  𝑝2 − 𝑝 = 0  จะได้  𝑝 = 0, 1 

แทนใน (2) หา 𝑞  จะได้  (𝑝, 𝑞) ที่เป็นไปได้คือ  (0, 2), (1,
3

2
) 

 

=  4 sin20° +
sin20°

cos20°
 

=  
4 sin20° cos20°+sin20°

cos20°
 

=  
2 sin40°+sin20°

cos20°
 

=  
sin40°+sin40°+sin20°

cos20°
 

=  
sin40°+2sin30° cos10°

cos20°
 

=  
sin40°+cos10°

cos20°
 

=  
sin40°+sin80°

cos20°
 

=  
2 sin60° cos20°

cos20°
      = √3 
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ถดัมา เราจะดวูา่จดุไหนท่ีได้เส้นตรงทีต่ดั  𝑦 = √4 − 𝑥2  สองจดุ 
𝑦 = √4 − 𝑥2  จดัรูปจะได้  𝑦2 + 𝑥2 = 4    แตเ่นื่องจากรูท ≥ 0 ท าให้  𝑦 ≥ 0 

จึงได้เป็นคร่ึงวงกลม รัศมี 2 ทางฝ่ังบนดงัรูป 

จะเห็นวา่เส้นตรงจาก (1

2
, 2) ไป (0,2) จะสมัผสัวงกลม 1 จดุ จะใช้ไมไ่ด้ 

ในขณะท่ีเส้นตรงจาก (1

2
, 2) ไป (1,

3

2
) จะตดัวงกลม 2 จดุ ถกูต้อง ดงันัน้  (𝑝, 𝑞) = (1,

3

2
) 

จะได้ความชนั = −𝑝 = −1  ดงันัน้ สมการคือ  
𝑦−

1

2

𝑥−2
  =  −1  ซึง่จะจดัรูปได้  𝑦 = −𝑥 +

5

2
 

 

28. 4 

𝑝(𝑥) จะมีดีกรีเกิน 5 ไมไ่ด้ ไมง่ัน้ 𝑝(100) จะมี 1006 ซึง่จะมากกวา่ 62307152908 

ให้  𝑝(𝑥) = 𝑎𝑥5 + 𝑏𝑥4 + 𝑐𝑥3 + 𝑑𝑥2 + 𝑒𝑥 + 𝑓 

จาก  𝑝(1) จะได้  𝑎 + 𝑏 + 𝑐 + 𝑑 + 𝑒 + 𝑓 = 88 

จาก  𝑝(100) จะได้  𝑎(1005) + 𝑏(1004) + 𝑐(1003) + 𝑑(1002) + 𝑒(100) + 𝑓  =  62307152908  
จะเห็นวา่  62307152908 หารด้วย 100 เหลอืเศษ 8  และทกุตวัใน  𝑝(100) หารด้วย 100 ลงตวั ยกเว้น 𝑓 

ดงันัน้  𝑓 ต้องหารด้วย 100 เหลอืเศษ 8 ด้วย  ดงันัน้  𝑓 = 8 ,  108 ,  208 , … 

แตจ่าก  𝑎 + 𝑏 + 𝑐 + 𝑑 + 𝑒 + 𝑓 = 88  ดงันัน้  𝑓 < 88  ดงันัน้  𝑓 = 8 

แทน  𝑓 = 8  ในสมการของ 𝑝(100)  ย้าย 8 ไปลบ และหารตลอดด้วย 100 

จะเหลอื  𝑎(1004) + 𝑏(1003) + 𝑐(1002) + 𝑑(100) + 𝑒  =  623071529 
ดเูศษจากการหารด้วย 100 แบบเดิม  จะได้  𝑒 = 29 ,  𝑑 = 15 ,  𝑐 = 7 ,  𝑏 = 23 ,  𝑎 = 6 

จะได้  𝑝(𝑥) = 6𝑥5 + 23𝑥4 + 7𝑥3 + 15𝑥2 + 29𝑥 + 8 

ดงันัน้  𝑝(−1) = −6 + 23 − 7 + 15 − 29 + 8 = 4 

 

29. √5−1

2
 

โดยไมเ่สยีนยัทัว่ไป ให้ 𝐴 เป็นมมุยอด และ 𝐵 = 𝐶 เป็นมมุที่ฐานของสามเหลีย่มหน้าจัว่ 

จะได้  𝐴 = 180° − (𝐵 + 𝐶) = 𝜋 − 2𝐵  และ  𝐵 ∈ (0°, 90°)  ไมง่ัน้จะไมเ่ป็นสามเหลีย่ม 
ดงันัน้   
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ดงันัน้  −2sin 2𝐵 (cos 3𝐵 + cos2𝐵) = 0  เนื่องจาก  𝐵 ∈ (0°, 90°)  ดงันัน้  sin2𝐵 จะไมเ่ป็น 0 

หารตลอด้วย −2sin2𝐵  เหลอื  cos3𝐵 + cos 2𝐵 = 0    →    cos 3𝐵 = −cos2𝐵 = cos(𝜋 − 2𝐵) 

จาก  cos 𝑥 = cos 𝑦  เมื่อ  𝑥 = 2𝑛𝜋 ± 𝑦  และเรามี  cos(𝜋 − 2𝐵) = cos 3𝐵  ดงันัน้  𝜋 − 2𝐵 = 2𝑛𝜋 ± 3𝐵 

กรณี  𝜋 − 2𝐵 = 2𝑛𝜋 − 3𝐵  จะได้  𝐵 = 2𝑛𝜋 + 𝜋  ซึง่จะไมอ่ยูใ่นชว่ง  (0°, 90°)  ดงันัน้ กรณีนีจ้ะไมม่ีค าตอบ 

กรณี  𝜋 − 2𝐵 = 2𝑛𝜋 + 3𝐵  จะได้  𝐵 = 
𝜋−2𝑛𝜋

5
 = 

180°−360°𝑛

5
 

(
1

2
, 2)  

(0,2)  

(1,
3

2
)  

A 

B 

sin(2𝐴 − 𝐵) + sin(2𝐵 − 𝐶) + sin(2𝐶 − 𝐴)  

=  sin(2(𝜋 − 2𝐵) − 𝐵) + sin(2𝐵 − 𝐵) + sin(2𝐵 − (𝜋 − 2𝐵)) 

=  sin(2𝜋 − 5𝐵) + sin𝐵 + sin(4𝐵 − 𝜋) 

=  sin(−5𝐵) + sin 𝐵 − sin 4𝐵 

=  2 sin (
−5𝐵+𝐵

2
) cos (

−5𝐵−𝐵

2
) − sin 4𝐵 

=  −2 sin 2𝐵 cos(−3𝐵) − sin 4𝐵 

=  −2 sin 2𝐵 cos 3𝐵 − 2 sin 2𝐵 cos 2𝐵 

=  −2 sin 2𝐵 (cos 3𝐵 + cos 2𝐵) 



26    สมาคม ม.ปลาย (พ.ย. 56) 

แต ่ 𝐵 ∈ (0°, 90°)  จะได้ค าตอบเดียวคือ  𝐵 = 
180°

5
 = 36° 

ดงันัน้  𝐴 = 180° − (36° + 36°) = 108°  และ  𝐵 = 𝐶 = 36° 

ดงันัน้   
 
 
 
 

cos 36° จะหาจากการท่ี 36° = 
𝜋

5
  และจาก  2𝜋

5
+

3𝜋

5
 = 𝜋  ดงันัน้  sin 2𝜋

5
 = sin

3𝜋

5
 

ดงันัน้  2 sin
𝜋

5
cos

𝜋

5
 = 3 sin

𝜋

5
− 4 sin3 𝜋

5
 

เนื่องจาก  sin 
𝜋

5
 ≠ 0  ดงันัน้ หารตลอดด้วย  sin 

𝜋

5
  เหลอื  2 cos

𝜋

5
 = 3 − 4 sin2 𝜋

5
 

เปลีย่น sin เป็น cos  จะได้  2 cos
𝜋

5
 = 3 − 4(1 − cos2 𝜋

5
) 

ให้  cos 𝜋

5
 = 𝑥  จะได้  2𝑥 = 3 − 4(1 − 𝑥2)  จดัรูปได้  0 = 4𝑥2 − 2𝑥 − 1 

จะได้  𝑥 = 
2±√4−4(4)(−1)

8
 = 

1±√5

4
  แต ่ cos 𝜋

5
 เป็นบวก จะได้  1+√5

4
 

แทนใน (∗)  จะได้ค าตอบคือ  −1 + 2(
1+√5

4
)  =  

−1+√5

4
  =  

√5−1

4
 

 

30. (1,
2√3

3
] 

จาก  tan 𝑥 ∙ tan 𝑦 = 2  →  sin 𝑥 sin𝑦 = 2 cos 𝑥 cos 𝑦 

แปลงผลคณูเป็นผลบวกลบ ได้  
cos(𝑥−𝑦)−cos(𝑥+𝑦)

2
 = 2 (

cos(𝑥+𝑦)+cos(𝑥−𝑦)

2
) 

จดัรูป และย้าย  cos(𝑥 + 𝑦)  กบั  cos(𝑥 − 𝑦)  ไปอยูค่นละฝ่ัง จะได้  cos(𝑥 + 𝑦) = −
cos(𝑥−𝑦)

3
   …(∗) 

จาก  cos 𝑥 + cos𝑦  =  2 cos
𝑥+𝑦

2
cos

𝑥−𝑦

2
 

ใช้สตูร cos 𝐴

2
 = ±√

1+cos𝐴

2
  และเนื่องจาก  cos 𝑥+𝑦

2
 และ cos 𝑥−𝑦

2
 เป็นบวกในช่วง  𝑥, 𝑦 ∈ (0,

𝜋

2
) 

จะได้  2 cos
𝑥+𝑦

2
cos

𝑥−𝑦

2
  =  2√

1+cos(𝑥+𝑦)

2
√

1+cos(𝑥−𝑦)

2
  =  √(1 + cos(𝑥 + 𝑦))(1 + cos(𝑥 − 𝑦)) 

แทนคา่ cos(𝑥 + 𝑦) จาก (∗)  และให้  cos(𝑥 − 𝑦) = 𝑎  จะได้  =  √(1 −
𝑎

3
) (1 + 𝑎)  =  √−

𝑎2

3
+

2𝑎

3
+ 1 

จาก  𝑥, 𝑦 ∈ (0,
𝜋

2
)  จะได้  𝑥 − 𝑦 ∈ (−

𝜋

2
,
𝜋

2
)  ดงันัน้  cos(𝑥 − 𝑦) ∈ (0, 1]   ดงันัน้  𝑎 ∈ (0, 1] 

ดงันัน้ เราต้องหาชว่งคา่ที่เป็นไปได้ของ √−
𝑎2

3
+

2𝑎

3
+ 1  เมื่อ  𝑎 ∈ (0, 1] 

พิจารณาจดุขอบ : แทน  𝑎 = 0  ได้  √−
02

3
+

2(0)

3
+ 1 = 1  ,    แทน  𝑎 = 1 ได้  √−

12

3
+

2(1)

3
+ 1 = √

4

3
  =  

2√3

3
 

จากพาราโบลา จะได้  − 𝑎2

3
+

2𝑎

3
+ 1  มีคา่มากสดุเมื่อ  𝑎 = 

−
2

3

2(−
1

3
)
 = 1 = จดุขอบพอด ี

ดงันัน้  เมื่อ  𝑎 ∈ (0, 1]  จะได้  √−
𝑎2

3
+

2𝑎

3
+ 1  ∈ (1,

2√3

3
] 

 

31. (2, 1, 2), (2, −2, 2), (−3, −2, 2), (−3, 1, 2) 

ลบเศษสว่นทางซ้าย จะได้  𝑎(1+𝑎)−𝑏(1+𝑏)

(1+𝑏)(1+𝑎)
   และแยกตวัสว่นทางขวา จะได้  𝑝2

(1+𝑎)+𝑏(1+𝑎)
 = 

𝑝2

(1+𝑎)(1+𝑏)
 

ตดัสว่น  (1 + 𝑏)(1 + 𝑎) ทัง้สองฝ่ัง เหลอื  𝑎(1 + 𝑎) − 𝑏(1 + 𝑏) = 𝑝2 

เนื่องจาก  𝑎 และ 1 + 𝑎 เป็นสองจ านวนตดิกนั จะมีตวัหนึง่เป็นคู ่ดงันัน้ ผลคณู 𝑎(1 + 𝑎) จะเป็นคูเ่สมอ 

ท านองเดียวกนั  ผลคณู  𝑏(1 + 𝑏)  ก็เป็นคูด้่วย  ดงันัน้  𝑝2 ต้องเป็นเลขคู ่ ซึง่จะได้  𝑝 = 2 เทา่นัน้  →  𝑝2 = 4 

cos(2𝐴 − 𝐵) + cos(2𝐵 − 𝐶) + cos(2𝐶 − 𝐴)  

=  cos(216° − 36°) + cos 36° + cos(72° − 108°) 

=  cos 180° + cos 36° + cos(−36°) 

=    −1 + 2 cos 36°    …(∗) 
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ฝ่ังซ้าย กระจายและแยกตวัประกอบ จะได้  = 𝑎 + 𝑎2 − 𝑏 − 𝑏2  = (𝑎 − 𝑏) + (𝑎2 − 𝑏2) 

= (𝑎 − 𝑏) + (𝑎 − 𝑏)(𝑎 + 𝑏)  = (𝑎 − 𝑏)(1 + 𝑎 + 𝑏) = 4 

เนื่องจาก 1 เป็นคี่ ดงันัน้  𝑎 − 𝑏  กบั  1 + 𝑎 + 𝑏  จะมีตวัหนึง่เป็นคู ่ตวัหนึง่เป็นคี่ 
แยกตวัประกอบ 4 เป็น คู ่คณู คี่ คณูได้สีแ่บบ คือ  (1)(4) ,  (4)(1) ,  (−1)(−4) และ  (−4)(−1) 
กรณี  (1)(4)  จะได้  𝑎 − 𝑏 = 1  และ  1 + 𝑎 + 𝑏 = 4  แก้ได้  𝑎 = 2 , 𝑏 = 1 

กรณี  (4)(1)  จะได้  𝑎 − 𝑏 = 4  และ  1 + 𝑎 + 𝑏 = 1  แก้ได้  𝑎 = 2 , 𝑏 = −2 

กรณี  (−1)(−4)  จะได้  𝑎 − 𝑏 = −1  และ  1 + 𝑎 + 𝑏 = −4  แก้ได้  𝑎 = −3 , 𝑏 = −2 

กรณี  (−4)(−1)  จะได้  𝑎 − 𝑏 = −4  และ  1 + 𝑎 + 𝑏 = −1  แก้ได้  𝑎 = −3 , 𝑏 = 1 

รวมกบั 𝑝 = 2 จะได้ค าตอบคือ  (2, 1, 2), (2, −2, 2), (−3, −2, 2) และ (−3, 1, 2) 

 

32. 151 

ข้อนี ้ไมจ่ าเป็นต้องหาคา่ของ 𝑀 และ 𝑁 จนถึงที่สดุ แคต้่องจดัรูปแล้วหวงัวา่รูปอยา่งง่ายของ 𝑀 และ 𝑁 จะตดักนัได้ 

หา 𝑀 จะเห็นวา่ ถ้าเอา 2 คณูทัง้เศษและสว่น ตวัสว่นจะกลายเป็นเลขเรียงกนั และจะแยกเป็นผลลบของเศษสว่นได้ 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ถดัมา หา 𝑁   สงัเกตวา่ตวัเลขทกุคู ่รวมกนัได้ 151  ดงันัน้ เราจะคณู 151

151
 แล้วกระจาย 151 เข้าไป 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ดงันัน้  𝑀
𝑁
 = 

2(
1

51
+

1

52
+

1

53
+⋯+

1

100
)

2

151
(

1

51
+

1

52
+

1

53
+⋯+

1

100
)
 = 2 ×

151

2
 = 151 

 
 
 
 
 
 
 
 

𝑁 =  
151

151
(

1

51∙100
+

1

52∙99
+

1

53∙98
+ ⋯+

1

100∙51
) 

 =  
1

151
(

151

51∙100
+

151

52∙99
+

151

53∙98
+ ⋯+

151

100∙51
) 

 =  
1

151
(
51+100

51∙100
+

52+99

52∙99
+

53+98

53∙98
+ ⋯+

100+51

100∙51
) 

 =  
1

151
(

1

100
+

1

51
+

1

99
+

1

52
+

1

98
+

1

53
+ ⋯+

1

51
+

1

100
) 

 =  
2

151
(

1

51
+

1

52
+ ⋯+

1

100
) 

มี  1

51
 , 

1

52
 , … , 

1

100
  ตวัละ 2 ครัง้ 

𝑀 =  
2

2∙1
+

2

4∙3
+

2

6∙5
+ ⋯+

2

100∙99
 

 =  2 (
1

1∙2
+

1

3∙4
+

1

5∙6
+ ⋯+

1

99∙100
) 

 =  2 (
1

1
−

1

2
+

1

3
−

1

4
+

1

5
−

1

6
+ ⋯+

1

99
−

1

100
) 

 =  2(
1

1
+

1−2

2
+

1

3
+

1−2

4
+

1

5
+

1−2

6
+ ⋯+

1

99
+

1−2

100
) 

 =  2[(
1

1
+

1

2
+

1

3
+

1

4
+

1

5
+ ⋯+

1

99
+

1

100
) − (

2

2
+

2

4
+

2

6
+ ⋯+

2

100
)] 

 =  2[(
1

1
+

1

2
+

1

3
+

1

4
+

1

5
+ ⋯+

1

99
+

1

100
) − (

1

1
+

1

2
+

1

3
+ ⋯+

1

50
)] 

 =  2[                                 
1

51
+

1

52
+ ⋯+

1

100
                                           ] 

แยกตวัที่เป็นลบไปไว้ข้างหลงั 

ตดั 50 พจน์แรกได้ 

เปลี่ยน −1 เป็น 1 − 2 
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33. 0 

จาก ∠ADB = 60° จะได้ ∠CDB = 120° 
จาก ∠ACB = 45° จะได้ ∠DBC = 15°  วาดได้ดงัรูป 

หา BD โดยใช้กฎของ sin ที่ ∆BDC  จะ BD

sin45°
 = 

𝑥

sin15°
 

จาก  sin 15° = √
1−cos30°

2
 = √

1−
√3

2

2
 = √

2−√3

4
 = √

4−2√3

8
 = 

√3−1

2√2
 

ดงันัน้  BD = (
sin45°

sin15°
) 𝑥 = (

√2

2

√3−1

2√2

)𝑥  = (
√2

2
∙

2√2

√3−1
)𝑥 =  (

2

√3−1
)𝑥 

 =  (
2

√3−1
∙
√3+1

√3+1
)𝑥  =  (

2(√3+1)

2
) 𝑥  =  (√3 + 1)𝑥 

สงัเกตวา่  AD กบั BD จะคล้ายกนั  นัน่คือ  BD

AD
 = 

(√3+1)𝑥

(2+2√3)𝑥
 = 

1

2
 = cos 60° 

ดงันัน้  ∠ABD = 90°  ดงันัน้   AB⃑⃑⃑⃑  ⃑ ∙ DB⃑⃑⃑⃑  ⃑ = |AB⃑⃑⃑⃑  ⃑||DB⃑⃑⃑⃑  ⃑| cos 90° = 0 

 

34. 2.25 

ข้อนี ้เราจะใช้ 2 สตูร คือ ถ้า  𝑥, 𝑦, 𝑧  เป็นล าดบัเรขาคณิต จะได้     𝑧
𝑦

    =    
𝑦

𝑥
 ดงันัน้  𝑧 = 

𝑦2

𝑥
 

 ถ้า  𝑥, 𝑦, 𝑧  เป็นล าดบัเลขคณิต จะได้  𝑧 − 𝑦 = 𝑦 − 𝑥 ดงันัน้  𝑧 = 2𝑦 − 𝑥 

𝑎1 = 1 ,  สมมติให้  𝑎2 = 𝑟 

𝑎1, 𝑎2, 𝑎3 เป็นเรขาคณิต →  𝑎3  =  
𝑟2

1
  =  𝑟2 

𝑎2, 𝑎3, 𝑎4 เป็นเลขคณิต →  𝑎4  =  2𝑟2 − 𝑟  =  𝑟(2𝑟 − 1) 

𝑎3, 𝑎4, 𝑎5 เป็นเรขาคณิต →  𝑎5  =  
(𝑟(2𝑟−1))

2

𝑟2   =  (2𝑟 − 1)2 

𝑎4, 𝑎5, 𝑎6 เป็นเลขคณิต →  𝑎6  =  2(2𝑟 − 1)2 − 𝑟(2𝑟 − 1) 

  =  (2𝑟 − 1)(2(2𝑟 − 1) − 𝑟)    =  (2𝑟 − 1)(3𝑟 − 2)  

𝑎5, 𝑎6, 𝑎7 เป็นเรขาคณิต →  𝑎7  =  
((2𝑟−1)(3𝑟−2))

2

(2𝑟−1)2
  =  (3𝑟 − 2)2 

𝑎6, 𝑎7, 𝑎8 เป็นเลขคณิต →  𝑎8  =  2(3𝑟 − 2)2 − (2𝑟 − 1)(3𝑟 − 2) 

  =  (3𝑟 − 2)(2(3𝑟 − 2) − (2𝑟 − 1))    =  (3𝑟 − 2)(4𝑟 − 3)  
     ⋮ 

ดงันัน้ 





1n

1

𝑎2𝑛
 = 

1

𝑎2
+

1

𝑎4
+

1

𝑎6
+

1

𝑎8
+ …  =  

1

𝑟
+

1

𝑟(2𝑟−1)
+

1

(2𝑟−1)(3𝑟−2)
+

1

(3𝑟−2)(4𝑟−3)
+ … 

จะเห็นวา่ทกุตวั แยกเป็นผลลบ แล้วจะได้ข้างบน  = 𝑟 − 1  ดงันัน้ ต้องหาร 𝑟 − 1 ให้คา่เทา่เดิม 

จะได้ 





1n

1

𝑎2𝑛
 =  

1

𝑟−1
(
1

1
−

1

𝑟
) +

1

𝑟−1
(
1

𝑟
−

1

2𝑟−1
) +

1

𝑟−1
(

1

2𝑟−1
−

1

3𝑟−2
) +

1

𝑟−1
(

1

3𝑟−2
−

1

4𝑟+3
) + … 

 =  
1

𝑟−1
(
1

1
−

1

𝑟
+

1

𝑟
−

1

2𝑟−1
+

1

2𝑟−1
−

1

3𝑟−2
+

1

3𝑟−2
−

1

4𝑟+3
+ …) 

 =  
1

𝑟−1
    =  2012  ดงันัน้  𝑟 = 

1

2012
 + 1 = 

2013

2012
 

จากแบบรูป  𝑎3 = 𝑟2 = (1𝑟 − 0)2 ,  𝑎5 = (2𝑟 − 1)2 ,  𝑎7 = (3𝑟 − 2)2 

จะได้  𝑎2013  =  (1006𝑟 − 1005)2  =  (1006(
2013

2012
) − 1005)

2
  =  (1016.5 − 1005)2  =  2.25 

 
 

A C 𝑥  (2 + 2√3)𝑥 

B 

D 
60° 120° 45° 

15° 
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35. 119683 

สมมติให้จ านวนเชิงซ้อนทัง้ 10 ตวันัน้ เขียนเป็นเชิงขัว้ เรียง 𝑟 จากน้อยไปมาก ได้เป็น  𝑟1∠𝜃1 ,  𝑟2∠𝜃2 , … ,  𝑟10∠𝜃10 

เนื่องจาก จ านวนที่ > 1 ยิ่งยกก าลงัจะยิ่งมาก  และจ านวนที่ ∈ (0,1) ยิ่งยกก าลงัจะยิ่งน้อย 

ดงันัน้  𝑟10 > 1 ไมไ่ด้ เพราะ  (𝑟10∠𝜃10)(𝑟10∠𝜃10) = 𝑟10
2 ∠2𝜃10  จะมี 𝑟 มากกวา่ 𝑟10 และจะไมอ่ยูใ่น 𝐴 

และ  0 < 𝑟1 < 1 ไมไ่ด้ เพราะ (𝑟1∠𝜃1)(𝑟1∠𝜃1) = 𝑟1
2∠2𝜃1 จะมี 𝑟 น้อยกวา่ 𝑟1 และจะไมอ่ยูใ่น 𝐴 

ดงันัน้ ถ้า  𝑟1 ≠ 0  จะสรุปได้ทนัทีวา่  𝑟 ทกุตวั ต้อง = 1 หมด  (เพราะ 𝑟1 < 1 ไมไ่ด้ และ 𝑟10 > 1 ไมไ่ด้) 
แตถ้่า  𝑟1 = 0  จะได้สบิตวันัน้คือ  0 ,  𝑟2∠𝜃2 ,  𝑟3∠𝜃3 , … ,  𝑟10∠𝜃10 

 เลือ่นมาท าแบบเดมิที่ 𝑟2 แทน  แตค่ราวนี ้ 𝑟2 ≠ 0 แล้ว ไมง่ัน้จะซ า้กบั 𝑟1 

 จะได้  𝑟2 < 1 ไมไ่ด้ เพราะ (𝑟2∠𝜃2)(𝑟2∠𝜃2) = 𝑟2
2∠2𝜃2 จะมี 𝑟 อยูร่ะหวา่ง 0 กบั 𝑟2 และจะไมอ่ยูใ่น 𝐴 

 ดงันัน้  𝑟2 , 𝑟3 , … 𝑟10 ต้องเป็น 1 หมด  (เพราะ  𝑟2 < 1 ไมไ่ด้ และ 𝑟10 > 1 ไมไ่ด้) 
สรุป สบิตวันัน้ จะเป็นไปได้ 2 แบบ คือ  𝑟1 =  𝑟2 = … =  𝑟10 = 1  หรือ  𝑟1 = 0 ,  𝑟2 =  𝑟3 = … =  𝑟10 = 1 
กรณี 1 :  𝑟1 =  𝑟2 = … =  𝑟10 = 1 

สมมติให้ สบิตวันัน้ เขียนเรียงตาม 𝜃 ∈ [0° , 360° ) จากน้อยไปมาก ได้เป็น  1∠𝜃1 ,  1∠𝜃2 , … ,  1∠𝜃10 
โดยที่  0° ≤ 𝜃1 < 𝜃2 < … < 𝜃10 < 360°   …(1) 

เอา 1∠𝜃10 คณูทกุตวัเป็น  1∠𝜃1+𝜃10 ,  1∠𝜃2+𝜃10 , … ,  1∠𝜃10+𝜃10  จากสมบตัิในโจทย์ ทกุตวัต้องยงัอยูใ่น 𝐴 

ถ้า 𝜃1 > 0  จะได้  𝜃1+𝜃10 > 𝜃10  แต ่𝜃10 ใหญ่สดุ  ดงันัน้  𝜃1+𝜃10 ต้อง ≥ 360° วนกลบัไปเป็นมมุเลก็ๆ 

 ไมง่ัน้ 1∠𝜃1+𝜃10 จะไมอ่ยูใ่น 𝐴    ดงันัน้  360° ≤ 𝜃1+𝜃10 < 𝜃2+𝜃10 < … < 𝜃10+𝜃10 < 720° 

 ลบ 360° ตลอด ได้  0° ≤ 𝜃1+𝜃10–360° < 𝜃2+𝜃10–360° < … < 𝜃10+𝜃10–360° < 360°   …(2) 

 จาก (1) และ (2) และจากสมบตัิของ 𝐴  จะได้แตล่ะตวัใน (1) จบัคูต่วัตอ่ตวัได้กบัแตล่ะตวัใน (2) 

 ดงันัน้  𝜃1+𝜃10–360° = 𝜃1  จะได้  𝜃10 = 360°  ขดัแย้งกบัท่ี  𝜃10 < 360°  ดงันัน้  𝜃1 > 0  ไมไ่ด้ 
แสดงวา่  𝜃1 = 0  ดงันัน้  0° = 𝜃1 < 𝜃2 < … < 𝜃10 < 360° 

ท าแบบเดยีวกนักบั 𝜃2  แตค่ราวนี ้ 𝜃2 > 0 แนน่อนแล้ว 

เนื่องจาก  1∠𝜃2+𝜃10 ต้องยงัอยูใ่น  𝐴  และ 𝜃10 ใหญ่สดุ  ดงันัน้  𝜃2+𝜃10 ต้อง ≥ 360° วนกลบัไปเป็นมมุเลก็ๆ 

ดงันัน้  360° ≤ 𝜃2+𝜃10 < 𝜃3+𝜃10 < … < 𝜃10+𝜃10 < 720° 

ลบ 360° ตลอด ได้  0° ≤ 𝜃2+𝜃10–360° < 𝜃3+𝜃10–360° < … < 𝜃10+𝜃10–360° < 360°   …(3) 

จาก (1) และ (3) และจากสมบตัิของ 𝐴 และจาก 𝜃10 < 360°  เราจะจบัคู ่แตล่ะตวัใน (1) กบั (3) ได้แบบเดียว 

คือ  𝜃2+𝜃10–360° = 𝜃1  ,    𝜃3+𝜃10–360° = 𝜃2  ,    𝜃4+𝜃10–360° = 𝜃3 ,  …  ,    𝜃10+𝜃10–360° = 𝜃9 

จบัทกุสมการบวกกนั  𝜃2, 𝜃3, … , 𝜃9 จะฝ่ังซ้ายและขวาจะตดักนัได้ และแทน 𝜃1 = 0  จะได้  𝜃10 = 
9(360°)

10
 = 9(36°) 

แทนคา่ 𝜃10 กลบัไป จะหา 𝜃 ตา่งๆได้เป็นทอดๆ คือ 𝜃2 = 36° ,  𝜃3 = 2(36°) ,  𝜃4 = 3(36°) ,  … ,  𝜃9 = 8(36°) 

ดงันัน้  𝐴 = {1∠0°, 1∠36°, 1∠2(36°), … , 1∠9(36°)}  จะเห็นวา่ 𝐴 คือ รากที่ 10 ของ 1 นัน่เอง 
ดงันัน้  𝐴 คือ รากของสมการ  𝑧10 − 1 = 0 

ถดัมา จะหา  |𝑧1 − 𝑧2||𝑧1 − 𝑧3|… |𝑧2 − 𝑧3| … |𝑧9 − 𝑧10| 
เนื่องจาก สมการท่ีมี  𝑧1, 𝑧2, … , 𝑧10 เป็นราก ต้องอยูใ่นรูป  𝑘(𝑧 − 𝑧1)(𝑧 − 𝑧2)… (𝑧 − 𝑧10) = 0 

เทียบกบัสมการ  𝑧10 − 1 = 0  เราจะได้  𝑘 = 1 และ  (𝑧 − 𝑧1)(𝑧 − 𝑧2)… (𝑧 − 𝑧10)  =  𝑧10 − 1 

แต ่ 𝑧1 = 1∠0° = 1 ดงันัน้ ฝ่ังซ้ายคือ  (𝑧 − 1)(𝑧 − 𝑧2)… (𝑧 − 𝑧10) 
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ฝ่ังขวา  𝑧10 − 1  แยกตวัประกอบได้เป็น  (𝑧 − 1)(𝑧9 + 𝑧8 + 𝑧7 + … + 𝑧 + 1) 

ตดั 𝑧 − 1 ทัง้สองข้าง จะเหลอื  (𝑧 − 𝑧2)… (𝑧 − 𝑧10)  =  𝑧9 + 𝑧8 + 𝑧7 + … + 𝑧 + 1 

แทน  𝑧 = 𝑧1 = 1  จะได้  (𝑧1 − 𝑧2)(𝑧1 − 𝑧3)… (𝑧1 − 𝑧10)  =  1 + 1 + 1 + … + 1  =  10    …(4) 

เนื่องจาก  1∠0°, 1∠36°, 1∠2(36°), … , 1∠9(36°)  เป็นล าดบัเรขาคณิต ที่มี  𝑧2 = 1∠36° เป็นอตัราสว่นร่วม 

ดงันัน้  ถ้าเอา 𝑧2 คณู 𝑧𝑖   จะได้ตวัถดัไป คือ  𝑧𝑖+1 เสมอ 

และ 𝑧2 คณู 𝑧10  =  1∠36° × 1∠9(36°)  =  1∠360°  =  1 ย้อนกลบัไปเป็น 𝑧1 

ดงันัน้ เราจะเอาสมการ (4) คณู 𝑧2 ให้แตล่ะวงเลบ็ ให้ 𝑧𝑖  เลือ่นไป 1 อนัดบั  เนื่องจากมี 9 วงเลบ็ จึงต้องคณู  (𝑧2)
9 

จะได้  (𝑧2 − 𝑧3)(𝑧2 − 𝑧4)… (𝑧2 − 𝑧10)(𝑧2 − 𝑧1) = 10(𝑧2)
9    …(5) 

เอา (5) คณู (𝑧2)
9 อีกรอบ จะได้  (𝑧3 − 𝑧4)(𝑧3 − 𝑧5)… (𝑧3 − 𝑧1)(𝑧3 − 𝑧2) = 10(𝑧2)

18    …(6) 

ท าแบบนีไ้ปเร่ือยๆ จะถึง  (𝑧10 − 𝑧1)(𝑧10 − 𝑧2)… (𝑧10 − 𝑧8)(𝑧10 − 𝑧9) = 10(𝑧2)
72    …(13) 

เอาสมการ (4), (5), (6), … , (13) มาคณูกนั แล้วใสค่า่สมับรูณ์ทัง้สองฝ่ัง 
ฝ่ังขวา เนื่องจาก  |𝑧2| = 1 ดงันัน้  |𝑧2|

𝑘 จะเป็น 1 ด้วย  ดงันัน้ ฝ่ังขวาจะเหลอืแค ่1010 

ฝ่ังซ้าย จะมเีป็นคู ่เช่น จะมีทัง้ |𝑧1 − 𝑧2| และ |𝑧2 − 𝑧1|  ซึง่สองคา่นีจ้ะมีคา่เทา่กนั 

ดงันัน้ ถ้าใสรู่ททัง้สองข้าง จะได้คา่ที่โจทย์ต้องการ  ดงันัน้  𝑓(𝐴) = √1010 

กรณี 2 :    𝑟1 = 0  และ  𝑟2 =  𝑟3 = … =  𝑟10 = 1 
ท าแบบเดยีวกบักรณีแรก แตค่ราวนีเ้อาแค ่ 𝑟2, 𝑟3, … , 𝑟10  มาคดิ จะเหลอื 9 ตวั 

ท าแบบกรณีแรก จะได้  𝑟2, 𝑟3, … , 𝑟10  คือ  1∠0° ,  1∠40° ,  1∠2(40°) , … ,  1∠8(40°) 

และจะได้ 9 ตวันี ้จะมีผลคณูของคา่สมับรูณ์ของผลตา่ง = √99 

และเมื่อรวม  𝑟1 = 0  เพิ่มเข้าไปอกี 
จะมีผลคณูของคา่สมับรูณ์ของผลตา่ง เพิ่มอีก |0 – 1∠0°| |0 – 1∠40°| … |0 – 1∠8(40°)| 

 =  |1∠0°| |1∠40°| … |1∠8(40°)|  = 1      (เพราะทกุตวัมี 𝑟 = 1) 
ดงันัน้ กรณีนี ้จะมี  𝑓(𝐴) = √99 × 1 = √99 
รวม 2 กรณี จะได้ 𝑓(𝐴) มีคา่ได้ 2 คา่เทา่นัน่ คือ √1010 และ √99  
ดงันัน้ ตอบ  √1010 + √99  =  105 + 39  =  119683 
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