
 สมาคม ม.ปลาย (พ.ย. 55) 1 

ข้อสอบสมาคมคณิตศาสตร์แหง่ประเทศไทย ระดบัมธัยมศกึษาตอนปลาย (พ.ย. 55) 

วนัอาทิตย์ที่ 25 พฤศจิกายน 2555  เวลา 9.00 - 12.00 น. 
 

ตอนที่ 1  ข้อ 1 - 15 เป็นข้อสอบแบบเลอืกค าตอบ  ข้อละ 2 คะแนน 

1. ถ้าจดุโฟกสัทัง้สองของวงรี  𝑥
2

𝑎2 +
𝑦2

7
 = 1  เป็นจดุเดยีวกนักบัจดุโฟกสัทัง้สองของไฮเพอร์โบลา  

𝑥2

144
−

𝑦2

81
 = 

1

25
 

 แล้ว  𝑎2  มีคา่ตรงกบัข้อใด 

 ก. 9 ข. 16 ค. 344

25
 ง. 1432 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

2. ก าหนดให้  𝐴  และ  𝐵  เป็นเหตกุารณ์ โดยที ่ 𝑃(𝐴𝑐) = 
5

6
  และ  𝑃(𝐴𝑐 ∩ 𝐵𝑐) = 

1

2
 

 แล้ว  𝑃(𝐵 − 𝐴)  ตรงกบัข้อใดตอ่ไปนี ้

 ก. 1

6
 ข. 1

4
 ค. 1

3
 ง. 2

5
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

3. ถ้า  𝑎1, 𝑎2, 𝑎3, …  เป็นล าดบัเลขคณิตของจ านวนจริง โดยที่  𝑎1 ≠ 0  และ  𝑎32 = 4𝑎20 

 แล้ว  𝑎10 + 𝑎25 + 2𝑎40  มีคา่ตรงกบัข้อใดตอ่ไปนี ้

 ก. 𝑎67 ข. 𝑎68 ค. 𝑎69 ง. 𝑎70 
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4. ก าหนดให้  𝐴 = [
𝑎
𝑏

]  และ  𝐵⃗⃗ = [
1

√3
]  โดยที่  𝑏 ≠ 0  และ  𝐴  เป็นเวกเตอร์หนึง่หนว่ย 

 ถ้ามมุระหวา่ง  𝐴  กบั  𝐵⃗⃗  เทา่กบั 60° แล้ว  𝑎  มีคา่ตรงกบัข้อใดตอ่ไปนี ้

 ก. −
√3

2
 ข. −

1

2
 ค. 1

2
 ง. √3

2
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

5. ถ้า  𝑓(𝑥)  เป็นปฏิยานพุนัธ์ของ  √𝑥3 + 1 + 2𝑥√𝑥  แล้ว  𝑓(1) − 𝑓(0)  มีคา่ตรงกบัข้อใดตอ่ไปนี ้

 ก. 0 ข. 0.4 ค. 1.2 ง. 1.4 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

6. ถ้า  𝑎  และ  𝑏  เป็นค าตอบของสมการ  32𝑥+1 + 2𝑥+1 = 6𝑥 + 2(3𝑥+1)  โดยที ่ 𝑎 ≠ 𝑏 

 แล้ว  (
3

2
)

𝑎𝑏
  มีคา่ตรงกบัข้อใดตอ่ไปนี ้

 ก. 1

6
 ข. 1

3
 ค. 1

2
 ง. 2 
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7. ถ้า  𝐴  เป็นเมทริกซ์จตัรัุสขนาด  2×2  ซึง่  𝐴2 = 2(𝐴 + I2)  โดยที่  I2  แทนเมทริกซ์เอกลกัษณ์ขนาด  2×2 

 แล้ว  |det(𝐴 − I2)|  มีคา่ตรงกบัข้อใดตอ่ไปนี ้

 ก. √2 ข. 2 ค. √3 ง. 3 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

8. ก าหนดให้  𝑓(𝑥) = 𝑥 − √𝑥2 − 1  และ  𝑔(𝑥) = 
1

𝑥+√𝑥2−1
  จงพิจารณาข้อความตอ่ไปนี ้

 (1) โดเมนของ 𝑓  =  โดเมนของ 𝑔 

 (2) 𝑓 = 𝑔 

 ข้อใดตอ่ไปนีถ้กูต้อง 
 ก. ข้อ (1) เป็นจริง และข้อ (2) เป็นจริง ข. ข้อ (1) เป็นจริง และข้อ (2) เป็นเท็จ 

 ค. ข้อ (1) เป็นเท็จ และข้อ (2) เป็นจริง ง. ข้อ (1) เป็นเท็จ และข้อ (2) เป็นเท็จ 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

9. เด็กนกัเรียนมธัยมปลายห้องหนึง่มีจ านวนทัง้สิน้  𝑎 + 𝑏  คน ประกอบด้วยเด็กนกัเรียนชาย  𝑎  คน และเดก็นกัเรียน
หญิง  𝑏  คน ถ้าสุม่เลอืกนกัเรียนมา 2 คน จากนกัเรียนทัง้  𝑎 + 𝑏  คนเหลา่นี ้ปรากฏวา่ ความนา่จะเป็นท่ีเด็ก
นกัเรียนที่เลอืกมา 2 คนนีเ้ป็นเพศเดียวกนัมีคา่เทา่กบั  1

2
  จงพิจารณาวา่  𝑎2 + 𝑏2 − 2𝑎𝑏  มีคา่ตรงกบัข้อใด

ตอ่ไปนี ้

 ก. 0 ข. |𝑎 − 𝑏| ค. (𝑎+𝑏
2

) ง.  𝑎 + 𝑏 
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10. ถ้า  𝑥  เป็นจ านวนจริงที่อยูใ่นช่วง  [0,
𝜋

2
]  และ สอดคล้องกบัสมการ  arcsin(cos 𝑥) + arccos(sin 𝑥) = 1 

 แล้ว  𝑥  เป็นสมาชิกของชว่งในข้อใดตอ่ไปนี ้

 ก. (0,
𝜋

6
) ข. (

𝜋

6
,

𝜋

4
) ค. (

𝜋

4
,

𝜋

3
) ง. (

𝜋

3
,

𝜋

2
) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

11. ก าหนดให้  𝑝  และ  𝑞  เป็นจ านวนเชิงซ้อน โดยที่  𝑞 ≠ 0  ซึง่ท าให้สมการ  𝑧2 + 𝑝𝑧 + 𝑞 = 0  มีรากที่ตา่งกนัเป็น
จ านวนเชิงซ้อน  𝑧1  และ  𝑧2  ถ้า  |𝑧1| = 1 = |𝑧2|  แล้ว สว่นจริงของ  𝑧1𝑧2̅  มีคา่ตรงกบัข้อใดตอ่ไปนี ้

 ก. 𝑝

2𝑞2 − 1 ข. 𝑝2

2𝑞2 − 1 ค. 𝑝

𝑞2 − 1 ง. 𝑝2

2𝑞
− 1 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

12. ก าหนดให้  𝑟  และ  𝑠  เป็นจ านวนตรรกยะบวกใดๆ และ  𝑥  และ  𝑦  เป็นจ านวนอตรรกยะบวกใดๆ 

 จงพิจารณาข้อความตอ่ไปนี ้

 (1) 𝑟𝑠  เป็นจ านวนตรรกยะบวก 

 (2) 𝑟𝑥  เป็นจ านวนอตรรกยะบวก 

 (3) 𝑦𝑠  เป็นจ านวนอตรรกยะบวก 

 (4) 𝑥𝑦  เป็นจ านวนอตรรกยะบวก 

 จ านวนข้อความทีเ่ป็นจริงจากข้อความทัง้ 4 ข้อความข้างต้นตรงกบัข้อใดตอ่ไปนี ้

 ก. 0 ข. 1 ค. 2 ง. 3 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 สมาคม ม.ปลาย (พ.ย. 55) 5 

13. ส าหรับ  𝑋  และ  𝑌  ที่เป็นเมทริกซ์ขนาด  3×3  ใดๆ นิยาม  [𝑋, 𝑌] = 𝑋𝑌 − 𝑌𝑋 

 ให้  𝐴, 𝐵, 𝐶  และ  𝐷  เป็นเมทริกซ์ขนาด  3×3  ใดๆ จงพจิารณาข้อความตอ่ไปนี ้

 (1) det( [𝐴, 𝐵] )  =  −det( [𝐵, 𝐴] ) 

 (2) [ 𝐴 + 𝐶 ,  𝐵 + 𝐷 ]  =  [𝐴 , 𝐵] + [𝐶 , 𝐷] 

 (3) [𝐴, [𝐵 , 𝐶]] + [𝐵, [𝐶 , 𝐴]]  =  −[𝐶 , [𝐴 , 𝐵]] 
 ข้อใดตอ่ไปนีถ้กูต้อง 
 ก. ข้อ (1) , (2) และ (3) เป็นจริง ข. ข้อ (1) เป็นจริง และข้อ (2) และ (3) เป็นเท็จ 

 ค. ข้อ (1) และ (3) เป็นจริง และข้อ (2) เป็นเท็จ ง. ข้อ (1) , (2) และ (3) เป็นเท็จ 
 
 
 
 
 
 
 
 

14. ก าหนดให้  𝑓  เป็นฟังก์ชนัจากเซตของจ านวนจริงไปยงัเซตของจ านวนจริง 
 และให้  𝑎  เป็นจ านวนจริง จงพิจารณาข้อความตอ่ไปนี ้ 

 (1) ถ้า  
0

lim
h

𝑓(𝑎+ℎ)−𝑓(𝑎−ℎ)

ℎ
 = 10 แล้ว  

0
lim
h

𝑓(𝑎+ℎ)−𝑓(𝑎)

ℎ
 = 5 

 (2) ถ้า  
0

lim
h

𝑓(𝑎+ℎ)−𝑓(𝑎)

ℎ
 = 5 แล้ว  

0
lim
h

𝑓(𝑎+ℎ)−𝑓(𝑎−ℎ)

ℎ
 = 10   

 ข้อใดตอ่ไปนีถ้กูต้อง 
 ก. ข้อ (1) เป็นจริง และข้อ (2) เป็นจริง ข. ข้อ (1) เป็นจริง และข้อ (2) เป็นเท็จ 

 ค. ข้อ (1) เป็นเท็จ และข้อ (2) เป็นจริง ง. ข้อ (1) เป็นเท็จ และข้อ (2) เป็นเท็จ 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

15. ก าหนดให้  ABC  เป็นสามเหลีย่มใดๆ โดยที ่ cos2 A + cos2 B  ≥  sin2 C  ข้อใดตอ่ไปนีถ้กูต้อง 
 ก. ABC  ไมเ่ป็นสามเหลีย่มมมุแหลม ข. ABC  ไมเ่ป็นสามเหลีย่มมมุฉาก 

 ค. ABC  ไมเ่ป็นสามเหลีย่มมมุปา้น ง. ABC  ไมเ่ป็นสามเหลีย่มหน้าจัว่ 
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ตอนที่ 2  ข้อ 16 - 25 เป็นข้อสอบแบบเติมค าตอบ  ข้อละ 3 คะแนน 

16. ให้  I  แทนเซตของจ านวนเต็มทัง้หมด 

 ถ้า  𝑓 : I → I  โดยที ่ 𝑓(𝑥 + 𝑓(𝑦))  =  𝑥 + 𝑦 − 4  ทกุจ านวนเตม็ 𝑥 และ 𝑦 แล้ว  𝑓(10)  มีคา่เทา่กบัเทา่ใด 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

17. ก าหนดให้  𝐴 = {𝑥 ∈ ℝ |
1

sin2 𝑥
−

1

cos2 𝑥
−

1

tan2 𝑥
−

1

cot2 𝑥
−

1

sec2 𝑥
−

1

csc2 𝑥
 =  −3} 

 และ  𝐵  =  {𝑥 ∈ 𝐴 | 0 < 𝑥 < 2𝜋}  ผลบวกสมาชิกทัง้หมดของเซต 𝐵 มีคา่เทา่กบัเทา่ใด 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

18. นกัเรียนมธัยมศกึษาตอนปลายห้องหนึง่มจี านวนทัง้หมด 63 คน ประกอบไปด้วยนกัเรียนชาย 𝑎 คน และนกัเรียน
หญิง 𝑏 คน ในการสอบวิชาคณิตศาสตร์ครัง้หนึง่ปรากฏวา่ คะแนนเฉลีย่ของนกัเรียนชาย เทา่กบั 𝑎 คะแนน และ
คะแนนเฉลีย่ของนกัเรียนหญิง เทา่กบั 𝑏 คะแนน ถ้าคะแนนเฉลีย่ของนกัเรียนทัง้ห้องเทา่กบั 35 คะแนน แล้ว คา่ 𝑏 ที่
เป็นไปได้ทัง้หมดเทา่กบัเทา่ใด 
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19. ก าหนดให้ ABC เป็นสามเหลีย่มในระนาบพิกดัฉาก XY โดยที่ ABC มีความยาวเส้นรอบรูปเทา่กบั 36 หนว่ย 

 ให้ L , M และ N เป็นจดุบนด้าน BC , AC และ AB ตามล าดบั โดยที่ ด้าน BL ยาว 3 หนว่ย ด้าน CM ยาว 4 หนว่ย  
 และด้าน AN ยาว 5 หนว่ย ถ้า  AL⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + BM⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + CN⃗⃗⃗⃗⃗⃗   =  0̅  แล้ว  AB⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ∙ AC⃗⃗⃗⃗⃗⃗   มีคา่เทา่กบัเทา่ใด 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

20. ถ้า  𝑥 , 𝑦  และ  𝑧  เป็นจ านวนจริงที่ท าให้  (42𝑥 + 2)(42𝑦 + 4)(42𝑧 + 8)  =  4𝑥+𝑦+𝑧+3 

 แล้ว  42𝑥+3𝑦+4𝑧  มีคา่เทา่กบัเทา่ใด 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

21. ให้  P  เป็นพาราโบลา  𝑦 = 4𝑥2  และ F เป็นจดุโฟกสัของ P 

 จงหาสมการทางเดินของจดุกึ่งกลางของคอร์ดของ P  ซึง่คอร์ดเหลา่นีผ้า่นจดุโฟกสั F 
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22. ตารางขนาด  1 × 8  ตารางหนว่ย แบง่เป็นช่องขนาด  1 × 1  ตารางหนว่ย จ านวน 8 ช่อง ระบายสแีตล่ะช่องด้วยสี
เพียงหนึง่ส ีจากสแีดง เหลอืง ด า โดยที่จ านวนช่องทีม่ีสแีดงเป็นจ านวนคี่ และตารางนีถ้กูระบายสคีรบทกุส ีจงหา
จ านวนรูปแบบทัง้หมดทีเ่ป็นไปได้จากการระบายสตีารางตามเง่ือนไขดงักลา่ว 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

23. ก าหนดให้  ℓ  เป็นเส้นตรงที่มีความชนั  7
2
  และเส้นตรง  ℓ  ไมต่ดักบัพาราโบลา  𝑦 = 𝑥2 

 ก าหนดให้  A  และ  B  เป็นจดุ 2 จดุบนเส้นตรง  ℓ  โดยที่ สว่นของเส้นตรง AB ยาว 2555 หนว่ย 

 จงหาพกิดัของจดุ  C  ที่อยูบ่นพาราโบลา  𝑦 = 𝑥2  ซึง่ท าให้สามเหลีย่ม  ABC  มีพืน้ท่ีน้อยที่สดุ 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

24. ก าหนดให้  𝑓 : [−4, ∞) → ℝ  โดยที่  𝑓(𝑥)  =  
𝑥2+4𝑥+3

𝑥2+7𝑥+14
  จงหาเรนจ์ของฟังก์ชนั  𝑓 
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25. จงหาคา่ของ  (
1 + sin(

𝜋

2555
) + i cos(

𝜋

2555
)

1 + sin(
𝜋

2555
) − i cos(

𝜋

2555
)
)

2555

  โดยที ่ i  เป็นจ านวนเชิงซ้อน ซึง่  i2 = −1 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ตอนที่ 3  ข้อ 26 - 35 เป็นข้อสอบแบบเติมค าตอบ  ข้อละ 4 คะแนน 

26. ก าหนดให้  𝑎1, 𝑎2 , … , 𝑎𝑛  เป็นล าดบัของจ านวนเต็มบวกเรียงตดิกนัท่ีมากกวา่ 1 พจน์ (เช่น 78, 79, 80, 81, 82) 
 ถ้าผลรวมของพจน์ในทกุพจน์ในล าดบัเทา่กบั 2012 แล้ว คา่ของ  𝑎1  เทา่กบัเทา่ใด 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

27. ให้  𝐴  =  {𝑎 ∈ ℝ | |𝑥2 − 2𝑎𝑥 − 𝑎2 −
3

4
| ≤   ทกุ 𝑥 ∈ [0, 1]} 

 จงหาสมาชิกตวัเลก็สดุ และสมาชิกของใหญ่สดุของ  𝐴 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



10    สมาคม ม.ปลาย (พ.ย. 55) 

28. มีไม้ขีดไฟ 10 ก้านท่ีมีความยาว  1, 2, … , 10  หนว่ย ตามล าดบั สุม่หยิบไม้ขีดมา 3 ก้าน 

 จงหาความนา่จะเป็นท่ีไม้ขีดทัง้สามก้านสามารถประกอบเป็นด้านของรูปสามเหลีย่มมมุปา้นได้ 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

29. ให้  𝑆  เป็นอาณาบริเวณที่ปิดล้อมด้วยกราฟ  𝑦 = 𝑥(1 − 𝑥)  กบัแกน  𝑥 

 จงหาคา่  𝑚  ทัง้หมดที่ท าให้เส้นตรง  𝑦 = 𝑚𝑥  แบง่  𝑆  เป็น 2 สว่นโดยที่แตล่ะสว่นมีพืน้ท่ีเทา่กนั 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

30. ก าหนดให้  𝐴 , 𝐵  และ  𝐶  เป็นสบัเซตของ  {1, 2, … , 12}  โดยที่  𝐴 ∩ 𝐵 ∩ 𝐶 = {1} , 

 จ านวนสมาชิกของ  𝐴 , 𝐵  และ  𝐶  มีคา่เทา่กนั และสอดคล้องกบัสมบตัิตอ่ไปนี ้

 (1) ∀𝑎 ∈ 𝐴 ∃𝑏 ∈ 𝐵 ,  𝑎|𝑏 

 (2) ∀𝑏 ∈ 𝐵 ∃𝑐 ∈ 𝐶 ,  𝑏|𝑐2 

 (3) ∀𝑐 ∈ 𝐶 ∃𝑎 ∈ 𝐴 ,  𝑐2|𝑎3 

 ในบรรดาเซต  𝐴  ทัง้หมดที่เป็นไปได้    𝐴  มีผลบวกของสมาชิกทัง้หมดมากที่สดุเทา่กบัเทา่ใด 
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31. ก าหนดให้  𝑎, 𝑏 และ 𝑐  เป็นจ านวนจริงซึง่ท าให้สมการ 

 𝑎 sin (𝑥 −
𝜋

4
) + 𝑏 sin 𝑥 + 𝑐 sin (𝑥 +

𝜋

4
)  =  0  มีค าตอบอยา่งน้อยสองคา่ในชว่ง  (0, 𝜋) 

 จงหาสามสิง่อนัดบั  (𝑎, 𝑏, 𝑐)  ทัง้หมดที่เป็นไปได้เมื่อ  𝑎  เป็นจ านวนเตม็ และ  1 < 𝑏 < 5 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

32. ก าหนดให้ 𝐴  =  {(2𝑥, 2𝑦) ∈ ℝ2 | log𝑥(log𝑦 𝑥) > 0} 

 และ 𝐵  =  {(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2 | |𝑥| + |𝑦| < 2555  และ  𝑥 และ 𝑦 เป็นจ านวนเตม็ } 

 จงหาจ านวนสมาชิกของ  𝐴 ∩ 𝐵 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

33. ก าหนดให้  𝑥1 ,  𝑥2 , … , 𝑥𝑛 , …  เป็นล าดบัอนนัต์ของจ านวนจริงในชว่ง  [0, 3] 

 ซึง่สอดคล้องกบัอสมการ  𝑥𝑛

√𝑥𝑛+1+3
  ≥  √

3

2
  ทกุ  𝑛 = 1, 2, 3, … 

 คา่ของ  𝑥2555  ทัง้หมดที่เป็นไปได้เทา่กบัเทา่ใด 
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34. ส าหรับจ านวนจริง  𝑥  ใดๆ ก าหนดให้  [𝑥]  เป็นจ านวนเตม็ที่มากทีส่ดุซึง่มคีา่ไมเ่กิน  𝑥 

 จงหาวา่ มีจ านวนเต็มบวก  𝑛  ทัง้หมดก่ีจ านวนซึง่ท าให้  
2555

1


j

[2−𝑗𝑛]  =  𝑛 − 1 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

35. ส าหรับแตล่ะจ านวนเต็มบวก  𝑛  ก าหนดให้ 

 𝑎𝑛  =  จ านวนจริงที่มคีา่มากที่สดุทีท่ าให้เส้นตรง  𝑦 = 𝑎𝑛𝑥  ตดักราฟ  𝑦 = sin 𝑥  ทัง้หมด  4𝑛 + 1  จดุ 

 จงหาคา่ของ  
n

lim 𝑛𝑎𝑛 
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เฉลย 

1. ข 10. ง 19. 144 28. 11

40
 35. 1

2𝜋
 

2. ค 11. ง 20. 1024 29. 1 −
1

√2
3   

3. ก 12. ก 21. 𝑦  =  8𝑥2 +
1

16
 30. 36  

4. ข 13. ค 22. 3024 31. (−1, √2, −1),   
5. ง 14. ค 23. ( 

7

4
 , 

49

16
 )  (−2, 2√2, −2),  

6. ค 15. ก 24. [−
2

7
 , 

3

2
]  (−3, 3√2, −3)  

7. ง 16. 8 25. i 32. 1624350  

8. ก 17. 4𝜋 26. 248 33. 3 

9. ง 18. 21, 42 27. โจทย์ไมค่รบ 34. 2556 
 

แนวคิด 

1. ข 
รีแนวนอน  →  𝑎2 − 7 = 

144

25
+

81

25
  →  𝑎2 = 16 

 

2. ค 

𝐵 − 𝐴 = 𝐴𝑐 − (𝐴𝑐 ∩ 𝐵𝑐)  →  
5

6
−

1

2
 = 

1

3
 

 

3. ก 
ได้  𝑎1 + 31𝑑 = 4𝑎1 + 76𝑑  →  0 = 𝑎1 + 15𝑑 

𝑎10 + 𝑎25 + 2𝑎40 = 4𝑎1 + 111𝑑 = 3(𝑎1 + 15𝑑) + 𝑎1 + 66𝑑 = 𝑎67 
 

4. ข 
𝐵⃗⃗ ท ามมุ 60° กบัแกน X บวก  ดงันัน้  𝐴 ท ามมุ 0°, 120°  →  𝑎 = cos 120° = −

1

2
 

 

5. ง 

= √(𝑥√𝑥 + 1)
2

 = |𝑥√𝑥 + 1| = 𝑥√𝑥 + 1  →  𝑓(𝑥) = 
2

5
𝑥

5

2 + 𝑥  →  
2

5
 + 1 

 

6. ค 

3(3𝑥)2 + 2(2𝑥) − 2𝑥3𝑥 − 6(3𝑥) = 0  →  (3(3𝑥) − 2𝑥)(3𝑥 − 2)  →  𝑥 = log2/3 3 , log3 2  

((
3

2
)

log2
3

3
)

log3 2

 = (
1

3
)

log3 2
 = 

1

2
 

 

7. ง 
→  𝐴2 − 2𝐴 = 2I2  →  (𝐴 − I2)2 = 3I2  →  (det(𝐴 − 𝐼2))2 = 9  →  ตอบ 3 

 

8. ก 

D𝑓 :  𝑥2 − 1 ≥ 0 

D𝑔 :  𝑥2 − 1 ≥ 0  และ  𝑥 + √𝑥2 − 1 ≠ 0  ถ้าอนัแรกจริง อนัหลงัจะจริงเสมอ ได้  D𝑓 = D𝑔  →  1 ถกู 
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เนื่องจาก  𝑥 − √𝑥2 − 1 ≠ 0  เอา  𝑥−√𝑥2−1

𝑥−√𝑥2−1
  คณู  𝑔(𝑥)  จะได้เทา่  𝑓(𝑥)  →  2 ถกู 

 

9. ง 
1

2
 = 

(𝑎
2)+(𝑏

2)

(𝑎+𝑏
2 )

  →  (𝑎 + 𝑏)(𝑎 + 𝑏 − 1) = 2𝑎(𝑎 − 1) + 2𝑏(𝑏 − 1) 

→  𝑎2 + 2𝑎𝑏 + 𝑏2 − 𝑎 − 𝑏 = 2𝑎2 − 2𝑎 + 2𝑏2 − 2𝑏  →  𝑎 + 𝑏 = 𝑎2 − 2𝑎𝑏 + 𝑏2 
 

10. ง 

(
𝜋

2
− 𝑥) + (

𝜋

2
− 𝑥) = 1  →  

𝜋−1

2
 = 𝑥  →  𝑥 ≈ 1.07 

 

11. ง 
จาก  𝑧 ∙ 𝑧̅ = |𝑧|2  จะได้  𝑧1𝑧1̅ = 𝑧2𝑧2̅ = 1  จะได้  𝑧1̅ = 

1

𝑧1
  และ  𝑧2̅ = 

1

𝑧2
  จะได้  𝑧1𝑧2̅ = 

𝑧1

𝑧2
  และ  𝑧1̅𝑧2 = 

𝑧2

𝑧1
 

จากสตูรผลบวกผลคณูราก จะได้  𝑧1 + 𝑧2 = −𝑝  และ  𝑧1𝑧2 = 𝑞 

จาก  𝑧1𝑧2̅  กบั  𝑧1̅𝑧2  เป็นคอนจเูกตกนั จะได้  Re(𝑧1𝑧2̅) = 
𝑧1𝑧2̅̅ ̅+𝑧1̅̅ ̅𝑧2

2
  =  

1

2
(

𝑧1

𝑧2
+

𝑧2

𝑧1
)  =  

1

2
(

𝑧1
2+𝑧2

2

𝑧1𝑧2
)  =  

1

2
(

(𝑧1+𝑧2)2−2𝑧1𝑧2

𝑧1𝑧2
)  =  

1

2
(

𝑝2

𝑞
− 2)  =  

𝑝2

2𝑞
− 1 

 

12. ก 

(1)  ผิด เช่น  2
1

2 = √2  เป็นอตรรกยะ 

(2)  ผิด เฃน่  1√2  = 1 เป็นตรรกยะ 

(3)  ผิด เช่น  √2
2

 = 2  เป็นตรรกยะ 

(4)  ผิด เช่น  √2
log2 9

 = 3  เป็นตรรกยะ  (log2 9  เป็นอตรรกยะ เพราะ  log2 3 เป็นอตรรกยะ เพราะ ไมม่จี านวนเต็ม  
𝑎, 𝑏  ที่  2𝑎 = 3𝑏) 
 

13. ค 

(1)  LHS  =  det(𝐴𝐵 − 𝐵𝐴)  =  (−1)3det(−𝐵𝐴 + 𝐴𝐵)  =  RHS  →  (1)  ถกู 
(2)  LHS  =  (𝐴 + 𝐶)(𝐵 + 𝐷) − (𝐵 + 𝐷)(𝐴 + 𝐶)  =  (𝐴𝐵 + 𝐴𝐷 + 𝐶𝐵 + 𝐶𝐷) − (𝐵𝐴 + 𝐵𝐶 + 𝐷𝐴 −

𝐷𝐶)  และ  RHS  =  𝐴𝐵 − 𝐵𝐴 + 𝐶𝐷 − 𝐷𝐶  ไมเ่ทา่กนั  →  (2)  ผิด 

(3)  LHS  =  [𝐴, 𝐵𝐶 − 𝐶𝐵] + [𝐵, 𝐶𝐴 − 𝐴𝐶] = 𝐴𝐵𝐶 − 𝐴𝐶𝐵 − 𝐵𝐶𝐴 + 𝐶𝐵𝐴 + 𝐵𝐶𝐴 − 𝐵𝐴𝐶 − 𝐶𝐴𝐵 +

𝐴𝐶𝐵  =  𝐴𝐵𝐶 + 𝐶𝐵𝐴 − 𝐵𝐴𝐶 − 𝐶𝐴𝐵  และ  RHS  =  −[𝐶, 𝐴𝐵 − 𝐵𝐴]  =  −𝐶𝐴𝐵 + 𝐶𝐵𝐴 + 𝐴𝐵𝐶 − 𝐵𝐴𝐶  

เทา่กนั  →  (3)  ถกู 
 

14. ค 

(1)  ถ้า  𝑓(𝑥) = {5𝑥 เมื่อ 𝑥 ≠ 0

1 เมื่อ 𝑥 = 0
  จะได้  

0
lim
h

𝑓(0+ℎ)−𝑓(0−ℎ)

ℎ
 = 10  แต ่ 

0
lim
h

𝑓(0+ℎ)−𝑓(0)

ℎ
  หาคา่ไมไ่ด้  →  ผิด 

(2)  
0

lim
h

𝑓(𝑎+ℎ)−𝑓(𝑎)

ℎ
 = 5  แปลวา่  

0
lim
h

𝑓(𝑎+ℎ)−𝑓(𝑎)

ℎ
  =  

0
lim
h

𝑓(𝑎+ℎ)−𝑓(𝑎)

ℎ
 = 5 

ดงันัน้  
0

lim
h

𝑓(𝑎+ℎ)−𝑓(𝑎)

ℎ
  =  

0
lim
h

𝑓(𝑎+(−ℎ))−𝑓(𝑎)

−ℎ
 = 

0
lim
h

𝑓(𝑎)−𝑓(𝑎−ℎ)

ℎ
  =  5 

ดงันัน้  
0

lim
h

𝑓(𝑎+ℎ)−𝑓(𝑎)

ℎ
 + 

0
lim
h

𝑓(𝑎)−𝑓(𝑎−ℎ)

ℎ
  =  

0
lim
h

𝑓(𝑎+ℎ)−𝑓(𝑎−ℎ)

ℎ
  =  5 + 5  =  10  →  (2) ถกู 
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15. ก 

เนื่องจาก  𝐴 + 𝐵 + 𝐶 = 180°  ดงันัน้  sin(𝐴 + 𝐵) = sin 𝐶  ดงันัน้  sin2 𝐶 = sin2(𝐴 + 𝐵) 

จะได้ cos2 𝐴 + cos2 𝐵 ≥  sin2(𝐴 + 𝐵) 

 cos2 𝐴 + cos2 𝐵 ≥  (sin 𝐴 cos 𝐵 + cos 𝐴 sin 𝐵)2  
 cos2 𝐴 + cos2 𝐵 ≥  sin2 𝐴 cos2 𝐵 + cos2 𝐴 sin2 𝐵 + 2 sin 𝐴 cos 𝐵 cos 𝐴 sin 𝐵  
cos2 𝐴 − cos2 𝐴 sin2 𝐵 + cos2 𝐵 − sin2 𝐴 cos2 𝐵 ≥  2 sin 𝐴 cos 𝐵 cos 𝐴 sin 𝐵  
cos2 𝐴 (1 − sin2 𝐵) + cos2 𝐵 (1 − sin2 𝐴) ≥  2 sin 𝐴 cos 𝐵 cos 𝐴 sin 𝐵  
cos2 𝐴 cos2 𝐵            +    cos2 𝐵 cos2 𝐴 ≥  2 sin 𝐴 cos 𝐵 cos 𝐴 sin 𝐵  
2cos2 𝐴 cos2 𝐵 ≥  2 sin 𝐴 cos 𝐵 cos 𝐴 sin 𝐵  
2cos2 𝐴 cos2 𝐵 − 2 sin 𝐴 cos 𝐵 cos 𝐴 sin 𝐵 ≥  0  
2 cos 𝐴 cos 𝐵 (cos 𝐴 cos 𝐵 − sin 𝐴 sin 𝐵) ≥  0  
2 cos 𝐴 cos 𝐵 cos(𝐴 + 𝐵) ≥  0  
2 cos 𝐴 cos 𝐵 (− cos 𝐶) ≥  0  
2 cos 𝐴 cos 𝐵 cos 𝐶 ≤  0  
จะได้  cos ทัง้สามมมุ เป็นบวกหมดไมไ่ด้ ไมง่ัน้ฝ่ังซ้ายจะไมน้่อยกวา่หรือเทา่กบั 0 

ดงันัน้ จึงเป็นสามเหลีย่มมมุแหลมไมไ่ด้ 
 

16. 8 

แทน  𝑥 = 10 − 𝑓(10)  และแทน  𝑦 = 10  ได้  𝑓(10 − 𝑓(10) + 𝑓(10)) = 10 − 𝑓(10) + 10 − 4 

ได้  2𝑓(10) = 16  →  𝑓(10) = 8 

 

17. 4𝜋 
cosec2 𝑥 − sec2 𝑥 − cot2 𝑥 − tan2 𝑥 − sin2 𝑥 − cos2 𝑥  =  −3 
(cosec2 𝑥 − cot2 𝑥) − (sec2 𝑥 − tan2 𝑥) − (sin2 𝑥 + cos2 𝑥)  =  −3 + 2tan2 𝑥 

ได้  tan2 𝑥 = 1  →  𝑥 = 
𝜋

4
 , 

3𝜋

4
 , 

5𝜋

4
 , 

7𝜋

4
  →  บวกกนัได้  4𝜋 

 

18. 21 , 42 

แทน  𝑎 = 63 − 𝑏  ได้  (63−𝑏)2+𝑏2

63
 = 35  →  𝑏2 − 63𝑏 + 882 = 0  →  𝑏 = 21 , 42 

 

19. 144 
AB⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + BC⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + CA⃗⃗⃗⃗⃗⃗  = 0̅  →  AL⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + LB⃗⃗ ⃗⃗⃗ + BM⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + MC⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + CN⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + NA⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  = 0̅  →  LB⃗⃗ ⃗⃗⃗ + MC⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + NA⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  = 0  
ได้  LB⃗⃗ ⃗⃗⃗ , MC⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ , NA⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗   ตอ่เป็นสามเหลีย่ม 3, 4, 5  →  cos CÂB = 

4

5
 

AC⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + CB⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + BA⃗⃗⃗⃗⃗⃗  = 0̅  →  AL⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + LC⃗⃗⃗⃗⃗ + CN⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + NB⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + BM⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + MA⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 0̅  →  LC⃗⃗⃗⃗⃗ + NB⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + MA⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 0  
ได้  LC⃗⃗⃗⃗⃗ , NB⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  , MA⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ตอ่เป็นสามเหลีย่มที่คล้ายกบั 3, 4, 5 

จากเส้นรอบรูป ได้  3 + 4 + 5 + 3𝑘 + 4𝑘 + 5𝑘 = 36  →  𝑘 = 2 

AB⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ∙ AC⃗⃗⃗⃗⃗⃗   =  (15)(12)(
4

5
) = 144 
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20. 1024 
จดัเป็นฐาน 2 ได้  (24𝑥 + 2)(24𝑦 + 4)(24𝑧 + 8)  =  22𝑥+2𝑦+2𝑧+6 

ดแูล้ว ฝ่ังซ้าย มกัจะมากกวา่ฝ่ังขวาเสมอ 

เราจะพยายามแยก  𝑥, 𝑦, 𝑧 ทางขวา ให้สามารถจบัคูก่บัฝ่ังซ้ายในแบบที่ฝ่ังซ้ายมากกวา่เสมอ 

จะเห็นวา่ ถ้าจดัฝ่ังขวาเป็น   (22𝑥+
3

2) (22𝑦+2) (22𝑧+
5

2)  จะจบัคูแ่ตล่ะวงเลบ็กบัทางซ้ายเป็นก าลงัสองสมบรูณ์ได้ 

จะเห็นวา่ 24𝑥 − 22𝑥+
3

2 + 2 = (22𝑥 − √2)
2

 ≥ 0  ดงันัน้  24𝑥 + 2 ≥ 22𝑥+
3

2  เสมอ และเทา่กนัเมื่อ  𝑥 = 
1

4
 

 24𝑦 − 22𝑦+2 + 4 = (22𝑦 − 2)2 ≥ 0  ดงันัน้  24𝑦 + 4 ≥ 22𝑦+2  เสมอ และเทา่กนัเมื่อ  𝑦 = 
1

2
 

 24𝑧 − 22𝑧+
5

2 + 8 = (22𝑧 − √8)
2

 ≥ 0  ดงันัน้  24𝑦 + 8 ≥ 22𝑧+
5

2  เสมอ และเทา่กนัเมื่อ  𝑧 = 
3

4
 

เนื่องจาก ฝ่ังซ้าย ≥ ฝ่ังขวาแบบคูต่อ่คู ่ ดงันัน้ จะเทา่กนัได้ เมื่อทกุคูเ่ทา่กนัเทา่นัน้ ตอบ 4
2

4
+

3

2
+3  =  1024 

 

21. 𝑦  =  8𝑥2 +
1

16
 

จะได้  𝑥2 = 
1

4
𝑦  ได้  F(0, 

1

16
)  ให้คอร์ด ผา่นจดุ  (𝑎, 4𝑎2)  และ  (𝑏, 4𝑏2) และ F(0, 

1

16
)  ดงันัน้   

4𝑎2−
1

16

𝑎
 = 

4𝑏2−
1

16

𝑏
 

ได้  4𝑎2𝑏 −
𝑏

16
− 4𝑏2𝑎 +

𝑎

16
 = 0  →  4𝑎𝑏(𝑎 − 𝑏) +

1

16
(𝑎 − 𝑏)  =  0  แต ่ 𝑎 ≠ 𝑏 ดงันัน้  4𝑎𝑏 = −

1

16
 

จดุกึง่กลาง คือ  ( 
𝑎+𝑏

2
 , 2𝑎2 + 2𝑏2)  ให้  𝑥 = 

𝑎+𝑏

2
  ได้  2𝑎2 + 2𝑏2  =  8𝑥2 − 4𝑎𝑏  =  8𝑥2 +

1

16
 

 

22. 3024 
แบง่กรณีตามจ านวนสแีดง (1, 3, 5) ที่เหลอืระบายสองสยีงัไงก็ได้แล้วหกัแบบเหลอืงหมดกบัด าหมด 

ได้  (8
1
)(27 − 2) + (8

3
)(25 − 2) + (8

5
)(23 − 2)  =  1008 + 1680 + 336 = 3024 

 

23. ( 
7

4
 , 

49

16
 ) 

จดุที่อยูใ่กล้ ℓ  ที่สดุ ก็คือจดุบนพาราโบลาที่มีความชนัเส้นสมัผสั = 
7

2
 

→  𝑦′ = 2𝑥 = 
7

2
  ได้  𝑥 = 

7

4
  →  C( 

7

4
 , 

49

16
 ) 

 

24. [−
2

7
 , 

3

2
] 

𝑓(𝑥) = 1 + 
−3𝑥−11

𝑥2+7𝑥+14
  →  ตวัสว่น มี  𝑏2 − 4𝑎𝑐 < 0  ดงันัน้ สว่นไมม่ีทางเป็น 0  →  กราฟตอ่เนื่อง 

หาคา่สงูสดุต า่สดุ  𝑓′(𝑥) = 
(𝑥2+7𝑥+14)(−3)−(−3𝑥−11)(2𝑥+7)

(𝑥2+7𝑥+14)2  = 0  →  3𝑥2 + 22𝑥 + 35 = 0 

ได้  (3𝑥 + 7)(𝑥 + 5) = 0  →  𝑥 = −
7

3
 ,  −5  →  มีแต ่− 7

3
 ที่อยูใ่น  [−4, ∞) 

𝑓 (−
7

3
) = 1 + 

−4
49

9
−

49

3
+14

 = 1 + 
−4

5
4

9
−16

1

3
+14

 = 1 −
9

7
 = −

2

7
 

จดุขอบ  𝑓(−4) = 1 + 
1

2
 ,  𝑓(∞) = 1 + 0 = 1  →  เรนจ์ = [−

2

7
 , 

3

2
] 
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25. i 

ข้างบนกบัข้างลา่งเป็นคอนจเูกตกนั หารกนัได้เป็น  ( 𝑟 cis 𝜃

𝑟 cis(−𝜃)
)

2555
 = cis2555 2𝜃 = cis(2555)(2𝜃) 

เมื่อ  tan 𝜃 = 
cos

𝜋

2555

1+sin
𝜋

2555

  วาดได้ดงัรูป 

จะเห็นวา่ AB  =  BC  ดงันัน้ ABC เป็นสามเหลีย่มหน้าจัว่ 

ดงันัน้  2𝜃  =  
𝜋

2
−

𝜋

2555
  =  

2553𝜋

2(2555)
 

จะได้  cis(2555)(2𝜃) = cis 
2553𝜋

2
 = cis 1276𝜋 + 

𝜋

2
  =  i 

 

26. 248 
จะได้  𝑎1, 𝑎2 , … , 𝑎𝑛  เป็นล าดบัเลขคณิต ที่ 𝑑 = 1  ดงันัน้  𝑆𝑛 = 

𝑛

2
(2𝑎1 + (𝑛 − 1)(1)) =  2012 

   𝑛((2𝑎1 − 1) + 𝑛) =  4024  

   𝑛 ( เต็มบวกคี ่ + 𝑛) =  4024 

จะเห็นวา่   𝑛  กบั  เต็มบวกคี่ + 𝑛  จะมีตวัหนึง่เป็นคู ่ตวัหนงึเป็นคี่เสมอ 
และ  4024 เขียนเป็น ผลคณูของเลขคูก่บัเลขคี่ ได้แบบเดียว คือ  8 × 503 

ดงันัน้ จะได้ 𝑛 = ตวัน้อย = 8  และ  เต็มบวกคี่ + 𝑛 = 503  จะได้ เต็มบวกคี่ = 503 – 8 = 495 

ดงันัน้  2𝑎1 − 1 = 495  แก้สมการ จะได้ 𝑎1 = 248 

 

27. โจทย์ไมค่รบ 

 

28. 11

40
 

สามเหลีย่มมมุปา้น ต้องมี  𝑐2 > 𝑎2 + 𝑏2  และเป็นสามเหลีย่มได้ ต้องมี  𝑎 + 𝑏 > 𝑐  แล้วไลน่บัเอา 
(2,3,4), (2,4,5), (2,5,6), (2,6,7), (2,7,8), (2,8,9), (2,9,10)  
(3,4,6), (3,5,6), (3,5,7), (3,6,7), (3,6,8), (3,7,8), (3,7,9), (3,8,9), (3,8,10), (3,9,10),   
(4,5,7), (4,5,8), (4,6,8), (4,6,9), (4,6,10), (4,7,9), (4,8,9), (4,8,10), (4,9,10),   
(5,6,8), (5,6,9), (5,6,10), (5,7,9), (5,7,10), (5,8,10)   
(6,7,10)  

ได้ 33 แบบ ดงันัน้ ตอบ  33

(10
3 )

  =  33

120
  =  11

40
 

 

29. 1 −
1

√2
3  

หาพิกดั 𝑥 ของจดุตดั  𝑦 = 𝑥(1 − 𝑥)  กบั  𝑦 = 𝑚𝑥  ได้  𝑥(1 − 𝑥) = 𝑚𝑥  ได้  𝑥 = 0, 1 − 𝑚 

พืน้ท่ีเทา่ แปลวา่  
m


1

0

𝑥(1 − 𝑥) − 𝑚𝑥 𝑑𝑥 = 
m


1

0

𝑚𝑥 𝑑𝑥 + 
1

1 m

  𝑥(1 − 𝑥) 𝑑𝑥 

(1−𝑚)2

2
−

(1−𝑚)3

3
−

𝑚(1−𝑚)2

2
  =  

𝑚(1−𝑚)2

2
 + 

12

2
−

13

3
−

(1−𝑚)2

2
+

(1−𝑚)3

3
 

6(1 − 𝑚)2  =  6𝑚(1 − 𝑚)2 +1 + 4(1 − 𝑚)3  
6 − 12𝑚 + 6𝑚2  =  6𝑚 − 12𝑚2 + 6𝑚3 + 1 + 4 − 12𝑚 + 12𝑚2 − 4𝑚3  
0 = 2𝑚3 − 6𝑚2 + 6𝑚 − 1  =  2(𝑚 − 1)3 + 1  →  𝑚 = 1 −

1

√2
3  

 

𝜋

2555
  

1 sin 
𝜋

2555
 

cos 
𝜋

2555
 

𝜃  

𝜃  

1 

A B 

C 

1 − 𝑚  
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30. 36 

𝐴, 𝐵, 𝐶  จะมี  7, 10, 11  อยูไ่มไ่ด้ เพราะไมง่ัน้ต้องมี  7, 10, 11 ทัง้สามเซต ขดักบัท่ีบอกวา่  𝐴 ∩ 𝐵 ∩ 𝐶 = {1} 

พอเป็น 10 ไมไ่ด้ ก็จะได้ตอ่อกีวา่  A, B, C  จะมี  5  อยูไ่มไ่ด้ เพราะไมม่ี 10 แล้ว ถ้ามี 5 ก็ต้องมี 5 ทัง้สามเซตด้วย 

เหลอื 1 ที่อยูท่ัง้ 3 เซต และ 2, 3, 4, 6, 8, 9, 12 อีก 7 ตวั ท่ีอยูไ่ด้อยา่งมาก 2 เซต 

ดงันัน้  𝑛(𝐴) + 𝑛(𝐵) + 𝑛(𝐶)  มีได้มากสดุ = 3(1) + 2(7) = 17 ตวั 

เนื่องจาก  𝑛(𝐴) = 𝑛(𝐵) = 𝑛(𝐶)  ดงันัน้  𝑛(𝐴) มากสดุได้  ⌊17

3
⌋ = 5 ตวั 

โจทย์ถาม 𝐴 มากสดุ    𝐴 ต้องมี 1 อยู ่ ที่เหลอือีก 4 ตวัลองเอาตวัมากสดุให้ด ูได้  𝐴 = {1, 12, 9, 8, 6} 

จะได้  𝐵 = {1, 12, 9, 8, 2} ,  𝐶 = {1, 6, 4,  3, 2}   ส าเร็จ  และ A มีแตต่วัมากสดุ จึงไมม่ีทางได้มากกวา่นีแ้ล้ว 
ได้ผลรวม = 36  
 

31. (−1, √2, −1), (−2, 2√2, −2), (−3, 3√2, −3) 

กระจายได้  √2

2
𝑎 sin 𝑥 −

√2

2
𝑎 cos 𝑥 + 𝑏 sin 𝑥 +

√2

2
𝑐 sin 𝑥 +

√2

2
𝑐 cos 𝑥  =  0 

รวม  sin กบั  cos  ได้  (√2

2
𝑎 + 𝑏 +

√2

2
𝑐) sin 𝑥 + (−

√2

2
𝑎 +

√2

2
𝑐) cos 𝑥 = 0 

ให้  √2

2
𝑎 + 𝑏 +

√2

2
𝑐 = 𝐴  และ  − √2

2
𝑎 +

√2

2
𝑐 = 𝐵 

กรณี  𝐴2 + 𝐵2 ≠ 0  เอา √𝐴2 + 𝐵2  หารตลอดได้  𝐴

√𝐴2+𝐵2
∙ sin 𝑥 +

𝐵

√𝐴2+𝐵2
∙ cos 𝑥  =  0  →  sin(𝑥 + 𝜃) = 0 

𝑥 = 𝑛𝜋 − 𝜃  →  เป็นไปไมไ่ด้ที่จะมี 2 ค าตอบ ในชว่ง (0, 𝜋) 

กรณี  𝐴2 + 𝐵2 = 0  →  𝐴 = 0  และ  𝐵 = 0  แก้ระบบสมการให้อยูใ่นรูป 𝑎  ได้  𝑐 = 𝑎  และ  𝑏 =  −√2𝑎 

ดงันัน้  1< −√2𝑎 < 5  ได้  − 1

√2
 > 𝑎 > −

5

√2
  →  −0.7 > 𝑎 > −3.5  →  𝑎 = −1, −2, −3 

 

32. 1624350 
แก้อสมการ  log𝑥(log𝑦 𝑥) > 0  ก่อน เนื่องจาก  𝑥, 𝑦 เป็นฐาน log ต้อง >0 และ ≠1 

เนื่อจาก หลงั log ต้องเป็นบวก  →  𝑥 > 0 และ  log𝑦 𝑥 > 0 

แก้  log𝑦 𝑥 > 0  ต้องแยกคิด กรณี  𝑦 < 1  จะได้  𝑥 < 𝑦0  →  𝑥 < 1 

 กรณี  𝑦 > 1  จะได้  𝑥 > 𝑦0  →  𝑥 > 1 

ดงันัน้ จะเป็นได้แค ่2 กรณี คือ  𝑦 < 1 และ  𝑥 < 1  กบั  𝑦 > 1 และ  𝑥 > 1 

แก้  log𝑥(log𝑦 𝑥) > 0  ตามกรณีที่ได้ 

 กรณี  𝑦 < 1 ,  𝑥 < 1  →  log𝑦 𝑥 < 𝑥0  →  𝑥 > 𝑦𝑥0
  →  𝑥 > 𝑦 

 กรณี  𝑦 > 1 ,  𝑥 > 1  →  log𝑦 𝑥 > 𝑥0  →  𝑥 > 𝑦𝑥0
  →  𝑥 > 𝑦 

วาดค าตอบของทัง้ 2 กรณี จะได้ดงัรูป 
 

เซต 𝐴 ต้องน า 𝑥, 𝑦 ไปคณู 2 
กราฟจะขยายจากจดุก าเนิดไปทาง 𝑥 และ 𝑦 สองเทา่ 
ดงันัน้ จะได้ เซต 𝐴  ดงัรูป 
 

ถดัมา หา  𝐴 ∩ 𝐵 

เนื่องจาก (𝑥, 𝑦) ใน 𝐵 ต้องเป็นจ านวนแต็ม แตใ่นสามเหลีย่มลา่งซ้ายของ 𝐴 จะไมม่ีจ านวนเตม็อยูเ่ลย 

1 

1 

2 

2 
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ในสามเหลีย่มบนขวา จะมีจดุจ านวนเตม็ที่และสอดคล้องกบั  |𝑥| + |𝑦| < 2555  โดยแยกนบัตามคา่ 𝑦 จะได้ดงันี ้
 𝑦 = 3 :  มี  (4,3), (5,3), … , (2551,3)  →  2548 ตวั 

 𝑦 = 4 :  มี  (5,4), (6,4), … , (2550,4)  →  2546 ตวั 

 𝑦 = 5 :  มี  (6,5), (7,5), … , (2549,5)  →  2544 ตวั 

     ⋮ 
จะเห็นวา่ จ านวนตวั ลดลงทีละ 2  → มี  2548 + 2546 + … + 2 = 

1274(2550)

2
 = 1624350 

 
 

33. 3 

จดัรูป ได้  2𝑥𝑛
2  ≥  3𝑥𝑛+1 + 9  →   

2𝑥𝑛
2−9

3
≥ 𝑥𝑛+1 

แตเ่นื่องจาก  𝑥𝑛 ≥
2𝑥𝑛

2−9

3
  (เพราะจดัรูปได้เป็น 0 ≥ (𝑥𝑛 − 3)(2𝑥𝑛 + 3)  ซึง่จริงเมื่อ  𝑥𝑖 ∈ [0, 3] ) 

ดงันัน้  𝑥𝑛 ≥ 𝑥𝑛+1   ซึง่จะได้วา่  3 ≥ 𝑥1 ≥ 𝑥2 ≥ 𝑥3 ≥ … 

เนื่องจาก 𝑥𝑖 เป็นล าดบัท่ีไมเ่พิ่มขึน้ และทกุตวัไมส่ามารถน้อยกวา่ 0 ดงันัน้ ล าดบันี ้สามารถหาลมิิตได้ 

ใสล่มิิตทัง้สองข้างใน  2𝑥𝑛
2  ≥  3𝑥𝑛+1 + 9  จะได้ 2(lim𝑛→∞ 𝑥𝑛)2  ≥  3(lim𝑛→∞ 𝑥𝑛+1) + 9 

เนื่องจาก  lim𝑛→∞ 𝑥𝑛 = lim𝑛→∞ 𝑥𝑛+1 ให้สองตวันี ้= 𝐿  จะได้  2𝐿2 ≥ 3𝐿 + 9 

แก้อสมการ ได้  𝐿 ∈ (−∞, −
3

2
 ] ∪ [3, ∞)  แต ่ 𝑥𝑖 ∈ [0, 3]  ดงันัน้  𝐿 = 3 

เนื่องจาก  3 ≥ 𝑥1 ≥ 𝑥2 ≥ 𝑥3 ≥ …  และ  lim𝑛→∞ 𝑥𝑛 = 3  จึงสรุปได้วา่  𝑥𝑖  ทกุตวัต้องเป็น 3 หมด 
 

34. 2556 

สงัเกตวา่ ผลบวก  𝑛
2

+
𝑛

4
+ …  อนนัต์ตวั จะได้  

𝑛

2

1−
1

2

  =  𝑛  ดงันัน้  [𝑛

2
] + [

𝑛

22] + … + [
𝑛

22555]  ได้อยา่งมาก 𝑛 − 1 

และมนัจะมคีา่มากๆ เมื่อแตล่ะตวัไมถ่กูปัดเศษลง นัน่คือ เมื่อ  𝑛 อยูใ่นรูป 2𝑘 
กรณีที่ 𝑘 ≤ 2555 : ได้ผลบวก  =  2𝑘−1 + 2𝑘−2 + … + 1 + 0 + 0 +… (จนครบ 255 ตวั) 

 =  
1−2𝑘−1(2)

1−2
  =  2𝑘 − 1  =  𝑛 − 1  ตามที่โจทย์ต้องการ 

กรณีที่ 𝑘 > 2555 : ผลบวกจะบวกไปไมถ่ึง 1 จึงได้คา่น้อยกวา่  𝑛 − 1 

กรณีที่ 𝑛 ไมอ่ยูใ่นรูป 2𝑘 จะสามารถเขียน  𝑛 = 2𝑘 + 𝑚  โดยที่  𝑚 < 2𝑘  ได้ 

ได้ผลบวก  =  [
2𝑘+𝑚

2
] + [

2𝑘+𝑚

22 ] + … + [
2𝑘+𝑚

22555 ]  =  2𝑘−1 + [
𝑚

2
] + 2𝑘−2 + [

𝑚

4
] + … + ไป 2555 ตวั 

แต ่ 2𝑘−1 + 2𝑘−2 + … เป็นได้อยา่งมาก 2𝑘 − 1  และ  [𝑚

2
] + [

𝑚

4
] + … เป็นได้อยา่งมาก  𝑚 − 1 

จึงไมม่ีทางทีจ่ะได้ผลบวกเป็น  2𝑘 + 𝑚 − 1  ดงันัน้ ถ้า 𝑛 ไมอ่ยูใ่นรูป 2𝑘 จะไมม่ีทางได้ผลบวกเป็น  𝑛 − 1 

นัน่คือ  𝑛 ต้องอยูใ่นรูป 2𝑘  โดยที่  𝑘 ≤ 2555  →  𝑘 = 0, 1, … , 2555  ได้ 2556 ตวั 
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35. 1

2𝜋
 

กราฟ  𝑦 = sin 𝑥  กบั  𝑦 = 𝑎𝑛𝑥  ตา่งก็สมมาตรรอบจดุก าเนิด    ต้องการ 𝑎𝑛 มากสดุ จะหา 𝑎𝑛 ที่เป็นบวกดกู่อน 

ตดั  4𝑛 + 1 จดุ แปลวา่ตดัจดุก าเนิด 1 จดุ กบัจตภุาคที่ 1 กบั 3 อยา่งละ  2𝑛  จดุ 

เช่นในรูป จะเป็นกรณี  𝑛 = 4 

 

ถ้าให้จดุตดัสดุท้ายที่เป็นจดุสมัผสั มีพิกดัคือ  (𝜃𝑛, sin 𝜃𝑛) 

จะได้  𝑎𝑛 = ความชนัระหวา่ง (0, 0) กบั (𝜃𝑛, sin 𝜃𝑛)  = 
sin 𝜃𝑛

𝜃𝑛
 

 

จากรูป จะเห็นวา่ เมื่อ  𝑛 → ∞  จะได้  sin 𝜃𝑛 เข้าใกล้ 1  และ  𝜃𝑛 เข้าใกล้  2𝑛𝜋 +
𝜋

2
 

ดงันัน้  
n

lim 𝑛𝑎𝑛 =  𝑛 ∙
1

2𝑛𝜋+
𝜋

2

  =  
1

2𝜋
 

 
 
 

เครดิด 

ขอบคณุ คณุ อาร์ท (passer-by) และ คณุ Chonlatit Songchumsai ส าหรับเฉลยข้อ 33 

ขอบคณุ คณุ วี พรา ที่ชว่ยตรวจความถกูต้องของเฉลย 
 

1 2 3 4 5 6 7 
8 

2𝜋 4𝜋 6𝜋 8𝜋 


