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ข้อสอบสมาคมคณิตศาสตร์แหง่ประเทศไทย ระดบัมธัยมศกึษาตอนปลาย (พ.ย. 54) 

วนัอาทิตย์ที่ 27 พฤศจิกายน 2554  เวลา 9.00 - 12.00 น. 
 

ตอนที่ 1  ข้อ 1 - 15 เป็นข้อสอบแบบเลอืกค าตอบ  ข้อละ 2 คะแนน 

1. ถ้า 𝑝, 𝑞 และ 𝑟 เป็นประพจน์ใดๆ 

 ประพจน์  [(𝑞 ∨ 𝑟) ∧ (𝑝 ∨ 𝑟) ∧ (𝑞 ∨ ~𝑟)] ∨ [(𝑞 ∨ ~𝑝) ∧ (𝑝 ∨ ~𝑟) ∧ (𝑞 ∨ 𝑝)] 

 สมมลูกบัประพจน์ในข้อใดตอ่ไปนี ้
 ก. 𝑝 ข. 𝑞 ค. 𝑟 ง. 𝑞 ∨ 𝑟 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

2. ให้ 𝒰 เป็นเอกภพสมัพทัธ์ และ 𝐴, 𝐵, 𝐶 เป็นสบัเซตใดๆของ 𝒰 ซึง่ 𝐴 ∩ 𝐵 ⊂ 𝐶  และ  𝐴 ∩ 𝐶 ⊂ 𝐵 

 ข้อใดตอ่ไปนีถ้กูต้อง 
 ก. 𝐵 ∩ 𝐶 ⊂ 𝐴 ข. 𝐴 − 𝐵 = 𝐴 − 𝐶 

 ค. 𝐵 ∪ 𝐶 ⊂ 𝐴′ ง. 𝐵 − 𝐶 = 𝐵 − 𝐴 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

3. สบัเซต 𝐴 ของ ℝ ในข้อใดตอ่ไปนีท้ี่ท าให้ประพจน์  ∀𝑥 ∈ 𝐴[𝑥2(𝑥4 − 3𝑥2 + 1) < 3]  มีคา่ความจริงเป็นจริง 
 ก. (−3, −2) ข. (−2, −1) ค. (−1, 0) ง. (1, 2) 
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4. ก าหนดให้  𝑓(𝑥) = √5 − 𝑥2  และ  𝑔(𝑥) = √4 − 𝑥    โดเมนของ 𝑓 ∘ 𝑔 ตรงกบัข้อใดตอ่ไปนี ้
 ก. (−∞, 4) ข. [−1, ∞) ค. [−1, 4] ง. (−√5, √5) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

5. ให้ 𝑎 และ 𝑏 เป็นจ านวนเต็มซึง่  𝑎 log250 5 +
𝑏

log2 250
 = 3    คา่ของ 𝑎 + 2𝑏 ตรงกบัข้อใดตอ่ไปนี ้

 ก. 13 ข. 15 ค. 17 ง. 18 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

6. พิจารณาไฮเพอร์โบลาที่มีแกนตามขวางอยูบ่นเส้นตรง 𝑦 = 5  สมัผสัเส้นตรง 𝑥 = 4 และ 𝑥 = −4 

 และตดัแกน 𝑥 ที่จดุ (6, 0) และ (−6, 0)    ข้อใดตอ่ไปนีค้ือจดุตดัจดุหนึง่ของไฮเพอร์โบลากบัเส้นตรง 𝑥 = 8 

 ก. (8, 3 + √60) ข. (8, 5 + √50) ค. (8, 3 + √50) ง. (8, 5 + √60) 
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7. ก าหนดให้ 𝐴 เป็นเมทริกซ์ขนาด 3×3 ใดๆ ซึง่ 𝐴3 = 0 และ 𝐴2 ≠ 0  จงพิจารณาข้อความตอ่ไปนี ้
 1) 𝐴 ไมม่ีอินเวอร์สการคณู 

 2) det(I − 𝐴) ≠ 0  โดยที่  I แทนเมทริกซ์เอกลกัษณ์ขนาด 3×3 
 ข้อใดตอ่ไปนีถ้กูต้อง 
 ก. ข้อ 1) และ 2) จริง ข. ข้อ 1) จริง และ ข้อ 2) ไมจ่ริง 
 ค. ข้อ 1) ไมจ่ริง และ ข้อ 2) จริง ง. ข้อ 1) และ ข้อ 2) ไมจ่ริง 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

8. ก าหนดให้  𝑢⃑  ≠ 0 ,  𝑣  ≠ 0 ,  |𝑢⃑ | = √2|𝑣 |  และ  𝑢⃑ − 𝑣   ตัง้ฉากกบั 𝑢⃑ − 2𝑣  

 มมุระหวา่ง 𝑢⃑  และ 𝑣  ตรงกบัข้อใดตอ่ไปนี ้

 ก. arccos (
3√2

5
) ข. arccos (

3√3

5
) ค. arccos (

√2

3
) ง. arccos (

2√2

3
) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

9. ในรูปสามเหลีย่ม ABC รูปหนึง่ มมุ A มีขนาดเป็นสามเทา่ของมมุ B 

 ถ้า 𝑎, 𝑏 และ 𝑐 เป็นความยาวด้านของรูปสามเหลีย่มตรงข้ามมมุ A, B และ C ตามล าดบั 

 คา่ของ  cos B  ตรงกบัข้อใดตอ่ไปนี ้
 ก. 2𝑐

3𝑎−2𝑏
 ข. 𝑐

2(3𝑏−𝑎)
 ค. 2𝑐

4𝑏−𝑎
 ง. 𝑐

2(𝑎−𝑏)
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10. ก าหนดให้  𝑤  และ  𝑧  เป็นจ านวนเชิงซ้อนซึง่สอดคล้องกบัเง่ือนไขทัง้สามข้อตอ่ไปนี ้

 (1) |𝑤|2  =  |𝑧 + 𝑤| 

 (2) 1

𝑧
+

1

𝑤
  =  i 

 (3) |𝑧 − 𝑤|  =  1 

 คา่ที่เป็นไปได้คา่หนึง่ของ  |𝑧|  ตรงกบัข้อใดตอ่ไปนี ้

 ก. √2+1

√3
 ข. √3+1

2
 ค. 2−√2

√3
 ง. 2−√3

√2
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

11. ก าหนดให้  𝑎1, 𝑎2, 𝑎3, … เป็นล าดบัของจ านวนจริง ซึง่ก าหนดโดย  𝑎1 = 0 

 และ  𝑎𝑛 − 𝑎𝑛−1 = 𝑛 − 1  ทกุจ านวนเต็ม  𝑛 ≥ 2    คา่ของ  
25

1


n

𝑎𝑛  ตรงกบัข้อใดตอ่ไปนี ้

 ก. 2400 ข. 2500 ค. 2600 ง. 2700 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

12. ก าหนดให้ 𝐴, 𝐵, 𝐶 และ 𝐷 เป็นเมทริกซ์จตัรัุสขนาด 5×5 ซึง่  det 𝐴 = 2 ,  det 𝐵 = 3 ,  det 𝐶 = 4 

 และ  adj(adj 𝐴𝐵) = 108𝐶𝐷    คา่ของ det 𝐷 ตรงกบัข้อใดตอ่ไปนี ้
 ก. 12 ข. 16 ค. 24 ง. 48 
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13. ส าหรับจ านวนเตม็บวก 𝑛 ใดๆ ก าหนดให้ 𝐴(𝑛) เป็นพืน้ท่ีที่ปิดล้อมด้วยเส้นโค้ง  𝑦 = 𝑛𝑥 − 𝑥2  แกน 𝑦 

 และเส้นสมัผสัโค้งนีท้ี่จดุ 𝑥 = 𝑛 

 จ านวนเตม็บวก 𝑛 ที่น้อยที่สดุทีท าให้ 𝐴(𝑛) เป็นก าลงัสองสมบรูณ์ของจ านวนเตม็ ตรงกบัข้อใดตอ่ไปนี ้
 ก. 1 ข. 2 ค. 3 ง. 4 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

14. ก าหนดให้ผลบวกของก าลงัสองของคา่มาตรฐานของเงินเดือนพนกังานบริษัทแหง่หนึง่ในปี 2554 มีคา่เทา่กบั 42  
และผลบวกของเงินเดือนของพนกังานบริษัทแหง่นีใ้นปี 2554 มคีา่เทา่กบั 1,000,000 บาท ในปีถดัไป (ปี 2555) 
เงินเดือนพนกังานแตล่ะคนเพิ่มขึน้จากเดิม 5%  จงพจิารณาวา่ คา่เฉลีย่เลขคณิตของเงินเดือนพนกังานบริษัทแหง่นี ้
ในปี 2555 ตรงกบัข้อใดตอ่ไปนี ้(จ านวนของพนกังานของบริษัทแหง่นีใ้นปี 2554 และปี 2555 มีคา่เทา่กนั) 

 ก. 20,000 ข. 25,000 ค. 30,000 ง. 35,000 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

15. จดัคน 10 คน ซึง่รวมสมศกัดิ์ มนตรี สภุาพ ให้นัง่รอบโต๊ะกลมในงานเลีย้งอยา่งสุม่ ความนา่จะเป็นท่ีสมศกัดิ์และ
มนตรีนัง่ตดิกนั และสภุาพไมน่ัง่ติดกบัสองคนนี ้มีคา่เทา่กบัข้อใดตอ่ไปนี ้

 ก. 1

9
 ข. 2

9
 ค. 1

6
 ง. 1

3
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



6    สมาคม ม.ปลาย (พ.ย. 54) 

ตอนที่ 2  ข้อ 16 - 25 เป็นข้อสอบแบบเติมค าตอบ  ข้อละ 3 คะแนน 

16. ก าหนดให้  𝑓 : ℝ → ℝ  เป็นฟังก์ชนัท่ีสอดคล้องกบัเง่ือนไข  𝑓(𝑓(𝑥)) = 5 − 𝑥  ส าหรับทกุจ านวนจริง 𝑥 

 จงหาคา่ทีเ่ป็นไปได้ทัง้หมดของ 𝑓(0) + 𝑓(5) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

17. ก าหนดความสมัพนัธ์  𝑟 = { (𝑥, 𝑦 ∈ ℝ × ℝ) | 𝑥 ≠ 𝑦  และ  𝑥2 − 𝑥 = 𝑦2 − 𝑦 }  จงหาโดเมนของ 𝑟 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

18. จงหาคูอ่นัดบัของจ านวนเต็มบวก (𝑥, 𝑦) ทัง้หมดที่สอดคล้องกบัสมการ  2𝑥2 + 5𝑦2  =  11(𝑥𝑦 − 11) 
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19. จงหาเซตของจ านวนจริง 𝑥 ทัง้หมด ที่ท าให้อสมการ    2 log𝑥 (
𝑎+𝑏

2
)  ≤  log𝑥 𝑎 + log𝑥 𝑏 

 เป็นจริงส าหรับทกุจ านวนจริงบวก 𝑎 และ 𝑏 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

20. ก าหนดให้สญัลกัษณ์  ⌊𝑥⌋  หมายถึง จ านวนเต็มทีม่ากที่สดุซึง่น้อยกวา่หรือเทา่กบั 𝑥 

 (ตวัอยา่งเช่น ⌊√2⌋ = 1)    จงหาเลขสามหลกัสดุท้ายของ  ⌊ 1084

1028+8
⌋ 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

21. ก าหนดให้  𝑎𝑛 = 
n

k 1

  𝑘(𝑘 + 1)(𝑘 + 2)  และ  𝑏𝑛 = 
n

k 1

 (2𝑘 − 1)2    จงหาคา่ของ  
n

lim
3𝑛𝑏𝑛+𝑛2

𝑎𝑛
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22. นิยามล าดบั  (𝑎𝑛)  โดย  𝑎1 = 1  และส าหรับจ านวนเตม็ 𝑛 ≥ 1 ให้ 𝑎𝑛 และ 𝑎𝑛+1 เป็นจ านวนจริงซึง่ท าให้สมการ
ในตวัแปร 𝑥        2 arcsin(𝑥 + 𝑎𝑛+1) =  2𝜋 − arccos(𝑥 + 𝑎𝑛)  มีค าตอบที่เป็นจ านวนจริง 

 จงหาคา่ของ  





1n

 
1

𝑎𝑛𝑎𝑛+1
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

23. ก าหนดให้  𝑎, 𝑏  เป็นคา่คงตวัที่ท าให้ฟังก์ชนั  𝑓(𝑥) = 𝑥2 − 𝑎𝑥 − 𝑎𝑏  มีเส้นสมัผสัที่จดุ  𝑥 = 𝑎 + 𝑏   เป็น
เส้นตรง  𝑦 = −𝑥 + 5    จงหาคา่ของ  𝑎  ที่เป็นไปได้ทัง้หมด 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

24. ก าหนดให้  𝑧1  และ  𝑧2  เป็นจ านวนเชิงซ้อนซึง่  |𝑧1| = |𝑧2|    ถ้า  𝑧1 − 𝑧2 = 𝑎 + i  โดยที่  𝑎  เป็นจ านวนจริง 

 จงหา  Im (
𝑧1∙𝑧2

|𝑧1∙𝑧2|
)    (ตอบในรูปของ 𝑎) 
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25. ก าหนดข้อมลูสองชดุดงัตอ่ไปนี ้ ข้อมลูชดุแรก คือ  𝑥1 , 𝑥2 , … , 𝑥20 

  ข้อมลูชดุที่สอง คือ  𝑦1 , 𝑦2 , … , 𝑦30 

ถ้าข้อมลูชดุแรกและข้อมลูชดุที่สองมีความแปรปรวนเป็น 9 และ 16 ตามล าดบั  และถ้าผลตา่งของคา่เฉลีย่ของ
ข้อมลูสองชดุนีม้ีคา่เป็น 10 แล้ว  จงหาความแปรปรวนของข้อมลูผสม  𝑥1 , 𝑥2 , … , 𝑥20 , 𝑦1 , 𝑦2 , … , 𝑦30 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ตอนที่ 3  ข้อ 26 - 35 เป็นข้อสอบแบบเติมค าตอบ  ข้อละ 4 คะแนน 

26. ให้  P  เป็นพาราโบลาที่มีจดุโฟกสัที่จดุ  (1, −2)  และเส้นตรง  𝑥 − 𝑦 = 0  เป็นไดเรกตริกซ์ 

 ก าหนดให้  A  และ  B  เป็นจดุปลายทัง้สองข้างของเลตสัเรคตรัมของพาราโบลา  P 

 ถ้าก าหนดให้  C  มีพิกดัเป็น  (2554, 2554)  แล้ว  จงหาพืน้ท่ีของรูปสามเหลีย่ม  ABC 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

27. บนเคร่ืองบินที่มี 60 แถว  แตล่ะแถวมี 6 ที่นัง่  ถ้าต้องการจดัผู้ โดยสารนัง่บนที่นัง่ โดยมีเง่ือนไขวา่ 

 1) ในแตล่ะแถวไมจ่ าเป็นต้องมคีนนัง่ครงทกุที่นัง่ 
 2) ส าหรับสองแถวใดๆ ต าแหนง่ทีม่คีนนัง่ต้องตา่งกนัอยา่งน้อย 1 ต าแหนง่เสมอ 
 สามารถจดัผู้ โดยสารนัง่บนที่นัง่ในเคร่ืองบินล านีไ้ด้มากที่สดุก่ีคน 
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28. ก าหนดให้  𝑎, 𝑏, 𝑐  เป็นจ านวนเตม็เรียงติดกนั 3 จ านวน  (𝑎 < 𝑏 < 𝑐)  ซึง่มีสมบตัวิา่ 

 มีจ านวนเฉพาะ 𝑝 ทีท่ าให้  𝑎 ,  𝑏 + 10 ,  𝑐 + 𝑝  เป็นส าดบัเรขาคณิต    จงหาคา่  𝑎  ที่เป็นไปได้ทัง้หมด 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

29. มีตะกร้า 2 ใบ ตะกร้าใบแรกมีลกูบอลสขีาว 2 ลกู สดี า 1 ลกู  ตะกร้าใบท่ีสองมีลกูบอลสขีาว 1 ลกู สดี า 2 ลกู  สุม่
หยิบลกูบอล 1 ลกูจากตะกร้าใบแรก แล้วใสล่งในตะกร้าใบท่ีสอง จากนัน้สุม่หยิบลกูบอล 1 ลกูจากตะกร้าใบท่ีสอง 
ใสค่ืนกลบัในตะกร้าใบแรก  จงหาความนา่จะเป็นท่ีเมื่อหลงัจากการสุม่หยิบลกูบอลทัง้สองครัง้แล้ว จ านวนลกูบอล
แตล่ะสใีนตะกร้าทัง้สองใบมจี านวนเทา่เดมิ 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

30. ก าหนดรูป  ∆ABC  และ  ∆AEF  เป็นรูปสามเหลีย่มในระนาบ  𝑥𝑦  โดยที่ B เป็นจดุกึ่งกลางของด้าน EF 

 ถ้า  |AB̅̅ ̅̅ | = |EF̅̅̅̅ | = 1 ,  |BC̅̅̅̅ | = 6 ,  |CA̅̅̅̅ | = √33  และ  AB⃑⃑⃑⃑  ⃑ ∙ AE⃑⃑⃑⃑  ⃑ + AC⃑⃑⃑⃑  ⃑ ∙ AF⃑⃑⃑⃑  ⃑  =  2 

 แล้ว จงหาคา่ของ  cos 𝜃  โดยที่  𝜃  เป็นขนาดของมมุระหวา่ง  EF⃑⃑⃑⃑   และ  BC⃑⃑⃑⃑  ⃑ 
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31. ก าหนดให้  𝑎𝑛 = 1 + 
8

𝑛2  ส าหรับทกุจ านวนเตม็บวก  𝑛 

 จงหาจ านวนเต็มที่มากที่สดุที่มคีา่ไมเ่กิน  
98

1


n

√𝑎2𝑛−1 + 𝑎2𝑛+1 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

32. ก าหนดให้  𝑥 ∈ (0, 
𝜋

2
)  ซึง่ท าให้  sin 𝑥 = 0.10𝑎𝑏𝑐… 

 โดยที่  𝑎, 𝑏, 𝑐, …  เป็นเลขโดด  (นัน่คือ 𝑎, 𝑏, 𝑐, … ∈ {0, 1, 2, …, 9}) 
 ถ้า  cos𝑥  =  0.𝑚𝑛𝑘…  โดยที่  𝑚, 𝑛, 𝑘  เป็นเลขโดด  จงหาสามสิง่อนัดบั  (𝑚, 𝑛, 𝑘)  ที่เป็นไปได้ทัง้หมด 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

33. ก าหนดให้  𝑤  เป็นรากเชิงซ้อนของสมการ  𝑧4 − 𝑧3 + 𝑧 + 1 = 0  จงหาคา่ของ  |𝑤 +
1

𝑤
| 
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34. จงหาคา่ของ  1

cos2 10°
+

1

sin2 20°
+

1

sin2 40°
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

35. ก าหนดให้  𝑟 > 0  และ  ℎ < 0  เป็นคา่คงตวัซึง่  |ℎ| > 𝑟  พิจารณาวงกลม  𝑥2 + 𝑦2 = 𝑟2  และจดุ  P = (ℎ, 0) 

 จากจดุ P ลากสว่นของเส้นตรงไปตดักวังกลมทีจ่ดุ  A  และ  B  ตามล าดบั 

 
ถ้าให้จดุ  H  เป็นจดุที่อยูบ่นสว่นของเส้นตรง  PB 

ซึง่ท าให้  |PH̅̅ ̅̅ |  เป็นคา่เฉลีย่ฮาร์มอนิกของ  |PA̅̅̅̅ |  และ  |PB̅̅̅̅ | 

จงหาสมการทางเดินของจดุ  H  เมื่อสว่นของเส้นตรงข้างต้น
แปรเปลีย่นไป  (ตอบในรูปของ  𝑟  และ  ℎ) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

P 

A 
B 

𝑥  

𝑦  
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เฉลย 
1. ข 8. ง 15. ค 22. 0.5 29. 7

12
 

2. ข 9. ง 16. 5 23. 3, −7 30. 2

3
 

3. ค 10. - 17. ℝ − {
1

2
} 24. −2𝑎

1+𝑎2 31. 141 

4. ค 11. ค 18. (14, 27) 25. 37.2 32. 993, 994 

5. ข 12. ง 19. (0, 1) 26. 4.5 33. √8
4

 

6. ง 13. ค 20. 063 27. 189 34. 12 

7. ก 14. ข 21. 16 28. 11, −121 35. 𝑥 = 
𝑟2

ℎ
 

         |𝑦| ≤ −
𝑟√ℎ2−𝑟2

ℎ
 

 

แนวคิด 

1. ข 
≡ [(𝑞 ∨ F) ∧ (𝑝 ∨ 𝑟)] ∨ [(𝑞 ∨ F) ∧ (𝑝 ∨ ~𝑟)]    ≡ 𝑞 ∧ [(𝑝 ∨ 𝑟) ∨ (𝑝 ∨ ~𝑟)]    ≡ 𝑞 
 

2. ข 
𝐴 ∩ 𝐵 ⊂ 𝐶 แปลวา่ 𝐴 ∩ 𝐵 ∩ 𝐶 = 𝐴 ∩ 𝐵 

𝐴 ∩ 𝐶 ⊂ 𝐵 แปลวา่ 𝐴 ∩ 𝐶 ∩ 𝐵 = 𝐴 ∩ 𝐶 

จะได้ 𝐴 ∩ 𝐵 = 𝐴 ∩ 𝐶 = 𝐴 ∩ 𝐵 ∩ 𝐶 วาดรูปได้ 

 

3. ค 
𝑥6 − 3𝑥4 + 𝑥2 − 3 < 0  →  (𝑥4 + 1)(𝑥 + √3)(𝑥 − √3) < 0  →  (−√3, √3) 

 

4. ค 
4 − 𝑥 ≥ 0  และ  5 − (4 − 𝑥) ≥ 0  ได้ [−1, 4] 

 

5. ข 
5𝑎2𝑏 = 2503 = 5923  →  𝑎 = 9 ,  𝑏 = 3  
 

6. ง 

(ℎ, 𝑘) = (0, 5) ,  𝑎 = 4  →  
𝑥2

42 −
(𝑦−5)2

𝑏2  = 1  →  ผา่น (6, 0) ได้ 𝑏 = √20  →  (8, 5 ± √60) 

 

7. ก 

det 𝐴3 = (det 𝐴)3 = 0  →  det 𝐴 = 0  →  1) ถกู 

det(I − 𝐴3) = det I ≠ 0 →  det[(I − 𝐴)(I + 𝐴 + 𝐴2)] ≠ 0  →  2) ถกู 
 

8. ง 
ตัง้ฉากกนั จะดอทกนัได้ 0 ได้  |𝑢⃑ |2 − 3|𝑢⃑ ||𝑣 | cos 𝜃 + 2|𝑣 |2 = 0 

ได้ cos 𝜃 = 
|𝑢⃑⃑ |2+2|𝑣⃑ |2

3|𝑢⃑⃑ ||𝑣⃑ |
  = 

4

3√2
  = 

2√2

3
 

0 

0 
𝐴  𝐵  

𝐶  
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9. ง 

จากกฎของ sin : 
𝑎

sin3𝐵
 = 

𝑏

sin𝐵
  →  

𝑎

3−4sin2 𝐵
= 𝑏  →  

𝑎

4cos2 𝐵−1
 = 𝑏  →  𝑎 = 𝑏(4 cos2 𝐵 − 1) 

จากรูปสามเหลีย่ม : 𝑐 = 𝑏 cos3𝐵 + 𝑎 cos𝐵 = 𝑏(4 cos3 𝐵 − 3 cos𝐵) + 𝑎 cos𝐵 

 = [𝑏(4 cos2 𝐵 − 1 − 2) + 𝑎] cos𝐵  
 = [𝑏(4 cos2 𝐵 − 1) − 2𝑏 + 𝑎] cos𝐵  
 = [          𝑎                 − 2𝑏 + 𝑎] cos𝐵 

ได้ cos 𝐵 = 
𝑐

2(𝑎−𝑏)
 

 

10. √3

2
± √

1

2
 

จาก (2)  |𝑤 + 𝑧| = |𝑤𝑧i| = |𝑤||𝑧|  จาก (1) ได้ |𝑤||𝑧| = |𝑤|2  ได้  |𝑤| = 0 หรือ |𝑤| = |z| 
จากสตูร  |𝑧 + 𝑤|2 + |𝑧 − 𝑤|2 = 2|𝑧|2 + 2|𝑤|2 

ถ้า  |𝑤| = 0 ได้  0 + 1 = 2|𝑧|2  ได้ |𝑧| = ±
1

√2
 

ถ้า  |𝑤| = |z| ได้  |𝑧|4 + 1 = 4|𝑧|2  →  |𝑧|4 − 4|𝑧|2 + 1 = 0  →  |𝑧|2 = 
4±√12

2
  = 2 ± √3 

ได้  |𝑧| = √
3

2
± √

1

2
 

 

11. ค 

𝑎𝑛 = (𝑛 − 1) + 𝑎𝑛−1 = (𝑛 − 1) + (𝑛 − 2) + 𝑎𝑛−2 = … = (𝑛 − 1) + ⋯+ 0 = 
𝑛2−𝑛

2
 

∑
𝑛2−𝑛

2
  =  

1

2
(
(25)(26)(51)

6
−

(25)(26)

2
)  = 2600 

 

12. ง 

(det 𝐴𝐵)16 = 1085 det 𝐶𝐷  →  det 𝐷 = 
(2∙3)16

1085∙4
 = 48 

 

13. ค 
เส้นโค้ง ชนั 𝑦′ = 𝑛 − 2𝑥 → เส้นสมัผสัที่ 𝑥 = 𝑛 มีสมการคือ  𝑦−0

𝑥−𝑛
 = 𝑛 − 2𝑛 → 𝑦 = −𝑛𝑥 + 𝑛2 

พืน้ท่ี = ∫ (−𝑛𝑥 + 𝑛2) − (𝑛𝑥 − 𝑥2)
𝑛

0
 𝑑𝑥 = ∫ 𝑥2 − 2𝑛𝑥 + 𝑛2 𝑑𝑥

𝑛

0
 = 

𝑛3

3
− 𝑛 ∙ 𝑛2 + 𝑛2 ∙ 𝑛 = 

𝑛3

3
 

 

14. ข 
∑𝑧2 = 42 = 𝑁  →  𝑥̅ = 

1,000,000

42
  →  ตอบ  1,000,000

42
×

105

100
  = 25,000 

 

15. ค 

มดัสมศกัดิ์กบัมนตรีตอกไว้ สบัในมดัได้ 2 แบบ สภุาพเลอืกได้ 6 → 
2∙6∙7!

9!
 = 

1

6
 

 

16. 5 
จาก 𝑓(𝑓(0)) = 5  แปลวา่ถ้าให้ 𝑓(0) = 𝑘 ได้ 𝑓(𝑘) = 5 

จาก 𝑓(𝑓(𝑘)) = 5 − 𝑘 แปลวา่ 𝑓(5) = 5 − 𝑘  จะได้  𝑓(0) + 𝑓(5) = 𝑘 + 5 − 𝑘 = 5 

 
 



 สมาคม ม.ปลาย (พ.ย. 54) 15 

17. ℝ − {
1

2
} 

𝑥2 − 𝑦2 − 𝑥 + 𝑦 = 0  →  (𝑥 − 𝑦)(𝑥 + 𝑦) − (𝑥 − 𝑦) = 0 

แต ่ 𝑥 ≠ 𝑦  เอา  𝑥 − 𝑦 หารตลอด  ได้  𝑥 + 𝑦 − 1 = 0  แต ่ 𝑥 ≠ 𝑦  ดงันัน้  𝑥 + 𝑥 − 1 ≠ 0  ได้  𝑥 ≠ 
1

2
 

 

18. (14, 27) 

(2𝑥 − 𝑦)(𝑥 − 5𝑦) = −121  = 𝐴𝐵  ได้ 𝑦 = 
𝐴−2𝐵

9
 , 𝑥 = 

5𝐴−𝐵

9
  →  𝐴 เป็นบวก  𝐵 เป็นลบ 

แทน 𝐴𝐵 = (121)(−1) ,  (11)(−11) ,  (1)(−121)  ได้  (1)(−121) อนัเดียว 

 

19. (0, 1) 

log𝑥
𝑎2+2𝑎𝑏+𝑏2

4
  ≤  log𝑥 𝑎𝑏 ;  เนื่องจาก  𝑎

2+2𝑎𝑏+𝑏2

4
  ≥  𝑎𝑏  (เพราะ  𝑎2 − 2𝑎𝑏 + 𝑏2 ≥ 0) 

ดงันัน้  0 < 𝑥 < 1 

 

20. 063 

⌊
1084

1028+8
⌋  =  ⌊

1084+83−83

1028+8
⌋  =  ⌊

(1028+8)(1056−8∙1028+64)−83

1028+8
⌋  =  ⌊1056 − 8 ∙ 1028 + 64 −

83

1028+8
⌋ 

 

21. 16 

𝑎𝑛 = ∑𝑘3 + 3𝑘2 + 2𝑘  → ตวัก าลงัสงูสดุ ได้จาก  ∑𝑘3 = [
𝑛(𝑛+1)

2
]
2

  →  ได้  
𝑛4

4
 

𝑏𝑛 = ∑4𝑘2 − 4𝑘 + 1  → ตวัก าลงัสงูสดุของ 3𝑛𝑏𝑛 + 𝑛2 คือ 3𝑛 ∑4𝑘2 = (12𝑛) (
𝑛(𝑛+1)(2𝑛+1)

6
) = 4𝑛4 

ได้ค าตอบ = 
4𝑛4

𝑛4/4
  = 16 

 

22. 0.5 

arccos ∈ [0, 𝜋] จะได้ 2𝜋 − arccos ∈ [𝜋, 2𝜋] จะได้ 2 arcsin(𝑥 + 𝑎𝑛+1) ต้องอยูใ่น [𝜋, 2𝜋] 

แต ่arcsin ∈ [−
𝜋

2
, 
𝜋

2
]  แปลวา่ arcsin (𝑥 + 𝑎𝑛+1) = 

𝜋

2
 และ arccos (𝑥 + 𝑎𝑛) = 𝜋 

จะได้ 𝑥 + 𝑎𝑛+1 = 1 และ 𝑥 + 𝑎𝑛 = −1  →  𝑎𝑛+1 = 2 + 𝑎𝑛 






1n

 
1

𝑎𝑛𝑎𝑛+1
 = 

1

1∙3
+

1

3∙5
+ ⋯ = 

1

2
(
1

1
−

1

3
+

1

3
−

1

5
+ ⋯) = 

1

2
 

 

23. 3, −7 

ถ้า  𝑥 = 𝑎 + 𝑏  ได้  𝑦 = (𝑎 + 𝑏)2 − 𝑎(𝑎 + 𝑏) − 𝑎𝑏 = 𝑎2 + 2𝑎𝑏 + 𝑏2 − 𝑎2 − 𝑎𝑏 − 𝑎𝑏 = 𝑏2 

𝑓′(𝑥) = 2𝑥 − 𝑎  ได้  𝑓′(𝑎 + 𝑏) = 𝑎 + 2𝑏  ได้เส้นตรงคือ  𝑦−𝑏2

𝑥−(𝑎+𝑏)
 = 𝑎 + 2𝑏 

จดัรูป ได้  𝑦 = (𝑎 + 2𝑏)𝑥 − 𝑎2 − 3𝑎𝑏 − 𝑏2  ได้  𝑎 + 2𝑏 = −1  และ  −𝑎2 − 3𝑎𝑏 − 𝑏2 = 5 

แทน 𝑎 = −2𝑏 − 1  ได้  −(−2𝑏 − 1)2 − 3(−2𝑏 − 1)𝑏 − 𝑏2 = 5  →  𝑏2 − 𝑏 − 6 = 0  → 𝑏 = −2, 3 

𝑎 = 3, −7 
 

24. −2𝑎

1+𝑎2 
ให้  |𝑧1| = |𝑧2| = 𝑟  จะได้  𝑧1 = 𝑟∠𝜃1 ,  𝑧2 = 𝑟∠𝜃2 

𝑧1 − 𝑧2 = 𝑟(cos𝜃1 + i sin𝜃1) − 𝑟(cos𝜃2 + i sin𝜃2) = 𝑎 + i  

ได้  𝑟(cos 𝜃1 − cos𝜃2) = 𝑟 (−2 sin
𝜃1+𝜃2

2
sin

𝜃1−𝜃2

2
) = 𝑎 
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และ  𝑟(sin𝜃1 − sin 𝜃2) = 𝑟 (2 cos
𝜃1+𝜃2

2
sin

𝜃1−𝜃2

2
) = 1  จบัสองสมการหารกนั ได้  −tan

𝜃1+𝜃2

2
 = 𝑎 

Im (
𝑧1∙𝑧2

|𝑧1∙𝑧2|
) = Im (

𝑟2∠(𝜃1+𝜃2)

𝑟2 ) = sin(𝜃1 + 𝜃2) =  
−2𝑎

1+𝑎2    (ใช้สตูร  sin2𝐴 = 
2 tan𝐴

1+tan2 𝐴
 ) 

 

25. 37.2 

ให้  𝑥̅ = 𝑘  ได้  𝑦̅ = 𝑘 ± 10  ได้คา่เฉลีย่รวม = 
20𝑘+30(𝑘±10)

50
 = 𝑘 ± 6 

จากสตูรความแปรปรวน ได้  
∑𝑥2

20
− 𝑘2 = 9  และ  ∑𝑦2

30
− (𝑘 ± 10)2 = 16 

ได้  ∑ 𝑥2 = 20𝑘2 + 180 ,  ∑ 𝑦2 = 30(𝑘 ± 10)2 + 480 = 30𝑘2 ± 600𝑘 +3480 

ได้ ผลบวกก าลงัสอง = 50𝑘2 ± 600𝑘 + 3660 

ได้  𝑣รวม = 
50𝑘2±600𝑘+3660

50
− (𝑘 ± 6)2 = 𝑘2 ± 12𝑘 + 73.2 − 𝑘2 ∓ 12𝑘 + 36 = 37.2 

 

26. 4.5 

โฟกสั หา่ง ไดเรคตริกซ์ = 
|1−(−2)|

√12+(−1)2
 = 

3

√2
  →  𝑐 = 

3

2√2
  →  AB = 4𝑐 = 

6

√2
 = ฐาน 

จดุ C หา่งไดเรคตริกซ์ = 
2554−2554

√12+(−1)2
 = 0  ดงันัน้ จดุ C อยูบ่นไดเรคตริกซ์พอดี →  จดุ C หา่ง AB = 2𝑐 = 

3

√2
 = สงู 

ได้พืน้ท่ี = 
1

2
×

6

√2
×

3

√2
 = 4.5 

 

27. 189 

6 คน ได้ (6
6
) = 1 แบบ ;  5 คน ได้ (6

5
) = 6 แบบ ;  4 คน ได้ (6

4
) = 15 แบบ ;  3 คน ได้ (6

3
) = 20 แบบ ; 

2 คน ได้ (6
2
) = 15 แบบ ;  1 คน ได้ (6

1
) = 6 แบบ  →  เกิน 60 ละ → ได้  1+6+15+20+15+3 = 60 

ได้จ านวนคน = 1(6)+6(5)+15(4)+20(3)+15(2)+3(1) = 189 

 

28. 11, −121 

ได้  (𝑎+1)+10

𝑎
 = 

(𝑎+2)+𝑝

(𝑎+1)+10
  จดัรูป ได้  121 = 𝑎(𝑝 − 20)  ได้ 𝑎 = ±1, ±11, ±121 

แทน แล้วเอาเฉพาะที่ได้ 𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะ ได้  (𝑎, 𝑝) = (11, 31), (−121, 19) 

(ถ้ายอมให้จ านวนลบเป็นจ านวนเฉพาะได้ จะมี (−1, −101) อีกตวั) 
 

29. 7

12
 

𝑛(𝑆) : ครัง้แรกเลอืกได้ 3 แบบ ครัง้สองมี 4 ลกูให้เลอืก ได้ 𝑛(𝑆) = 3 × 4 

𝑛(𝐸) : กรณี ครัง้แรก ได้สขีาว  →  2 × (1+1) = 4  ;  กรณี ครัง้แรก ได้สดี า  →  1 × (2+1) = 3  →  ตอบ  4+3

12
 

 

30. 2

3
 

จาก  EF⃑⃑⃑⃑ ∙ BC⃑⃑⃑⃑  ⃑  =  |EF⃑⃑⃑⃑ ||BC⃑⃑⃑⃑  ⃑| cos 𝜃  =  6 cos 𝜃 

และจาก  EF⃑⃑⃑⃑ ∙ BC⃑⃑⃑⃑  ⃑  =  (AF⃑⃑⃑⃑  ⃑ − AE⃑⃑⃑⃑  ⃑) ∙ (AC⃑⃑⃑⃑  ⃑ − AB⃑⃑⃑⃑  ⃑)  =  AF⃑⃑⃑⃑  ⃑ ∙ AC⃑⃑⃑⃑  ⃑ − AF⃑⃑⃑⃑  ⃑ ∙ AB⃑⃑⃑⃑  ⃑ − AE⃑⃑⃑⃑  ⃑ ∙ AC⃑⃑⃑⃑  ⃑ + AE⃑⃑⃑⃑  ⃑ ∙ AB⃑⃑⃑⃑  ⃑ 

=  (AF⃑⃑⃑⃑  ⃑ ∙ AC⃑⃑⃑⃑  ⃑ + AE⃑⃑⃑⃑  ⃑ ∙ AB⃑⃑⃑⃑  ⃑) − (AF⃑⃑⃑⃑  ⃑ ∙ AB⃑⃑⃑⃑  ⃑ + AE⃑⃑⃑⃑  ⃑ ∙ AC⃑⃑⃑⃑  ⃑)  =  2 − (AF⃑⃑⃑⃑  ⃑ ∙ AB⃑⃑⃑⃑  ⃑ + AE⃑⃑⃑⃑  ⃑ ∙ AC⃑⃑⃑⃑  ⃑)  
จะได้  6 cos 𝜃  =  2 − (AF⃑⃑⃑⃑  ⃑ ∙ AB⃑⃑⃑⃑  ⃑ + AE⃑⃑⃑⃑  ⃑ ∙ AC⃑⃑⃑⃑  ⃑)  …(1) 

จาก  AB⃑⃑⃑⃑  ⃑  =  
1

2
(AE⃑⃑⃑⃑  ⃑ + AF⃑⃑⃑⃑  ⃑) →  2 AB⃑⃑⃑⃑  ⃑ ∙ AB⃑⃑⃑⃑  ⃑  =  AE⃑⃑⃑⃑  ⃑ ∙ AB⃑⃑⃑⃑  ⃑ + AF⃑⃑⃑⃑  ⃑ ∙ AB⃑⃑⃑⃑  ⃑ 

 →  2                 = AE⃑⃑⃑⃑  ⃑ ∙ AB⃑⃑⃑⃑  ⃑ + AF⃑⃑⃑⃑  ⃑ ∙ AB⃑⃑⃑⃑  ⃑  …(2)  

A 

B 

C 

E 

F 

1 

0.5 

0.5 

√33  
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จาก  AB⃑⃑⃑⃑  ⃑  =  
1

2
(AE⃑⃑⃑⃑  ⃑ + AF⃑⃑⃑⃑  ⃑) →  2 AB⃑⃑⃑⃑  ⃑ ∙ AC⃑⃑⃑⃑  ⃑  =  AE⃑⃑⃑⃑  ⃑ ∙ AC⃑⃑⃑⃑  ⃑ + AF⃑⃑⃑⃑  ⃑ ∙ AC⃑⃑⃑⃑  ⃑ 

 →  |AB⃑⃑⃑⃑  ⃑|
2
+ |AC⃑⃑⃑⃑  ⃑|

2
− |BC⃑⃑⃑⃑  ⃑|

2
  =  AE⃑⃑⃑⃑  ⃑ ∙ AC⃑⃑⃑⃑  ⃑ + AF⃑⃑⃑⃑  ⃑ ∙ AC⃑⃑⃑⃑  ⃑ 

 →  1 + 33 − 36  =  −2  =  AE⃑⃑⃑⃑  ⃑ ∙ AC⃑⃑⃑⃑  ⃑ + AF⃑⃑⃑⃑  ⃑ ∙ AC⃑⃑⃑⃑  ⃑   (3) 

(2) + (3) : 0 =  AE⃑⃑⃑⃑  ⃑ ∙ AB⃑⃑⃑⃑  ⃑ + AF⃑⃑⃑⃑  ⃑ ∙ AB⃑⃑⃑⃑  ⃑ + AE⃑⃑⃑⃑  ⃑ ∙ AC⃑⃑⃑⃑  ⃑ + AF⃑⃑⃑⃑  ⃑ ∙ AC⃑⃑⃑⃑  ⃑  
 =  (AE⃑⃑⃑⃑  ⃑ ∙ AB⃑⃑⃑⃑  ⃑ + AF⃑⃑⃑⃑  ⃑ ∙ AC⃑⃑⃑⃑  ⃑) + AF⃑⃑⃑⃑  ⃑ ∙ AB⃑⃑⃑⃑  ⃑ + AE⃑⃑⃑⃑  ⃑ ∙ AC⃑⃑⃑⃑  ⃑  
 =  2 + AF⃑⃑⃑⃑  ⃑ ∙ AB⃑⃑⃑⃑  ⃑ + AE⃑⃑⃑⃑  ⃑ ∙ AC⃑⃑⃑⃑  ⃑  
จะได้  AF⃑⃑⃑⃑  ⃑ ∙ AB⃑⃑⃑⃑  ⃑ + AE⃑⃑⃑⃑  ⃑ ∙ AC⃑⃑⃑⃑  ⃑  =  −2  แทนใน (1) ได้  cos 𝜃 = 

2

3
 

 

31. 141 

𝑎2𝑛−1 + 𝑎2𝑛+1  =  1 +
8

(2𝑛−1)2
+ 1 +

8

(2𝑛+1)2
  = ใช้แรงลยุ =  

2[(2𝑛−1)2(2𝑛+1)2+4((2𝑛+1)2+(2𝑛−1)2)}

(2𝑛−1)2(2𝑛+1)2
 

=  
2[16𝑛4−8𝑛2+1+4(8𝑛2+2)}

(2𝑛−1)2(2𝑛+1)2
  =  

2[16𝑛4+24𝑛2+9}

(2𝑛−1)2(2𝑛+1)2
  =  

2(4𝑛2+3)
2

(2𝑛−1)2(2𝑛+1)2
  

ได้  √𝑎2𝑛−1 + 𝑎2𝑛+1  =  
√2(4𝑛2+3)

4𝑛2−1
  =  √2 (1 +

4

4𝑛2−1
)  =  √2 (1 +

2

2𝑛−1
−

2

2𝑛+1
) 

ได้  
98

1


n

√𝑎2𝑛−1 + 𝑎2𝑛+1  =  √2 (98 +
2

1
−

2

3
+

2

3
−

2

5
+

2

5
−

2

6
+ ⋯+

2

195
−

2

197
) 

=  (1.414) (100 −
2

197
)  =  141.4 – 

2.828

197
  →  141 

 

32. 993, 994 
sin 𝑥 ∈ [0.10, 0.11)  →  sin2 𝑥 ∈ [0.01, 0.0121)  →  1 − sin2 𝑥 ∈ (0.9879, 0.99]  
cos 𝑥  =  √1 − sin2 𝑥   →  ถอดรูทแบบตัง้หาร ได้  cos𝑥 ∈  (0.993, 0995) 
 

33. √8
4  

 
 
 
 
 
 
 
 
 

34. 12 
1

cos2 10°
+

1

sin2 20°
+

1

sin2 40°
  =  

1

sin2 80°
+

1

sin2 20°
+

1

sin2 40°
  

จะหาสมการก าลงัสาม  𝑎𝑥3 + 𝑏𝑥2 + 𝑐𝑥 + 𝑑 = 0  ที่มีค าตอบคือ  
1

sin2 20°
 ,  

1

sin2 40°
 ,  

1

sin2 80°
 

แล้วใช้สตูรผลบวกราก –
𝑏

𝑎
  ก็จะได้ค าตอบของข้อนี ้

เนื่องจากต้องการสมการก าลงัสาม เราจะพยายามใช้  sin3𝐴  =  3 sin𝐴 − 4 sin3 𝐴 

โดยเราจะจดัรูป  1

sin2 20°
 ,  

1

sin2 40°
 ,  

1

sin2 80°
  ให้เป็นรูปท่ี  sin 3𝐴  มีคา่เทา่กนั 

ถ้าให้  3𝐴 = 2𝑛𝜋 + 𝜃  จะได้  𝐴  =  
2𝜋

3
𝑛 +

𝜃

3
  ดงันัน้ ต้องให้ แตล่ะมมุหา่งกนั  2𝜋

3
  =  120° 

จะได้  1

sin2 40°
  =  

1

sin2 140°
  =  

1

sin2 120°+20°
    และ    1

sin2 80°
  =  

1

sin2 260°
  =  

1

sin2 240°+20°
 

ดงันัน้ เราจะสร้างสมการก าลงัสามที่มี  1

sin2 20°
 ,  

1

sin2 140°
 ,  

1

sin2 260°
  เป็นค าตอบ 

𝑧4 − 𝑧3 + 𝑧 + 1 =  0 

𝑧2 − 𝑧 +
1

𝑧
+

1

𝑧2 =  0 

𝑧2 +
1

𝑧2 − 𝑧 +
1

𝑧
 =  0 

(𝑧 −
1

𝑧
)
2
+ 2 − 𝑧 +

1

𝑧
 =  0 

(𝑧 −
1

𝑧
)
2
− (𝑧 −

1

𝑧
) + 2 =  0 

𝑧 −
1

𝑧
  = 

−(−1)±√(−1)2−4(1)(2)

2(1)
 =  

1±√7i

2
 

𝑧2 − 2 +
1

𝑧2 = 
1±2√7i−7

4
  =  

−6±2√7i

4
  =  

−3±√7i

2
 

𝑧2 + 2 +
1

𝑧2 = 
−3±√7i

2
+ 4  =  

5±√7i

2
 

|𝑧 +
1

𝑧
|
2

  =  |
5±√7i

2
|  =  

√25+7

2
  =  √8 

จะได้     |𝑧 +
1

𝑧
|  =  √8

4
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ให้  𝑥 = 
1

sin2 𝜃
  จะได้  sin𝜃 = 

1

±√𝑥
 

จะได้  sin3𝜃 = 3 sin𝜃 − 4 sin3 𝜃  =  sin𝜃 (3 − 4 sin2 𝜃)  =  
1

±√𝑥
(3 −

4

𝑥
) 

ถ้า  𝜃 = 20°, 140°, 260°  จะได้  sin 3𝜃  =  
√3

2
    เทา่กนัหมด  ดงันัน้  1

±√𝑥
(3 −

4

𝑥
)  =  

√3

2
 

ยกก าลงัสอง ได้  1
𝑥
(9 −

24

x
−

16

x2)  =  
3

4
   คณู  𝑥3  ตลอด แล้วจดัรูปได้  3𝑥3 − 36𝑥2 + 96𝑥 + 64  =  0 

ได้ผลบวกราก = −
−36

3
 = 12 

 

35. 𝑥 = 
𝑟2

ℎ
 ,  |𝑦| ≤ −

𝑟√ℎ2−𝑟2

ℎ
 

จากสามเหลีย่มคล้าย ให้  PA′

PA
 = 

PH′

PH
 = 

PB′

PB
 = 𝑘 

จะได้  PA′ = 𝑘 ∙ PA  ,   PH′ = 𝑘 ∙ PH  ,   PB′ = 𝑘 ∙ PB 

จากคา่เฉลีย่มฮาร์มอนิก  PH = 
2

1

PA
+

1

PB

 

คณู 𝑘 สองข้าง จะได้  𝑘 ∙ PH = 
2𝑘

1

PA
+

1

PB

 = 
2

1

𝑘∙PA
+

1

𝑘∙PB

 

จะได้  PH′ = 
2

1

PA′+
1

PB′

 

นัน่คือ  PH′  เป็นคา่เฉลีย่มฮาร์มอนกิ ของ PA′ กบั  PB′  ด้วย 

เราจะหาคา่เฉลีย่มฮาร์มอนิก ของ  PA′ กบั  PB′  เพื่อให้ได้  PH′  เพื่อให้ได้พกิดั 𝑥 ของ H′ เพื่อให้ได้พิกดั 𝑥 ของ H 

ให้เส้นตรง PB มีความชนั 𝑚  จะได้สมการ PB คือ  𝑦−0

𝑥−ℎ
 = 𝑚  ได้  𝑦 = 𝑚(𝑥 − ℎ) 

เราจะหาจดุ A กบั B โดยการแก้ระบบสมการ  𝑦 = 𝑚(𝑥 − ℎ)  กบั  𝑥2 + 𝑦2 = 𝑟2 

แทน  𝑦 = 𝑚(𝑥 − ℎ)  ในสมการวงกลม ได้  𝑥2 + 𝑚2𝑥2 − 2𝑚2ℎ𝑥 + 𝑚2ℎ2  =  𝑟2 

จดัรูปเป็นสมการก าลงัสองที่มี 𝑥 เป็นตวัแปร ได้  (𝑚2 + 1)𝑥2 − (2𝑚2ℎ)𝑥 + (𝑚2ℎ2 − 𝑟2)  =  0 

จากสตูรผลบวกผลคณูราก จะได้ผลบวกค าตอบ = −
−2𝑚2ℎ

𝑚2+1
 = 

2𝑚2ℎ

𝑚2+1
    และผลคณูค าตอบ = 

𝑚2ℎ2−𝑟2

𝑚2+1
 

ดงันัน้ ถ้าให้พิกดั 𝑥 ของ A และ B คือ 𝑎 และ 𝑏  จะได้  𝑎 + 𝑏 = 
2𝑚2ℎ

𝑚2+1
  และ  𝑎𝑏 = 

𝑚2ℎ2−𝑟2

𝑚2+1
 

และจากรูป จะได้ พกิดั 𝑥 ของ A′ และ B′ คือ 𝑎 และ 𝑏  ด้วย 

จะได้  PA′ = 𝑎 − ℎ  และ  PB′ = 𝑏 − ℎ  ดงันัน้  PH′ = 
2

1

𝑎−ℎ
+

1

𝑏−ℎ

 = 
2(𝑎−ℎ)(𝑏−ℎ)

𝑏−ℎ+𝑎−ℎ
 = 

2(𝑎𝑏−(𝑎+𝑏)ℎ+ℎ2)

𝑎+𝑏−2ℎ
 

= 
2(

𝑚2ℎ2−𝑟2

𝑚2+1
 −(

2𝑚2ℎ

𝑚2+1
)ℎ+ℎ2)

2𝑚2ℎ

𝑚2+1
 − 2ℎ

    = 
2(𝑚2ℎ2−𝑟2−2𝑚2ℎ2+𝑚2ℎ2+ℎ2)

2𝑚2ℎ−2𝑚2ℎ−2ℎ
  =  

𝑟2−ℎ2

ℎ
 

จะได้ พิกดั 𝑥 ของ H′ คือ  𝑟
2−ℎ2

ℎ
+ ℎ  =  

𝑟2

ℎ
  =  พิกดั 𝑥 ของ H ด้วย 

ถดัมา หาพิกดั 𝑦 ของ H  เนื่องจาก H ต้องอยูบ่นเส้น PB และเนื่องจาก PB ต้องตดัวงกลม 

ดงันัน้ จดุ H จะมีพิกดั 𝑦 ได้มากทีส่ดุ เมื่อ PB สมัผสัวงกลม ดงัรูป 
โดย จดุ A , B , H จะเป็นจดุเดยีวกนั 

จากรูป จะได้  PO = −ℎ  ,  PH = √ℎ2 − 𝑟2 

จากสามเหลีย่มคล้าย จะได้  𝑦
𝑟

 = 
PH

PO
 = 

√ℎ2−𝑟2

−ℎ
 

จะได้ พิกดั 𝑦 มากสดุ = −
𝑟√ℎ2−𝑟2

ℎ
 

และเนื่องจาก จดุ H จะมีพกิดั 𝑦 ได้น้อยที่สดุ เมื่อ PB สมัผสัวงกลมทางด้านลา่ง 

นัน่คือ  𝑦 น้อยสดุ = −(−
𝑟√ℎ2−𝑟2

ℎ
)  =  

𝑟√ℎ2−𝑟2

ℎ
  เขียนสัน้ๆได้เป็น  |𝑦| ≤ −

𝑟√ℎ2−𝑟2

ℎ
 

P 

A 
B 

𝑥  

H 

A′ 

𝑦  

H′ B′ 

P 
𝑥  

𝑦  

𝑟  

H 

O 

𝑦  


