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ข้อสอบสมาคมคณิตศาสตร์แหง่ประเทศไทย ระดบัมธัยมศกึษาตอนปลาย (พ.ย. EF)	
วนัอาทิตย์ทีJ K พฤศจิกายน KNEF เวลา O.PP - QK.PP น.	
	
ตอนทีJ Q	มี QP	ข้อ ข้อละ R	คะแนน	
1. ให้ 𝐴, 𝐵, 𝐶	และ 𝐷	เป็นเซตทีJสอดคล้องกบัเงืJอนไข	 𝐶 ⊂ 𝐴 − 𝐵	,		𝐷 ⊂ 𝐵 − 𝐴	,		𝑛(𝐴 ∪ 𝐷)	=	45	,	

𝑛(𝐵 ∪ 𝐶)	=	67	,		𝑛(𝐴 ∪ 𝐵)	=	100		และ  𝑛(𝐶 ∪ 𝐷)	=	3				จงหาคา่ของ  𝑛(𝐴 ∩ 𝐵)	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
2.	 ให้  𝐴	=	{1,	2,	4,	5,	6,	10}		และ  𝐵	=	{2,	5,	7}  นิยามความสมัพนัธ์	

 𝑟		=		{	(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐴 × 𝐵	|	𝑥 + 𝑦 ∈ 𝐴 − 𝐵	} 
จงหาผลรวมของสมาชิกในโดเมนของ 𝑟	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
3.	 ให้ 𝐻	เป็นไฮเพอร์โบลาทีJเส้นกํากบัทั _งสองเส้นตั _งฉากกนั  ถ้าจดุยอดของ 𝐻	อยูห่า่งกนั 20√2	หนว่ย  แล้ว 

โฟกสัของ 𝐻	อยูห่า่งกนักีJหนว่ย 
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4.	 ให้ 𝑎	เป็นจํานวนจริง  สมมตวิา่พหนุาม  𝑥) − 7𝑥* − 42𝑥 + 𝑎		มีรากเป็นจํานวนจริง 3	ราก ซึJงรากทั _งสามเรียงตวั
กนัเป็นลาํดบัเรขาคณิต  จงหาคา่ของ 𝑎	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
5.	 พิจารณาการทอดลกูเตา๋เทีJยงตรง 2	ลกู จํานวน 1	ครั _ง  ถ้าแต้มบนหน้าลกูเตา๋เป็นจํานวนคีJทั _ง 2	หน้า จะได้คะแนน

เป็นผลคณูของแต้มทั _งสอง  และถ้าแต้มบนหน้าลกูเตา๋เป็นจํานวนคูอ่ยา่งน้อย 1	หน้า จะได้คะแนนเป็นผลบวกของ
แต้มทั _งสอง  ให้ 𝐸	เป็นคา่คาดหมายของคะแนนทีJได้จากการทอดลกูเตา๋ 2	ลกูดงักลา่วจํานวน 1	ครั _ง	
จงหาคา่ของ 100𝐸	

 
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
6. ข้อมลูชดุหนึJงประกอบด้วยจํานวนเตม็ 25	จํานวนทีJแตกตา่งกนัทั _งหมด  สมมตวิา่ข้อมลูชดุนี _มีคา่เฉลีJยเป็น 

จํานวนเตม็  จงหาคา่ตํJาสดุทีJเป็นไปได้ของความแปรปรวนของประชากรของข้อมลูชดุนี _ 
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7. ให้  𝑝+,	𝑝*,	𝑝), 𝑝,	และ 𝑝-	 เป็นประพจน์  สมมตวิา่  ~(𝑝+ → 𝑝*) ∧ (~𝑝) ∨ 𝑝, ∨ 𝑝-) ∧ (𝑝+ → 𝑝-)		มีคา่
ความจริงเป็นจริง  ให้ 𝑛	เป็นจํานวนของประพจน์ 𝑝+,	𝑝*,	𝑝), 𝑝,	และ 𝑝- ทีJมีคา่ความจริงเป็นจริง  จงหาผลรวมของ
คา่สงูสดุและคา่ตํJาสดุทีJเป็นไปได้ของ 𝑛	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
8.	 ให้  𝑆	=	{	𝑥 ∈ ℝ	|	|𝑥|) − 2𝑥* − 11|𝑥| + 12	 ≤ 	0	}		ถ้า 𝑎	และ 𝑏	เป็นคา่สงูสดุและคา่ตํJาสดุทีJเป็นไปได้ของ

สมาชิกของเซต 𝑆	ตามลาํดบั  จงหาคา่ของ  100𝑎 + 𝑏	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
9.	 ให้ 𝑋	เป็นตวัแปรสุม่ไมต่อ่เนืJองทีJมีคา่อยูใ่นเซต  {	1,	2,	3,	…	,	10	}		สมมตวิา่	

𝑃(𝑋 = 𝑘 + 1)		=		2 ∙ 𝑃(𝑋 = 𝑘)		สาํหรับแตล่ะ 𝑘	∈	{	1,	2,	3,	…	,	9	}	

จงหาคา่ของ  +
.(012)	4	.(01+)
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10.	 บริษัทของเลน่แหง่หนึJงเปิดขายกลอ่งสุม่ทีJประกอบด้วยตุ๊กตา 4	ชนิด ได้แก่  𝐴	,	𝐴5	,	𝐵	และ 𝐵5		โดยเมืJอซื _อกลอ่งสุม่ 

1	กลอ่ง จะได้ตุ๊กตา 2	ตวั ตวัหนึJงจะเป็นชนิด 𝐴	หรือ 𝐴5		และอีกตวัจะเป็นชนิด 𝐵	หรือ 𝐵5		โดยทีJ 𝐴5	และ 𝐵5	จะไม่
อยูใ่นกลอ่งสุม่เดียวกนั 

สมมตวิา่บริษัทผลติตุ๊กตา 𝐴	และ 𝐵	อยา่งละ 500	ตวั  ตุ๊กตา 𝐴5	และ 𝐵5	อยา่งละ 100	ตวั  และตุ๊กตาทั _งหมด
ทีJผลติจะถกูบรรจลุงกลอ่งสุม่ตามเงืJอนไขข้างต้นทั _งหมดโดยไมมี่เศษเหลอื	

ให้  6
7
		เป็นความนา่จะเป็นของการซื _อกลอ่งสุม่ 2	กลอ่งแล้วได้ตุ๊กตาครบทั _ง 4	ชนิด โดยทีJ  6

7
  เป็นเศษสว่น	

อยา่งตํJา  จงหาคา่ของ  𝑎 + 𝑏	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
ตอนทีJ K มี QP	ข้อ ข้อละ n	คะแนน	
11. เกม “สมาคม” มีผู้ เลน่ทั _งหมด 2000	คน  แตล่ะคนได้รับลกูเตา๋เป็นรูปทรง 20	หน้าคนละ 1	ลกู  โดยลกูเตา๋แตล่ะลกู

มีแต้ม  1,	2,	3,	…	,	20	 ปรากฏอยูแ่ต้มละหนึJงหน้า  และสมมตวิา่แตล่ะแต้มมีโอกาสเกิดขึ _นเทา่กนั  ขั _นตอนการเลน่
เกมมีดงันี _ 

1)	 ผู้ เลน่แตล่ะคนทอดลกูเตา๋ของตวัเองจํานวน 1	ครั _ง  ผู้ เลน่ทีJได้หน้าลกูเตา๋เป็นเลขสองหลกัจะต้องออกจาก
เกมทนัที	

2)	 ผู้ เลน่ทีJยงัอยูใ่นเกมทอดลกูเตา๋ของตวัเองอีก 1	ครั _ง  ผู้ เลน่ทีJได้หน้าลกูเตา๋เป็นเลขสองหลกัจะต้องออกจาก
เกมทนัที  จากนั _นจะถือวา่จบเกม 

จงหาคา่คาดหมายของจํานวนผู้ เลน่ทีJเหลอือยูห่ลงัจากจบเกม	
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12.	 ให้  𝑎+	,	𝑎*	,	𝑎)	,	…	,	𝑎8	,	…		เป็นลําดบัเรขาคณิตทีJสอดคล้องกบัเงืJอนไข  ∑
9

81+
𝑎8		=		2		และ  ∑

9

81+
𝑎8) 		=		4 

จงหาผลรวมของคา่ทีJเป็นไปได้ทั _งหมดของผลคณู  (𝑎+ + 2)(𝑎+ + 4)	
 
	
	
	
	
	
 
	
	
	
	
	
	
	
13.	 ข้อมลูชดุหนึJงประกอบด้วยจํานวนเตม็บวกทั _งหมดทีJสอดคล้องกบัเงืJอนไขทั _งสามข้อตอ่ไปนี _ 

• ไมมี่สองจํานวนใดมีคา่เทา่กนั	
• จํานวนหลกัไมเ่กิน 4	หลกั	
• เลขโดดในแตล่ะหลกั (ในฐานสบิ) เป็น 3,	6	หรือ 9	เทา่นั _น  (เชน่ 9,		33,		963		และ  9336) 

จงหาควอร์ไทล์ทีJ 3	ของข้อมลูชดุนี _ 
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
14. ให้ 𝑎	และ 𝑏	เป็นจํานวนจริงทีJทําให้ระบบสมการ 
	
	

มีคําตอบเป็นอนนัต์  จงหาคา่ของ  100𝑎 + 𝑏	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

2𝑥 + 𝑦 + 3𝑧	 =	 𝑏	
−2𝑥 + 2𝑦 − 𝑧	 =	 −𝑏	
4𝑥 + 5𝑦 + 𝑎𝑧	 =	 6	
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15. ถ้าคา่สงูสดุทีJเป็นไปได้ของสมาชิกของเซต  {	𝜃 ∈ [0, 2𝜋]	| cos(7𝜃) = sin(2𝜃)	}		คือ  6:
7
		โดยทีJ 6

7
	เป็นเศษสว่น

อยา่งตํJา  จงหาคา่ของ  100𝑎 + 𝑏 
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
16. เพรียงหินชนิดหนึJงมีเพศเป็นเพศผู้หรือเพศเมียเทา่นั _นและไมส่ามารถเป็นทั _งสองเพศพร้อมกนัได้  นอกจากนี _เพรียงหิน

แตล่ะตวัสามารถเปลีJยนเพศไปมาระหวา่งเพศผู้และเพศเมียได้  เมืJอเพรียงหินชนิดนี _มีอาย ุ𝑡	เดือน (นบัตั _งแตเ่วลาทีJ

ฟักออกจากไข)่  ความนา่จะเป็นทีJเพรียงชนิดนี _จะมีเพศเป็นเพศเมียคือ  𝑝(𝑡)	=	*
!	4	+
*!	;	+

		  “อายเุตม็วยั” ของเพรียงหิน

ชนิดนี _หมายถงึอายทีุJเพรียงหินมีโอกาสเป็นเพศผู้และเพศเมียเทา่กนั 
สมมตวิา่ในแตล่ะปี เพรียงหินชนิดนี _ออกไขเ่พียงครั _งเดียว โดยแตล่ะตวัจะออกไขเ่ป็นจํานวนมาก และลกู ๆ ของ

เพรียงหินทั _งหมดนี _ฟักออกจากไขใ่นเวลาเดียวกนั	
นกัวิจยัสตัว์ทะเลชืJอฟิลปิได้ไปศกึษาลกู ๆ ของเพรียงหินชนิดนี _ในเวลาทีJพวกมนัโตเตม็วยัพอดี  เขาได้กลบัมา

ทําการศกึษาอีกครั _งหลงัจากผา่นไป 2	เดือนเตม็  และพบวา่กลุม่ของเพรียงหินทีJฟิลปิเคยศกึษามีความนา่จะเป็นทีJจะ
มีเพศเป็นเพศผู้ เทา่กบั 6

7
		โดยทีJ 6

7
	เป็นเศษสว่นอยา่งตํJา  จงหาคา่ของ  100𝑎 + 𝑏	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
17. ให้ 𝑎	เป็นจํานวนจริง  พิจารณาจดุ  𝐴(0,0, 𝑎)	,		𝐵(1,5,3)	,		𝐶(1,2,0)		และ  𝐷(2,1,4)		ในระบบพิกดัฉากสาม

มิต ิ สมมตวิา่เส้นตรง 𝐴𝐵	ตดักบัเส้นตรง 𝐶𝐷		จงหาคา่ของ  𝑎*	
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18. ให้  𝑃(𝑥)		เป็นพหนุามทีJมีสมัประสทิธิtเป็นจํานวนจริงและสอดคล้องกบัสมการ	
  𝑃`𝑃(𝑥) − 𝑃(0)a		=		𝑥*𝑃(𝑥)		สาํหรับทกุจํานวนจริง 𝑥	

จงหาผลรวมของคา่สมับรูณ์ของคา่ทีJเป็นไปได้ทั _งหมดของ  𝑃(10)	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
19. ให้  𝑓:	[0,	∞)	→	ℝ		และ  𝑔:	ℝ	→	ℝ		นิยามโดย  𝑓(𝑥)		=		√𝑥		และ  𝑔(𝑥)		=		(𝑥 − 3)(𝑥 + 2)		ตามลาํดบั  

จงหาจํานวนเตม็ทีJเลก็ทีJสดุทีJอยูใ่นโดเมนของฟังก์ชนั  𝑓 ∘ (𝑔 ∘ (𝑓 ∘ (𝑔 ∘ 𝑓)))	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
20. ให้  ℱ		เป็นเซตของฟังก์ชนัหนึJงตอ่หนึJงทั _งหมดจาก {	1,	2,	3,	4,	5	}		ไป  {	1,	2,	3,	4,	5	} 

สาํหรับแตล่ะ  𝑓 ∈ ℱ		นิยาม  𝐸(𝑓)		=		 ∑
<1+

-
	2<𝛿<(𝑓)				โดยทีJ  𝛿<(𝑓) 	=		h

1 เมืJอ		𝑓(𝑖) = 𝑖
0 เมืJอ	𝑓(𝑖) ≠ 𝑖

	

สมมตวิา่  𝑓+,	𝑓*,	…	,	𝑓8		เป็นสมาชิกทั _งหมดทีJแตกตา่งกนัของ  ℱ  จงหาคา่ของ  ∑
=1+

8
	𝐸(𝑓=) 
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ตอนทีJ R มี E	ข้อ ข้อละ N	คะแนน 
21. ให้ 𝑛	เป็นจํานวนจริงบวกทีJสอดคล้องกบัสมการ  log-8(4𝑛)		=		log>-`24√5a 

จงหาคา่ของ  𝑛)	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
22. ให้ 𝑢	เป็นผลบวกของจํานวนเชิงซ้อนทั _งหมดทีJสอดคล้องกบัเงืJอนไข  𝑧* + 𝑖𝑧|𝑧 + 2|		=		|𝑧|		=		1 

จงหาคา่ของ  n𝑢√3 + 4𝑖n
*
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23. พิจารณาพาราโบลา 𝑃	ทีJมีสมการเป็น  𝑦 = 2𝑥*		

ให้ 𝐶?	เป็นวงกลมทีJมีจดุศนูย์กลางอยูที่Jจดุ 𝐴 o0, -
,
p		

และสมัผสักบัพาราโบลา 𝑃		ให้ 𝐶@	เป็นวงกลมทีJมีจดุ
ศนูย์กลางอยูที่Jจดุ 	𝐵(0, 𝑘) 		นอกจากนี _	วงกลม 𝐶@	
สมัผสักบัวงกลม 𝐶?	และสมัผสักบัพาราโบลา 𝑃	ดงั
รูป  ถ้า  𝑘	=	6

7
		เป็นเศษสว่นอยา่งตํJา  จงหาคา่ของ  

100𝑎	+	𝑏 
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
24. จงหาคา่สงูสดุทีJเป็นไปได้ของผลคณู 𝑥𝑦𝑧		เมืJอ 𝑥, 𝑦	และ 𝑧	เป็นจํานวนจริงทีJอยูใ่นชว่งเปิด (−9,	9)	และสอดคล้อง

กบัระบบสมการ 

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

𝑦	=	2𝑥!	

0	 𝑋		

𝑌		

𝐴		

𝐵		

𝐶"		

𝐶#		

	 𝑥 + 𝑦 + 𝑧	 =		0	
	sin o:A

*
p	+	sin o:B

*
p	+	sin o:C

*
p	 =		0	

	sin o:A
)
p	+	sin o:B

)
p	+	sin o:C

)
p	 =		0	
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25. ให้ 𝑎D,	𝑎+,	𝑎*,	…	,	𝑎8,	…		เป็นลาํดบัของจํานวนจริงทีJนิยามโดย  𝑎D	=	
+
+D
		และ	

	 𝑎8	=	 ∑
=1D

84+
	𝑎=)		สาํหรับแตล่ะจํานวนเตม็บวก 𝑛	

หากทราบวา่  lim
8→9

		 +
6"
	=	0		แล้ว  จงหาคา่ของ  ∑

81+

9
	 6"	
+	;	6"#

		 

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
26. สาํหรับพหนุาม 𝑝(𝑥) ทีJมีสมัประสทิธิtเป็นจํานวนจริงใด ๆ  กําหนดสญัลกัษณ์	

• 𝑝(D)(𝑥)		=		𝑝(𝑥)	

• 𝑝(8)(𝑥)		=	 F
FA
[𝑝84+(𝑥)]				สาํหรับแตล่ะจํานวนเตม็บวก 𝑛	

ให้  𝑃(𝑥)		=		(𝑥 + 2)(𝑥* + 2*)(𝑥) + 2))… (𝑥+DD + 2+DD)	

นิยาม  𝑄(𝑥)		=		 ∑
81D

9
	.
(#")(A)
(*8)!

	

จงหาจํานวนตวัประกอบบวกทั _งหมดของ  𝑄(1) − 𝑄(−1)	
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เฉลย	
1. 9 8. 396 15. 1910 22. 7	
2. 12 9. 33 16. 213 23. 1304 
3. 40 10. 1897 17. 49 24. 96	
4. 216 11. 405 18. 200 25. 1000	
5. 775 12. 20 19. 20	 26.	 5150 
6. 52 13. 6987 20. 1488	
7. 6 14. 803 21. 45	
	
แนวคดิ 
1. ให้ 𝐴, 𝐵, 𝐶	และ 𝐷	เป็นเซตทีJสอดคล้องกบัเงืJอนไข	 𝐶 ⊂ 𝐴 − 𝐵	,		𝐷 ⊂ 𝐵 − 𝐴	,		𝑛(𝐴 ∪ 𝐷)	=	45	,	

𝑛(𝐵 ∪ 𝐶)	=	67	,		𝑛(𝐴 ∪ 𝐵)	=	100		และ  𝑛(𝐶 ∪ 𝐷)	=	3				จงหาคา่ของ  𝑛(𝐴 ∩ 𝐵)	
ตอบ  9	
จาก  𝐶 ⊂ 𝐴 − 𝐵 	และ		𝐷 ⊂ 𝐵 − 𝐴  จะวาดแผนภาพได้ดงัรูป 
ซึJงจะได้วา่	
	
	
	
	

ใช้สตูร Inclusive	–	Exclusive	ทีJ 𝐴	และ 𝐵	: 
	
	
	
2.	 ให้  𝐴	=	{1,	2,	4,	5,	6,	10}		และ  𝐵	=	{2,	5,	7}  นิยามความสมัพนัธ์	

 𝑟		=		{	(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐴 × 𝐵	|	𝑥 + 𝑦 ∈ 𝐴 − 𝐵	} 
จงหาผลรวมของสมาชิกในโดเมนของ 𝑟	

ตอบ  12	
𝐴 − 𝐵		=		{1,	4,	6,	10}		→		ต้องหา 𝑥	∈	𝐴		และ  𝑦	∈	𝐵		ซึJง  𝑥 + 𝑦		=		1,	4,	6	หรือ	10	
	
	
	

จะได้ผลรวมโดเมนคือ  2	+	1	+	4	+	5		=		12	
	
3.	 ให้ 𝐻	เป็นไฮเพอร์โบลาทีJเส้นกํากบัทั _งสองเส้นตั _งฉากกนั  ถ้าจดุยอดของ 𝐻	อยูห่า่งกนั 20√2	หนว่ย  แล้ว 

โฟกสัของ 𝐻	อยูห่า่งกนักีJหนว่ย 
ตอบ  40	

จดุยอดหา่งกนั 20√2	หนว่ย 	→		จะได้ระยะจากจดุศนูย์กลาง ถงึจดุยอด =	*D√*
*
		=		10√2	

เส้นกํากบัตั _งฉากกนั  →		เป็นไฮเพอร์โบลามมุฉาก  →		ครึJงแกนตามขวาง (𝑎)	 =  ครึJงแกนสงัยคุ	(𝑏)	 = 	10√2	

จะได้ระยะโฟกสั (𝑐)		=		√𝑎* + 𝑏*		=		}`10√2a
*
+ `10√2a

*
		=		√200 + 200		=		20	

ดงันั _น โฟกสัทั _งสองอยูห่า่งกนั  =		2(20)		=		40	
	
	
	

𝐴		 𝐵		
𝐶		 𝐷		

𝑛(𝐴 ∪ 𝐷)	 =		𝑛(𝐴)	+	𝑛(𝐷)	 =		45	 …(1)	
𝑛(𝐵 ∪ 𝐶)	 =		𝑛(𝐵)	+	𝑛(𝐶)	 =		67	 …(2)	
𝑛(𝐶 ∪ 𝐷)	 =		𝑛(𝐶)	+	𝑛(𝐷)	 =				3	 …(3)	

(1)	+	(2) − (3)	:	 𝑛(𝐴)	+	𝑛(𝐷)	+	𝑛(𝐵)	+	𝑛(𝐶) − `𝑛(𝐶) + 𝑛(𝐷)a	 =		45	+	67 − 3	
	 𝑛(𝐴)																	+	𝑛(𝐵)	 =									109												(∗)	

𝑛(𝐴 ∪ 𝐵)	 =		𝑛(𝐴)	+	𝑛(𝐵) − 𝑛(𝐴 ∩ 𝐵)	
				100	 =										109										−	𝑛(𝐴 ∩ 𝐵)	
𝑛(𝐴 ∩ 𝐵)	 =															9	

จาก	(∗)		

ไมมี่ 
2	+	2	 1	+	5	

4	+	2	
5	+	5	
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4.	 ให้ 𝑎	เป็นจํานวนจริง  สมมตวิา่พหนุาม  𝑥) − 7𝑥* − 42𝑥 + 𝑎		มีรากเป็นจํานวนจริง 3	ราก ซึJงรากทั _งสามเรียงตวั
กนัเป็นลาํดบัเรขาคณิต  จงหาคา่ของ 𝑎	

ตอบ  216	
ให้ลาํดบัเรขาคณิตทีJเป็นรากของพหนุามนี _คือ  𝑘	,		𝑘𝑟	,		𝑘𝑟*	
จากสมบตัขิองผลบวกผลคณูราก จะได้	
	 ผลบวกราก	:	 𝑘 + 𝑘𝑟 + 𝑘𝑟*	 =		−(−7)	 …(1)	
	 ผลบวกของราก 2	ตวัคณูกนั	:	 (𝑘)(𝑘𝑟) + (𝑘)(𝑘𝑟*) + (𝑘𝑟)(𝑘𝑟*)	 =			−42	 …(2)	
	 ผลคณูราก (𝑘)(𝑘𝑟)(𝑘𝑟*)	 =				−𝑎	 …(3)	

จาก (2)	ดงึตวัร่วม 𝑘𝑟	จะได้ :	 จาก (3)	: 
	
	
	
5.	 พิจารณาการทอดลกูเตา๋เทีJยงตรง 2	ลกู จํานวน 1	ครั _ง  ถ้าแต้มบนหน้าลกูเตา๋เป็นจํานวนคีJทั _ง 2	หน้า จะได้คะแนน

เป็นผลคณูของแต้มทั _งสอง  และถ้าแต้มบนหน้าลกูเตา๋เป็นจํานวนคูอ่ยา่งน้อย 1	หน้า จะได้คะแนนเป็นผลบวกของ
แต้มทั _งสอง  ให้ 𝐸	เป็นคา่คาดหมายของคะแนนทีJได้จากการทอดลกูเตา๋ 2	ลกูดงักลา่วจํานวน 1	ครั _ง	
จงหาคา่ของ 100𝐸	

ตอบ  775 
แตล่ะลกูออกแต้มได้ 6	แบบ โยน 2	ลกู	จะมีจํานวนแบบทั _งหมด  =	 6	×	6		=		36	แบบ	
จะหาผลรวมคะแนนทีJเกิดจากการบวกแต้มทั _งสองของ 36	แบบนี _ก่อน แล้วคอ่ยแก้คะแนนของแบบทีJเป็นคีJทั _ง 2	หน้า 

เนืJองจากหน้า 1	ถงึ 6	จะออกใน 36	แบบนี _อยา่งเทา่ ๆ กนั 	→ 	ลกูเตา๋แตล่ะลกูจะออกหน้า 1	ถงึ 6	หน้าละ )2
2
	=	6	ครั _ง	

และมีลกูเตา๋ 2	ลกู 	จะได้ผลรวมคะแนน	คือ  (2)(6)(1	+	2	+	3	+	4	+	5	+	6)		=		252			…(1)	
แตแ่บบทีJเป็นคีJทั _ง 2	หน้า ต้องใช้ผลคณูแต้ม ไมใ่ชผ่ลบวก →	จะหกัผลบวกแต้มของกลุม่นี _ออก แล้วบวกผลคณูไปแทน 
พิจารณาแบบทีJเป็นคีJทั _ง 2	หน้า		→		มีแต้มคีJ 3	แบบ (1,	3,	5) โยน 2	ลกู จะมีจํานวนแบบทั _งหมด		=		3	×	3		=		9	แบบ	
หน้า 1,	3,	5	จะออกใน 9	แบบนี _อยา่งเทา่	ๆ กนั 	→	 ลกูเตา๋และละลกูจะออกหน้า 1,	3,	5	หน้าละ I

)
	=	3	ครั _ง	

และมีลกูเตา๋ 2	ลกู 	จะได้ผลรวมคะแนนทีJรวมผิดไป คือ  (2)(3)(1	+	3	+	5)		=		54   …(2)	
ซึJงผลรวมคะแนนของแบบทีJเป็นคีJทั _ง 2	หน้าคือ 
				(1×1)	+	(1×3)	+	(1×5)	+	(3×1)	+	(3×3)	+	(3×5)	+	(5×1)	+	(5×3)	+	(5×5)	
=	(1)(1			+								3			+								5)	+	(3)(1			+								3			+									5)	+	(5)(1			+								3			+								5)	
=	(1																																											+			3																																												+			5)(1			+							3				+								5)	
=	(																																																						9																																																			)(																	9																)				=		81   …(3)	
จาก (1),	(2) และ (3)	จะได้ผลรวมคะแนนทีJถกูต้อง คือ  252 − 54 + 81		=		279	
จะได้คา่คาดหมาย		𝐸		=		*>I

)2
		=		)+

,
				ดงันั _น  100𝐸		=		100	×	)+

,
		=		775 

	
6. ข้อมลูชดุหนึJงประกอบด้วยจํานวนเตม็ 25	จํานวนทีJแตกตา่งกนัทั _งหมด  สมมตวิา่ข้อมลูชดุนี _มีคา่เฉลีJยเป็น 

จํานวนเตม็  จงหาคา่ตํJาสดุทีJเป็นไปได้ของความแปรปรวนของประชากรของข้อมลูชดุนี _ 
ตอบ  52 

ความแปรปรวนประชากร หาได้จากสตูร  
∑(A&4K)#

L
	

เนืJองจากข้อมลูทกุตวัเป็นจํานวนเตม็ทีJแตกตา่งกนั และ คา่เฉลีJยก็เป็นจํานวนเตม็	
ดงันั _น  𝑥< − 𝜇  จะเป็นจํานวนเตม็ทีJแตกตา่งกนัด้วย		→		(𝑥< − 𝜇)*	 ทีJน้อยทีJสดุทีJเป็นไปได้คือ 0*	
	 ถดัมาคือ 1*	และ (−1)*	
	 ถดัมาคือ 2*	และ (−2)*	
	 				⋮	
	 ถดัมาคือ 12*	และ (−12)* 

(ตวัอยา่งข้อมลูเชน่ −12,	−11,	−10,	…	,	−1,	0,	1,	…,	10,	11,	12)	

(𝑘𝑟)(𝑘 + 𝑘𝑟 + 𝑘𝑟*)	 =		−42	
(𝑘𝑟)(													7										)	 =		−42	
		𝑘𝑟	 =				−6	

(𝑘𝑟))	 =		−𝑎	
(−6))	 =		−𝑎	
 216	 =					𝑎	

จาก	(1)	

ดงึตวัร่วมกลุม่เลก็		
ดงึตวัร่วมกลุม่ใหญ่	

ครบ 25	ตวั 
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จะได้ความแปรปรวนน้อยสดุ	 =		D
#;+#;(4+)#;*#;(4*)#;	…	;+*#;(4+*)#

*-
	

	 =		*N+
#;*#;	…	;+*#O

*-
	

	 =		 *
*-
∙ +*(+*;+)(*∙+*;+)

2
				=		52	

	
7. ให้  𝑝+,	𝑝*,	𝑝), 𝑝,	และ 𝑝-	 เป็นประพจน์  สมมตวิา่  ~(𝑝+ → 𝑝*) ∧ (~𝑝) ∨ 𝑝, ∨ 𝑝-) ∧ (𝑝+ → 𝑝-)		มีคา่

ความจริงเป็นจริง  ให้ 𝑛	เป็นจํานวนของประพจน์ 𝑝+,	𝑝*,	𝑝), 𝑝,	และ 𝑝- ทีJมีคา่ความจริงเป็นจริง  จงหาผลรวมของ
คา่สงูสดุและคา่ตํJาสดุทีJเป็นไปได้ของ 𝑛	

ตอบ  6	
	
	
	

ย้อนหาคา่ความจริงด	ู
จะพบวา่ 𝑝+	≡	T	,		𝑝*	≡	F		และ  𝑝-	≡	T	
สว่น  𝑝)	กบั 𝑝,	เป็นอะไรก็ได้	

	
	
นัJนคือจะมีประพจน์ทีJเป็นจริง อยา่งน้อย 2	ประพจน์ (𝑝+ กบั 𝑝-)		และอยา่งมาก 4	ประพจน์ (เพิJม 𝑝)	กบั 𝑝,	ทีJเป็น T	ได้)	
จะได้ผลรวมคา่ตํJาสดุและสงูสดุคือ 	2	+	4		=		6	
	
8.	 ให้  𝑆	=	{	𝑥 ∈ ℝ	|	|𝑥|) − 2𝑥* − 11|𝑥| + 12	 ≤ 	0	}		ถ้า 𝑎	และ 𝑏	เป็นคา่สงูสดุและคา่ตํJาสดุทีJเป็นไปได้ของ

สมาชิกของเซต 𝑆	ตามลาํดบั  จงหาคา่ของ  100𝑎 + 𝑏	
ตอบ  396	
เนืJองจาก |𝑥|*	=	𝑥*	จงึเขียนอสมการได้เป็น 
	
แยกตวัประกอบด้วยทฤษฎีเศษ :		ลองแทน 𝑘	=	1	จะได้  1) − 2(1*) − 11(1) + 12		=		0		→		ใช้ได้ 

หารสงัเคราะห์	
	
	
	
	
	
	
แตจ่าก (∗)		 𝑘	=	|𝑥|		ดงันั _น 𝑘	เป็นลบไมไ่ด้  →		จะเหลอืแค ่ 𝑘	∈	[1,	4]	
จะได้  |𝑥|	∈		[1,	4]		นัJนคือ 𝑥	ต้องอยูใ่นชว่ง  [−4,	−1]		หรือ  [1,	4]	
ดงันั _น คา่สงูสดุของ 𝑥	คือ 4		และคา่ตํJาสดุคือ  −4  		จะได้  100𝑎 + 𝑏		=		100(4) + (−4)		=		396	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

1!	+	2!	+	…	+	𝑛!		=		$($&')(!$&')
)

	

𝑝*	กับ 𝑝+	เป็นอะไรก็ได้	∨	T	จะได้ T	เสมอ 

~(𝑝+ → 𝑝*) ∧ (~𝑝) ∨ 𝑝, ∨ 𝑝-) ∧ (𝑝+ → 𝑝-) 	
		T																			∧														T															∧									T	
~									F	
						T		→	F	
																																																																T	→		T	
																													~𝑝)		∨	𝑝,	∨		T 

|𝑥|) − 2|𝑥|* − 11|𝑥| + 12	 ≤		0	
		𝑘) 	− 	2𝑘* 	− 	11𝑘			+	12	 ≤		0	

ให้	 𝑘	=	|𝑥|		…(∗) 

1 1	 −2	 −11	 12	
	 	 1	 −1	 −12	
	 1	 −1	 −12	 0	 (𝑘 − 1)(𝑘* − 𝑘 − 12)	 ≤		0	

(𝑘 − 1)(𝑘 − 4)(𝑘 + 3)	 ≤		0	
→	แยกได้เป็น	

−3										1											4	

−								+										−									+	
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9.	 ให้ 𝑋	เป็นตวัแปรสุม่ไมต่อ่เนืJองทีJมีคา่อยูใ่นเซต  {	1,	2,	3,	…	,	10	}		สมมตวิา่	
𝑃(𝑋 = 𝑘 + 1)		=		2 ∙ 𝑃(𝑋 = 𝑘)		สาํหรับแตล่ะ 𝑘	∈	{	1,	2,	3,	…	,	9	}	

จงหาคา่ของ  +
.(012)	4	.(01+)

 

ตอบ  33	
𝑃(𝑋 = 𝑘 + 1)		=		2 ∙ 𝑃(𝑋 = 𝑘)		คือ ความนา่จะเป็นจะเพิJมทีละ 2	เทา่ เมืJอคา่	𝑋	เพิJมขึ _น 1	
นัJนคือ ถ้าให้ ความนา่จะเป็นเมืJอ		𝑋	= 1		คือ 𝑎	
 จะได้	 ความนา่จะเป็นเมืJอ		𝑋	= 2		คือ 2𝑎	
  ความนา่จะเป็นเมืJอ		𝑋	= 3		คือ 2*𝑎	
	 				⋮	
 ความนา่จะเป็นเมืJอ		𝑋	= 10		คือ 2I𝑎	
ความนา่จะเป็นของทกุกรณีต้องรวมกนัเป็น 1		นัJนคือ		𝑎 + 2𝑎 + 2*𝑎 +	…	+	2I𝑎		=		1 
	
	
	
	
จากสตูร  𝑎8	=	𝑎+𝑟84+		จะได้ ความนา่จะเป็นเมืJอ	𝑋	= 6	คือ  2-𝑎	
ดงันั _น  𝑃(𝑋 = 6) 	− 	𝑃(𝑋 = 1) =		2-𝑎	 − 	𝑎	
 =		𝑎(2- − 1)	

	 =						 *
'4+

*()4+
				=		 *'4+

(*'4+)(*';+)
				=		 +

*';+
	

จะได้  +
.(012)	4	.(01+)

  =		2-	+	1		=		33	
	
10.	 บริษัทของเลน่แหง่หนึJงเปิดขายกลอ่งสุม่ทีJประกอบด้วยตุ๊กตา 4	ชนิด ได้แก่  𝐴	,	𝐴5	,	𝐵	และ 𝐵5		โดยเมืJอซื _อกลอ่งสุม่ 

1	กลอ่ง จะได้ตุ๊กตา 2	ตวั ตวัหนึJงจะเป็นชนิด 𝐴	หรือ 𝐴5		และอีกตวัจะเป็นชนิด 𝐵	หรือ 𝐵5		โดยทีJ 𝐴5	และ 𝐵5	จะไม่
อยูใ่นกลอ่งสุม่เดียวกนั 

สมมตวิา่บริษัทผลติตุ๊กตา 𝐴	และ 𝐵	อยา่งละ 500	ตวั  ตุ๊กตา 𝐴5	และ 𝐵5	อยา่งละ 100	ตวั  และตุ๊กตาทั _งหมด
ทีJผลติจะถกูบรรจลุงกลอ่งสุม่ตามเงืJอนไขข้างต้นทั _งหมดโดยไมมี่เศษเหลอื	

ให้  6
7
		เป็นความนา่จะเป็นของการซื _อกลอ่งสุม่ 2	กลอ่งแล้วได้ตุ๊กตาครบทั _ง 4	ชนิด โดยทีJ  6

7
  เป็นเศษสว่น	

อยา่งตํJา  จงหาคา่ของ  𝑎 + 𝑏	
ตอบ  1897	
เนืJองจาก 𝐴5	และ 𝐵5	จะไมอ่ยูด้่วยกนั จะเหลอืแค ่3	แบบ คือ	 𝐴𝐵	,		𝐴𝐵5	,		𝐴5𝐵 
จะเหน็วา่ 𝐵5	ต้องอยูก่บั 𝐴	เทา่นั _น →  ต้องใช้ 𝐴	จํานวน 100	ตวั ไปอยูก่บั	𝐵5 ทั _ง 100	ตวั	 
 𝐴5 ต้องอยูก่บั 𝐵	เทา่นั _น →		ต้องใช้ 𝐵	จํานวน 100	ตวั ไปอยูก่บั 𝐴5 ทั _ง 100	ตวั 
เหลือ 𝐴	และ 𝐵	อยา่งละ 500 − 100	 = 	400	ตวั บรรจลุงกลอ่ง 𝐴𝐵	จํานวน 400	กลอ่งได้พอดี 
นัJนคือ จะมี 𝐴𝐵	จํานวน 400	กลอ่ง และมี	𝐴𝐵5	กบั		𝐴5𝐵 อยา่งละ 100	กลอ่ง		รวมทั _งหมด 600		กลอ่ง	
จํานวนแบบทั _งหมด :		สุม่ 2	กลอ่ง จาก 600	กลอ่ง  ได้	 `2DD* a		=		

2DD×-II
*

		=		300	×	599	แบบ 

จํานวนแบบทีJได้ตุ๊กตาครบ 4	ชนิด : ต้องได้กลอ่ง 𝐴𝐵5	กบั		𝐴5𝐵 อยา่งละกลอ่งเทา่นั _น	
 มีกลอ่ง 𝐴𝐵5	กบั		𝐴5𝐵 อยา่งละ 100	กลอ่ง  →  ได้		100	×	100		แบบ	
จะได้ความนา่จะเป็น  =		+DD	×	+DD

)DD	×	-II
		=		 +DD

+>I>
				→  100	+	1797		=		1897	

	
	
	

อนกุรมเรขาคณิต	:	 𝑆!		=		
"!($"%&)
$%&

	

ลาํดบัเรขาคณิต	:	 	𝑎&	 =			𝑎	
	 		𝑟	 =			2	
	 	𝑎!	 =		𝑎&𝑟!%&	

6N*()	4	+O
*	4	+

	 =		1	

𝑎	 =		 +
*()	4	+

			…(∗)	

จาก (∗)	
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11. เกม “สมาคม” มีผู้ เลน่ทั _งหมด 2000	คน  แตล่ะคนได้รับลกูเตา๋เป็นรูปทรง 20	หน้าคนละ 1	ลกู  โดยลกูเตา๋แตล่ะลกู
มีแต้ม  1,	2,	3,	…	,	20	 ปรากฏอยูแ่ต้มละหนึJงหน้า  และสมมตวิา่แตล่ะแต้มมีโอกาสเกิดขึ _นเทา่กนั  ขั _นตอนการเลน่
เกมมีดงันี _ 

1)	 ผู้ เลน่แตล่ะคนทอดลกูเตา๋ของตวัเองจํานวน 1	ครั _ง  ผู้ เลน่ทีJได้หน้าลกูเตา๋เป็นเลขสองหลกัจะต้องออกจาก
เกมทนัที	

2)	 ผู้ เลน่ทีJยงัอยูใ่นเกมทอดลกูเตา๋ของตวัเองอีก 1	ครั _ง  ผู้ เลน่ทีJได้หน้าลกูเตา๋เป็นเลขสองหลกัจะต้องออกจาก
เกมทนัที  จากนั _นจะถือวา่จบเกม 

จงหาคา่คาดหมายของจํานวนผู้ เลน่ทีJเหลอือยูห่ลงัจากจบเกม	
ตอบ  405	
ให้การเลน่ของผู้ เลน่แตล่ะคน เป็นการทดลองสุม่ยอ่ย ให้ 𝑋	เป็นตวัแปรสุม่แทนจํานวนผู้ เลน่ทีJเหลอืหลงัจบเกม	
 จะเหน็วา่ 𝑋	มีการแจกแจงแบบทวินาม 
มีผู้ เลน่ 2000	คน จะได้ 	𝑛	= 2000 
ผู้ เลน่แตล่ะคนจะรอดจนจบเกม ก็ตอ่เมืJอทอดลกูเตา๋ได้เลขหลกัเดียวทั _งสองครั _ง	
	 เลขหลกัเดียว มี	1,	2,	3,	…	,	9		จากทั _งหมด 20	หน้า จะได้ความนา่จะเป็น  =		 I

*D
	

	 ต้องได้ 2	ครั _ง	 →		ความนา่จะเป็นทีJผู้ เลน่คนหนึJง จะเหลอืรอดจนจบเกม		𝑝 	=		 I
*D
× I
*D
	

จากสตูรคา่คาดหมายของการแจกแจงแบบทวินาม	จะได้คา่คาดหมาย  𝜇0		=		𝑛𝑝		=		2000	×	
I
*D
	×	 I

*D
		=		405	

	
12.	 ให้  𝑎+	,	𝑎*	,	𝑎)	,	…	,	𝑎8	,	…		เป็นลาํดบัเรขาคณิตทีJสอดคล้องกบัเงืJอนไข  ∑

9

81+
𝑎8		=		2		และ  ∑

9

81+
𝑎8) 		=		4 

จงหาผลรวมของคา่ทีJเป็นไปได้ทั _งหมดของผลคณู  (𝑎+ + 2)(𝑎+ + 4)	
ตอบ  20	

ให้อตัราสว่นร่วม =	𝑟 จะได้ ∑
9

81+
𝑎8 =		𝑎+ + 𝑎+𝑟 + 𝑎+𝑟*	+	…		=		

6(
+	4	R

		=		2												(โจทย์กําหนด) 

	
 และ ∑

9

81+
𝑎8) 	 =		𝑎+) + (𝑎+𝑟)) + (𝑎+𝑟*))	+	…		

  	 =		𝑎+)	+			𝑎+)𝑟)		+				𝑎+)𝑟2				+	…  → มีพจน์แรกคือ 𝑎+) และแตล่ะพจน์ คณู
เพิJมทีละ 𝑟)		(=	อตัราสว่นร่วม) 

ใช้สตูรอนกุรมเรขาคณิตอนนัต์ =	            	 6(*

+	4	R*
		         	 =		4												(โจทย์กําหนด)	

	
	
	
	
	
 

 ใช้สตูรคําตอบของสมการ จะได้  𝑟		=		4(4-)	±	T(4-)
#4,(+)(+)

*(+)
		=		-±√*+

*
	

แตอ่นกุรมเรขาคณิตอนนัต์ จะมีคา่ได้เมืJอ	 |𝑟|	<	1		ซึJงจะเหน็วา่  -;√*+
*

  >	1		จงึใช้ไมไ่ด้  จะเหลอืแค ่ 𝑟	=	-4√*+
*

	

แทนใน (∗)		จะได้  𝑎+		=		2 o1 −
-4√*+
*

p 

	 =		2 − `5 − √21a	
	 =		√21 − 3	
	
	
	
	

𝑎+			=		2(1 − 𝑟)			…	(∗)	

				N*(+4R)O
*

+	4	R*
	 =		4	

**(+4R)*

(+4R)(+;R;R#)
	 =		4	

					*(+4R)
#

+;R;R#
	 =		1	

จาก (∗)	

ดงันั _น		(𝑎+ + 2)(𝑎+ + 4)	 =		`√21 − 1a`√21 + 1a	
	 =	         	√21

*
− 1*		    =		20	

2 − 4𝑟 + 2𝑟*	 =		1	+	𝑟	+	𝑟*	
𝑟* − 5𝑟 + 1	 =		0	
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13.	 ข้อมลูชดุหนึJงประกอบด้วยจํานวนเตม็บวกทั _งหมดทีJสอดคล้องกบัเงืJอนไขทั _งสามข้อตอ่ไปนี _ 
• ไมมี่สองจํานวนใดมีคา่เทา่กนั	
• จํานวนหลกัไมเ่กิน 4	หลกั	
• เลขโดดในแตล่ะหลกั (ในฐานสบิ) เป็น 3,	6	หรือ 9	เทา่นั _น  (เชน่ 9,		33,		963		และ  9336) 

จงหาควอร์ไทล์ทีJ 3	ของข้อมลูชดุนี _ 
ตอบ  6987	
นบัก่อนวา่ข้อมลูชดุนี _มีกีJจํานวน 

จํานวน 1	หลกั :	มี 3,	6,	9		ทั _งหมด 3	จํานวน 
จํานวน 2	หลกั :	แตล่ะหลกัเลือก 3,	6 หรือ	9 ได้หลกัละ 3	แบบ	 มีทั _งหมด 3*	=	9	จํานวน 
จํานวน 3	หลกั :	 มีทั _งหมด 3)	=	27	จํานวน	
จํานวน 4	หลกั :	 มีทั _งหมด 3,	=	81	จํานวน	

รวมทั _งหมด จะมี  3	+	9	+	27	+	81		=		120	จํานวน	
จากสตูรตําแหนง่ควอไทล์	 R

,
× (𝑁 + 1)		จะได้ 𝑄)	จะอยูต่วัทีJ  )

,
× (120 + 1)		=		90.75	

	 =	ตวัทีJ 90	+	0.75(ตวัทีJ 91	−	ตวัทีJ 90)		...(∗)	
ต้องหาตวัทีJ 90	และ 91	จาก 120 ตวั  →  นบัจากหลงัมาหน้าจะงา่ยกวา่ (ตวัทีJ 91	คือตวัแรกของ 30	ตวัหลงัสดุ) 
เริJมจากกลุม่ทีJมากทีJสดุ คือ “จํานวน 4	หลกัทีJขึ _นต้นด้วย 9”  →	 เลือก 3	หลกัทีJเหลอืได้หลกัละ 3	แบบ	

มีทั _งหมด 3)	=	27	จํานวน 
นบัย้อนตอ่ไปอีกหนอ่ย จะได้ดงันี _	
	
	
	
	
	
แทนใน (∗)		จะได้  6969	+	0.75(6993 − 6969)		=		6987	
	
14. ให้ 𝑎	และ 𝑏	เป็นจํานวนจริงทีJทําให้ระบบสมการ 
	
	

มีคําตอบเป็นอนนัต์  จงหาคา่ของ  100𝑎 + 𝑏	
ตอบ  803	
แปลงระบบสมการเป็นเมทริกซ์แตง่เตมิ แล้วใช้การดําเนินการตามแถวเพืJอเปลีJยนสามเหลีJยมซ้ายลา่งให้เป็น 0	

→		�
2 1 3
−2 2 −1
4 5 𝑎

		�		
𝑏
−𝑏
6
�	 ~		�

2 1 3
0 3 2
0 3 𝑎 − 6

		�		
𝑏
0

6 − 2𝑏
�	

	 ~		�
2 1 3
0 3 2
0 0 𝑎 − 8

		�		
𝑏
0

6 − 2𝑏
�	

แปลงกลบัเป็นระบบสมการ จะได้	
	
	
จาก (3)	ถ้า	 𝑎 − 8		≠		0		จะหา 𝑧	ได้คา่เดียวเสมอ  และเมืJอแทน 𝑧	กลบัไปใน (2)	และ (1)	ก็จะหา 𝑦 และ 𝑥	ได้	
ซึJงจะทําให้ระบบสมการไมมี่คําตอบเป็นอนนัต์		ดงันั _น  𝑎 − 8		ต้องเป็น 0				→		𝑎	=	8	
ทําให้ฝัJงขวาของ (3)	คือ	 6 − 2𝑏		ต้องเป็น 0	ด้วย ไมง่ั _น (3)	จะเป็นจริงไมไ่ด้	ระบบสมการจะไมมี่คําตอบ 	  →		𝑏	=	3 
นัJนคือ 𝑧	เป็นอะไรก็ได้ (3)	จะเป็นจริงเสมอ (0	=	0)		และเมืJอแทน 𝑧	กลบัไปใน (2)	และ (1)	ก็จะหา  𝑦 และ 𝑥	ได้เสมอ	
ทําให้ระบบสมการมีคําตอบเป็นอนนัต์  และจะได้  100𝑎	+	𝑏		=		100(8)	+	3		=		803	
	

จํานวน 4	หลกัทีBขึ Dนต้นด้วย 9		(มี 27	จํานวน) 
30									29									28	

กลุ่ม 30	ตวัหลงัสุด ตวัทีB 90 ตวัทีB 91 

…	,		6969	,		6993	,		6996	,		6999	,		9333	,		9336	,		9339	,		…		,		9999	

2𝑥 + 𝑦 + 3𝑧	 =	 𝑏	
−2𝑥 + 2𝑦 − 𝑧	 =	 −𝑏	
4𝑥 + 5𝑦 + 𝑎𝑧	 =	 6	

𝑅+	+	𝑅*		
−2𝑅+	+	𝑅)		

−2𝑅*	+	𝑅)		
2𝑥 + 𝑦 + 3𝑧	 =		𝑏	 …(1)	
								3𝑦 + 2𝑧	 =		0	 …(2)	
								(𝑎 − 8)𝑧	 =		6 − 2𝑏	 …(3)	
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15. ถ้าคา่สงูสดุทีJเป็นไปได้ของสมาชิกของเซต  {	𝜃 ∈ [0, 2𝜋]	| cos(7𝜃) = sin(2𝜃)	}		คือ  6:
7
		โดยทีJ 6

7
	เป็นเศษสว่น

อยา่งตํJา  จงหาคา่ของ  100𝑎 + 𝑏 
ตอบ  1910	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

กรณี	 กรณี 
	
	
	
	
	
	

เนืJองจาก						  ++
2
							+I

+D
										ดงันั _น คา่สงูสดุของ 𝜃 คือ +I:

+D
		จะได้คําตอบคือ 100(19)	+	10		=		1910	

	
16. เพรียงหินชนิดหนึJงมีเพศเป็นเพศผู้หรือเพศเมียเทา่นั _นและไมส่ามารถเป็นทั _งสองเพศพร้อมกนัได้  นอกจากนี _เพรียงหิน

แตล่ะตวัสามารถเปลีJยนเพศไปมาระหวา่งเพศผู้และเพศเมียได้  เมืJอเพรียงหินชนิดนี _มีอาย ุ𝑡	เดือน (นบัตั _งแตเ่วลาทีJ

ฟักออกจากไข)่  ความนา่จะเป็นทีJเพรียงชนิดนี _จะมีเพศเป็นเพศเมียคือ  𝑝(𝑡)	=	*
!	4	+
*!	;	+

		  “อายเุตม็วยั” ของเพรียงหิน

ชนิดนี _หมายถงึอายทีุJเพรียงหินมีโอกาสเป็นเพศผู้และเพศเมียเทา่กนั 
สมมตวิา่ในแตล่ะปี เพรียงหินชนิดนี _ออกไขเ่พียงครั _งเดียว โดยแตล่ะตวัจะออกไขเ่ป็นจํานวนมาก และลกู ๆ ของ

เพรียงหินทั _งหมดนี _ฟักออกจากไขใ่นเวลาเดียวกนั	
นกัวิจยัสตัว์ทะเลชืJอฟิลปิได้ไปศกึษาลกู ๆ ของเพรียงหินชนิดนี _ในเวลาทีJพวกมนัโตเตม็วยัพอดี  เขาได้กลบัมา

ทําการศกึษาอีกครั _งหลงัจากผา่นไป 2	เดือนเตม็  และพบวา่กลุม่ของเพรียงหินทีJฟิลปิเคยศกึษามีความนา่จะเป็นทีJจะ
มีเพศเป็นเพศผู้ เทา่กบั 6

7
		โดยทีJ 6

7
	เป็นเศษสว่นอยา่งตํJา  จงหาคา่ของ  100𝑎 + 𝑏	

ตอบ  213	
เนืJองจากความนา่จะเป็นของทกุกรณีรวมกนัต้องเป็น 1		→		โตเตม็วยั เมืJอโอกาสเป็นเพศผู้และเพศเมียเทา่กนั =	+

*
	

สมมตใิห้โตเตม็วยัทีJอาย ุ𝑘	เดือน จะได้ 
	
	
	
ผา่นไป 2	เดือน จะมีอาย ุ𝑘	+	2	เดือน 	→		ความนา่จะเป็นทีJจะเป็นเพศเมีย 	=		*

+,#	4	+
*+,#	;	+

	 =			*
+∙*#	4	+
*+∙*#	;	+

	

	 =		())N*
#O	4	+

())(*#)	;	+
						=		++

+)
	

จะได้ความนา่จะเป็นทีJจะเป็นเพศผู้  	=		1 − ++
+)
		=		 *

+)
				→		ดงันั _น  100𝑎	+	𝑏		=		100(2)	+	13		=		213	

	
	
	
	

cos(7𝜃)	 =		   sin(2𝜃)	
cos(7𝜃)	 =		cos o:

*
− 2𝜃p						

	:
*
− 2𝜃	 =				2𝑛𝜋 ± 7𝜃	

:
*
− 2𝑛𝜋	 =		 		2𝜃 ± 7𝜃	

+4,8
*

∙ 𝜋	 =	 			(2 ± 7)𝜃	
+4,8
*(*±>)

∙ 𝜋	 =											    				𝜃	

โคฟังก์ชนั	:  sin	กับ cos	เท่ากัน เมืJอมมุรวมกันได้ :
*
	

cos 𝐴	=	cos 𝐵			เมืJอ	  𝐵	=	2𝑛𝜋 ± 𝐴  เมืJอ 𝑛	เป็นจํานวนเต็ม 

→		ต้องการ	𝜃	สงูสดุในช่วง [0, 2𝜋]    →		 +4,8
*(*±>)

		≤		2	

	 +4,8
*(*;>)

 ≤							2				…(1)	

1 − 4𝑛 ≤						36	
										𝑛	 ≥		−8.75	
ใกล้ 2	ทีJสดุเมืJอ 𝑛	=	−8	

แทนใน (1)	:		+4,(4U)
*(*;>)

		=		))
+U
		=		++

2
	

	 +4,8
*(*4>)

 ≤							2				…(2)	

1 − 4𝑛 ≥				−20	
										𝑛	 ≤					5.25	
ใกล้ 2	ทีJสดุเมืJอ 𝑛	=	5	

แทนใน (2)	:		+4,(-)
*(*4>)

		=		4+I
4+D

		=		+I
+D
	

110					<							114	

ย้ายข้างเลขลบแบบคณูหาร 
ต้องกลบั มากกวา่ ↔ น้อยกวา่ 

					*
+	4	+
*+	;	+

	 =							+
*
	

2`2=a − 2	=		2= 	+	1	
				2= 	 =												3			…(∗)	

จาก (∗)	
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17. ให้ 𝑎	เป็นจํานวนจริง  พิจารณาจดุ  𝐴(0,0, 𝑎)	,		𝐵(1,5,3)	,		𝐶(1,2,0)		และ  𝐷(2,1,4)		ในระบบพิกดัฉากสาม
มิต ิ สมมตวิา่เส้นตรง 𝐴𝐵	ตดักบัเส้นตรง 𝐶𝐷		จงหาคา่ของ  𝑎*	

ตอบ  49	
𝐴𝐵�⃖���⃗  	จะตดักบั		𝐶𝐷�⃖���⃗ 		เมืJอ 𝐴, 𝐵, 𝐶	และ 𝐷 ทั _ง 4	จดุ อยูบ่นระนาบเดียวกนั และ	 𝐴𝐵�⃖���⃗  ไมข่นานกบั	𝐶𝐷�⃖���⃗ 	
𝐴, 𝐵, 𝐶	และ 𝐷 จะอยูบ่นระนาบเดียวกนั	เมืJอ ทรงสีJเหลีJยมด้านขนานทีJเกิดจาก  𝐶𝐴�����⃑ 	,		𝐶𝐵�����⃑ 	และ 𝐶𝐷�����⃑ 	มีปริมาตรเป็น 0	

	 𝐶𝐴�����⃑  =	�
0 − 1
0 − 2
𝑎 − 0

�	=	�
−1
−2
𝑎
�		,				𝐶𝐵�����⃑  =	�

1 − 1
5 − 2
3 − 0

�	=	�
0
3
3
�		,				𝐶𝐷�����⃑  =	�

2 − 1
1 − 2
4 − 0

�	=	�
1
−1
4
�	

จากสตูรปริมาตร	 =	 n𝐶𝐴�����⃑ ∙ `𝐶𝐵�����⃑ × 𝐶𝐷�����⃑ an		=		��
−1
−2
𝑎
� ∙ �

(3)(4) − (3)(−1)
(3)(1) − (0)(4)
(0)(−1) − (3)(1)

��	

	 =		��
−1
−2
𝑎
� ∙ 													 �

15
3
−3
�														�	

	 =		|(−1)(15) + (−2)(3) + 𝑎(−3)|				=		|−21 − 3𝑎|		=		0	
	

ต้องเช็ควา่	𝐴𝐵�⃖���⃗  ไมข่นานกบั	𝐶𝐷�⃖���⃗  ด้วย :  𝐴𝐵�����⃑  =	�
1 − 0
5 − 0

3 − (−7)
�	=	�

1
5
10
�		,		  𝐶𝐷�����⃑ 	=	�

2 − 1
1 − 2
4 − 0

�	=	�
1
−1
4
�		→		ไมข่นานกนั 

จะได้  𝑎*		=		(−7)*		=		49	
	
18. ให้  𝑃(𝑥)		เป็นพหนุามทีJมีสมัประสทิธิtเป็นจํานวนจริงและสอดคล้องกบัสมการ	

  𝑃`𝑃(𝑥) − 𝑃(0)a		=		𝑥*𝑃(𝑥)		สาํหรับทกุจํานวนจริง 𝑥	
จงหาผลรวมของคา่สมับรูณ์ของคา่ทีJเป็นไปได้ทั _งหมดของ  𝑃(10)	

ตอบ  200	
แทน 𝑥	ด้วย 0	จะได้ 
	
กรณีทีJ 𝑃(𝑥)	เป็นพหนุามศนูย์ คือ  𝑃(𝑥)	=	0  สาํหรับทกุจํานวนจริง 𝑥	
จะเหน็วา่ ทําให้สมการโจทย์เป็นจริง (ได้ 0	=	0)		ดงันั _น 𝑃(𝑥)	=	0	เป็นคําตอบหนึJงของสมการโจทย์ 
กรณีทีJ 𝑃(𝑥)	ไมใ่ชพ่หนุามศนูย์		→ 	𝑃(𝑥)	จะหาดีกรีได้		สมมตใิห้ 𝑃(𝑥)	เป็นพหนุามดีกรี 𝑛	
สงัเกตวา่  𝑃`𝑃(𝑥)a	จะมีดีกรีเพิJมเป็นทวีคณู	เพราะถกูยกกําลงั 𝑛	สองรอบ  (𝑥8)8		=		𝑥8# 	
ในขณะทีJ  𝑥*𝑃(𝑥) จะมีดีกรีเพิJมขึ _นแค ่2		เพราะ 𝑥* ∙ 𝑥8	=	𝑥8;* 
ดงันั _น  𝑃`𝑃(𝑥)a		=		𝑥*𝑃(𝑥) 	ได้ เมืJอ 	
	
	
	
ดงันั _น 𝑃(𝑥)		ต้องมีดีกรี 2	:		ให้  𝑃(𝑥)		=		𝑎𝑥* + 𝑏𝑥 + 𝑐		เมืJอ	 𝑎	≠	0	
แทน 𝑥	=	0	 จะได้	 𝑃(0)		=		𝑎(0*) + 𝑏(0) + 𝑐		=		𝑐	
แตจ่าก (∗)  𝑃(0)	=	0		จะสรุปได้วา่  𝑐	=	0				→		เหลือ  𝑃(𝑥)	=	𝑎𝑥* + 𝑏𝑥	
แทนใน   
	
	
	
	
	

เทียบสมัประสทิธิtของ 𝑥	กําลงั 1		จะเหน็วา่ฝัJงซ้ายคือ 𝑏*𝑥		ในขณะทีJฝัJงขวาไมมี่ 𝑥	กําลงั 1	เลย	
จงึสรุปได้วา่  𝑏*	=	0		จะได้  𝑏	=	0		→		แทนใน (∗∗)	:			

→		แทนในสมการโจทย์ จะเหลือ  𝑃`𝑃(𝑥)a		=		𝑥*𝑃(𝑥) 

−7														=		𝑎	

𝑃`𝑃(0) − 𝑃(0)a	 =		0*𝑃(0)	
𝑃(											0											)	 =					0					…(∗)	

			𝑛*											=						𝑛	+	2	
			𝑛* − 𝑛 − 2	 =		0	
(𝑛 − 2)(𝑛 + 1)	 =		0	
			𝑛		=		2	,		−1	 (เลขชี Dกําลงัในพหนุามเป็นลบไมไ่ด้)	

																										𝑃`𝑃(𝑥)a	 =		𝑥*𝑃(𝑥)	
																					𝑃(𝑎𝑥* + 𝑏𝑥)	 =		𝑥*(𝑎𝑥* + 𝑏𝑥)	
𝑎(𝑎𝑥* + 𝑏𝑥)* + 𝑏(𝑎𝑥* + 𝑏𝑥)	=		𝑎𝑥, + 𝑏𝑥)	
𝑎(𝑎𝑥* + 𝑏𝑥)* + 𝑏𝑎𝑥* + 𝑏*𝑥	 =		𝑎𝑥, + 𝑏𝑥)   …(∗∗)	

𝑥	กําลงั 2	ขึ Dนไป 𝑥	กําลงั 1 เพียงตวัเดียว 

𝑎(𝑎𝑥*)*	 =		𝑎𝑥,	
𝑎)𝑥,	 =		𝑎𝑥,	
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เทียบสมัประสทิธิt จะได้   
	
	
	
รวมคําตอบจากทกุกรณี จะได้  𝑃(𝑥)		=		0	,		𝑥*	,		−𝑥*	
จะได้ผลรวมคา่สมับรูณ์ของ  𝑃(10)		คือ  |0| + |10*| + |−10*|		=		200 
	
19. ให้  𝑓:	[0,	∞)	→	ℝ		และ  𝑔:	ℝ	→	ℝ		นิยามโดย  𝑓(𝑥)		=		√𝑥		และ  𝑔(𝑥)		=		(𝑥 − 3)(𝑥 + 2)		ตามลาํดบั  

จงหาจํานวนเตม็ทีJเลก็ทีJสดุทีJอยูใ่นโดเมนของฟังก์ชนั  𝑓 ∘ (𝑔 ∘ (𝑓 ∘ (𝑔 ∘ 𝑓)))	
ตอบ  20	
𝑓 ∘ (𝑔 ∘ (𝑓 ∘ (𝑔 ∘ 𝑓)))(𝑥)	 =			𝑓(	𝑔(𝑓(					𝑔(	𝑓(𝑥)	)												))	)	
	 =			𝑓(	𝑔(𝑓(						𝑔(		√𝑥			)												))	)	
	 =			𝑓(	𝑔(𝑓((√𝑥 − 3)(√𝑥 + 2)))	)	

	 =		𝑓 �𝑔 �}`√𝑥 − 3a`√𝑥 + 2a	��	

	 =		𝑓 ��}`√𝑥 − 3a`√𝑥 + 2a − 3��}`√𝑥 − 3a`√𝑥 + 2a + 2��	

	 =					��}`√𝑥 − 3a`√𝑥 + 2a − 3��}`√𝑥 − 3a`√𝑥 + 2a + 2�		

ในรูทต้องไมต่ดิลบ  →	 �}`√𝑥 − 3a`√𝑥 + 2a − 3��}`√𝑥 − 3a`√𝑥 + 2a + 2�		≥		0 

	
	
เหลือวงเลบ็แรก :	
	
	
	
	
	
	
	
	 หรือ	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

								𝑎)	 =		𝑎	
								𝑎) − 𝑎 =		0	
𝑎(𝑎 − 1)(𝑎 + 1)	 =		0	
		𝑎			=			0	,		1	,		−1		 0	ใช้ไมไ่ด้ เพราะ 𝑃(𝑥) จะไมใ่ชดี่กรี 2	

เป็นบวกเสมอ หารตลอดเพืBอตดัทิ Dงได้ 

}`√𝑥 − 3a`√𝑥 + 2a	 ≥		3	

				`√𝑥 − 3a`√𝑥 + 2a	 ≥		9	
			  		√𝑥

*
−√𝑥 − 6	 ≥		9	

			  		√𝑥
*
−√𝑥 + +

,
	 ≥		15	+	+

,
	

									o√𝑥 − +
*
p
*
	 ≥		2+

,
	

≥	0	ทั DงสองฝัBง  → 	ยกกําลงัสองได้ 

เตมิ 
&
(
	ทั Dงสองข้าง เพืBอให้ฝัBงซ้ายเข้าสตูร  น) + 2นล + ล)	

√𝑥 − +
*
	 ≥						√2+

*
	

√𝑥	 ≥				+;√2+
*

	

			𝑥	 ≥		o+;√2+
*

p
*
	

					√𝑥 − +
*
	 ≤		− √2+

*
	

					√𝑥	 ≤				+4√2+
*

	

(เป็นไปไมไ่ด้ เพราะฝัAงซ้ายเป็นบวกหรือศนูย์ แตฝั่Aงขวาติดลบ)	

=		+;2+;*√2+
,

	

=					)+	;	√2+
*

				=		)+	;	>	กวา่ๆ
*

				=		)U	กวา่ๆ
*

				=		19 กวา่ๆ				→		จํานวนเตม็ทีJเลก็ทีJสดุคือ 20	

√61		จะมีคา่อยูร่ะหวา่ง	7	(= √49)	กบั 8 (= √64)	
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20. ให้  ℱ		เป็นเซตของฟังก์ชนัหนึJงตอ่หนึJงทั _งหมดจาก {	1,	2,	3,	4,	5	}		ไป  {	1,	2,	3,	4,	5	} 

สาํหรับแตล่ะ  𝑓 ∈ ℱ		นิยาม  𝐸(𝑓)		=		 ∑
<1+

-
	2<𝛿<(𝑓)				โดยทีJ  𝛿<(𝑓) 	=		h

1 เมืJอ		𝑓(𝑖) = 𝑖
0 เมืJอ	𝑓(𝑖) ≠ 𝑖

	

สมมตวิา่  𝑓+,	𝑓*,	…	,	𝑓8		เป็นสมาชิกทั _งหมดทีJแตกตา่งกนัของ  ℱ  จงหาคา่ของ  ∑
=1+

8
	𝐸(𝑓=) 

ตอบ  1488	

∑
=1+

8
	𝐸(𝑓=)	 =		𝐸(𝑓+)	+	𝐸(𝑓*)	+	𝐸(𝑓))	+	…	+	𝐸(𝑓8)	

	 =		2+𝛿+(𝑓+)	+	2*𝛿*(𝑓+)	+	2)𝛿)(𝑓+)	+	2,𝛿,(𝑓+)	+	2-𝛿-(𝑓+)	 →		𝐸(𝑓+)	
	 	+	2+𝛿+(𝑓*)	+	2*𝛿*(𝑓*)	+	2)𝛿)(𝑓*)	+	2,𝛿,(𝑓*)	+	2-𝛿-(𝑓*)	 →		𝐸(𝑓*)	
	 	+	2+𝛿+(𝑓))	+	2*𝛿*(𝑓))	+	2)𝛿)(𝑓))	+	2,𝛿,(𝑓))	+	2-𝛿-(𝑓))	 →		𝐸(𝑓))	
	 	+	…	
	 	+	2+𝛿+(𝑓8)	+	2*𝛿*(𝑓8)	+	2)𝛿)(𝑓8)	+	2,𝛿,(𝑓8)	+	2-𝛿-(𝑓8)	 →		𝐸(𝑓8)	

จบักลุม่ใหมต่ามการยกกําลงัของ 2	แล้วดงึตวัร่วม	2	ทีJยกกําลงัเทา่กนัออกมา 
	 =	2+`𝛿+(𝑓+) + 𝛿+(𝑓*) + 𝛿+(𝑓)) +	…	+ 𝛿+(𝑓8)a	
 +	2*`𝛿*(𝑓+) + 𝛿*(𝑓*) + 𝛿*(𝑓)) +	…	+ 𝛿*(𝑓8)a	
 +	2)`𝛿)(𝑓+) + 𝛿)(𝑓*) + 𝛿)(𝑓)) +	…	+ 𝛿)(𝑓8)a	
 +	2,`𝛿,(𝑓+) + 𝛿,(𝑓*) + 𝛿,(𝑓)) +	…	+ 𝛿,(𝑓8)a	
 +	2-`𝛿-(𝑓+) + 𝛿-(𝑓*) + 𝛿-(𝑓)) +	…	+ 𝛿-(𝑓8)a   …(∗)	

พิจารณาวงเลบ็แรกทีJมี 2+	คณูอยู ่(ของ 𝛿+)  คือ 𝛿+(𝑓+) + 𝛿+(𝑓*) + 𝛿+(𝑓)) +	…	+ 𝛿+(𝑓8)	
เนืJองจาก 𝛿+(𝑓) จะเป็น 1	เมืJอ 𝑓(1) = 1		นอกนั _นเป็น 0	
ดงันั _น  𝛿+(𝑓+) + 𝛿+(𝑓*) + 𝛿+(𝑓)) +	…	+ 𝛿+(𝑓8)  จะเทา่กบั “จํานวน 𝑓 ∈ ℱ ทีJ 𝑓(1)	=	1”	
→ จะนบัจํานวนฟังก์ชนั 1:1	จาก {	1,	2,	3,	4,	5	}		ไป  {	1,	2,	3,	4,	5	} ทีJ 𝑓(1)	=	1	
 2,	3,	4,	5	โยงไปยงัตวัทีJเหลอื	ทีJไมซ่ํ _ากบัตวัก่อนหน้า จะโยงได้  4	×	3	×	2	×	1		=		24	แบบ	
	 ดงันั _น  𝛿+(𝑓+) + 𝛿+(𝑓*) + 𝛿+(𝑓)) +	…	+ 𝛿+(𝑓8)  =		24	

ทํานองเดียวกนั วงเลบ็ทีJมี 2*	คณูอยู ่(ของ 𝛿*)  คือ 𝛿*(𝑓+) + 𝛿*(𝑓*) + 𝛿*(𝑓)) +	…	+ 𝛿*(𝑓8)  จะเทา่กบัจํานวน 
𝑓 ∈ ℱ ทีJ  𝑓(2)	=	2		(เพราะ 𝛿*(𝑓) จะเป็น 1	เมืJอ 𝑓(2) = 2		นอกนั _นเป็น 0)	
→ 1,	3,	4,	5	โยงไปยงัตวัทีJเหลอื	ทีJไมซ่ํ _ากบัตวัก่อนหน้า จะโยงได้  4	×	3	×	2	×	1		=		24	แบบ เชน่กนั	
 ดงันั _น  𝛿*(𝑓+) + 𝛿*(𝑓*) + 𝛿*(𝑓)) +	…	+ 𝛿*(𝑓8)  =		24	

จะเหน็วา่วงเลบ็อืJน ทีJมี 2)	,		2,		และ		2-	คณูอยู ่ก็จะคดิในลกัษณะเดียวกนัได้ 24	เชน่กนั	
แทน 24	ใน (∗)	จะได้	 = 	2+(24) + 2*(24) + 2)(24) + 2,(24) + 2-(24)	
	 =		(2+ + 2* + 2) + 2, + 2-)(24)	 =		(62)(24)		=		1488 
	
	
	21. ให้ 𝑛	เป็นจํานวนจริงบวกทีJสอดคล้องกบัสมการ  log-8(4𝑛)		=		log>-`24√5a 

จงหาคา่ของ  𝑛)	
ตอบ  45	

ใช้สตูร  logL𝑀		=		
VWXY
VWXL

		จะแปลงสมการได้เป็น  VWX ,8
VWX -8

		=		VWX *,√-
VWX >-

	

เศษสว่นเทา่กนั แสดงวา่เศษสว่นหนึJง จะต้องสามารถถกูตดัด้วยคา่ 𝑘	ทั _งเศษและสว่น จนกลายเป็นอีกเศษสว่นหนึJงได้	
นัJนคือ	 และ 
	
	
	
	
	

log 4𝑛	 =		𝑘 log 24√5	
log 4𝑛	 =						log`24√5a

=
	

							4𝑛	 =												`24√5a
=
			…(1)	

log 5𝑛	 =		𝑘 log 75	
log 5𝑛	 =						log 75= 	
							5𝑛	 =												75= 			…(2)	
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	 (2)	÷	(1)	:	
	
	
	
	
	
	
แทนคา่ 𝑘	ใน (2)	:	
	
	
	
	
22. ให้ 𝑢	เป็นผลบวกของจํานวนเชิงซ้อนทั _งหมดทีJสอดคล้องกบัเงืJอนไข  𝑧* + 𝑖𝑧|𝑧 + 2|		=		|𝑧|		=		1 

จงหาคา่ของ  n𝑢√3 + 4𝑖n
*
	

ตอบ  7	
ให้  𝑧		=		𝑥 + 𝑦𝑖				จะได้  |𝑧|		=		�𝑥* + 𝑦*		=		1	
	
	

และจาก	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
 
	
	

ดงันั _น  n𝑢√3 + 4𝑖n
*

  =		�o− +
*
− √)

*
𝑖p √3 + 4𝑖�

*
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

-8
,8
	 =		 >-+

N*,√-O
+	

-
,
	 =		o >-

*,√-
p
=
	

-
,
	 =			o-√-

U
p
=
	

		√-
#

*#
	 =		�√-

*

**
�
=

	

o√-
*
p
*
	 =			o√-

*
p
)=
	

								2	 =										3𝑘	
								*

)
	 =												𝑘	

	5𝑛	 =		75
#
*	

5)𝑛)	 =		75*    	

				𝑛)	 =		>-
#

-*
				=		45	

ยกกําลงั 3	ตลอด 

				𝑧*			+		𝑖𝑧|𝑧 + 2|	 =					1	
				𝑧*				+	𝑖𝑧|𝑧 + 2|	 =				𝑧 ∙ 𝑧̅	
				𝑧						+	𝑖		|𝑧 + 2| =									𝑧̅	
𝑥 + 𝑦𝑖	+	𝑖	|𝑧 + 2|	 =			𝑥 − 𝑦𝑖	
																	𝑖	|𝑧 + 2|	 =					−2𝑦𝑖	
												|𝑥 + 𝑦𝑖 + 2|	 =					−2𝑦		
						�(𝑥 + 2)* + 𝑦*	=					−2𝑦	
									(𝑥 + 2)* + 𝑦*	=			(−2𝑦)*	
									(𝑥 + 2)* =								3𝑦*	
				𝑥* + 4𝑥 + 4	 =	3(1 − 𝑥*)	
		4𝑥* + 4𝑥 + 1	 =								0	
						(2𝑥 + 1)*	 =								0	
										𝑥		=		− +

*
	

เพราะ  𝑧 ∙ 𝑧	̅	=		|𝑧|)  =		1)		=		1 

หารตลอดด้วย 𝑧		(เนืBองจาก |𝑧|	=	1	ดงันั Dน 𝑧	≠	0) 

เมืJอ  −2𝑦		≥		0   …(∗∗)	

	𝑥* + 𝑦*	 =		1	
											𝑦*	 =		1 − 𝑥*				…(∗)	

จาก (∗) 

→		แทนใน (∗)	:		𝑦*		=		1 − o− +
*
p
*
		=		)

,
    จะได้  𝑦		=		√)

*
		,		− √)

*
	

=		�		− √)
*
− )

*
𝑖									 + 4𝑖�

*
	

=		�		− √)
*
							+ -

*
𝑖												�

*
		=		o− √)

*
p
*
+ o-

*
p
*
				=		*U

,
				=		7	
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23. พิจารณาพาราโบลา 𝑃	ทีJมีสมการเป็น  𝑦 = 2𝑥*		

ให้ 𝐶?	เป็นวงกลมทีJมีจดุศนูย์กลางอยูที่Jจดุ 𝐴 o0, -
,
p		

และสมัผสักบัพาราโบลา 𝑃		ให้ 𝐶@	เป็นวงกลมทีJมีจดุ
ศนูย์กลางอยูที่Jจดุ 	𝐵(0, 𝑘) 		นอกจากนี _	วงกลม 𝐶@	
สมัผสักบัวงกลม 𝐶?	และสมัผสักบัพาราโบลา 𝑃	ดงั
รูป  ถ้า  𝑘	=	6

7
		เป็นเศษสว่นอยา่งตํJา  จงหาคา่ของ  

100𝑎	+	𝑏 
	
	
ตอบ  1304	
สมมตใิห้พาราโบลาสมัผสัวงกลม 𝐶?	ในจตุภาค 1	ทีJ 𝐷(𝑐, 𝑑)	ดงัรูป	
จากสมบตัขิองวงกลม	รัศมี 𝐴𝐷¡¡¡¡	จะตั _งฉากกบัเส้นสมัผสั  →		ความชนัคณูกนัได้ −1	

จากพิกดั 𝐴 o0, -
,
p จะได้ ความชนั 𝐴𝐷		=		

F	4	'-
Z	4	D

		=		
F	4	'-
Z
				…(1)	

ดฟิสมการพาราโบลา เพืJอหาความชนัเส้นสมัผสั	
	
	 จะได้ความชนัเส้นสมัผสัทีJ 𝐷(𝑐, 𝑑) คือ 4𝑐				…(2)	

(1) กบั	(2) คณูกนัได้ −1	:				
F	4	'-
Z
	 ∙ 	4𝑐		=		−1	 แทน	 𝑦	=	𝑑	=	1	ในพาราโบลา	𝑦	=	2𝑥*	 เพืJอหา 𝑐	

	
	
	

จะได้พิกดั 𝐷 o +
√*
, 1p	 →		รัศมี 𝐶?		=		𝐴𝐷		=		}o

+
√*
− 0p

*
+ o1 − -

,
p
*
				=		}+

*
+ +

+2
				=		} I

+2
				=		)

,
	

	 →		ขยบั 𝐴 o0, -
,
p	 ขึ _นไป )

,
		จะได้จดุสมัผสัของวงกลมทั _งสอง คือ  o0, -

,
+ )

,
p		=		(0,	2)	

	 →		จากพิกดั	𝐵(0, 𝑘)  จะได้รัศมีของ 𝐶@ คือ  𝑘 − 2  เมืJอ 𝑘	>	2		…(∗)	

ทําแบบเดียวกนักบั 𝐶@	:	
สมมตใิห้พาราโบลาสมัผสัวงกลม 𝐶@	ในจตุภาค 1	ทีJ 𝐸(𝑒, 𝑓)	ดงัรูป	

จะได้ความชนั  𝐵𝐸		=		[	4	=
\	4	D

		=		[	4	=
\
				…(3) 

และจากความชนัเส้นสมัผสัพาราโบลาทีJเคยหา  𝑦5 = 4𝑥	
จะได้ความชนัเส้นสมัผสัทีJ 𝐸(𝑒, 𝑓) คือ 4𝑒			…(4)	 
	
(3) คณู	(4) ได้ −1	:				[	4	=

\
	 ∙ 	4𝑒		=		−1	 แทน 𝑦	=	𝑓	=	𝑘 − +

,
		ในพาราโบลา	𝑦	=	2𝑥*	 เพืJอหา 𝑒	

	
	
	
	

จะได้พิกดั 𝐸 �}=
*
− +

U
, 𝑘 − +

,
�		→		รัศมี 𝐶@		=		𝐵𝐸	 =		��}

=
*
− +

U
− 0�

*

+ o𝑘 − +
,
− 𝑘p

*
	

	 =				}				=
*
− +

U
													+ 									 +

+2
								=		}=

*
− +

+2
 

	

𝑦	=	2𝑥!	

0	 𝑋		

𝑌		

𝐴		

𝐵		

𝐶"		

𝐶#		

𝑦	=	2𝑥!	
𝐴		

𝐷(𝑐, 𝑑)		𝑦	 =		2𝑥*	
𝑦5	=		4𝑥	

𝑑 − -
,
	 =		− +

,
	

𝑑	 =				1	

	1	 =		2𝑐*	
+
√*
	 =					𝑐					(จตภุาคทีJ 1	ทําให้  𝑐	>	0) 

𝑓 − 𝑘	 =		− +
,
	

𝑓	 =		𝑘 − +
,
	

			𝑘 − +
,
	 =		2𝑒*	

}=
*
− +

U
	 =					𝑒					(จตภุาคทีJ 1	ทําให้  𝑒	>	0) 

𝐵(0,	𝑘)		

𝑦	=	2𝑥!	

𝐸(𝑒, 𝑓)	

(0,	2)	
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แตจ่าก (∗)	รัศมีของ 𝐶@	คือ 𝑘 − 2		ดงันั _น										  𝑘 − 2															=	}=
*
− +

+2
  				เมืJอ  𝑘	>	2	

	
	
	
	
	
	
	
	
24. จงหาคา่สงูสดุทีJเป็นไปได้ของผลคณู 𝑥𝑦𝑧		เมืJอ 𝑥, 𝑦	และ 𝑧	เป็นจํานวนจริงทีJอยูใ่นชว่งเปิด (−9,	9)	และสอดคล้อง

กบัระบบสมการ 

	
	
	
	
	
ตอบ  96	
จะแยกตวัประกอบสมการทีJสอง แล้วจบัแตล่ะตวั =	0	
แทน	 :A

*
	,		:B

*
	และ :C

*
		ด้วย 𝐴,	𝐵	และ 𝐶		จะได้ 

	
	
	
	
	
	
 
	
	
	
	
	
	
	
	
	
ดงันั _น  :A

,
  หรือ  :B

,
  หรือ  :C

,
		ต้องอยูใ่นรูป	𝑛𝜋		นัJนคือ  𝑥	หรือ 𝑦	หรือ 𝑧		ต้องหารด้วย 4	ลงตวั	

คา่ในชว่ง (−9,	9) ทีJหารด้วย 4	ลงตวั จะมีแค ่−8	,		−4	,		0	,		4	,		8	
ทําแบบเดียวกนักบัสมการทีJ 3		จะได้ 𝑥	หรือ 𝑦	หรือ 𝑧		ต้องหารด้วย 6	ลงตวั  ซึJงจะมีแค ่−6	,		0	,		6	
แต ่0	ใชไ่มไ่ด้ เพราะจะทําให้ผลคณู 𝑥𝑦𝑧 เป็น 0	
ดงันั _น ถ้าไมส่นเครืJองหมายบวกลบ จะต้องมีตวัหนึJงเป็น 6		อีกตวัหนึJงเป็น 4	หรือ 8	
และตวัสดุท้ายต้องทําให้		𝑥 + 𝑦 + 𝑧	= 0	
จะเหน็วา่มีแค ่2	แบบทีJผลคณู 𝑥𝑦𝑧 เป็นบวก  คือ  −6,	8,	−2		และ  6,	−4,	−2	
ซึJงจะได้คา่ 𝑥𝑦𝑧		ทีJมากทีJสดุคือ  (8)(−6)(−2)		=		96	
	
	
	
	
 

			𝑘* − 4𝑘 + 4	 =					=
*
− +

+2
	

			𝑘* − I
*
𝑘 + 2-

+2
	 =								0	

o𝑘 − -
,
p o𝑘 − +)

,
p	 =								0	

			𝑘		=		-
,
		,				+)

,
	เพราะ 𝑘	>	2	 →		100(13)	+	4		=		1304	

	 𝑥 + 𝑦 + 𝑧	 =		0	

	sin o:A
*
p	+	sin o:B

*
p	+	sin o:C

*
p	 =		0	

	sin o:A
)
p	+	sin o:B

)
p	+	sin o:C

)
p	 =		0	

					sin 𝐴		+		sin𝐵		+		sin 𝐶	 =		0	

		2 sin ?;@
*
cos ?4@

*
		+		sin 𝐶	 =		0	

		2 sin 	4]
*
	 cos ?4@

*
		+		sin 𝐶	 =		0	

−2 sin ]
*
cos ?4@

*
	+	2 sin ]

*
cos ]

*
	 =		0	

−2 sin ]
*
ocos ?4@

*
− cos ]

*
p	 =		0	

			2 sin ]
*
ocos ]

*
− cos ?4@

*
p	 =		0	

2 sin ]
*
ocos 4(?;@)

*
− cos ?4@

*
p	 =		0	

2 sin ]
*
ocos o?

*
+ @

*
p − cos o?

*
− @

*
pp	=		0	

2 sin ]
*
o										−2 sin ?

*
sin @

*
														p	=		0	

											−4	 sin :A
,
	sin :B

,
	sin :C

,
	 =		0	

จาก  𝑥	+	𝑦	+	𝑧 =	0 
  𝑥 +  𝑦 =	 −𝑧	

 
*+
)
+ *,

)
 =	− *-

)
	

  𝐴	+ 	𝐵	 =		−𝐶 

ใช้สตูรมมุสองเทา่	
ให้ดงึตวัร่วม  sin .

)
  ได้ 

cos(−𝜃)		=		cos 𝜃 

ใช้สตูร  cos(sum)	−	cos(diff)	
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25. ให้ 𝑎D,	𝑎+,	𝑎*,	…	,	𝑎8,	…		เป็นลาํดบัของจํานวนจริงทีJนิยามโดย  𝑎D	=	
+
+D
		และ	

	 𝑎8	=	 ∑
=1D

84+
	𝑎=)		สาํหรับแตล่ะจํานวนเตม็บวก 𝑛	

หากทราบวา่  lim
8→9

		 +
6"
	=	0		แล้ว  จงหาคา่ของ  ∑

81+

9
	 6"	
+	;	6"#

		 

ตอบ  1000	

จาก  𝑎8	=	 ∑
=1D

84+
	𝑎=)		จะได้	 	𝑎8	 =		𝑎D) + 𝑎+) + 𝑎*)	+	…	+	𝑎84+) 	 …(∗)	

เมืJอขยบั 𝑛	เพิJมไป 1	จะได้	 𝑎8;+	 =		𝑎D) + 𝑎+) + 𝑎*)	+	…	+	𝑎84+) 	+	𝑎8) 	
	 	 =																					𝑎8																										+	𝑎8) 	
	 	 =															𝑎8(1																											 + 𝑎8*)	
	 6",(

6"
	 =																						1																											 + 𝑎8* 				…(∗∗)	

ดงันั _น  6"	
+	;	6"#

  =		 6".",(
."

		=		 6"
#

6",(
		=		+;6"

# 	4	+
6",(

		=		
.",(
."

	4	+

6",(
		=		 6",(

6"	6",(
− +

6",(
		=		 +

6"
− +

6",(
	

	
	

จะได้  ∑
81+

9
	 6"	
+	;	6"#

	 =		 lim
L→9

		 ∑
81+

L
	o +
6"
− +	

6",(
p	

	 =		 lim
L→9

o +
6(
− +	

6#
		+ 		 +

6#
− +	

6*
		+ 		 +

6*
− +	

6-
		+ ⋯+		 +

6/
− +

6/,(
p	

	 =		 lim
L→9

o +
6(
																																																																													− +

6/,(
p				=	 +

6(
				=		 +

6)*
				=		 +

^ (()_
*	

	 =		1000	
	
26. สาํหรับพหนุาม 𝑝(𝑥) ทีJมีสมัประสทิธิtเป็นจํานวนจริงใด ๆ  กําหนดสญัลกัษณ์	

• 𝑝(D)(𝑥)		=		𝑝(𝑥)	

• 𝑝(8)(𝑥)		=	 F
FA
[𝑝84+(𝑥)]				สาํหรับแตล่ะจํานวนเตม็บวก 𝑛	

ให้  𝑃(𝑥)		=		(𝑥 + 2)(𝑥* + 2*)(𝑥) + 2))… (𝑥+DD + 2+DD)	

นิยาม  𝑄(𝑥)		=		 ∑
81D

9
	.
(#")(A)
(*8)!

	

จงหาจํานวนตวัประกอบบวกทั _งหมดของ  𝑄(1) − 𝑄(−1)	
ตอบ  5150	
ให้ 𝑃(𝑥)	กระจายแล้วเขียนในรูปพหนุามได้เป็น  𝑎D	+	𝑎+𝑥	+	𝑎*𝑥*	+ 𝑎)𝑥)	+	…				ถ้าดฟิไปเรืJอยๆ จะได้ดงันี _ 
𝑃(D)(𝑥)	 =	𝑎D	 +	𝑎+𝑥	+		𝑎*𝑥*	 +			𝑎)𝑥)	 +					𝑎,𝑥,	 +							𝑎-𝑥-	 +							𝑎2𝑥2	 +		…	
𝑃(+)(𝑥)	 =	 						𝑎+	 +	2𝑎*𝑥	 +		3𝑎)𝑥*	+				4𝑎,𝑥)	 +						5𝑎-𝑥,	 +						6𝑎-𝑥-	 +		…	
𝑃(*)(𝑥)	 =	 	 						2𝑎*	 +	3∙2𝑎)𝑥	+		4∙3𝑎,𝑥*	 +				5∙4𝑎-𝑥)	 +				6∙5𝑎-𝑥,	 +	… 
𝑃())(𝑥)	 =	 	 	 						3∙2𝑎)	 +	4∙3∙2𝑎,𝑥	 +		5∙4∙3𝑎-𝑥*	+			6∙5∙4𝑎-𝑥)	 +	…	
𝑃(,)(𝑥)	 =	 	 	 	 						4∙3∙2𝑎,	 +	5∙4∙3∙2𝑎-𝑥	+		6∙5∙4∙3𝑎-𝑥*	+	…	
	 ⋮ 
	
	
	
	
	

จาก (∗) 

เตมิ 1	เข้าไป ให้ใช้ (∗∗)	ได้ 

โจทย์กําหนดให้		 lim
!→0

		 &
""
	=	0 
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แทนผลดฟินี _ใน  𝑄(𝑥)		=		 ∑
81D

9
	.
(#")(A)
(*8)!

  จะได้	

  𝑄(𝑥)	 =		.
())(A)
D!

	+	.
(#)(A)
*!

	+	.
(-)(A)
,!

	+	…	

	 =		𝑎D	+	𝑎+𝑥	+		𝑎*𝑥*	 +			𝑎)𝑥)	 +				𝑎,𝑥,	 +							𝑎-𝑥-	 +							𝑎2𝑥2	 +		…	
	 	 +		*

*!
𝑎*	 +		

)∙*
*!
𝑎)𝑥	 +			

,∙)
*!
𝑎,𝑥*	+					

-∙,
*!
𝑎-𝑥)	 +					

2∙-
*!
𝑎-𝑥,	 +	… 

	 	 	 	 +		,∙)∙*
,!
𝑎,	 +		

-∙,∙)∙*
,!

𝑎-𝑥	 +		
2∙-∙,∙)
,!

𝑎-𝑥*	 +	…	
	 	 	 	 	 	 +																⋮ 

สงัเกตวา่ สมัประสทิธิtสว่นทีJเป็นตวัเลข จะอยูใ่นรูป  8	คณูถอยไป	R	ตวั
R!

  ซึJงจะเทา่กบั `8Ra  		→		เชน่	2∙-∙,∙)
,!

 =	`2,a	
เขียน 𝑄(𝑥) ใหมใ่นรูป `8Ra พร้อมกบัแทน 𝑥	=	1 และ −1	เพืJอหา 𝑄(1) − 𝑄(−1)	ตามทีJโจทย์ถาม จะได้	
 	𝑄(1) =		𝑎D	+		𝑎+	+	`*Da𝑎*	 +		`

)
Da𝑎)	 +				`

,
Da	𝑎,	 +					`

-
Da𝑎-	 +						`2Da𝑎2	 +	…	

	 	 +	`**a𝑎*	 +		`
)
*a𝑎)	 +				`

,
*a𝑎,	 +					`

-
*a𝑎-	 +						`2*a𝑎2	 +	…	

	 	 	 	 +				`,,a𝑎,	 +					`
-
,a𝑎-	 +						`2,a𝑎2	 +	…	

	 	 	 	 	 	 +																⋮	
เมืJอแทน	𝑥	=	−1 พจน์ทีJเป็น 𝑥คี1 จะกลายเป็นลบ 

𝑄(−1)	=		𝑎D	−		𝑎+	 +	`*Da𝑎*	 −		`
)
Da𝑎)	 +				`

,
Da	𝑎,	 −					`

-
Da𝑎-	 +						`2Da𝑎2	 −	…	

	 	 +	`**a𝑎*	 −		`
)
*a𝑎)	 +				`

,
*a𝑎,	 −					`

-
*a𝑎-	 +						`2*a𝑎2	 −	…	

	 	 	 	 +				`,,a𝑎,	 −					`
-
,a𝑎-	 +						`2,a𝑎2	 −	…	

	 	 	 	 	 	 +																⋮	
𝑄(1) − 𝑄(−1)	จะหกัพจน์เลขคูที่Jเหมือนกนัออก เหลอื 
 =										2𝑎+	 +	2`)Da𝑎)	 +				2`-Da	𝑎-	 +						2`>Da𝑎>	 +	…	
	 	 +	2`)*a𝑎)	 +				2`-*a𝑎-	 +						2`>*a𝑎>	 +	…	
	 	 	 +				2`-,a𝑎-	 +						2`>,a𝑎>	 +	…	
	 	 	 	 +																⋮	
	 =	2𝑎+	+	2o`)Da + `

)
*ap 𝑎)	+	2o`

-
Da + `

-
*a + `

-
,ap	𝑎-	+	2o`

>
Da + `

>
*a + `

>
,a + `

>
2ap	𝑎>	+	…	

	
	
	 =	2𝑎+	+												2)𝑎)											+																2-𝑎-																		+																							2>𝑎>																			+	…    …(∗)	
จากบรรทดัแรก 	     		𝑃(𝑥)	 =		𝑎D +	𝑎+𝑥 +	𝑎*𝑥*	+	𝑎)𝑥) +	𝑎,𝑥,	+	𝑎-𝑥- +	𝑎2𝑥2 +	…	
แทน 𝑥	=	2	:	      		𝑃(2)	 =		𝑎D +	2𝑎+ +	2*𝑎*	 +	2)𝑎) +	2,𝑎,	+	2-𝑎- +	22𝑎2 +	…				…(1)	
แทน 𝑥	=	−2	:	       𝑃(−2)	 =		𝑎D −	2𝑎+ +	2*𝑎*	 −	2)𝑎) +	2,𝑎,	−	2-𝑎- +	22𝑎2 +	…				…(2) 
(1)	−	(2)	: 𝑃(2) − 𝑃(−2)	 =							2(	2𝑎+	 +	2)𝑎)	 +	2-𝑎-					         	+…	)	

     .
(*)4.(4*)

*
	 =																																						𝑄(1) − 𝑄(−1)    																				…(∗∗)	

โจทย์กําหนดให้	 𝑃(𝑥)	 =		(𝑥 + 2)(𝑥* + 2*)(𝑥) + 2))… (𝑥+DD + 2+DD) 

ดงันั _น	 𝑃(2)	 =								2*											2)														2,							…									2+D+										=		2
())(#,()()

# 		=		2-+-D	
และ		𝑃(−2)		=		0			(เพราะวงเลบ็แรกได้ −2	+	2	=	0		คณูกบัอะไรทีJเหลอื ก็ได้ 0)	

แทนใน (∗∗)	จะได้  𝑄(1) − 𝑄(−1)  =		*
'(')	4	D
*

		=		2-+,I	
ซึJงจะมีตวัประกอบบวกคือ  2D	,		2+	,		2*	,		…	,	2-+,I		ทั _งหมด  5150	จํานวน 
 
เครดติ	
ขอบคณุ คณุ Chonlakorn	Chiewpanich ทีJชว่ยตรวจสอบความถกูต้องของเอกสาร	

1			+			3	
=			4			=		2!	

1			+		10		+		5	
=								16					=		2+	

1			+		21		+		35		+			7	
=														64											=		2)	

จาก (∗) 


