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ข้อสอบสมาคมคณิตศาสตร์แหง่ประเทศไทย ระดบัมธัยมศกึษาตอนปลาย (พ.ย. EF)	
วนัอาทิตย์ทีJ KL พฤศจิกายน OPEF เวลา Q.LL - KO.LL น.	
	
ตอนทีJ K	มี KL	ข้อ ข้อละ R	คะแนน 
1. กําหนดให้  𝒰 =	{1,	2,	3,	4,	5,	6,	7,	8}		แทนเอกภพสมัพทัธ์  จงหาจํานวนสบัเซต 𝐴	ทั Xงหมดของ 𝒰 ซึJงมี	

สมบตัวิา่  𝑛(𝐴)	<	𝑛(𝐴!)	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
2.	 จงหาจํานวนสมาชิกของเซต  5	𝑧 ∈ ℂ	9	𝑧" + #

$!
= 𝑧% + #

$"
	;	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
3.	 สมมตวิา่ยเูนียนของโดเมนและเรนจ์ของความสมัพนัธ์  <	(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ × ℝ	A	√25 − 𝑥% + D𝑦 − 4# = 3	E	

เทา่กบั  [𝑎, 𝑏]	∪	[𝑐, 𝑑]		จงหาคา่ของ  𝑎 + 𝑏 + 𝑐 + 𝑑	
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4.	 ในอาณาจกัรแหง่หนึJง มีประชากรทั Xงหมด 15,000	คน ทกุคนในอาณาจกัรนี Xเป็น “ผู้พิทกัษ์แหง่ลม” หรือ “ปราชญ์
แหง่แสง” หรืออาจเป็นทั Xงสองอยา่งพร้อมกนั จากการสํารวจสํามะโนประชากร พบวา่ 
• ทกุคนทีJเป็นผู้พิทกัษ์แหง่ลมจะต้องไมเ่ป็นคนทีJพดูความจริงเสมอ เนืJองจากพวกเขามีภารกิจในการรักษาความ

สงบและคอยปกปิดความลบัทีJแท้จริงของอาณาจกัร	
• หากใครไมเ่ป็นคนทีJพดูความจริงเสมอ คนผู้นั Xนจะไมส่ามารถเป็นปราชญ์แหง่แสงได้ เนืJองจากปราชญ์แหง่

แสงมีภารกิจในการเปิดเผยความจริงและนําแสงสวา่งมาสูอ่าณาจกัร	
• มีคนทีJพดูความจริงเสมอเพียง 6,000	คน 

จงหาผลตา่งระหวา่งจํานวนผู้พิทกัษ์แหง่ลมและปราชญ์แหง่แสงในอาณาจกัรแหง่นี X	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
5.	 กําหนดให้  𝑃(𝑥)		=		O𝑥#.$ + 𝑥#.% + 𝑥#." +⋯+ 𝑥#.&Q

/
	

	 ให้ 𝐴	เป็นจํานวนหลกัของ 𝑃!(1)		และ 𝐵	เป็นผลบวกของเลขโดดทั Xงหมดของ 𝑃!(1)	เมืJอเขียนในฐานสบิ 
จงหาคา่ของ  𝐴 + 𝐵 

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
6. จงหาคา่ของ  lim

0→2
		𝑥"	√2 VD𝑥% + √𝑥3 + 2024 − 𝑥√2W 
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7. กําหนดให้  𝑧	=	𝑟(cos 𝜃 + 𝑖 sin 𝜃)		เป็นจํานวนเชิงซ้อนในรูปเชิงขั Xว  สมมตวิา่  𝑧"	=	8		และ  0	<	𝜃	<	𝜋	
จงหาคา่ของ  2024𝑟	+	cos 𝜃	+	cos(2𝜃)	+	cos(3𝜃)	+⋯+ cos(2567𝜃)	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
8.	 กําหนดให้	𝑢a⃗ 	และ 𝑣⃗	เป็นเวกเตอร์ในสามมิตโิดยทีJ 	|𝑢a⃗ |	=	2	,		|𝑣⃗|	=	3		และ  |3𝑢a⃗ + 2𝑣⃗|	=	6	

จงหาคา่ของ  |𝑢a⃗ × 𝑣|%	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
9.	 โรงงานแหง่หนึJงผลติของสะสม 6	แบบ โดยสุม่ผลติของสะสมตา่งแบบกนั 2	ชิ Xนแล้วบรรจใุนซองทบึ  ให้ 𝑝	แทนความ

นา่จะเป็นในการผลติของสะสมบรรจซุองจํานวน 3	ซองแล้วได้ของสะสมครบทกุแบบ  จงหาคา่ของ 900𝑝	
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10.	 จงหาผลบวกของสมาชิกทั Xงหมดของเซต	
59𝑥% − 16𝑦%	9	𝑥, 𝑦	เป็นจํานวนจริงซึJง	D(𝑥 + 25)% + 𝑦% − D(𝑥 − 25)% + 𝑦% = 40	;	 

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
ตอนทีJ O มี KL	ข้อ ข้อละ n	คะแนน	
11. ข้อมลูชดุหนึJงประกอบด้วยจํานวน 7	จํานวน ได้แก่  3,	2,	11,	10,	13,	9	และ 𝑥	

จงหาคา่ 𝑥	ทีJทําให้คา่เฉลีJยเลขคณิตและคา่มธัยฐานของข้อมลูชดุนี Xมีคา่เทา่กนั 
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
12.	 นิยามฟังก์ชนั		𝑓(𝑥)	=	D𝑥√2 + √𝑥% + 3		สาํหรับทกุ 𝑥	≥	0		สมมตวิา่  𝑓4#(2)	=	𝑎√𝑏 + 𝑐√𝑑	

โดยทีJ 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑	เป็นจํานวนเตม็ ซึJง 𝑏	และ 𝑑	เป็นจํานวนเฉพาะ  จงหาคา่ของ 	𝑎 + 𝑏 + 𝑐 + 𝑑	
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13.	 กําหนดให้ 𝐴	เป็นเมทริกซ์ขนาด 3	×	3	ทีJสมาชิกแตล่ะตวัเป็น 0	หรือ 1 	และ det 𝐴	≠	0	
จงหาวา่ 𝐴	มีสมาชิกเป็น 1	ได้มากสดุกีJตวั 

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
14. ร้านค้าแหง่หนึJงมีจํานวนลกูค้าในแตล่ะวนัเป็นตวัแปรสุม่ 𝑁	โดยคา่ของ 𝑁	ทีJเป็นไปได้คือ 40,	41,	…	,	50 

และแตล่ะคา่เกิดขึ Xนด้วยความนา่จะเป็นเทา่กนั สมมตวิา่แตล่ะวนัจะมีฝนตก มีเมฆมาก หรือมีแดดออก เพียงอยา่งใด
อยา่งหนึJงเทา่นั Xน โดยมีความนา่จะเป็นคือ 10%,	60%	และ 30%	ตามลาํดบั  นอกจากนี X 

• ความนา่จะเป็นทีJลกูค้าแตล่ะคนจะซื Xอร่มในวนัทีJฝนตกมีคา่เป็น #
5
	

• ความนา่จะเป็นทีJลกูค้าแตล่ะคนจะซื Xอร่มในวนัทีJมีเมฆมากมีคา่เป็น #
%.
	

• ความนา่จะเป็นทีJลกูค้าแตล่ะคนจะซื Xอร่มในวนัทีJมีแดดออกมีคา่เป็น #
#.
	

สมมตวิา่จํานวนลกูค้าทีJเข้าร้านไมข่ึ Xนกบัสภาพอากาศ และในแตล่ะวนัลกูค้าแตล่ะคนจะซื Xอร่มไมเ่กิน 1	คนั (โดย
ร้านค้าจะเตรียมจํานวนร่มไว้พอขายเสมอ)  ถ้าร่มราคาคนัละ 100	บาท จงหาคา่คาดหมายของรายได้จากการขาย
ร่มในแตล่ะวนัของร้านค้าแหง่นี X 

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
15. กําหนดให้ 	𝐴	=	{1,	2,	3,	4,	5}	,		𝐵	=	{1,	2}		และ  𝐶	=	{3,	4}	

ให้ 𝑓	เป็นฟังก์ชนัจาก 𝐴	ไป 𝐵		และ 𝑔	เป็นฟังก์ชนัจาก 𝐴	ไป 𝐶	
จงหาจํานวนของคูอ่นัดบัของฟังก์ชนั (𝑓, 𝑔)	ทั XงหมดทีJทําให้ 𝑓 ∘ 𝑔	เป็นฟังก์ชนัทัJวถงึ 
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16. พิจารณาชดุข้อมลู 	3,	6,	9,	12,	…	,	3𝑛			 ถ้าข้อมลูทีJมีคา่ 𝑥	หายไประหวา่งเก็บข้อมลู ทําให้คา่เฉลีJยเลขคณิตของ

ข้อมลู 𝑛 − 1	ตวัทีJเหลอืมีคา่เป็น 66
"
	 แล้ว จงหาคา่ของ 𝑥	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
17. กรวยสาํหรับดืJมนํ XาใบหนึJงเป็นกรวยตรง มีรัศมี 3.5	เซนตเิมตร และสงู 9	เซนตเิมตร  ตู้กดนํ Xาสําหรับกรวยนี Xมีอตัรา

การไหลของนํ XาคงทีJ พบวา่ใช้เวลาทั Xงหมด 7.2	วนิาทีในการเตมินํ Xาให้เตม็กรวยพอดี (โดยขณะเตมินํ Xา ปากกรวย
จะต้องขนานกบัพื Xนราบเสมอ)  สาํหรับแตล่ะ 𝑡	∈	[0,	7.2]	ให้ 𝑓(𝑡)	เป็นความสงูของนํ Xาในกรวย (หนว่ยเซนตเิมตร) 

เมืJอผา่นไป 𝑡	วินาทีหลงัจากเริJมเปิดนํ Xา จงหาคา่ของ  ∫
7%

.
	𝑓 V 0

#.
W 	𝑑𝑥 

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
18. กําหนดให้  𝐴	=	{3,	8,	9}	,		𝐵	=	{0,	1}		และ  𝐶	=	{2,	4}		จงหาจํานวนสมาชิกของเซต	

{	(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐴 × ℕ	|	∀𝑤 ∈ 𝐵	∀𝑧 ∈ 𝐶[(𝑥 − 𝑦 > 𝑤) ∧ (𝑥 − 𝑦 ≥ 𝑧)]	} 	
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19. กําหนดให้  𝐴	=	{	𝑧 ∈ ℂ	|	|𝑧| − |𝑧 − 8 − 6𝑖| = 8	}		และสําหรับจํานวนเตม็บวก 𝑘	

	 𝐵8 	=	5	𝑧 ∈ ℂ	9	|𝑧| =
%597
8
	;	

จงหาวา่มีจํานวนเตม็บวก 𝑘	ทีJแตกตา่งกนัทั XงหมดกีJตวัทีJทําให้  𝐴 ∩ 𝐵8 	≠	∅	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
20. กําหนดให้	𝐴	=	} 2 1

−2 −1~		และ 𝐼	=	}1 0
0 1~    สมมตวิา่ 𝑘	เป็นจํานวนเตม็บวกทีJสอดคล้องกบัสมการ 

(𝐼 + 9𝐴)//	=		𝐼 + 𝑘𝐴%	

จงหาผลบวกของเลขโดดทั Xงหมดของ 𝑘	เมืJอเขียนในฐานสบิ 
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
ตอนทีJ R มี P	ข้อ ข้อละ E	คะแนน 

21. กําหนดให้  		𝑆	=	5	|𝑧|	9	𝑧	เป็นจํานวนเชิงซ้อนทีJสอดคล้องกบัสมการ	|𝑧% + 5𝑧| = 6	;	
สมมตวิา่  𝑆	=	[𝑎#, 𝑎%]	∪	[𝑎", 𝑎3]	∪	…	∪	[𝑎%84#, 𝑎%8]		เมืJอ 𝑎#,	𝑎%,	𝑎",	𝑎3,	…	,	𝑎%84#,	𝑎%8 	เป็นจํานวนจริง
ซึJง  𝑎#	<	𝑎%	<	𝑎"	<	𝑎3	<	…	<	𝑎%84#	<	𝑎%8 	
จงหาคา่ของ  𝑎#	+	2𝑎%	+	3𝑎"	+	4𝑎3	+	…	+	(2𝑘 − 1)𝑎%84#	+	(2𝑘)𝑎%8 
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22. สาํหรับจํานวนจริง 𝑥	ให้ ⌊𝑥⌋	เป็นจํานวนเตม็ทีJมากทีJสดุทีJมีคา่ไมเ่กิน 𝑥	เชน่  ⌊20.24⌋ =	20		และ  ⌊3⌋ =	3	
จงหาคา่ของอนกุรมลูเ่ข้า	

�
99	 ∙ 	 ⌊log 𝑘⌋
100	⌊;<= 8⌋

2

8?#

 

คําแนะนํา :		สาํหรับลาํดบั  𝑎#,	𝑎%,	𝑎",	…	 ของจํานวนจริงและลาํดบัเพิJมแท้  𝑏#,	𝑏%,	𝑏",	…	ของจํานวนเตม็บวก 

ถ้าอนกุรม  Σ
8?#

2
	𝑎8 	 ลูเ่ข้า  แล้ว  Σ

8?#

2
	𝑎8  =		 lim

@→2
	 Σ
8?#

A'
	𝑎8 	

 
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
23. กําหนดให้  𝑃(𝑥)		เป็นพหนุามดีกรี 2567	ทีJมีสมัประสทิธิsเป็นจํานวนจริง  สมมตวิา่  𝑥#,	𝑥%,	𝑥",	…	,	𝑥8 		เป็น

จํานวนจริงทีJแตกตา่งกนั และเป็นคําตอบทั Xงหมดของสมการ  𝑃(𝑥)	=	0		เมืJอกําหนดสญัลกัษณ์ 

 • 𝑃(.)(𝑥)		=		𝑃(𝑥)  
	 • 𝑃(@)(𝑥)		=		 D

D0
�𝑃(@4#)(𝑥)�		สาํหรับแตล่ะจํานวนเตม็บวก 𝑛	

สาํหรับแตล่ะ  𝑖	=	1,	2,	3,	…,	𝑘		ให้  𝑛E 	เป็นจํานวนเตม็บวกเลก็สดุทีJ  𝑃(@()(𝑥E)	≠	0	
จงหาคา่ 𝑘	ทีJทําให้ผลคณู  𝑛#𝑛%𝑛"…𝑛8 	 มีคา่มากทีJสดุ 

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	



 สมาคม ม. ปลาย (พ.ย. ,-) 9 
	

24. ให้ 𝑂	เป็นจดุภายในรูปสามเหลีJยม 𝐴𝐵𝐶	โดยทีJ  ∠𝐵𝑂𝐶		=		∠𝐶𝑂𝐴		=		∠𝐴𝑂𝐵		สมมตวิา่  𝑂𝐴	=	15,		𝑂𝐵	=	5  
และ  𝑂𝐶	=	6				ถ้า 𝑍	แทนจดุศนูย์กลางวงกลมทีJผา่นจดุ 𝐴,	𝐵	และ 𝐶	แล้ว  จงหาคา่ของ  𝑂𝑍% 	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
25. ให้ 𝐹	เป็นจดุโฟกสัของพาราโบลา  𝑦%	=	−4𝑥		และสําหรับแตล่ะ  𝑛	=	1,	2,	…	,	90		ให้ ℓ@	เป็นเส้นตรงทีJผา่น	

จดุ 𝐹	และทํามมุ 𝑛	องศาในทิศทวนเข็มนาฬิกากบัแกนสมมาตรของพาราโบลาดงักลา่ว  นอกจากนี X ให้ 𝑑@	เป็น

ความยาวของสว่นของเส้นตรงทีJมีจดุปลายเป็นจดุตดัทั Xงสองของ ℓ@ กบัพาราโบลา  จงหาคา่ของ  ∑
@?#

/.
	 6
F'

 

	
	
  

15	

5	 6	

𝐴	

𝐵	 𝐶	

𝑂	

𝑍	
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เฉลย	
1. 93 8. 27 15. 480 22. 110	
2. 5 9. 24 16. 42 23. 856 
3. 80 10. 3,600 17. 486 24. 31	
4. 3,000 11. 22 18. 9 25. 91	
5. 108 12. 24 19. 285 
6. 506 13. 7 20. 891	
7. 4,047 14. 360 21. 38	
	
แนวคดิ	
1. กําหนดให้  𝒰 =	{1,	2,	3,	4,	5,	6,	7,	8}		แทนเอกภพสมัพทัธ์  จงหาจํานวนสบัเซต 𝐴	ทั Xงหมดของ 𝒰 ซึJงมี	

สมบตัวิา่  𝑛(𝐴)	<	𝑛(𝐴!)	
ตอบ  93	
เนืJองจาก 𝐴!	คือสว่นทีJเหลอืนอกเหนือจาก 𝐴		ดงันั Xน  𝑛(𝐴)	<	𝑛(𝐴!) เมืJอ 𝐴	มีจํานวนสมาชิกน้อยกวา่ครึJงหนึJงของ 𝒰	
เนืJองจาก 𝒰 มีสมาชิก 8	ตวั ดงันั Xน 𝐴	ต้องมีสมาชิกน้อยกวา่ 4	ตวั  นัJนคือ 𝑛(𝐴)	=	0,	1,	2,	3 
สบัเซตของ 𝒰 ทีJมีสมาชิก 𝑟 ตวั จะได้จากการเลือก 𝑟	ตวั จากสมาชิกทั Xงหมด 8	ตวัของ 𝒰	 จะมีจํานวนแบบ =	O6GQ	แบบ 

ดงันั Xน จะมี 𝐴 ทีJเป็นไปได้ทั Xงหมด  O6.Q +	O
6
#Q +	O

6
%Q +	O

6
"Q	 =		1	+	8	+	

6	∙	7
#	∙	%

	+	6	∙	7	∙	9
#	∙	%	∙	"

	
	 =		1	+	8	+		28	+				56						=		93	แบบ	
	
2.	 จงหาจํานวนสมาชิกของเซต  5	𝑧 ∈ ℂ	9	𝑧" + #

$!
= 𝑧% + #

$"
	;	

ตอบ  5	
	
	
	
 
	
	
	
	
	
	
จะได้  𝑧5	=	1		หรือ  𝑧	=	1		 โดยทีJ	 𝑧	≠	0	
แตจ่ะเหน็วา่  𝑧	=	1		ทําให้สมการ  𝑧5	=	1		เป็นจริง  และ 𝑧	=	0		ไมทํ่าให้สมการ  𝑧5	=	1		เป็นจริง	
นัJนคือ คําตอบของสมการ  𝑧5	=	1		จะรวม  𝑧	=	1		ไปด้วยแล้ว และไมร่วม 	𝑧	=	0	
ดงันั Xน คําตอบของสมการนี X จะเหมือนกบัคําตอบของสมการ 	𝑧5	=	1		ซึJงจากสมบตัขิองราก จะมี 5	คําตอบ 
	
3.	 สมมตวิา่ยเูนียนของโดเมนและเรนจ์ของความสมัพนัธ์  <	(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ × ℝ	A	√25 − 𝑥% + D𝑦 − 4# = 3	E	

เทา่กบั  [𝑎, 𝑏]	∪	[𝑐, 𝑑]		จงหาคา่ของ  𝑎 + 𝑏 + 𝑐 + 𝑑	
ตอบ  80	
หาโดเมน :	
	
	
	

	
25		≥		𝑥%		มีคําตอบคือ  [−5,	5]    และ    𝑥%		≥		16		มีคําตอบคือ  (−∞,	−4]	∪	[4,	∞) 

𝑧" + #
$!
			=			𝑧% + #

$"
	

𝑧" − 𝑧% − #
$"
+ #

$!
	 =		0	

𝑧%(𝑧 − 1) − #
$!
(𝑧 − 1)	 =		0	

V𝑧% − #
$!
W (𝑧 − 1)	 =		0	

V		$
)	4	#
$!

		W (𝑧 − 1)	 =		0	

√25 − 𝑥% + D𝑦 − 4# 		=		3	
														√25 − 𝑥%	 =		3 − D𝑦 − 4# 	
														√25 − 𝑥%	 ≤		3	
	0	 ≤	 25 − 𝑥%	 ≤		9	
25	 ≥																𝑥%	 ≥		16	

√					!   ≥ 	0	เสมอ ในรูทต้อง ≥ 0 

ลบ 25	ตลอด	แล้ว	คณู 	−1	ตลอด (ต้องสลบั น้อยกวา่ → มากกวา่) 
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อินเตอเซกกนั จะได้โดเมนคือ  [−5,	−4]	∪	[4,	5]				…(1)	

หาเรนจ์ :	
	
	
	
	
	
(1)	ยเูนียน (2)	จะได้เป็น  [−5,	−4]	∪	[4,	85] 
เทียบกบั [𝑎, 𝑏]	∪	[𝑐, 𝑑]		จะได้  𝑎 + 𝑏 + 𝑐 + 𝑑  =		(−5)	+	(−4)	+	4	+	85		=		80	
	
4.	 ในอาณาจกัรแหง่หนึJง มีประชากรทั Xงหมด 15,000	คน ทกุคนในอาณาจกัรนี Xเป็น “ผู้พิทกัษ์แหง่ลม” หรือ “ปราชญ์

แหง่แสง” หรืออาจเป็นทั Xงสองอยา่งพร้อมกนั จากการสํารวจสํามะโนประชากร พบวา่ 
• ทกุคนทีJเป็นผู้พิทกัษ์แหง่ลมจะต้องไมเ่ป็นคนทีJพดูความจริงเสมอ เนืJองจากพวกเขามีภารกิจในการรักษาความ

สงบและคอยปกปิดความลบัทีJแท้จริงของอาณาจกัร	
• หากใครไมเ่ป็นคนทีJพดูความจริงเสมอ คนผู้นั Xนจะไมส่ามารถเป็นปราชญ์แหง่แสงได้ เนืJองจากปราชญ์แหง่

แสงมีภารกิจในการเปิดเผยความจริงและนําแสงสวา่งมาสูอ่าณาจกัร	
• มีคนทีJพดูความจริงเสมอเพียง 6,000	คน 

จงหาผลตา่งระหวา่งจํานวนผู้พิทกัษ์แหง่ลมและปราชญ์แหง่แสงในอาณาจกัรแหง่นี X	
ตอบ  3,000	
จะแทน “ผู้พิทกัษ์แหง่ลม” ด้วย “ลม”  และแทน “ปราชญ์แหง่แสง” ด้วย “แสง”	
พิจารณาคนพดูความจริงเสมอ 6,000	คน	
 →		จากข้อมลูข้อแรก	“ลม” ต้องไมพ่ดูความจริงเสมอ	ดงันั Xน 6,000	คนนี X จะเป็น “ลม” ไมไ่ด้	
 →		ทกุคนต้องเป็น “ลม” หรือ “แสง” (หรืออาจเป็นทั Xงสองอยา่ง)	ดงันั Xน ถ้าเป็น “ลม” ไมไ่ด้ จะต้องเป็น “แสง” เทา่นั Xน 
 →		สรุปได้ทนัทีวา่ 6,000	คนนี X ต้องเป็น “แสง”	
ทีJเหลอืจาก 6,000	คน (มีทั Xงหมด 15,000	คน) คือ 9,000	คน จะไมเ่ป็นคนทีJพดูความจริงเสมอ	
 →		จากข้อมลูข้อสอง คนทีJไมพ่ดูความจริงเสมอ จะเป็น “แสง” ไมไ่ด้	
 →		สรุปได้ทนัทีวา่ 9,000	คนนี X ต้องเป็น “ลม” 
จงึมี “แสง” 6,000	คน และมี “ลม” 9,000	คน  รวมได้ 15,000	คน จงึไมมี่คนทีJเป็นทั Xงสองอยา่ง	
จะได้ผลตา่งระหวา่ง “ลม” และ “แสง” คือ  9,000 − 6,000	=	3,000	คน 
	
5.	 กําหนดให้  𝑃(𝑥)		=		O𝑥#.$ + 𝑥#.% + 𝑥#." +⋯+ 𝑥#.&Q

/
	

	 ให้ 𝐴	เป็นจํานวนหลกัของ 𝑃!(1)		และ 𝐵	เป็นผลบวกของเลขโดดทั Xงหมดของ 𝑃!(1)	เมืJอเขียนในฐานสบิ 
จงหาคา่ของ  𝐴 + 𝐵 

ตอบ  108	
ใช้กฎลกูโซ ่จะได้	

𝑃!(𝑥)	 =		9O𝑥#.$ + 𝑥#.% +⋯+ 𝑥#.&Q
6
O10.𝑥#.$4# + 10#𝑥#.%4# + 10%𝑥#."4# +⋯+ 10/𝑥#.&4#Q	

𝑃!(1)	 =		9(			1		 + 			1				 + ⋯+ 		1			)6(10. 													+ 	10# 												+ 	10% 												+ ⋯+ 	10/							)	
 =			9(																				10																		)6(																																			1,111,111,111																																						)	
	
	
	 =																													999,999,999,900,000,000	
	
	
ดงันั Xน 𝑃!(1) มี 18	หลกั และมีผลบวกเลขโดด =	9	×	10	=	90		จะได้  𝐴 + 𝐵		=		18	+	90		=		108	
	
	

√25 − 𝑥% + D𝑦 − 4# 	 =		3	
																								D𝑦 − 4# 	 =		3 − √25 − 𝑥%	
																								D𝑦 − 4# 	 ≤		3	
											0	 ≤					𝑦 − 4	 ≤		81	
											4	 ≤					𝑦	 ≤		85	

√					  ≥ 	0	เสมอ ใน	√				! 	ต้อง ≥ 0 

→		จะได้เรนจ์คือ  [4,	85]			 …(2) 

10	หลกั 

10	หลกั 8	หลกั 
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6. จงหาคา่ของ  lim
0→2

		𝑥"	√2 VD𝑥% + √𝑥3 + 2024 − 𝑥√2W 

ตอบ  506	

					 lim
0→2

		𝑥"	√2 VD𝑥% +√𝑥3 + 2024 − 𝑥√2W	

=		 lim
0→2

		𝑥"	√2 VD𝑥% +√𝑥3 + 2024 − 𝑥√2W	∙	
I0"J√0#J%.%3	J	0√%
I0"J√0#J%.%3	J	0√%

 

=		 lim
0→2

		𝑥"	√2O𝑥% + √𝑥3 + 2024	− 	2𝑥%Q		∙	 #
I0"J√0#J%.%3	J	0√%

	

=		 lim
0→2

		𝑥"	√2O									√𝑥3 + 2024	−	𝑥%Q		∙	 #
I0"J√0#J%.%3	J	0√%

		∙	√0
#J%.%3	J	0"

√0#J%.%3	J	0"
	

=		 lim
0→2

		𝑥"	√2(												𝑥3 + 2024	 −	𝑥3)	∙	 #
I0"J√0#J%.%3	J	0√%

		∙	 #
√0#J%.%3	J	0"

	

=		 lim
0→2

		𝑥"	√2(																						2024											)	∙	 #

0LM#JN#	J	"$"#*# 	J	√%O

	∙	 #

0"PN#	J	"$"#*# 	J#Q
	

=		 lim
0→2

								√2(																					2024												)	∙			 #

M#JN#	J	"$"#*# 	J	√%

		  	∙						 #

N#	J	"$"#*# 	J#
	

=																		√2	(																				2024												)	∙				 #
I#J√#	J			.					J	√%

		  	∙						 #
√#	J				.				J#

	

=																		√2	(																				2024											)		∙																 #%√%																∙															
#
%
															=			506	

	
7. กําหนดให้  𝑧	=	𝑟(cos 𝜃 + 𝑖 sin 𝜃)		เป็นจํานวนเชิงซ้อนในรูปเชิงขั Xว  สมมตวิา่  𝑧"	=	8		และ  0	<	𝜃	<	𝜋	

จงหาคา่ของ  2024𝑟	+	cos 𝜃	+	cos(2𝜃)	+	cos(3𝜃)	+⋯+ cos(2567𝜃)	
ตอบ  4,047	
หารากทีJ 3	ของ 8		→		เขียน 8	ในรูปเชิงขั Xวได้เป็น 8 cis 0°  →		จะได้รากแรกคือ  √8! 	cis	.°

"
		=		2 cis 0°	

อีก 2	รากทีJเหลอื จะได้จากการเพิJมมมุทีละ "9.°
"
	=	120°		→		จะได้อีก	2	รากทีJเหลอืคือ  2 cis 120°		และ  2 cis 240°	

โจทย์ต้องการ  0	<	𝜃	<	𝜋  → 	มี	 2 cis 120°  เทา่นั Xน ทีJมมุอยูร่ะหวา่ง 0	กบั 180°  →		𝑟	=	2		และ  𝜃	=	120°	
เนืJองจาก 	3𝜃	=	360°		วนกลบัมาทีJ 0°		ดงันั Xนลําดบั  𝜃,	2𝜃,	3𝜃,	…	จะวนซํ Xาทกุๆ 3	ตวั	
และจะเหน็วา่  cos 𝜃	+	cos(2𝜃)	+	cos(3𝜃) =		cos 120°	+	cos 240°	+	cos 0°	
 =	   	V− #

%
W    +   V− #

%
W    +     1		      =		0	

และเนืJองจาก 2567	หารด้วย 3	เหลือเศษ 2		ดงันั Xน  cos 𝜃	+	cos(2𝜃)	+	cos(3𝜃)	+⋯+ cos(2567𝜃)  จะจบั

กลุม่ซํ Xา 3	ตวับวกกนัเป็น 0	รัวๆ 	โดยจะเหลอื 2	ตวัท้าย ซึJงจะมีผลบวก 	=  V− #
%
W    +   V− #

%
W		=		−1 

ดงันั Xน  2024𝑟	+	cos 𝜃	+	cos(2𝜃)	+	cos(3𝜃)	+⋯+ cos(2567𝜃)  =		2024(2)	+	(−1)		=		4047	
	
8.	 กําหนดให้	𝑢a⃗ 	และ 𝑣⃗	เป็นเวกเตอร์ในสามมิตโิดยทีJ 	|𝑢a⃗ |	=	2	,		|𝑣⃗|	=	3		และ  |3𝑢a⃗ + 2𝑣⃗|	=	6	

จงหาคา่ของ  |𝑢a⃗ × 𝑣|%	
ตอบ  27	
 
	
	
	
	
	
	
	

คณูคอนจเูกตเพืDอกําจดัรูท 

คณูคอนจเูกต	
เพืDอกําจดัรูท 

ดงึ 𝑥	กําลงัสงูสดุ ออก
จากสว่น เพืDอตดักบัเศษ	
𝑥	→	∞	เป็นบวก 

|3𝑢a⃗ + 2𝑣⃗|%	=			|3𝑢a⃗ |%			+			|2𝑣⃗|%			+		2(3𝑢a⃗ ∙ 2𝑣⃗)	
|3𝑢a⃗ + 2𝑣⃗|%	=			|3𝑢a⃗ |%			+			|2𝑣⃗|%			+	12|𝑢a⃗ ||𝑣⃗| cos 𝜃	
								6%	 =	(3 ∙ 2)%	+	(2 ∙ 3)%	+	12(2)(3)cos 𝜃	
					− #

%
	 =																																																									cos 𝜃	

|𝑢a⃗ × 𝑣⃗|%	=		(|𝑢a⃗ ||𝑣⃗| sin 𝜃)%	
	 =	|𝑢a⃗ |%|𝑣⃗|% sin% 𝜃	
	 =	|𝑢a⃗ |%|𝑣⃗|%(1 − cos% 𝜃)	

	 =			2%		3%	�1 − V− #
%
W
%
�				=		27	
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9.	 โรงงานแหง่หนึJงผลติของสะสม 6	แบบ โดยสุม่ผลติของสะสมตา่งแบบกนั 2	ชิ Xนแล้วบรรจใุนซองทบึ  ให้ 𝑝	แทนความ
นา่จะเป็นในการผลติของสะสมบรรจซุองจํานวน 3	ซองแล้วได้ของสะสมครบทกุแบบ  จงหาคา่ของ 900𝑝	

ตอบ  24 

จํานวนแบบทั Xงหมด : เลือก 2	แบบจาก 6	แบบ ได้  O9%Q		=		
9×5
%
		=		15	แบบ	

 สุม่ 3	ซอง จะได้จํานวนแบบ =	15"	แบบ 
จํานวนแบบทีJอยากได้ : ซองแรก เลอืก 2	แบบจาก 6	แบบ ได้  O9%Q		=		15	แบบ	
 ซองทีJสอง ต้องไมซ่ํ Xากบัซองแรก จะเหลอื 4	แบบให้เลือก  →		เหลือ O3%Q		=		

3×"
%
		=		6	แบบ	

	 ซองทีJสาม เลอืกไมไ่ด้แล้ว ต้องใส ่2	แบบทีJเหลอื	
	 จะได้จํานวนแบบท =	15	×	6	แบบ 

จะได้ความนา่จะเป็น	 𝑝		=	#5×9
#5!

		=		 %
5×#5

				→		900𝑝		=		 %
5×#5

	×	900		=		24	
	
10.	 จงหาผลบวกของสมาชิกทั Xงหมดของเซต	

59𝑥% − 16𝑦%	9	𝑥, 𝑦	เป็นจํานวนจริงซึJง	D(𝑥 + 25)% + 𝑦% − D(𝑥 − 25)% + 𝑦% = 40	;	 

ตอบ  3,600	
D(𝑥 + 25)% + 𝑦%  =		D(𝑥 − (−25))% + (𝑦 − 0)%	 =		ระยะจากจดุ (𝑥, 𝑦)	ไป (−25,	0)	
D(𝑥 − 25)% + 𝑦%		=		D(𝑥 − 25)% + (𝑦 − 0)%	 =		ระยะจากจดุ (𝑥, 𝑦)	ไป (25,	0)	
ดงันั Xน เงืJอนไขของเซตนี Xคือ ระยะจากจดุ (𝑥, 𝑦)	ไป (−25,	0) มากกวา่ ระยะจากจดุ (𝑥, 𝑦)	ไป (25,	0) อยู ่40	
ซึJงจะคล้ายกบัสมบตัขิองไฮเพอร์โบลา	“ผลตา่งของระยะจากจดุบนกราฟไปจดุโฟกสั จะเทา่กบัความยาวแกนตามขวาง” 
ดงันั Xน เงืJอนไขของเซตนี X จะ “เป็นสว่นหนึJงของ” กราฟไฮเพอร์โบลา ทีJมีจดุโฟกสั (±25,	0)	และมีแกนตามขวางยาว 40	
(ผลตา่ง คือ ตวัมากตั Xงลบตวัน้อย แตเ่งืJอนไขของเซตนี X เอาระยะไป (−25,	0)	เป็นตวัตั Xงเทา่นั Xน)	
จะได้  𝑐	=	25		และ  𝑎	=	3.

%
	=	20		ดงันั Xน  𝑏	=	√25% − 20%	=	15	

ดงันั Xน เงืJอนไขของเซตนี X จะสอดคล้องกบัสมการ  0
"

%."
− T"

#5"
					=		1	

	
	
	
	
11. ข้อมลูชดุหนึJงประกอบด้วยจํานวน 7	จํานวน ได้แก่  3,	2,	11,	10,	13,	9	และ 𝑥	

จงหาคา่ 𝑥	ทีJทําให้คา่เฉลีJยเลขคณิตและคา่มธัยฐานของข้อมลูชดุนี Xมีคา่เทา่กนั 
ตอบ  22 

มธัยฐาน จะอยูต่ําแหนง่ทีJ  UJ#
%
	=	7J#

%
	=	4	

เรียงข้อมลู	4	ตวัแรก แบบยงัไมมี่ 𝑥	จะได้  2,	3,	9,	10		→		หากเพิJม 𝑥	เข้าไป ตําแหนง่ของข้อมลูหลงัจาก	𝑥	จะเลืJอนเพิJม
ไป 1	ตําแหนง่	ดงันั Xน	 มธัยฐาน จะมีคา่ได้ตั Xงแต ่9	ถงึ 10 เทา่นั Xน	
ดงันั Xน คา่เฉลีJย จะมีคา่ได้ตั Xงแต ่9	ถงึ 10	ด้วย  →		9			≤			"J%J##J#.J#"J/J0

7
			≤		10	

	
	
ดงันั Xน 𝑥	จะอยูใ่นตําแหนง่ท้ายๆ ไมก่ระทบกบั 4	ตวัแรก  →		จะได้มธัยฐาน =	10	
แก้สมการ  "J%J##J#.J#"J/J0

7
 	=		10		จะพบวา่ตวัเลขเหมือนกบัอสมการด้านขวาทีJเพิJงแก้ไป  →		𝑥	=	22 

	
	
	
	
	

		"
"0"	4	3"T"

9."
	 =			1	

9𝑥% − 16𝑦%	=		3600	

63	 ≤							   		48	+	𝑥	 ≤	 70	
15	 ≤											   								𝑥	 ≤ 	22	
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12.	 นิยามฟังก์ชนั		𝑓(𝑥)	=	D𝑥√2 + √𝑥% + 3		สาํหรับทกุ 𝑥	≥	0		สมมตวิา่  𝑓4#(2)	=	𝑎√𝑏 + 𝑐√𝑑	
โดยทีJ 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑	เป็นจํานวนเตม็ ซึJง 𝑏	และ 𝑑	เป็นจํานวนเฉพาะ  จงหาคา่ของ 	𝑎 + 𝑏 + 𝑐 + 𝑑	

ตอบ  24 
ให้		𝑓4#(2)	=	𝑘		จะได้  𝑓(𝑘)	=	2 
	
	
	
	
	
	

ใช้สตูรคําตอบสมการกําลงัสอง  4A	±	
√A"43WX
%W

		 จะได้ 	𝑘 =		
4Y46√%Z	±	NY46√%Z

"
43(#)(#")

%(#)
	

 =											6√%		±		√					#%6					4						5%							
%

		=		4√2	±	√19 

เช็คเงืJอนไข	:		4√2	+	√19			>		2√2		→		ไมผ่า่น (∗)	
	
 
	
	
	
	
ดงันั Xน  𝑘	=	4√2 − √19			เทียบกบั  𝑎√𝑏 + 𝑐√𝑑   จะได้  𝑎 + 𝑏 + 𝑐 + 𝑑		=		4	+	2	+	(−1)	+	19		=		24	
	
13.	 กําหนดให้ 𝐴	เป็นเมทริกซ์ขนาด 3	×	3	ทีJสมาชิกแตล่ะตวัเป็น 0	หรือ 1 	และ det 𝐴	≠	0	

จงหาวา่ 𝐴	มีสมาชิกเป็น 1	ได้มากสดุกีJตวั 
ตอบ  7	
ไมมี่ 0	เลย หรือ มี 0	หนึJงตวั ไมไ่ด้แนน่อน เพราะจะมีสองแถวทีJเป็น 1	ทั Xงแถวเหมือนกนั ทําให้ det	เป็น 0	
ถ้าให้มี 0	สองตวั →	 พยายามหลบให้ไมมี่แถวหรือหลกัซํ Xากนั	

	 จะเหน็วา่  �
1 1 1
0 1 1
1 0 1

� 	=		(1 + 1 + 0) − (1 + 0 + 0)		=		1		≠	0 

ดงันั Xน 𝐴	จะมี	1	ได้มากทีJสดุ 7	ตวั 
	
14. ร้านค้าแหง่หนึJงมีจํานวนลกูค้าในแตล่ะวนัเป็นตวัแปรสุม่ 𝑁	โดยคา่ของ 𝑁	ทีJเป็นไปได้คือ 40,	41,	…	,	50 

และแตล่ะคา่เกิดขึ Xนด้วยความนา่จะเป็นเทา่กนั สมมตวิา่แตล่ะวนัจะมีฝนตก มีเมฆมาก หรือมีแดดออก เพียงอยา่งใด
อยา่งหนึJงเทา่นั Xน โดยมีความนา่จะเป็นคือ 10%,	60%	และ 30%	ตามลาํดบั  นอกจากนี X 

• ความนา่จะเป็นทีJลกูค้าแตล่ะคนจะซื Xอร่มในวนัทีJฝนตกมีคา่เป็น #
5
	

• ความนา่จะเป็นทีJลกูค้าแตล่ะคนจะซื Xอร่มในวนัทีJมีเมฆมากมีคา่เป็น #
%.
	

• ความนา่จะเป็นทีJลกูค้าแตล่ะคนจะซื Xอร่มในวนัทีJมีแดดออกมีคา่เป็น #
#.
	

สมมตวิา่จํานวนลกูค้าทีJเข้าร้านไมข่ึ Xนกบัสภาพอากาศ และในแตล่ะวนัลกูค้าแตล่ะคนจะซื Xอร่มไมเ่กิน 1	คนั (โดย
ร้านค้าจะเตรียมจํานวนร่มไว้พอขายเสมอ)  ถ้าร่มราคาคนัละ 100	บาท จงหาคา่คาดหมายของรายได้จากการขาย
ร่มในแตล่ะวนัของร้านค้าแหง่นี X 

ตอบ  360	
เนืJองจากจํานวนลกูค้า ไมข่ึ Xนกบัสภาพอากาศ  →		จะแยกคดิคา่คาดหมายของจํานวนลกูค้า แล้วคอ่ยเอามาคณูทีหลงัได้	
	

D𝑘√2 + √𝑘% + 3	 =		2	
			𝑘√2 + √𝑘% + 3	 =		4	
																	√𝑘% + 3	 =		4 − 𝑘√2	
																				𝑘% + 3	 =		16 − 8√2𝑘 + 2𝑘%	
																										0	 =		𝑘% − 8√2𝑘 + 13	

4 − 𝑘√2	 ≥ 	0	
2√2 ≥		𝑘			…(∗)	

									4√2	−	√19	 <		2√2    ?	
									√32	−	√19	 <		2√2	
32 − 2√32 ∙ 19 + 19	 <				8	
																																		44	 <		2√32 ∙ 19	
																																		11	 <				√		8 ∙ 19	
																																121	 <										152				✓	

𝑘	>	0 
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นัJนคือ คา่คาดหมายรายได้ =							        				คา่คาดหมายของจํานวนร่มทีJขายได้ 	                  				×	ราคาร่ม	
 =		ความนา่จะเป็นทีJลกูค้าซื Xอร่ม ×	คา่คาดหมายของจํานวนลกูค้า × ราคาร่ม    …(∗)	

ความนา่จะเป็นทีJลกูค้าซื Xอร่ม ต้องแบง่คดิตามอากาศ	 =		10%	×	#
5
		+		60%	×	 #

%.
		+		30%	×	 #

#.
	

	 =							2%						+									3%							+							3%										=		8%	
คา่คาดหมายของจํานวนลกูค้า  →		40,	41,	…	,	50	 มี  50 − 40 + 1	 = 	11	จํานวน 

เนืJองจากแตล่ะจํานวนมีความนา่จะเป็นเทา่กนั  →		ความนา่จะเป็นของแตล่ะคา่ =	 #
##
	

จะได้คา่คาดหมายของจํานวนลกูค้า	 =		 #
##
	∙	40		+		 #

##
	∙	41		+		…		+		 #

##
	∙	50	

 =		 #
##
(40 + 41 +⋯+ 50)	

	 =		 #
##
V					##

%
(40 + 50)					W																=	45 คน	

แทนใน (∗) จะได้  คา่คาดหมายรายได้  =		8%	×	45	×	100  =		 6
#..
	×	45	×	100				=		360	บาท 

	
15. กําหนดให้ 	𝐴	=	{1,	2,	3,	4,	5}	,		𝐵	=	{1,	2}		และ  𝐶	=	{3,	4}	

ให้ 𝑓	เป็นฟังก์ชนัจาก 𝐴	ไป 𝐵		และ 𝑔	เป็นฟังก์ชนัจาก 𝐴	ไป 𝐶	
จงหาจํานวนของคูอ่นัดบัของฟังก์ชนั (𝑓, 𝑔)	ทั XงหมดทีJทําให้ 𝑓 ∘ 𝑔	เป็นฟังก์ชนัทัJวถงึ 

ตอบ  480	
𝑓 ∘ 𝑔  คือ 𝑔	โยงก่อน แล้ว 𝑓	โยงตอ่	
𝑔	โยงจาก	 𝐴	=	{1,	2,	3,	4,	5}		ไป	 𝐶	=	{3,	4}	
𝑓	โยงจาก	 𝐴	=	{1,	2,	3,	4,	5}		ไป	 𝐵	=	{1,	2}				จะวาด 𝑓 ∘ 𝑔  ได้ดงัรูป	
จะเหน็วา่ 𝑓 ∘ 𝑔	เป็นฟังก์ชนัทัJวถงึ เมืJอ ทั Xง 3	และ 4	ในชั Xนกลาง ถกู 𝑔	โยงไปครบ 
 และ 𝑓 โยง 3	และ 4	ตอ่ ไปทีJทั Xง 1	และ 2	ในชั Xนทางขวา 

จํานวนแบบของ 𝑔	ทีJโยงไปทั Xง 3	และ 4 =		จํานวนแบบทั Xงหมด  −	 จํานวนแบบทีJโยงไป 3	เทา่นั Xน หรือ 4	เทา่นั Xน	
	
	

 =					 						25																		−                  										       2																					=		30	แบบ 

จํานวนแบบทีJ 𝑓	โยง 3	และ 4	ไปทีJทั Xง	1	และ 2	:	 เลือกโยง 3	ไปทีJ 1	หรือ 2	ได้ 2	แบบ	
 โยง 4	ไปตวัทีJเหลอื ทีJ 3	ไมไ่ด้โยงไป เลอืกไมไ่ด้ (ได้ 1	แบบ)	
 ตวัทีJเหลอื 1,	2,	5	เลือกโยงไป 1	หรือ 2	ก็ได้ ได้ตวัละ 2	แบบ	
 จะได้จํานวนแบบ  =		2	×	1	×	2"		=		16	
จะได้จํานวนแบบของ 𝑓	และ 𝑔	ทั Xงหมด 	=		30	×	16		=		480	แบบ 
	
16. พิจารณาชดุข้อมลู 	3,	6,	9,	12,	…	,	3𝑛			 ถ้าข้อมลูทีJมีคา่ 𝑥	หายไประหวา่งเก็บข้อมลู ทําให้คา่เฉลีJยเลขคณิตของ

ข้อมลู 𝑛 − 1	ตวัทีJเหลอืมีคา่เป็น 66
"
	 แล้ว จงหาคา่ของ 𝑥	

ตอบ  42 
𝑥 คือข้อมลูทีJหายไป ดงันั Xน  𝑥		=		ผลบวกข้อมลูทกุตวั −	ผลบวกข้อมลู 𝑛 − 1	ตวัทีJเหลอื   …(∗)	
ข้อมลู 𝑛 − 1	ตวัทีJเหลอื มีคา่เฉลีJย 66

"
		ดงันั Xน	 ผลบวก	𝑛 − 1	ตวัทีJเหลอื  =		66(@4#)

"
	

แตข้่อมลูทกุตวัหารด้วย 3	ลงตวั ดงันั Xน	 66(@4#)
"

	 ต้องหารด้วย 3	ลงตวัด้วย	

จะสรุปได้วา่ 𝑛 − 1	ต้องหารด้วย 9 ลงตวั		→		ให้  𝑛	=	9𝑘 + 1		เมืJอ 𝑘	เป็นจํานวนเตม็ 

จะได้ผลบวก 𝑛 − 1	ตวัทีJเหลอื  = 	66(/8J#4#)
"

		=		88(3𝑘)	

ผลบวกของทกุตวั 	=		3 + 6 + 9 +⋯+ 3𝑛		=		3(1 + 2 + 3 +⋯+ 𝑛)		=		"@(@J#)
%

		=		"(/8J#)(/8J%)
%

	

แทนใน (∗)		จะได้  𝑥		=		"(/8J#)(/8J%)
%

− 88(3𝑘)			…(∗∗)	

1	
2	
3	
4	
5	

1	
2	
3	
4	
5	

1	
2	

𝑔	
	

𝑓	

5	ตวัในชั Lนทางซ้าย เลอืกโยง	
ไป 3	หรือ 4	ได้ตวัละ 2	แบบ 

โยงไป 3	เทา่นั Lน ได้ 1	แบบ	
โยงไป 4	เทา่นั Lน ได้ 1	แบบ 
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แต ่𝑥	เป็นข้อมลูตวัหนึJงใน  3,	6,	9,	12,	…	,	3𝑛		ดงันั Xน	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
แทนใน (∗∗)	จะได้  𝑥		=		"(#6J#)(#6J%)

%
− 88(6)		=		570 − 528		=		42	

	
17. กรวยสาํหรับดืJมนํ XาใบหนึJงเป็นกรวยตรง มีรัศมี 3.5	เซนตเิมตร และสงู 9	เซนตเิมตร  ตู้กดนํ Xาสําหรับกรวยนี Xมีอตัรา

การไหลของนํ XาคงทีJ พบวา่ใช้เวลาทั Xงหมด 7.2	วนิาทีในการเตมินํ Xาให้เตม็กรวยพอดี (โดยขณะเตมินํ Xา ปากกรวย
จะต้องขนานกบัพื Xนราบเสมอ)  สาํหรับแตล่ะ 𝑡	∈	[0,	7.2]	ให้ 𝑓(𝑡)	เป็นความสงูของนํ Xาในกรวย (หนว่ยเซนตเิมตร) 

เมืJอผา่นไป 𝑡	วินาทีหลงัจากเริJมเปิดนํ Xา จงหาคา่ของ  ∫
7%

.
	𝑓 V 0

#.
W 	𝑑𝑥 

ตอบ  486	
กรวยมีปริมาตร =	#

"
𝜋(3.5)%(9)	ลบ.ซม.  ใช้เวลา 7.2	วนิาที จะได้นํ Xาเตม็กรวย	

ดงันั Xน เมืJอผา่นไป 𝑡	วนิาที จะได้ปริมาตรนํ Xา =	 [
7.%
∙ #
"
𝜋(3.5)%(9)    …(∗)	

สมมตใิห้นํ Xาในกรวยสงู ℎ	ซม. เมืJอผา่นไป 𝑡	วนิาที 

จากสามเหลีJยมคล้าย ขณะทีJนํ Xาสงู ℎ	ซม. จะได้รัศมีของผิวนํ Xา =	".5
/
ℎ	ซม. 

จะได้ปริมาตรนํ Xา =	#
"
𝜋 V".5

/
ℎW

%
ℎ				=		 [

7.%
∙ #
"
𝜋(3.5)%(9)								จาก (∗)	

 
	
	
	

ดงันั Xน  𝑓(𝑡)	=	9	∙	� [
7.%

!
				จะได้  ∫

7%

.
	𝑓 V 0

#.
W 	𝑑𝑥	 =		∫

7%

.
	9	∙	�

0
#.(7.%)

! 	𝑑𝑥	

	 =					 /
√7%! 	∙	"

3
𝑥
#
!	]
72
	
0
	

	 =					 /
√7%! 	∙	"

3
	V72

#
!W				=		9	∙	"

3
	∙	72				=		486	

	
18. กําหนดให้  𝐴	=	{3,	8,	9}	,		𝐵	=	{0,	1}		และ  𝐶	=	{2,	4}		จงหาจํานวนสมาชิกของเซต	

{	(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐴 × ℕ	|	∀𝑤 ∈ 𝐵	∀𝑧 ∈ 𝐶[(𝑥 − 𝑦 > 𝑤) ∧ (𝑥 − 𝑦 ≥ 𝑧)]	} 	
ตอบ  9	
คือ	 𝑥		=		3,	8,	9		และ  𝑦	เป็นจํานวนนบั	
โดยทีJ 𝑥 − 𝑦 ต้องมากกวา่ทกุตวัใน 𝐵	 และ มากกวา่หรือเทา่กบัทกุตวัใน 𝐶	
ดงันั Xน 𝑥 − 𝑦 ต้องมากกวา่ 						1										และ	มากกวา่หรือเทา่กบั 					4	
                       (เพราะตวัมากสดุใน 𝐵	และ 𝐶	คือ 1	และ 4	ตามลาํดบั) 
นัJนคือ  𝑥 − 𝑦		ต้องมากกวา่หรือเทา่กบั 4	
𝑥	=	3	จะหา 𝑦 ทีJเป็นจํานวนนบัไมไ่ด้								𝑥	=	8	จะมี 𝑦	=	4,	3,	2,	1								𝑥	=	9	จะมี 𝑦	=	5,	4,	3,	2,	1	
รวมทกุกรณี จะมี (𝑥,	𝑦)	ทั Xงหมด 9	แบบ	

															3	 ≤																							𝑥	 ≤		3𝑛	

															3	 ≤				"(/8J#)(/8J%)
%

− 88(3𝑘)	 ≤		3(9𝑘 + 1)	

															1	 ≤						(/8J#)(/8J%)
%

− 88𝑘	 ≤						9𝑘 + 1	

		88𝑘	+	1	 ≤						(/8J#)(/8J%)
%

	 ≤				97𝑘	+	1	
176𝑘	+	2	 ≤				81𝑘% + 27𝑘 + 2	 ≤		194𝑘	+	2	
149𝑘	 ≤				81𝑘%	 ≤		167𝑘	
149	 ≤				81𝑘	 ≤		167	
				เนืJองจาก 𝑘	เป็นจํานวนเตม็ จงึสรุปได้วา่	 𝑘	=	2	

ℎ		

3.5		

9		
																			ℎ"	 =		 [

7.%
	∙	9"	

																			ℎ	 =		9	∙	� [
7.%

!
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19. กําหนดให้  𝐴	=	{	𝑧 ∈ ℂ	|	|𝑧| − |𝑧 − 8 − 6𝑖| = 8	}		และสําหรับจํานวนเตม็บวก 𝑘	

	 𝐵8 	=	5	𝑧 ∈ ℂ	9	|𝑧| =
%597
8
	;	

จงหาวา่มีจํานวนเตม็บวก 𝑘	ทีJแตกตา่งกนัทั XงหมดกีJตวัทีJทําให้  𝐴 ∩ 𝐵8 	≠	∅	
ตอบ  285 
ให้	 𝑧	=	𝑥 + 𝑦𝑖		จะได้  |𝑧| 	=		D𝑥% + 𝑦%		=		D(𝑥 − 0)% + (𝑦 − 0)%		=		ระยะทางจาก (𝑥, 𝑦)	ไปยงั (0,	0)	
และ 	|𝑧 − 8 − 6𝑖| 	=		|𝑥 − 8 + (𝑦 − 6)𝑖|		=		D(𝑥 − 8)% + (𝑦 − 6)%		=		ระยะทางจาก (𝑥, 𝑦)	ไปยงั (8,	6)	
ดงันั Xน เงืJอนไขของ	𝐴	คือ 	ระยะจากจดุ (𝑥, 𝑦)	ไป (0,	0) 	− 	ระยะจากจดุ (𝑥, 𝑦)	ไป (8,	6) 	=	 8	
จะคล้ายกบัสมบตัขิองไฮเพอร์โบลา	“ผลตา่งของระยะจากจดุบนกราฟไปจดุโฟกสัทั Xงสอง เทา่กบัความยาวแกนตามขวาง” 
	
ดงันั Xน 𝐴 จะคล้ายกบัไฮเพอร์โบลา ทีJมีจดุโฟกสั (0,	0)	และ (8,	6)	
และมีแกนตามขวางยาว 8  …(∗)	
เงืJอนใขของ 𝐴	จะเอาระยะจากจดุ (𝑥, 𝑦)	ไป (0,	0) เป็นตวัตั Xง	
ดงันั Xน 𝐴	จะเป็นไฮเพอร์โบลา เส้นทีJอยูห่า่งจาก (0,	0)	มากกวา่ (8,	6)	ดงัรูป 
	
เงืJอนไขของ 𝐵8 	คือ  |𝑧| 	=		D𝑥% + 𝑦%  =		%597

8
  เป็นกราฟวงกลมทีJมีรัศมี  %597

8
	

จะเหน็วา่ 𝐴 ∩ 𝐵8 	≠	∅  เมืJอวงกลม 𝐵8 	ใหญ่พอจะมาแตะเส้นกราฟของ 𝐴	ดงัรูป 

นัJนคือ รัศมี		 	%597
8

 					>		𝑂𝐶			+			𝐶𝐷	
	
	
	
	
	
	
%597
/
		ได้ 285	กวา่ๆ  ดงันั Xน จะมีจํานวนเตม็บวก	𝑘	ตั Xงแต ่1,	2,	…	,	285		ทั Xงหมด 285	จํานวน 

	
20. กําหนดให้	𝐴	=	} 2 1

−2 −1~		และ 𝐼	=	}1 0
0 1~    สมมตวิา่ 𝑘	เป็นจํานวนเตม็บวกทีJสอดคล้องกบัสมการ 

(𝐼 + 9𝐴)//	=		𝐼 + 𝑘𝐴%	

จงหาผลบวกของเลขโดดทั Xงหมดของ 𝑘	เมืJอเขียนในฐานสบิ 
ตอบ  891	

จะเหน็วา่  𝐴%		=		} 2 1
−2 −1~ }

2 1
−2 −1~		=		}

4 − 2 2 − 1
−4 + 2 −2 + 1~		=		}

2 1
−2 −1~		=		𝐴 

สงัเกตรูปแบบการซํ Xาของ (𝐼 + 9𝐴)@	
(𝐼 + 9𝐴)%	 =		(𝐼 + 9𝐴)(𝐼 + 9𝐴)	
	 =		𝐼 + 9𝐴 + 9𝐴 + 9(9)𝐴	
	 =		𝐼 + 9𝐴 + 9(10)𝐴	 =		𝐼 + 99𝐴	
(𝐼 + 9𝐴)"	 =		(𝐼 + 99𝐴)(𝐼 + 9𝐴)	
	 =		𝐼 + 9𝐴 + 99𝐴 + 99(9)𝐴	
 =		𝐼 + 9𝐴 + 99(10)𝐴	 =		𝐼 + 999𝐴	
(𝐼 + 9𝐴)3	 =		(𝐼 + 999𝐴)(𝐼 + 9𝐴)	
	 =		𝐼 + 9𝐴 + 999𝐴 + 999(9)𝐴	
 =		𝐼 + 9𝐴 + 999(10)𝐴	 =		𝐼 + 9999𝐴	
	 	⋮ 

จะเหน็วา่เราสามารถทําซํ Xาแบบนี Xตอ่ไปได้เรืJอยๆ  ดงันั Xน	 (𝐼 + 9𝐴)//  =		𝐼	+	999…9𝐴  =		1 + 𝑘𝐴	
จะได้ 𝑘	คือ 9	เรียงกนั 99	ตวั  → 	ผลบวกเลขโดด		=  9(99)		=		891	
 

𝐴 	
(8,	6)	

𝐴 	

𝐸(8,	6)	𝐵" 	

𝑂 	
𝐶 	𝐷 	

			%597
8
	 >			_`

%
			+	แกนตามขวาง

%
	

			%597
8
	 >	√6

"J9"

%
		+				6

%
	

			%597
/
	 >										𝑘	

จาก (∗)	

99	ตวั 
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21. กําหนดให้  		𝑆	=	5	|𝑧|	9	𝑧	เป็นจํานวนเชิงซ้อนทีJสอดคล้องกบัสมการ	|𝑧% + 5𝑧| = 6	;	
สมมตวิา่  𝑆	=	[𝑎#, 𝑎%]	∪	[𝑎", 𝑎3]	∪	…	∪	[𝑎%84#, 𝑎%8]		เมืJอ 𝑎#,	𝑎%,	𝑎",	𝑎3,	…	,	𝑎%84#,	𝑎%8 	เป็นจํานวนจริง
ซึJง  𝑎#	<	𝑎%	<	𝑎"	<	𝑎3	<	…	<	𝑎%84#	<	𝑎%8 	
จงหาคา่ของ  𝑎#	+	2𝑎%	+	3𝑎"	+	4𝑎3	+	…	+	(2𝑘 − 1)𝑎%84#	+	(2𝑘)𝑎%8 

ตอบ  38	
ข้อนี X	สนใจแคค่า่ |𝑧|	 →		ต้องเปลีJยนตวัแปร ให้อยูใ่นรูป |𝑧| :	
	
	
	
	
เนืJองจากการบวกจํานวนเชิงซ้อน สามารถมองเป็นรูปสามเหลีJยมได้	
ดงันั Xน	เราสามารถระบขุอบเขตของ |𝑧 + 5| ด้วยสมบตัขิองสามเหลีJยมได้	
ในสามเหลีJยมใดๆ ด้านแตล่ะด้าน ต้องไมย่าวกวา่ผลบวกของอีกสองด้าน	
 และ ต้องไมส่ั Xนกวา่ผลตา่งของอีกสองด้าน	
(ไมง่ั Xน จดุปลายของด้านทีJสาม จะวกกลบัมาตอ่กบัจดุเริJมของด้านแรกไมไ่ด้)	
นัJนคือ ถ้า 𝑎,	𝑏	และ	𝑐	เป็นความยาวด้านของสามเหลีJยมแล้ว  𝑎		≤		𝑏	+	𝑐	 และ  𝑎		≥		𝑏 − 𝑐	
	 และ  𝑎		≥		𝑐 − 𝑏	
	 (เพราะไมรู้่วา่ 𝑏	ยาวกวา่ 𝑐	หรือไม)่ 
	
	
	
	
	
	
	
	
เมืJอรวมทั Xง 3	เงืJอนไข จะได้  |𝑧|	∈ [1,	2]	∪	[3,	6]		→		ตอบ  1	+	2(2)	+	3(3)	+	4(6)		=		38	
	
22. สาํหรับจํานวนจริง 𝑥	ให้ ⌊𝑥⌋	เป็นจํานวนเตม็ทีJมากทีJสดุทีJมีคา่ไมเ่กิน 𝑥	เชน่  ⌊20.24⌋ =	20		และ  ⌊3⌋ =	3	

จงหาคา่ของอนกุรมลูเ่ข้า	

�
99	 ∙ 	 ⌊log 𝑘⌋
100	⌊;<= 8⌋

2

8?#

 

คําแนะนํา :		สาํหรับลาํดบั  𝑎#,	𝑎%,	𝑎",	…	 ของจํานวนจริงและลาํดบัเพิJมแท้  𝑏#,	𝑏%,	𝑏",	…	ของจํานวนเตม็บวก 

ถ้าอนกุรม  Σ
8?#

2
	𝑎8 	 ลูเ่ข้า  แล้ว  Σ

8?#

2
	𝑎8  =		 lim

@→2
	 Σ
8?#

A'
	𝑎8 	

ตอบ  110	
เมืJอ 					1	≤	𝑘	≤	9	:	 จะได้ 	⌊log 𝑘⌋ =	0		ดงันั Xน  //	∙	

⌊;<= 8⌋
#..	⌊-./0⌋

 	=		//	∙	.
#..$

		=		0	

เมืJอ 			10	≤	𝑘	≤	99 :	 จะได้ 	⌊log 𝑘⌋ =	1		ดงันั Xน  //	∙	
⌊;<= 8⌋

#..	⌊-./0⌋
 	=		//	∙	#

#..%
	

	 มี  99 − 10 + 1	=	90	ตวั  →		จะได้ผลบวก		=		90	∙	//	∙	#
#..%

		=		/	∙	//	∙	#	
#.

	

เมืJอ 		100	≤	𝑘	≤	999	:	 จะได้ 	⌊log 𝑘⌋ =	2		ดงันั Xน  //	∙	
⌊;<= 8⌋

#..	⌊-./0⌋
 	=		//	∙	%

#.."
	

	 มี  999 − 100 + 1	=	900	ตวั  →		จะได้ผลบวก		=		900	∙	//	∙	%
#.."

		=		/	∙	//	∙	%
#."

	
	
	
	

|𝑧% + 5𝑧|	 =		6	
|𝑧(𝑧 + 5)|	=		6	
|𝑧||𝑧 + 5|	 =		6	
					|𝑧 + 5|	 =		 9|$|   …(∗)	

5		
𝑧		

𝑧	+	5	

					𝑎 ≤   𝑏	+	𝑐	
|𝑧 + 5|	 ≤		|𝑧|	+	5	
				 9|$|	 ≤		|𝑧|	+	5	

					0	 ≤		|𝑧|% + 5|𝑧| − 6	
					0	 ≤		(|𝑧| + 6)(|𝑧| − 1)	
								|𝑧|	∈	(−∞,	−6)	∪	[1,	∞)	

				𝑎	 ≥			𝑏 − 𝑐	
|𝑧 + 5|	 ≥		|𝑧| − 5	
				 9|$|	 ≥		|𝑧| − 5	

					0	 ≥		|𝑧|% − 5|𝑧| − 6	
					0	 ≥		(|𝑧| − 1)(|𝑧| − 6)	
																									|𝑧|	∈	[1,	6]	

				𝑎	 ≥		𝑐 − 𝑏	
|𝑧 + 5|	 ≥		5 − |𝑧|	
				 9|$|	 ≥		5 − |𝑧|	

|𝑧|% − 5|𝑧| + 6	 ≥		0	
(|𝑧| − 2)(|𝑧| − 3)	≥		0	
|𝑧|	∈	(−∞,	2]	∪	[3,	∞)	

จาก (∗)	
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เมืJอ 1000	≤	𝑘	≤	9999	:	 จะได้ 	⌊log 𝑘⌋ =	3		ดงันั Xน  //	∙	
⌊;<= 8⌋

#..	⌊-./0⌋
 	=		//	∙	"

#..!
	

	 มี  9999 − 1000 + 1	=	9000	ตวั  →		จะได้ผลบวก		=		9000	∙	//	∙	"
#..!

		=		/	∙	//	∙	"
#.!

	
																							⋮	

ซึJงจากคําแนะนําทีJโจทย์ให้ เราจะหาผลบวกทีละ 9	,		99	,		999	,		9999	,	…	ตวั เพืJอหาอนกุรมอนนัต์ทีJโจทย์ถามได้ 
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
23. กําหนดให้  𝑃(𝑥)		เป็นพหนุามดีกรี 2567	ทีJมีสมัประสทิธิsเป็นจํานวนจริง  สมมตวิา่  𝑥#,	𝑥%,	𝑥",	…	,	𝑥8 		เป็น

จํานวนจริงทีJแตกตา่งกนั และเป็นคําตอบทั Xงหมดของสมการ  𝑃(𝑥)	=	0		เมืJอกําหนดสญัลกัษณ์ 

 • 𝑃(.)(𝑥)		=		𝑃(𝑥)  
	 • 𝑃(@)(𝑥)		=		 D

D0
�𝑃(@4#)(𝑥)�		สาํหรับแตล่ะจํานวนเตม็บวก 𝑛	

สาํหรับแตล่ะ  𝑖	=	1,	2,	3,	…,	𝑘		ให้  𝑛E 	เป็นจํานวนเตม็บวกเลก็สดุทีJ  𝑃(@()(𝑥E)	≠	0	
จงหาคา่ 𝑘	ทีJทําให้ผลคณู  𝑛#𝑛%𝑛"…𝑛8 	 มีคา่มากทีJสดุ 

ตอบ  856	
เนืJองจาก 𝑥E 	เป็นคําตอบของสมการ  𝑃(𝑥)	=	0		ดงันั Xน		𝑃(𝑥)	ต้องมี (𝑥 − 𝑥E)	เป็นตวัประกอบ 
ในการหา 𝑛E 	เราจะหาวา่ต้องดฟิ 𝑃(𝑥) ไปกีJครั Xง จงึจะทําให้  𝑃(@()(𝑥E)	 เลกิเป็น 0	
สงัเกตวา่ ตราบใดทีJดฟิแล้วยงัเหลอื (𝑥 − 𝑥E) คณูอยูใ่นทกุพจน์ แล้ว  𝑃(@()(𝑥E) 	ก็จะยงัเป็น 0 อยู	่
เนืJองจากการดฟิแตล่ะครั Xง เลขชี Xกําลงัของ 𝑥 จะลดลงทีละ 1	
ดงันั Xน  ยิJง	(𝑥 − 𝑥E)	ถกูยกกําลงัมาก ก็จะยิJงต้องดฟิหลายครั Xง กวา่ (𝑥 − 𝑥E)  จะหายไปหมด 
เชน่ ถ้า  𝑃(𝑥) =		(𝑥 − 𝑥E)%𝑄(𝑥)	
 𝑃!(𝑥) =		(𝑥 − 𝑥E)%𝑄!(𝑥)	+	2(𝑥 − 𝑥E)𝑄(𝑥)				→ มี  (𝑥 − 𝑥E)		คณูอยูใ่นทกุตวัทีJบวกกนั	
   ดงันั Xน  𝑃!(𝑥E)	จะยงัเป็น	0	อยู ่
ถ้าดฟิตอ่ เนืJองจาก		(𝑥 − 𝑥E)%𝑄!(𝑥)  มี (𝑥 − 𝑥E)% อยูเ่หมือนเดมิ	
 ดงันั Xน ดฟิแล้ว	ก็จะยงัมี	 (𝑥 − 𝑥E) 	คณูอยูใ่นทกุตวัทีJบวกกนัเหมือนเดมิ	
 แต ่ (𝑥 − 𝑥E)  ใน  2(𝑥 − 𝑥E)𝑄(𝑥)		เหลือแคกํ่าลงั 1	แล้ว	
 ถ้าดฟิตอ่ จะได้  2(𝑥 − 𝑥E)𝑄!(𝑥)	+	2𝑄(𝑥)		จะเหน็วา่ 2𝑄(𝑥)  ไมมี่ 𝑥 − 𝑥E คณูอยูแ่ล้ว	
 ดงันั Xน  ต้องดฟิ 2	ครั Xง จงึจะทําให้  𝑃(%)(𝑥E)		เลกิเป็น 0	

จะเหน็วา่ การดฟิแตล่ะครั Xง จะมีพจน์หนึJงทีJเลขชี Xกําลงัของ (𝑥 − 𝑥E) จะลดลงเรืJอยๆ	
จงึสรุปได้วา่  ต้องดฟิ (𝑥 − 𝑥E)b𝑄(𝑥)		ทั Xงหมด 𝑚	ครั Xง จงึจะทําให้  𝑃(b)(𝑥E)	เลกิเป็น	0	
เนืJองจาก  𝑥#,	𝑥%,	𝑥",	…	,	𝑥8 		เป็นคําตอบทั Xงหมดของสมการ  𝑃(𝑥)	=	0	
ดงันั Xน  𝑃(𝑥) ต้องอยูใ่นรูป		𝑎(𝑥 − 𝑥#)b%(𝑥 − 𝑥%)b" …(𝑥 − 𝑥8)b0 	
 ต้องดฟิ 𝑚E 	ครั Xง จงึจะทําให้ 𝑃(b()(𝑥E)	เลกิเป็น 0				→		𝑛E 	=	𝑚E 	นัJนเอง 

เนืJองจาก 𝑃(𝑥)	มีดีกรี 2567 ดงันั Xน  𝑚#	+	𝑚%	+	…	+	𝑚8 	=	2567	
 ต้องหาคา่ 𝑘	 ทีJทําให้  𝑚#𝑚%𝑚"…𝑚8 	 มีคา่มากทีJสดุ	
สงัเกตวา่ ถ้าเอาตวัเลขทีJมากกวา่ 1	มาคณูกนั จะมากกวา่หรือเทา่กบั เอาสองตวันั Xนมาบวกกนัเสมอ  (𝑎𝑏	≥	𝑎 + 𝑏)	
ดงันั Xน ยิJงแตก 2567	เป็นผลบวกของตวัเลขทีJมากกวา่ 1	ได้มากเทา่ไหร่ จะยิJงทําให้ผลคณูมีคา่มากขึ Xน	

 𝑘 =		/	∙	//	∙	#	
#.

	+	/	∙	//	∙	%
#."

	+	/	∙	//	∙	"
#.!

	+	…	

8
#.

 =	                 	/	∙	//	∙	#	
#."

	+	/	∙	//	∙	%
#.!

	+	/	∙	//	∙	"
#.#

	+	…	

/8
#.

 =		/	∙	//	∙	#	
#.

	+	/	∙	//	∙	#
#."

	+	/	∙	//	∙	#
#.!

	+	…	

/8
#.

 =                   		
&	∙	&&	∙	%	

%$
#4 %

%$
 =		 99	

 𝑘  =	110 

เป็นอนกุรมผสม ต้องคณู 
#
#$
	ตลอด ให้ตําแหนง่เลืDอน	

เอาบรรทดัแรก ลบด้วยบรรทดัทีDสอง	
จะกําจดัสว่นทีDเป็นอนกุรมเลขคณิตได้ 

อนกุรมเรขาคณิตอนนัต์  𝑆%	=	
&"
#	'	(
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เนืJองจาก 2	และ 3	ไมส่ามารถแตกเป็นผลบวกของเลขทีJมากกวา่ 1	ได้ และ เนืJองจาก  2×2×2		<		3×3	
ดงันั Xน ต้องแตก 2567	เป็นผลบวกของ 3	ให้ได้มากทีJสดุ แล้วสว่นทีJเหลอื คอ่ยแตกเป็นผลบวกของ 2	
เนืJองจาก 2567	=		3(855)	+	2(1)		จงึต้องมี 3	อยู ่855	ตวั และมี 2	อยู ่1	ตวั  →		มี 𝑚E 	ทั Xงหมด 856	ตวั 
	
24. ให้ 𝑂	เป็นจดุภายในรูปสามเหลีJยม 𝐴𝐵𝐶	โดยทีJ  ∠𝐵𝑂𝐶		=		∠𝐶𝑂𝐴		=		∠𝐴𝑂𝐵		สมมตวิา่  𝑂𝐴	=	15,		𝑂𝐵	=	5  

และ  𝑂𝐶	=	6				ถ้า 𝑍	แทนจดุศนูย์กลางวงกลมทีJผา่นจดุ 𝐴,	𝐵	และ 𝐶	แล้ว  จงหาคา่ของ  𝑂𝑍% 	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
ตอบ  31	

แบง่มมุรอบจดุ	𝑂	เป็นสามสว่น จะได้	 ∠𝐵𝑂𝐶		=		∠𝐶𝑂𝐴		=		∠𝐴𝑂𝐵 =	"9.°
"
	=	120°	

หาความยาวด้านทั Xง 3	ของสามเหลีJยมด้วยกฎของ cos	จะได้ 
𝑎%	=	5% + 6% − 2(5)(6) cos 120°	
	 =	25 + 36 − 60 V− #

%
W	 →		𝑎		=	√91		=		√7√13	

𝑏%	=	15% + 6% − 2(15)(6) cos 120°	
	 =	3% �5% + 2% − 2(5)(2) V− #

%
W� →		𝑏		=		3√39		=		3√3√13	

𝑐%	=	15% + 5% − 2(15)(5) cos 120°	
	 =	5% �3% + 1% − 2(3)(1) V− #

%
W� →		𝑐		=		5√13 

เมืJอรู้ด้านทั Xงสาม จะใช้กฎของ cos เพืJอหามมุของสามเหลีJยม 𝐴𝐵𝐶	ได้	
ถ้าจะหาแคม่มุ สามารถหาจากสามเหลีJยมทีJคล้ายกนั โดยการทอน √13		ออกทกุด้าน เหลอื √7	,		3√3		และ		5		ได้ 

(ต้องลองทั Xง 3	มมุ :	 7J%54%7
%(√7)(5)

		,		 7J%745
%(√7)("√")

		,		 %7J%547
%Y"√"Z(5)

  แล้วดวูา่มมุไหนถอด cos	ได้)	

จะเหน็วา่  cos 𝐴		=		A
"JX"4W"

%AX
		=		 %7J%547

%Y"√"Z(5)
		=		√"

%
				ดงันั Xน  ∠𝐴	=	30°	

ตอ่ 𝐵𝑂    	และ 𝐶𝑂    	ไปทีJ 𝐷	และ 𝐸		ดงัรูป	
พิจารณา ∆𝐷𝑂𝐶  จะได้ ∠𝐷	=	∠𝐴	=	30°	
และ  ∠𝐷𝑂𝐶		=		180° − ∠𝐵𝑂𝐶		=		180° − 120°		=		60°	
จะเหลอื  ∠𝐷𝐶𝑂		=		180° − 30° − 60°		=		90°	
ดงันั Xน  ∠𝐷𝐶𝐸		=		90°		ด้วย ทําให้ 𝐸𝐷    	ต้องเป็นเส้นผา่นศนูย์กลาง	และผา่น 𝑍	
พิจารณา ∆𝑍𝐵𝐶  		จะได้  ∠𝑍	=	2(∠𝐴)	=	2(30°)=		60°	
เนืJองจาก 𝑍	เป็นจดุศนูย์กลาง จะได้ 𝑍𝐵	=	𝑍𝐶	ทําให้  ∆𝑍𝐵𝐶  เป็น ∆ ด้านเทา่	
ดงันั Xน	 𝐵𝐶 	=		𝑍𝐵		=		𝑍𝐶 	=		𝑍𝐸		=		𝑍𝐷 

ลาก 𝐸𝐷    	ผา่น Z	ดงัรูป  จากสมบตัขิองวงกลม จะได้  ∠𝐸	=	∠𝐵		และ  ∠𝐷	=	∠𝐶	
และ  ∠𝐸𝑂𝐷		=		∠𝐵𝑂𝐶		=		120°	
ดงันั Xน  ∆𝑂𝐸𝐷	คล้ายกบั	∆𝑂𝐵𝐶		ซึJงจะได้วา่  _`

5
		=		_c

9
		=		`c

de
		=		%G

G
		=		2	

ดงันั Xน  𝑂𝐸	=	10		และ  𝑂𝐷		=		12	
	

15	

5	 6	

𝐴	

𝐵	 𝐶	

𝑂	

𝑍	

15	

5	 6	

𝐴	

𝐵	
𝐶	

𝑂	
𝑎	

𝑏	𝑐	

𝐴	

𝐵	 𝐶	

𝑂	

𝑍	

30°	

𝐷	𝐸	
30°	

𝐵	 𝐶	

𝑂	

𝑍	 𝐷	𝐸	

5	 6	

𝑟	

𝑟	 𝑟	

120°	
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ตอ่ 	𝑂𝑍    	ออกไปยาวหนึJงเทา่ทีJ 𝐹		จะได้ สีJเหลีJยม	𝑂𝐷𝐹𝐸	เป็นด้านขนาน	
(เพราะเส้นแทยงมมุแบง่ครึJงซึJงกนัและกนั)	
จะได้  𝐹𝐷	=	10		และ	 ∠𝐹𝐷𝑂		=		180° − 120°		=		60°	
ใช้กฎของ cos จะได้  𝑂𝐹%	 =		10% + 12% − 2(10)(12) cos 60°	
	 =		100	+	144 − 120 =  124	

ดงันั Xน  𝑂𝑍%		=		V_f
%
W
%
		=		V√#%3

%
W
%
		=		31	

	
25. ให้ 𝐹	เป็นจดุโฟกสัของพาราโบลา  𝑦%	=	−4𝑥		และสําหรับแตล่ะ  𝑛	=	1,	2,	…	,	90		ให้ ℓ@	เป็นเส้นตรงทีJผา่น	

จดุ 𝐹	และทํามมุ 𝑛	องศาในทิศทวนเข็มนาฬิกากบัแกนสมมาตรของพาราโบลาดงักลา่ว  นอกจากนี X ให้ 𝑑@	เป็น

ความยาวของสว่นของเส้นตรงทีJมีจดุปลายเป็นจดุตดัทั Xงสองของ ℓ@ กบัพาราโบลา  จงหาคา่ของ  ∑
@?#

/.
	 6
F'

 

ตอบ  91	
เป็นพาราโบลาแบบตะแคงซ้าย เมืJอเทียบกบัรูปสมการ  𝑦%	=	−4𝑐𝑥		จะได้  𝑐	=	1	
ดงันั Xน พิกดัของ 𝐹 คือ (−1,	0)  และเส้นไดเรคตริกมีสมการคือ  𝑥	=	1	
ให้ ℓ@	ตดัพาราโบลาตามรูป	จะได้  	
	
	
	
	
	
ℓ@	ผา่น (−1,	0)	และทํามมุ 𝑛°	จะมีความชนั	= tan 𝑛°		จะได้สมการ ℓ@ คือ 
	
	
หาจดุตดั  →		แทน ℓ@	ในสมการพาราโบลา จะได้	
	

ใช้สตูรผลบวกคําตอบ − A
W

 		จะได้ผลบวกคําตอบ		𝑥#	+	𝑥% 	=		− % ghi" @°J3
ghi" @°

		=		−2 −	 3
ghi" @°

	

แทนใน (∗)	จะได้  𝑑@		=		2 − V−2 −	
3

ghi" @°
W		=		4 + 3 j<k" @°

kli" @°
		=		3Ykli

" @°Jj<k" @°Z
kli" @°

		=		 3
kli" @°

 

จะได้  ∑
@?#

/.
	 6
F'

  =		 ∑
@?#

/.
	6 kli

" @°
3

		=		 ∑
@?#

/.
	2 sin% 𝑛°		=		2(sin% 1° + sin% 2° +⋯+ sin% 90°)			…(∗∗)	

จะเหน็วา่	
	
	
	

ดงันั Xน  (∗∗) 	=		2(44 + sin% 45° + sin% 90°)		=		2 V44 + #
%
+ 1W		=		91	

 

10	 12	

10	

𝐹	

60°	

𝑂	

𝑍	 𝐷	𝐸	 𝑟	 𝑟	

120°	

T4.
04(4#)

	 =			tan 𝑛°	
			𝑦	 =		(tan 𝑛°)(𝑥 + 1)	

(tan% 𝑛°)(𝑥 + 1)%	 =	−4𝑥	
(tan% 𝑛°)𝑥% + (2 tan% 𝑛° + 4)𝑥 + tan% 𝑛°	=	0	

𝑑@	 =																	𝐴𝐵	
	 =							𝐴𝐹					+						𝐹𝐵	
	 =							𝐴𝐷					+						𝐵𝐶	
	 =		(1 − 𝑥#) + (1 − 𝑥%)	
	 =								2 − (𝑥# + 𝑥%)	 …(∗)	

𝑥	=	1	

𝑛°	

𝐴(𝑥#,	𝑦#)	

𝐵(𝑥%,	𝑦%)	

𝐹		

𝐶		

𝐷		

สมบตัพิาราโบลา 

	sin% 1° 	+	sin% 89°	 =			sin% 1°		+	cos% 1°	 =		1	
	sin% 2° 	+	sin% 88°	 =			sin% 2°		+	cos% 2°	 =		1	
																	⋮	
sin% 44° + sin% 46°	 =		sin% 44° + cos% 44°	 =		1	

44	คู ่


