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ข้อสอบสมาคมคณิตศาสตร์แหง่ประเทศไทย ระดบัมธัยมศกึษาตอนปลาย (พ.ย. EE)	
วนัอาทิตย์ทีI JK พฤศจิกายน NOEE เวลา K.PP - JN.PP น.	
	
ตอนทีI J	มี JP	ข้อ ข้อละ Q	คะแนน 

1. จงหาสมัประสทิธิSของ 𝑥!	จากการกระจายทวินามของ $𝑥" − "
#
&
$

 (ตอบในรูปของจํานวนเต็ม) 

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
2.	 กําหนดให้ 𝑆	เป็นเซตของจํานวนจริงทั YงหมดทีIทําให้มมุระหวา่งเวกเตอร์ (2,	2,	𝑥 − 2)	และ (2,	𝑥 − 2,	2)	

มีคา่เป็น %
&
				จงหาผลบวกของกําลงัสองของสมาชิกทกุตวัใน 𝑆	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
3.	 กําหนดให้จดุ 𝐴,	𝐵	และ 𝐶	มีพิกดัเป็น  𝐴(0,	1) ,	 𝐵(5,	11)	 และ  𝐶(2,	𝑚)	 ตามลาํดบั 

จงหาคา่ 𝑚	ทีIทําให้ผลบวกของระยะทาง 𝐴𝐶	กบั 𝐶𝐵	มีคา่น้อยสดุ 
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4.	 กําหนดให้ 𝑃	และ 𝑄	เป็นจดุยอดของกราฟของสมการ  4𝑦" − 9𝑥" + 54𝑥 − 32𝑦 + 19		=		0 
ถ้า 𝑂	เป็นจดุกําเนิดแล้ว  697 cos"A𝑃𝑂B𝑄C		มีคา่เทา่กบัเทา่ใด 

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
5.	 กําหนดให้ 𝑎	และ 𝑏	เป็นจํานวนอตรรกยะ โดยทีI 𝑎.	เป็นจํานวนเตม็ จงพิจารณาข้อความตอ่ไปนี Y 
 (1)	 𝑎	≠	𝑏	 (2)	 𝑎	≠	−𝑏 (3)	 𝑎/	เป็นจํานวนเตม็ (4)	 𝑏/	เป็นจํานวนเตม็ 

ข้อความทีIเป็นจริงเสมอมีทั YงหมดกีIข้อความ	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
6. ในการจดัตารางสอบเพืIอคดัเลอืกนกัเรียนทนุ มีวิชาทีIสอบ 3	วชิา คือ คณิตศาสตร์ วทิยาศาสตร์ และภาษาองักฤษ 

แตล่ะวิชาจะใช้เวลาสอบเตม็วนั โดยไมมี่การสอบมากกวา่ 1	วชิาในวนัเดียวกนั และต้องจดัการสอบ 3	วนัภายในชว่ง
ระยะเวลา 7	วนั จงหาความนา่จะเป็นทีIในการจดัตารางสอบนี Y ไมมี่สองวิชาใด ทีIสอบ 2	วนัตดิกนัใน 7	วนัดงักลา่ว 
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7. ให้  ←		เป็นตวัเชืIอมทางตรรกศาสตร์ นิยามประพจน์  𝐴 ← 𝐵		จากประพจน์ 𝐴	และ 𝐵	ให้มีคา่ความจริงดงัแสดงใน
ตารางคา่ความจริงตอ่ไปนี Y 

	
	
	

ให้ 𝑆0	แทนประพจน์  𝐴0		และ	
 𝑆1	แทนประพจน์  𝑆120 ← 𝐴1		เมืIอ 𝑛	≥	2	
ถ้า  𝑆"344  มีคา่ความจริงเป็นจริง  แล้ว  𝐴0,	𝐴",	…	,	𝐴"344		มีคา่ความจริงเป็นเทจ็อยูท่ั YงหมดกีIประพจน์ 

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
8.	 ข้อมลูการเกิดอบุตัเิหตทุางรถยนต์ ณ สีIแยกแหง่หนึIง ในระยะเวลาหนึIงเดือน โดยให้ 𝑋	เป็นจํานวนครั YงทีIเกิดอบุตัเิหตุ

ทางรถยนต์ ณ สีIแยกทีIศกึษา พบข้อมลูดงันี Y 
	
	
	
	

จงหาโอกาสทีIจะเกิดอบุตัเิหตทุางรถยนต์รวมกนั 4	ครั Yงพอดี ในเวลา 2	เดือน 
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
9.	 กําหนดให้	𝐴,	𝐵,	𝐶	และ 𝐷	เป็นเซตทีIแตกตา่งกนั และตา่งก็เป็นสบัเซตของเชต {1,	2,	3}	

ซึIงสอดคล้องกบัเงืIอนไข  		2	∈	𝐶	,				3	∉	𝐷	,				𝐴 ⊂ 𝐵	,				𝐵 ⊂ 𝐶	,				𝐵 ⊂ 𝐷				และ  𝐷 ⊄ 𝐶	
จงหาผลรวมของสมาชิกทั Yงหมดในเซต  𝐷 − (𝐵 ∩ 𝐶)	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

𝐴	 T	 T	 F	 F	
𝐵	 T	 F	 T	 F	

𝐴 ← 𝐵	 F	 T	 F	 F	
	

จํานวนการเกิดอบุตัเิหต ุ(𝑥	ครั Yง)	 0	 1	 2	 3	 4	 5	 6	
โอกาสพบ 𝑋 = 𝑥	ครั Yง 0.20	 0.20	 0.15	 0.15	 0.15	 0.10	 0.05	
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10.	 ให้	𝑟	เป็นความสมัพนัธ์ ทีIนิยามโดย  𝑟	=	X	(𝑥, 𝑦) ∈ [0,∞) × [0,∞)	\	√𝑥 + ^𝑦 = 1	_		จงหาวา่ความ 
สมัพนัธ์ 𝑟	เป็นสว่นหนึIงของภาคตดักรวยขนิดใด      (วงกลม, วงรีที8ไม่ใช่วงกลม, พาราโบลา, ไฮเพอร์โบลา) 

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
ตอนทีI N มี JP	ข้อ ข้อละ k	คะแนน	
11. กําหนดให้ (𝑥1)	เป็นลาํดบัของจํานวนจริง ทีIนิยามโดย  𝑥15"		=		

05#!"#
#!

		ทกุ 𝑛	=	0,	1,	2,	3,	…	

โดยทีI  𝑥6	=	1		และ  𝑥0	=	2		จงหาคา่ของ  𝑥"6"& 
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

12.	 จงหาจํานวนจริง 𝑡	ทั YงหมดทีIทําให้  		det d
1 𝑡 𝑡" 𝑡&
𝑡 1 𝑡 𝑡"
𝑡" 𝑡 1 𝑡
𝑡& 𝑡" 𝑡 1

e		=		−512	
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13.	 มีเหรียญอยู ่4	เหรียญ ซึIงมีรูปร่างเหมือนกนั โดยใน 4	เหรียญนี Y จะมีเหรียญปลอมจํานวนหนึIงปนอยูก่บัเหรียญจริง 
ซึIงเหรียญปลอมจะหนกั 9	กรัม ในขณะทีIเหรียญจริงหนกั 10	กรัม  กําหนดให้ มีตาชัIงทีIชัIงนํ Yาหนกัเป็นกรัมได้ เพืIอใช้
ชัIงนํ Yาหนกัของเหรียญเหลา่นี Y โดยชัIงครั YงละกีIเหรียญก็ได้  จงหาจํานวนครั YงในการชัIงทีIน้อยทีIสดุ ทีIทําให้สามารถแยก
เหรียญจริงกบัเหรียญปลอมออกจากกนัได้ 

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
14. ให้ 𝐻 เป็นกราฟไฮเพอร์โบลา  2𝑦" − 𝑥"		=		2		และ	
  𝑃 เป็นกราฟพาราโบลา ทีIมีจดุโฟกสัเป็นจดุศนูย์กลางของ 𝐻	และมีจดุยอดเป็นจดุยอดหนึIงของ 𝐻	

จงหารัศมีของวงกลมทีIผา่นจดุตดัทกุจดุของ 𝐻	และ 𝑃 
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
15. จงหาคา่สงูสดุของ 𝑥	+	𝑦	เมืIอ 𝑥	และ 𝑦	เป็นจํานวนเตม็บวกทีIสอดคล้องกบัสมการ  𝑥" + 𝑦"	=	2025	
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16. กําหนดให้  𝑆	=	{	𝑥 ∈ ℝ	|	𝑥& − 5𝑥" + 7𝑥 − 3 = 0	}	∪	{	𝑦 ∈ ℝ	|	𝑦& − 3𝑦" − 𝑦 + 1 = 0	}	
จงหาวา่เซต 𝑆	มีสมาชิกทีIเป็นจํานวนจริงบวกกีIจํานวน 

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

17. จงหาคา่ของ  lim
#→6

√05&#$% 	2	√02"#
√05#% 	2	√05#

 

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
18. นาย ก. มีลกู 2	คน โดยมีอยา่งน้อย	1	คน เป็นผู้ชายทีIเกิดวนัศกุร์  จงหาความนา่จะเป็นทีIลกูทั Yง 2	คน ของนาย ก. 

เป็นผู้ชาย 
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19. จงหาคา่ 𝑥	ทั Yงหมด ทีIสอดคล้องกบัสมการ  𝑥" − 68𝑥 + 999.9999		=		0 (ตอบในรูปทศนิยม) 
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
20. จงหาคา่สงูสดุของฟังก์ชนั  𝑓(𝜃)		=		(cot 𝜃 − 3 cot 3𝜃 + 2)(1 + 2 cos 2𝜃)		เมืIอ 𝜃	เป็นจํานวนจริง 
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
ตอนทีI Q มี O	ข้อ ข้อละ E	คะแนน 
21. กําหนดรูปสามเหลีIยม 𝐴𝐵𝐶	มี 𝐷	เป็นจดุบนด้าน 𝐵𝐶		ให้ 𝛼	เทา่กบัมมุ 𝐷𝐴q𝐶		และ 𝛽	เทา่กบัมมุ 𝐷𝐴q𝐵	
	 ถ้า  9:

;:
		=		"

&
		=		<=>?

<=>@
		และ  𝛼 + 𝛽	=	%

&
				จงหาคา่ของ  A;

A9
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22. กําหนดให้ 𝑓:	ℕ	→	ℕ		นิยามโดย  𝑓(𝑥)		=		𝑥&	+	2		และสําหรับจํานวนเตม็บวก 𝑛	ใดๆ นิยาม 

 (1)	 𝑓0	=	𝑓	
	 (2)	 𝑓150		=		𝑓 ∘ 𝑓1	

จงหาวา่มีจํานวนเตม็ 𝑥	ทั YงหมดกีIจํานวน ในชว่งปิด [2023,	2566]	ทีIทําให้  A𝑓(𝑥)CB
(#) − 𝑓B(#)(𝑥) 

หารด้วย 3	ลงตวั 
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
23. จงหาคูอ่นัดบัของจํานวนเชิงซ้อน (𝑧,	𝑤)	ทั Yงหมด ทีIมีสมบตัคิรบตามเงืIอนไขทั Yง 3	ข้อ ตอ่ไปนี Y 
 (1)	 |𝑧|		=		1	
	 (2)	 𝑧 + 𝑤		=		𝑧𝑤	

	 (3)	 |𝑧 − 𝑤|		=		√06
"
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24. จงหาคา่ของ  ∫ (𝑥 + 1)(2𝑥 + 1)… (2566𝑥 + 1) $ 0
#50

+ "
"#50

+⋯+ "344
"344#50

& 𝑑𝑥0
6  

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
25. จงหาผลรวมของรากทั Yงหมด ทีIอยูใ่นชว่ง }0	, %

"
~		ชองสมการ 

 (sin 𝑥 − cos 𝑥) $sin 𝑥 − cos $"%
&
+ 𝑥&& $sin 𝑥 − cos $"%

&
− 𝑥&&		=		√4

$
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เฉลย	
1. −448 8. 0.1425 15. 63 22. 271	
2. 104 9. 1 16. 4 23. $𝑖, 02E

"
&	และ $−𝑖, 05E

"
& 

3. 5 10. พาราโบลา 17. −6 24. 2567! − 1	
4. 441 11. 2 18. 0&

"!
 25. 3%

4
	

5. 1 12. 3,	−3 19. 21.51	และ	46.49 

6. "
!
 13. 3 20. 2	+	4√2	

7. 2565 14. 4 21. &
$
	

	
แนวคดิ	

1. จงหาสมัประสทิธิSของ 𝑥!	จากการกระจายทวินามของ $𝑥" − "
#
&
$
				(ตอบในรูปของจํานวนเต็ม)	

ตอบ  −448	
จากทฤษฎีบททวินาม (𝑎 + 𝑏)1	 จะมีพจน์ทีI	 𝑟	+	1		คือ A1FC	𝑎

12F𝑏F 	

ดงันั Yน ในการกระจาย $𝑥" − "
#
&
$
	จะมีพจน์ทีI	 𝑟	+	1		คือ A$FC	(𝑥

")$2F $− "
#
&
F
	

	 =		A$FC	𝑥
042"F (2")&

#&
								=		A$FC(−2)

F 	𝑥042&F 	

โจทย์ต้องการสมัประสทิธิSของ 𝑥!	ดงันั Yน ต้องหา 𝑟	ทีIทําให้ 𝑥042&F =		𝑥!	นัIนคือ 
	
	
แทน	 𝑟	=	3	ใน A$FC(−2)

F จะได้สมัประสทิธิS 	=		A$&C(−2)
&		=		$∙!∙4

&∙"∙0
∙ (−2)&		=		−448	

	
2.	 กําหนดให้ 𝑆	เป็นเซตของจํานวนจริงทั YงหมดทีIทําให้มมุระหวา่งเวกเตอร์ (2,	2,	𝑥 − 2)	และ (2,	𝑥 − 2,	2)	

มีคา่เป็น %
&
				จงหาผลบวกของกําลงัสองของสมาชิกทกุตวัใน 𝑆	

ตอบ  104	
ให้  𝑢�⃗  =	(2,	2,	𝑥 − 2)		และ		𝑣⃗	= (2,	𝑥 − 2,	2)	
จะได้  𝑢�⃗ ∙ 𝑣⃗ =		(2)(2)	+	(2)(𝑥 − 2)	+	(𝑥 − 2)(2)	
 =								4					+				2𝑥 − 4						+					2𝑥 − 4								=		4𝑥 − 4	
จะได้  |𝑢�⃗ |	 =		^2" + 2" + (𝑥 − 2)"	 และ  |𝑣|	 =		^2" + (𝑥 − 2)" + 2" 
	 =		√4 + 4 + 𝑥" − 4𝑥 + 4	 (เหมือน |𝑢�⃗ |) 
	 =							√𝑥" − 4𝑥 + 12	 =								√𝑥" − 4𝑥 + 12	
แทนในสตูร 		𝑢�⃗ ∙ 𝑣⃗						=			|𝑢�⃗ |	|𝑣⃗| cos 𝜃	
	
	
 
	
	
	
	
จะได้  𝑆	=	{2,	10}		จะได้ผลบวกกําลงัสอง  =		2" + 10"		=		104	
	
	
	
	
	

16 − 3𝑟	=		7	
		9	 =		3𝑟	
		3	 =				𝑟	

4𝑥 − 4	 =		√𝑥" − 4𝑥 + 12	∙	√𝑥" − 4𝑥 + 12	∙	cos %
&
	

4𝑥 − 4	 =																(𝑥" − 4𝑥 + 12)																	∙				$0
"
&	

8𝑥 − 8	 =																		𝑥" − 4𝑥 + 12	
						0	 =																	𝑥" − 12𝑥 + 20	
						0	 =																(𝑥 − 2)(𝑥 − 10)	
	 																								𝑥		=		2	,		10	



 สมาคม ม. ปลาย (พ.ย. ,,) 11 
	

	

3.	 กําหนดให้จดุ 𝐴,	𝐵	และ 𝐶	มีพิกดัเป็น  𝐴(0,	1) ,	 𝐵(5,	11)	 และ  𝐶(2,	𝑚)	 ตามลาํดบั 
จงหาคา่ 𝑚	ทีIทําให้ผลบวกของระยะทาง 𝐴𝐶	กบั 𝐶𝐵	มีคา่น้อยสดุ 

ตอบ  5	
𝐴𝐶 + 𝐶𝐵	จะมีคา่น้อยสดุ เมืIอ 𝐶	อยูบ่น 𝐴𝐵���� ดงัรูป 
ซึIงจะทําให้ 𝐴𝐶����	มีความชนัเทา่กบั 𝐴𝐵����	

	
	
	
	
	
	
4.	 กําหนดให้ 𝑃	และ 𝑄	เป็นจดุยอดของกราฟของสมการ  4𝑦" − 9𝑥" + 54𝑥 − 32𝑦 + 19		=		0 

ถ้า 𝑂	เป็นจดุกําเนิดแล้ว  697 cos"A𝑃𝑂B𝑄C		มีคา่เทา่กบัเทา่ใด 
ตอบ  441	
	
	
	
	
	
	
เป็นไฮพอร์โบลา แนวนอน มีจดุศนูย์กลาง	(ℎ,	𝑘)	= (3,	4)	และมี  𝑎	=	√4	=	2	
จะได้จดุยอดคือ (ℎ ± 𝑎,	𝑘)		=	 (3 ± 2,	4)		=		(1,	4)	และ (5,	4)  →		ให้  𝑃(1,	4)	และ 𝑄(5,	4)	
วาด ∆𝑃𝑂𝑄	ได้ดงัรูป	
จากสตูรระยะระหวา่งจดุ ^(∆𝑥)" + (∆𝑦)"		จะได้ 
	
	
	
	
จากกฎของ cos	จะได้   
	
	
	
	
	
5.	 กําหนดให้ 𝑎	และ 𝑏	เป็นจํานวนอตรรกยะ โดยทีI 𝑎.	เป็นจํานวนเตม็ จงพิจารณาข้อความตอ่ไปนี Y 
 (1)	 𝑎	≠	𝑏	 (2)	 𝑎	≠	−𝑏 (3)	 𝑎/	เป็นจํานวนเตม็ (4)	 𝑏/	เป็นจํานวนเตม็ 

ข้อความทีIเป็นจริงเสมอมีทั YงหมดกีIข้อความ	
ตอบ  1	
(1)	 สมมตใิห้	 𝑎 = 𝑏		จะได้  𝑎.	=	𝑎/	 เป็นจํานวนเตม็	จะแสดงวา่มีจํานวนอตรรกยะ 𝑎	ทีIทําให้  𝑎/	=	2 
 พิจารณากราฟ  𝑦	=	𝑥#		เมืIอ 𝑥	>	0	จะเหน็วา่กราฟนี Yตอ่เนืIอง และผา่นจดุ (1,	1)	และ (2,	4)	
	 ดงันั Yน จะมีจํานวนจริง 𝑎 ซึIง 1	<	𝑎	<	2		ทีIทําให้กราฟผา่นจดุ (𝑎,	2)	ซึIงจะได้	 𝑎/	=	2	
	 สมมตใิห้ 𝑎	เป็นจํานวนตรรกยะ → 	จะสามารถเขียน 𝑎	เป็นเศษสว่นอยา่งตํIา H

I
	เมืIอ 𝑝	> 𝑞	ได้	(เพราะ 𝑎	>	1)	

	 ดงันั Yน  𝑎/		= $H
I
&
'
( =		2	

  $H
I
&
H

 	=		2I 	

    𝑝H	 	=			2I𝑞H	

𝐴(0,	1)	

𝐵(5,	11)	𝐶!	û	

𝐶"	û	

𝐶#	ü	
J20
"26

	 =		0020
326

	

𝑚 − 1	 =		06
3
∙ 2	

𝑚	 =						4			+	1		=		5	

ความชนัเส้นตรงที9ผา่น (𝑥!,	𝑦!) 	
และ (𝑥#,	𝑦#)		คือ	 $!%$"

&!%&"
 

4𝑦" − 9𝑥" + 54𝑥 − 32𝑦 + 19	 =					0	
4(𝑦" − 8𝑦) − 9(𝑥" − 6𝑥)	 =		−19	
4(𝑦" − 8𝑦 + 4") − 9(𝑥" − 6𝑥 + 3")	 =		−19	+	4(4") − 9(3")	
4(𝑦 − 4)" − 9(𝑥 − 3)"	 =		−36	
							(#2&)

)

K
	− 	 (L2K)

)

M
	 =					1	

𝑄(5,	4)	𝑃(1,	4)	

𝑞		
𝑝		

𝑂(0,	0)	

𝑟		

																							𝑟" =		𝑝" + 𝑞" − 2𝑝𝑞 cosA𝑃𝑂B𝑄C	
																							4" =		√41

"
+ √17

"
− 2√41√17 cosA𝑃𝑂B𝑄C	

2√697 cosA𝑃𝑂B𝑄C	=					42	

				697 cos"A𝑃𝑂B𝑄C	=				$K"
"
&
"
				=		441	

𝑝 =		^(5 − 0)" + (4 − 0)"	=	√41	
𝑞 =		^(1 − 0)" + (4 − 0)"	=	√17	
𝑟	=				5 − 1	 =			4	
	

÷2	และยกกําลงัสองตลอด 
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 ฝัIงขวาเป็นเลขคู ่ทําให้ 𝑝	ฝัIงซ้ายต้องเป็นเลขคู ่ ทําให้ 𝑞	ต้องเป็นเลขคีI (เพราะ H
I

 เป็นเศษสว่นอยา่งตํIา)	

 จะเหน็วา่ ฝัIงขวา 2I𝑞H หารด้วย 2	ลงตวัได้แค ่𝑞	ครั Yง ในขณะทีIฝัIงซ้าย 𝑝H หาร 2	ลงตวัได้อยา่งน้อย 𝑝	ครั Yง	
 แต ่𝑝	>	𝑞	จงึเกิดการขดัแย้ง (เพราะฝัIงซ้ายหารด้วย 2	ลงตวัได้มากกวา่ฝัIงขวา)	
 𝑎	จงึต้องเป็นจํานวนอตรรกยะ ซึIง	 𝑎/	=	2		ทําให้ (J) ผิด	
(2)	 สมมตใิห้  𝑎	=	−𝑏		จะได้  𝑎.	=	𝑎2/	 เป็นจํานวนเตม็	
	 ถ้า 𝑎	เป็นลบแล้ว ฐานเป็นลบ นําไปยกกําลงัด้วยเลขชี YกําลงัทีIเป็นอตรรกยะจะไมไ่ด้จํานวนจริง	
 ถ้า 𝑎	เป็นศนูย์แล้ว 𝑎2/ จะหาคา่ไมไ่ด้				    →	ดงันั Yน 𝑎	ต้องเป็นบวก 
 พิจารณากราฟ	 𝑦	=	𝑥2#	เมืIอ 𝑥	>	0	จะเป็นกราฟตอ่เนืIอง	
	 หา 𝑦N:	 หาจดุวิกฤต ิ:	
	
	
	
 
 หาเครืIองหมายของ 𝑦N	รอบจดุวกิฤติ:	 เมืIอ 𝑥	=	𝑒2" จะได้  𝑦N	=	−𝑦(1 + ln 𝑒2")  =	−𝑦(−1) เป็นบวก	
	 	 เมืIอ 𝑥	=	1 จะได้  𝑦N	=	−𝑦(1 + ln 1)  =	−𝑦 เป็นลบ 

 ดงันั Yน	 𝑥	=	𝑒20 จะทําให้ 𝑦	มีคา่สงูสดุ		𝑦J/#		= 	(𝑒20)2OP*#Q		=		𝑒R
#
+S		<		𝑒R

#
)S		<		4

#
)		=		2	

 ดงันั Yน 𝑦	จะมีคา่ระหวา่ง 0	ถงึ 2	 ซึIงจะมี  𝑦	=	1	 เทา่นั YนทีIเป็นจํานวนเตม็ได้	
	 แต	่ 𝑎2/		จะเป็น 1	เมืIอ 𝑎	=	1	เทา่นั Yน ขดัแย้งกบัทีI 𝑎	ต้องเป็นจํานวนอตรรกยะ ดงันั Yน	 𝑎	≠	−𝑏	ทําให้ (N) ถกู	
(3)	 ให้	 𝑎	=	√2		และ  𝑏	=	log" 9		จะเหน็วา่ 𝑎	และ 𝑏	เป็นอตรรกยะ	

 และ  𝑎.	=	√2
T=U) M	=	2

#
) T=U) M		=		2T=U) √M		=		3	เป็นจํานวนเตม็	

 แตจ่ะเหน็วา่  𝑎/	=	√2
√"
		ไมใ่ชจํ่านวนเตม็  (เพราะ  √2

6
		<		√2

√"
		<		√2

"
	

  			1				<			√2
√"
		<			2   )    →		(3)	ผิด	

(4) ให้  𝑎	=	√5		และ  𝑏	=	log3 4		จะเหน็วา่ 𝑎	และ 𝑏	เป็นอตรรกยะ 

 และ  𝑎.	=	√5
T=U, K	=	5

#
) T=U, K		=		5T=U, √K		=		2	เป็นจํานวนเตม็	

 แตจ่ะเหน็วา่  𝑏/	=	(log3 4)√3  ไมใ่ชจํ่านวนเตม็  (เพราะ  0		<		(log3 4)√3 	<		1√3		=		1    →		(4)	ผิด	
	
6. ในการจดัตารางสอบเพืIอคดัเลอืกนกัเรียนทนุ มีวิชาทีIสอบ 3	วชิา คือ คณิตศาสตร์ วทิยาศาสตร์ และภาษาองักฤษ 

แตล่ะวิชาจะใช้เวลาสอบเตม็วนั โดยไมมี่การสอบมากกวา่ 1	วชิาในวนัเดียวกนั และต้องจดัการสอบ 3	วนัภายในชว่ง
ระยะเวลา 7	วนั จงหาความนา่จะเป็นทีIในการจดัตารางสอบนี Y ไมมี่สองวิชาใด ทีIสอบ 2	วนัตดิกนัใน 7	วนัดงักลา่ว 

ตอบ  "
!
 

จํานวนแบบทั Yงหมด: เลือกวนัสอบให้คณิต จะเลือกได้ 7	แบบ	
 เลือกวนัสอบให้วิทย์ (ต้องไมซ่ํ Yากบัคณิต) จะเลือกได้ 6	แบบ	
 เลือกวนัสอบให้องักฤษ (ต้องไมซ่ํ Yากบัคณิต วิทย์) จะเลือกได้ 5	แบบ  →		รวม  7	×	6	×	5	แบบ	
จํานวนแบบทีIวนัสอบไมต่ดิกนั:	 เนืIองจากมีวนัสอบ 3	วนั จะมีวนัวา่ง 4	วนั	
	
 
	

เลือกวนัสอบระหวา่งวนัวา่งให้คณิต จะเลือกได้ 5	แบบ	
เลือกวนัสอบระหวา่งวนัวา่งให้วิทย์ (ต้องไมล่งชอ่งเดียวกบัคณิต) จะเลือกได้ 4	แบบ	
เลือกวนัสอบระหวา่งวนัวา่งให้องักฤษ (ต้องไมล่งชอ่งเดียวกบัคณิต วิทย์) จะเลือกได้ 3	แบบ		→		รวม 5	×	4	×	3	แบบ 

จะได้ความนา่จะเป็น 	=		3×K×&
!×4×3

		=		"
!
	

	

	ln 𝑦	 =		−𝑥 ln 𝑥	
0
L
∙ 𝑦N	 =		−𝑥 $0

#
& − ln 𝑥	

					𝑦N	 =		−𝑦(1 + ln 𝑥)	

−𝑦(1 + ln 𝑥)	 =		0	
𝑦	=	0		หรือ  1	+	ln 𝑥	=	0	
          																							𝑥	=	𝑒20	(เมืIอ 𝑥	>	0	จะทําให้ 𝑥2#	>	0	

ดงันั Yน 𝑦	เป็นบวกเสมอ) 

ว่าง ว่าง ว่าง ว่าง 

สอบ 1	 สอบ 2	 สอบ 3	 สอบ 4	 สอบ 5	
ถ้าวนัสอบเป็น 5	วนัระหวา่งวนัวา่ง 4	วนันี Y	
จะมัIนใจได้วา่ไมส่อบตดิกนั 2	วนัแน ่
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7. ให้  ←		เป็นตวัเชืIอมทางตรรกศาสตร์ นิยามประพจน์  𝐴 ← 𝐵		จากประพจน์ 𝐴	และ 𝐵	ให้มีคา่ความจริงดงัแสดงใน
ตารางคา่ความจริงตอ่ไปนี Y 

	
	
	

ให้ 𝑆0	แทนประพจน์  𝐴0		และ	
 𝑆1	แทนประพจน์  𝑆120 ← 𝐴1		เมืIอ 𝑛	≥	2	
ถ้า  𝑆"344  มีคา่ความจริงเป็นจริง  แล้ว  𝐴0,	𝐴",	…	,	𝐴"344		มีคา่ความจริงเป็นเทจ็อยูท่ั YงหมดกีIประพจน์ 

ตอบ  2565	
จาก  𝑆1	≡  𝑆120 ← 𝐴1	:		จะได้ 
	
	
	
	
	
	
	
และโจทย์กําหนดให้  𝑆"344 เป็น	T  เป็นคา่เริIมต้น	
ซึIงจากตาราง 𝐴 ← 𝐵 เป็น T ได้เพียงแบบเดียว คือ T	←	F 
จงึสามารถหาคา่ความจริงตอ่เป็นทอด ได้ดงัรูป	
ซึIงจะได้  𝐴0	เป็น	T		นอกนั Yน  𝐴",	𝐴&,	𝐴K,	…	,	𝐴"344	ทีIเหลอืเป็น	F ทั Yงหมด	
ดงันั Yน 𝐴0,	𝐴",	…	,	𝐴"344 จะเป็น F	อยู ่ 2566 − 1	=	2565	ประพจน์ 
	
8.	 ข้อมลูการเกิดอบุตัเิหตทุางรถยนต์ ณ สีIแยกแหง่หนึIง ในระยะเวลาหนึIงเดือน โดยให้ 𝑋	เป็นจํานวนครั YงทีIเกิดอบุตัเิหตุ

ทางรถยนต์ ณ สีIแยกทีIศกึษา พบข้อมลูดงันี Y 
	
	
	
	

จงหาโอกาสทีIจะเกิดอบุตัเิหตทุางรถยนต์รวมกนั 4	ครั Yงพอดี ในเวลา 2	เดือน 
ตอบ  0.1425	
สองเดือน 4	ครั Yง จะมี 5	แบบ คือ เดือนแรก 0	ครั Yง และ เดือนสอง 4	ครั Yง	 →		โอกาส =	0.20	×	0.15	=	0.03	
 หรือ	เดือนแรก 1	ครั Yง และ เดือนสอง 3	ครั Yง	 →		โอกาส =	0.20	×	0.15	=	0.03	
 หรือ	เดือนแรก 2	ครั Yง และ เดือนสอง 2	ครั Yง	 →		โอกาส =	0.15	×	0.15	=	0.0225	
 หรือ	เดือนแรก 3	ครั Yง และ เดือนสอง 1	ครั Yง	 →		โอกาส =	0.15	×	0.20	=	0.03	
 หรือ	เดือนแรก 4	ครั Yง และ เดือนสอง 0	ครั Yง	 →		โอกาส =	0.15	×	0.20	=	0.03 
รวมทกุกรณี จะได้โอกาส 	=		4(0.03)	+	0.0225		=		0.1425	
	
9.	 กําหนดให้	𝐴,	𝐵,	𝐶	และ 𝐷	เป็นเซตทีIแตกตา่งกนั และตา่งก็เป็นสบัเซตของเชต {1,	2,	3}	

ซึIงสอดคล้องกบัเงืIอนไข  		2	∈	𝐶	,				3	∉	𝐷	,				𝐴 ⊂ 𝐵	,				𝐵 ⊂ 𝐶	,				𝐵 ⊂ 𝐷				และ  𝐷 ⊄ 𝐶	
จงหาผลรวมของสมาชิกทั Yงหมดในเซต  𝐷 − (𝐵 ∩ 𝐶)	

ตอบ  1	
เนืIองจาก  𝐴 ⊂ 𝐵	 และ  𝐴	กบั 𝐵	แตกตา่งกนั จะสรุปได้วา่ 𝐵	ต้องมีสมาชิกอยา่งน้อย 1	ตวั	
จาก  𝐵 ⊂ 𝐷  และ  𝐵	กบั 𝐷	แตกตา่งกนั	จะสรุปตอ่ได้วา่ 𝐷	ต้องมีสมาชิกอยา่งน้อย 2	ตวั	
แต ่ 3	∉	𝐷  จงึสรุปได้เลยวา่ 𝐷	มีสมาชิก 2	ตวั และ 𝐵	มีสมาชิก 1	ตวั 
	

𝐴	 T	 T	 F	 F	
𝐵	 T	 F	 T	 F	

𝐴 ← 𝐵	 F	 T	 F	 F	
	

𝑆"344	แทน		𝑆"343 ← 𝐴"344	
𝑆"343	แทน		𝑆"34K ← 𝐴"343	
𝑆"34K	แทน		𝑆"34& ← 𝐴"34K	
            ⋮	
				𝑆"	 แทน						𝑆0			←				𝐴"	
	        						𝐴0			←				𝐴"	
							 	(โจทย์ให้ 𝑆0	แทน	𝐴0)	

	 𝑆"344		
	 T	
	 𝑆"343				←			𝐴"344	
	 T																	F	
	 𝑆"34K			←			𝐴"343	
	 T																	F	
	 𝑆"34&			←			𝐴"34K	
	 T																	F	
	
𝑆0			←			𝐴"	
T												F	
𝐴0		

จํานวนการเกิดอบุตัเิหต ุ(𝑥	ครั Yง)	 0	 1	 2	 3	 4	 5	 6	
โอกาสพบ 𝑋 = 𝑥	ครั Yง 0.20	 0.20	 0.15	 0.15	 0.15	 0.10	 0.05	
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จะได้ 	𝑛A𝐷 − (𝐵 ∩ 𝐶)C	 =		𝑛(𝐷 − 𝐵)	 (เพราะ 𝐵 ⊂ 𝐶) 
	 =										1 (เพราะ 𝐷	มี 2	ตวั และ 𝐵	มี 1	ตวั และ 𝐵 ⊂ 𝐷)	
	
10.	 ให้	𝑟	เป็นความสมัพนัธ์ ทีIนิยามโดย  𝑟	=	X	(𝑥, 𝑦) ∈ [0,∞) × [0,∞)	\	√𝑥 + ^𝑦 = 1	_		จงหาวา่ความ 

สมัพนัธ์ 𝑟	เป็นสว่นหนึIงของภาคตดักรวยขนิดใด      (วงกลม, วงรีที8ไม่ใช่วงกลม, พาราโบลา, ไฮเพอร์โบลา) 
ตอบ  พาราโบลา	

ลองหาจดุผา่น แล้ววาดกราฟแบบคร่าวๆ ด ู
กราฟมีแนวโน้มจะเป็นสว่นหนึIงของภาคตดักรวยทีIถกูหมนุ 45°		

	
สมมตใิห้จดุ (𝑥, 𝑦)	ถกูหมนุ 45°	ในทิศทวนเข็ม ไปอยูที่I (𝑥N, 𝑦N)	
จะได้ 

	
	
	
	
	
	
สมมตใิห้ (𝑥N, 𝑦N)	เป็นจดุบน 𝑟	 จะได้ 
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

นัIนคือ ถ้านํากราฟพาราโบลา มาหมนุ 45°	ในทิศทวนเข็ม จะได้เป็นกราฟของ 𝑟	
เนืIองจากการหมนุกราฟ จะไมทํ่าให้ชนิดกราฟของภาคตดักรวยเปลีIยน ดงันั Yน 𝑟	จงึต้องเป็นพาราโบลาด้วย 
	
11. กําหนดให้ (𝑥1)	เป็นลาํดบัของจํานวนจริง ทีIนิยามโดย  𝑥15"		=		

05#!"#
#!

		ทกุ 𝑛	=	0,	1,	2,	3,	…	

โดยทีI  𝑥6	=	1		และ  𝑥0	=	2		จงหาคา่ของ  𝑥"6"& 
ตอบ  2	
จะได้	 𝑥"		=		

05##
#-
		=		05"

0
		=		3	

	 𝑥&		=		
05#)
##
		=		05&

"
		=		2	

	 𝑥K		=		
05#%
#)
		=		05"

&
		=		1	

	 𝑥3		=		
05#$
#%
		=		050

"
		=		1	

	 𝑥4		=		
05#,
#$
		=		050

0
		=		2 จะเหน็วา่ 𝑥3	กบั 𝑥4	วนกลบัมาเป็น 1	กบั 2	เหมือน 𝑥6	กบั 𝑥0  

เนืIองจากสตูรของ 𝑥1 ใช้พจน์ก่อนหน้าเพียง 2	พจน์ในการคํานวณ  ดงันั Yน ถ้ามีพจน์ทีIตดิกนั	2	พจน์	ซํ Yากบัพจน์ก่อนหน้า 
จะทําให้พจน์ถดัไป วนกลบัมาซํ Yาของเดมิทนัที  →		พจน์จะวนซํ Yา  1,	2,	3,	2,	1		ทกุ 5	พจน์	
เนืIองจาก 2023	หารด้วย 5	เหลือเศษ 3		ดงันั Yน	 𝑥"6"&		=		𝑥&		=		2 
	

𝑥	 0	 0.25	 1	
𝑦	 1	 0.25	 0	

	

𝑥		=		𝑟 cos 𝜃	
𝑦		=		𝑟 sin 𝜃	

𝑥N =		𝑟 cos(𝜃 + 45°)	
 =		𝑟 cos 𝜃 cos 45° − 𝑟 sin 𝜃 sin 45°	
 =      		𝑥 cos 45°	  		−					𝑦 sin 45°    =		#2L

√"
		…(∗)	

𝑦N =		𝑟 sin(𝜃 + 45°)	
 =		𝑟 sin 𝜃 cos 45° + 𝑟 cos 𝜃 sin 45°	
 =		      𝑦 cos 45°    +     𝑥 sin 45°    =		#5L

√"
		…(∗)	

								√𝑥N + ^𝑦N	 =		1	
																				^𝑦N =		1 − √𝑥N	
																							𝑦N	 =		1 − 2√𝑥N + 𝑥N	
																		2√𝑥N	 =		1 + 𝑥N − 𝑦N	
																			4𝑥N	 =	(1 + 𝑥N − 𝑦N)"	

													4 $#2L
√"
&	 =	$1 + #2L

√"
− #5L

√"
&
"
	

						2√2(𝑥 − 𝑦)	=		A1 − √2𝑦C
"
	

2√2𝑥 − 2√2𝑦	 =		1 − 2√2𝑦 + 2𝑦"	
2√2𝑥	 =		1																	+	2𝑦"		    เป็นพาราโบลา 

ยกกําลงัสองทั Dง 2	ข้าง 

ยกกําลงัสองทั Dง 2	ข้าง 

จาก (∗) 

(𝑥' , 𝑦')		

(𝑥, 𝑦)		
𝑟		

𝜃		

𝑟		
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12.	 จงหาจํานวนจริง 𝑡	ทั YงหมดทีIทําให้  		det d
1 𝑡 𝑡" 𝑡&
𝑡 1 𝑡 𝑡"
𝑡" 𝑡 1 𝑡
𝑡& 𝑡" 𝑡 1

e		=		−512	

ตอบ  3,	−3	

เปลีIยน 𝐶0 ให้มี 0	เยอะๆ ก่อน จะได้  �
1 𝑡 𝑡" 𝑡&
𝑡 1 𝑡 𝑡"
𝑡" 𝑡 1 𝑡
𝑡& 𝑡" 𝑡 1

�	−𝑡𝐶" + 𝐶0= 	�
1 − 𝑡" 𝑡 𝑡" 𝑡&
0 1 𝑡 𝑡"
0 𝑡 1 𝑡
0 𝑡" 𝑡 1

�	

หา det	โดยใช้ Cofactor	ตามแนว	𝐶0	จะได้	(1 − 𝑡")(−1)050 �
1 𝑡 𝑡"
𝑡 1 𝑡
𝑡" 𝑡 1

�				(เกินหลกัสตูร?) 

=	(1 − 𝑡")(1 + 𝑡K + 𝑡K − 𝑡K − 𝑡" − 𝑡")	
=	(1 − 𝑡")(1 + 𝑡K − 2𝑡")	
=	(1 − 𝑡")(𝑡" − 1)"												=	−(𝑡" − 1)&	

ดงันั Yน   
	
	
	
	
13.	 มีเหรียญอยู ่4	เหรียญ ซึIงมีรูปร่างเหมือนกนั โดยใน 4	เหรียญนี Y จะมีเหรียญปลอมจํานวนหนึIงปนอยูก่บัเหรียญจริง 

ซึIงเหรียญปลอมจะหนกั 9	กรัม ในขณะทีIเหรียญจริงหนกั 10	กรัม  กําหนดให้ มีตาชัIงทีIชัIงนํ Yาหนกัเป็นกรัมได้ เพืIอใช้
ชัIงนํ Yาหนกัของเหรียญเหลา่นี Y โดยชัIงครั YงละกีIเหรียญก็ได้  จงหาจํานวนครั YงในการชัIงทีIน้อยทีIสดุ ทีIทําให้สามารถแยก
เหรียญจริงกบัเหรียญปลอมออกจากกนัได้ 

ตอบ  3	
ให้เหรียญทั Yง 4	เหรียญ คือ A,	B,	C	และ	D  ถ้าชัIง ครั YงทีI 1	:		A+B+C	
 ครั YงทีI 2	:		A+B+D	
 ครั YงทีI 3	:		A+C+D 
(ชัIง 3	เหรียญ นํ YาหนกัทีIเป็นไปได้คือ 27,	28,	29	และ 30	กรัม)	
ถ้ามีครั YงไหนทีIชัIงได้ 30	กรัม จะสรุปได้ทนัทีวา่ทกุเหรียญทีIชัIงในครั Yงนั Yนเป็นเหรียญจริง 

และอีกเหรียญทีIไมไ่ด้ชัIงเป็นเหรียญปลอม  (เพราะต้องมีเหรียญปลอมอยา่งน้อย 1	เหรียญ)	
ถ้ามีครั YงไหนทีIชัIงได้ 27	กรัม จะสรุปได้ทนัทีวา่ทกุเหรียญทีIชัIงในครั Yงนั Yนเป็นเหรียญปลอม 

และอีกเหรียญทีIไมไ่ด้ชัIงเป็นเหรียญจริง  (เพราะต้องมีเหรียญจริงอยา่งน้อย 1	เหรียญ) 
ถ้าชัIงได้นํ Yาหนกัเทา่กนัทกุครั Yง แสดงวา่ B,	C	และ D	เป็นเหรียญชนิดเดียวกนั  (ปลอมทั Yง 3	เหรียญ หรือจริงทั Yง 3	เหรียญ)	

ถ้าได้ 29	กรัม เทา่กนัทั Yง 3	ครั Yง แสดงวา่ A	เป็นเหรียญปลอม และ B,	C,	D	เป็นเหรียญจริง 
ถ้าได้ 28	กรัม เทา่กนัทั Yง 3	ครั Yง แสดงวา่ A	เป็นเหรียญจริง และ B,	C,	D	เป็นเหรียญปลอม	

ถ้าชัIงได้นํ Yาหนกัไมเ่ทา่กนั สงัเกตวา่ในการชัIงแตล่ะครั Yง จะมีแคเ่หรียญเดียว	ทีIเปลีIยนไป จงึสามารถบอกชนิดของเหรียญทีI
เปลีIยนไปได้ตามนํ YาหนกัทีIเปลีIยนไปได้ และเมืIอได้ขนิดของเหรียญทีIถกูเปลีIยน B,	C,	D	ก็จะสรุป A	ทีIไมถ่กูเปลีIยนได้ 
เชน่	ถ้า	
	
	
เนืIองจาก C =	จริง และ	D =	ปลอม พิจารณา (3)	จะสรุปได้วา่ A	เป็นเหรียญจริง เป็นต้น 
(ถ้าให้ชัIงได้แค ่2	ครั Yง ผมคดิวา่นา่จะเป็นไปไมไ่ด้ แตย่งัหาวิธีพิสจูน์แบบดีๆ ไมไ่ด้) 
	
	
	
 

−(𝑡" − 1)&	=		−512	
						𝑡" − 1	 =							8	
						𝑡"	 =							9	
						𝑡	 =				3,	−3	

ต้องการแค่คําตอบที9เป็นจํานวนจริง 

A+B+C	=	29	 …(1)	
A+B+D	=	28	 …(2)	
A+C+D	=	29	 …(3)	

จาก (1)	และ (2)	จะสรุปได้วา่ C	เป็นหรียญจริง และ D	เป็นเหรียญปลอม	
จาก (2)	และ (3)	จะสรุปได้วา่ C	เป็นหรียญจริง และ B	เป็นเหรียญปลอม	
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14. ให้ 𝐻 เป็นกราฟไฮเพอร์โบลา  2𝑦" − 𝑥"		=		2		และ	
  𝑃 เป็นกราฟพาราโบลา ทีIมีจดุโฟกสัเป็นจดุศนูย์กลางของ 𝐻	และมีจดุยอดเป็นจดุยอดหนึIงของ 𝐻	

จงหารัศมีของวงกลมทีIผา่นจดุตดัทกุจดุของ 𝐻	และ 𝑃 
ตอบ  4	

จดัรูป 𝐻 โดย ÷2	ตลอด ได้เป็น 	L
)

0
− #)

"
		=		1	 →		เป็นไฮเพอร์โบลาแนวตั Yง มีจดุศนูย์กลาง (0,	0)	

	 →		𝑎	=	1		จะได้จดุยอดคือ (0,	1)	และ (0,	−1)	
ดงันั Yน 𝑃	มีจดุโฟกสั (0,	0)	และมีจดุยอดคือ (0,	1)	หรือ (0,	−1)	
เนืIองจาก 𝐻	สมมาตรบนลา่ง ดงันั Yน 𝑃	จะใช้จดุยอดไหนก็ได้	จะได้วงกลมขนาดเดียวกนั	
ให้ 𝑃	มีจดุยอดคือ (0,	−1)	จะได้เป็นพาราโบลาหงาย	
จากจดุโฟกสั (0,	0)	จะได้ระยะโฟกสั  𝑐	=	1	
และจะได้สมการ 𝑃	คือ	
	
	
	
	
	
	 จะได้จดุตดัคือ (0,	−1)	และ		(±4,	3)	
เนืIองจากจดุตดั สมมาตรซ้ายขวา ดงันั Yน วงกลมจะมีจดุศนูย์กลางอยูบ่นแกน 𝑌	
ให้จดุศนูย์กลางวงกลมคือ (0,	𝑘)		จะได้สมการวงกลมคือ  𝑥" + (𝑦 − 𝑘)"		=		𝑟"	
วงกลมผา่นจดุ (0,	−1)	และ		(±4,	3)	ดงันั Yน 
	
	
	
	
แทน 𝑘	=	3	ใน (1)	:	
	
	
15. จงหาคา่สงูสดุของ 𝑥	+	𝑦	เมืIอ 𝑥	และ 𝑦	เป็นจํานวนเตม็บวกทีIสอดคล้องกบัสมการ  𝑥" + 𝑦"	=	2025	
ตอบ  63	
พิจารณาเศษจากการหาร 𝑛"	ด้วย 3	เมืIอ 𝑛	เป็นจํานวนเตม็บวก 
	 เมืIอ 𝑛	=	3𝑘	 จะได้	 𝑛"	=	9𝑘" หารด้วย 3	ลงตวั	
	 เมืIอ 𝑛	=	3𝑘 + 1	 จะได้	 𝑛"	=	9𝑘" + 6𝑘 + 1 หารด้วย 3	เหลือเศษ 1	
	 เมืIอ 𝑛	=	3𝑘 + 2	 จะได้	 𝑛"	=	9𝑘" + 12𝑘 + 4 หารด้วย 3	เหลือเศษ 1	
ดงันั Yน 𝑛"	หารด้วย 3	ลงตวั หรือ เหลอืเศษ 1	

เนืIองจาก 2025	หารด้วย 3	ลงตวั	
ดงันั Yน ทั Yง 𝑥"	และ 𝑦"	ต้องหารด้วย 3	ลงตวัเทา่นั Yน 
จงึจะทําให้	 𝑥" + 𝑦"		หารด้วย 3	ลงตวัได้	
ซึIงจะสรุปตอ่ได้วา่ ทั Yง 𝑥	และ 𝑦	ต้องหารด้วย 3	ลงตวั 

ให้  𝑥	=	3𝑎	 และ  𝑦	=	3𝑏	 จะได้ 
	
เนืIองจาก 225	หารด้วย 3	ลงตวัอีก ใช้ทริกเดมิ จะสรุปได้วา่	ทั Yง 𝑎	และ 𝑏	ต้องหารด้วย 3	ลงตวั 
ให้  𝑎	=	3𝑐	 และ  𝑏	=	3𝑑	 จะได้ 
	
ซึIงจากสตูรด้านชดุพีทากอรัส จะมีแค ่ 3"	+	4"	=	5"		เทา่นั Yน	
ดงันั Yน  𝑥 + 𝑦		=		3𝑎 + 3𝑏		=		3(3𝑐) + 3(3𝑑)		=		3(3(3)) + 3(3(4))		=		63	

(𝑥 − ℎ)"	 =		4𝑐(𝑦 − 𝑘)	
						𝑥"	 =			4(𝑦 + 1)	

𝐻 + 𝑃	:	 2𝑦" − 𝑥" + 𝑥"	 =		2	+	4(𝑦	+	1)	
	 		𝑦"	 =		1	+	2(𝑦	+	1)	
	 		𝑦" − 2𝑦 − 3	 =		0	
	 (𝑦	+	1)(𝑦 − 3)	=		0	
	 			𝑦		=		−1	,	3	

แทน	 𝑦	=	−1		ใน 𝑃 
𝑥"	=		4(−1	+	1)	
𝑥	 =		0	

แทน	 𝑦	=	3		ใน 𝑃	
𝑥"	=		4(3	+	1)	
𝑥	 =		±4	

			0"				+	(−1 − 𝑘)"	=		𝑟"	 …(1)	
(±4)"	+	(3 − 𝑘)"	 =		𝑟"	 …(2)	

(−1 − 3)"	 =		𝑟"	
								4	 =		𝑟	

(2) − (1)	: 16	+	(3 − 𝑘 + 1 + 𝑘)(3 − 𝑘 − 1 − 𝑘)	 =		0	
 16	+																		4																		(2 − 2𝑘)	 =		0	
	 							3	 =		𝑘	

𝑥" + 𝑦"	=	2025	

หารด้วย 3	ลงตวั	
หรือ เหลือเศษ 1	

หารด้วย 3	ลงตวั	
หรือ เหลือเศษ 1	

หารด้วย 3	ลงตวั	

(3𝑎)" + (3𝑏)"	 =		2025	
			𝑎"				+				𝑏"	 =				225	

÷9	ตลอด 

(3𝑐)" + (3𝑑)"	 =				225	
			𝑐"				+				𝑑"	 =						25	

÷9	ตลอด 



 สมาคม ม. ปลาย (พ.ย. ,,) 17 
	

	

16. กําหนดให้  𝑆	=	{	𝑥 ∈ ℝ	|	𝑥& − 5𝑥" + 7𝑥 − 3 = 0	}	∪	{	𝑦 ∈ ℝ	|	𝑦& − 3𝑦" − 𝑦 + 1 = 0	}	
จงหาวา่เซต 𝑆	มีสมาชิกทีIเป็นจํานวนจริงบวกกีIจํานวน 

ตอบ  4	
ลองแยกตวัประกอบ	 𝑥& − 5𝑥" + 7𝑥 − 3 	ด้วยทฤษฎีเศษ	
แทน 𝑥	=	1	จะได้	 1& − 5(1") + 7(1) − 3		=		0				→ 
	
	

ดงันั Yน  𝑥& − 5𝑥" + 7𝑥 − 3 
	
จะได้คําตอบของสมการ	 𝑥& − 5𝑥" + 7𝑥 − 3 = 0 	คือ 1	และ	3	
ลองแยกตวัประกอบ	 𝑦& − 3𝑦" − 𝑦 + 1 	ด้วยทฤษฎีเศษ จะเหน็วา่แทน	 𝑦	=	±1	จะไมไ่ด้ผลลพัธ์เป็น 0	
ดงันั Yนจะสรุปได้วา่สมการ  𝑦& − 3𝑦" − 𝑦 + 1 = 0  ไมมี่คําตอบเป็นจํานวนตรรกยะ  …(∗)	
ให้  𝑓(𝑦)		=		𝑦& − 3𝑦" − 𝑦 + 1  จะเหน็วา่ 𝑓	ตอ่เนืIอง		→	จะลองแทน 𝑦	เป็นคา่ตา่งๆ แล้วดแูนวโน้มของเส้นกราฟ 
เมืIอ	 𝑦	→	−∞	 จะได้ 𝑓(𝑦)	→	−∞  (เพราะ 𝑦&	จะเป็นลบ	ขนะคา่บวกจากพจน์อืIนทีIยกกําลงัน้อยกวา่)	
เมืIอ	 𝑦 =	0	 จะได้  𝑓(0)	=		0& − 3(0") − 0 + 1		=		1	
เมืIอ	 𝑦 =	1	 จะได้  𝑓(1)	=		1& − 3(1") − 1 + 1		=		−2	
เมืIอ	 𝑦	→	∞	 จะได้ 𝑓(𝑦)	→	∞  (เพราะ 𝑦&	จะเป็นบวก	ขนะคา่ลบจากพจน์อืIนทีIยกกําลงัน้อยกวา่) 

เนืIองจาก 𝑓	มีความตอ่เนืIอง เมืIอวาดกราฟเชืIอมจดุจะเหน็วา่กราฟจะต้องข้าม
แกนนอนอยา่งน้อย 1	ครั YงทางฝัIงซ้าย และ อยา่งน้อย 2	ครั YงทางฝัIงขวา	
แต ่𝑓(𝑦)	=	0	เป็นสมการพหนุามกําลงั 3	จะมีคําตอบได้ไมเ่กิน 3	คําตอบ	
ดงันั Yน 𝑓(𝑦)	=	0 จะต้องมีคําตอบเป็นลบ 1	คําตอบ และเป็นบวก 2	คําตอบ	
ซึIงจาก (∗) จะสรุปได้วา่คําตอบเหลา่นี Yไมซ่ํ Yากบัคําตอบของสมการแรก	
ดงันั Yน เมืIอรวมกบั	2	คําตอบจากสมการแรก จะได้ 𝑆	มีสมาชิกทีIเป็น 
จํานวนจริงบวก = 2	+	2	=	4	จํานวน 

	

17. จงหาคา่ของ  lim
#→6

√05&#$% 	2	√02"#
√05#% 	2	√05#

 

ตอบ  −6	
มีทั Yง √				% 	และ √					→		ต้องยกกําลงั 6	ถงึจะทําให้รูททั Yงหมดหายไปได้ 
จาก  𝑥4 − 𝑦4	 =	(𝑥& − 𝑦&)(𝑥& + 𝑦&)	
	 =	(𝑥 − 𝑦)(𝑥" + 𝑥𝑦 + 𝑦")(𝑥& + 𝑦&)	
 →		ถ้าคณูด้วย  (𝑥" + 𝑥𝑦 + 𝑦")(𝑥& + 𝑦&)  จะทําให้มีกําลงั 6	เกิดขึ Yนได้ 

ให้	 √1 + 3𝑥K% 	 =	𝑎	,	 √1 − 2𝑥	 =	𝑏	
	 		√1 + 𝑥% 	 =	𝑐	,	 √1 + 𝑥	 =	𝑑 (จะเหน็วา่เมืIอ 𝑥	=	0	จะได้	 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑	=	1)	

จะได้  
√05&#$% 	2	√02"#
√05#% 	2	√05#

 =		/	2	.
W	2	X

	

	 =		/	2	.
W	2	X

			∙	O/
)5/.5.)QO/%5.%Q

(/)5/.5.))(/%5.%)
∙ OW

)5WX5X)QOW%5X%Q
(W)5WX5X))(W%5X%)

	

 =	/
.	2	..

W.	2	X.
∙ 0
(/)5/.5.))(/%5.%)

∙ OW
)5WX5X)QOW%5X%Q

0
				…(∗)	

	
	
	
	
	

1	 1	 −5	 7	 −3	
	 	 1	 −4	 −3	
	 1	 −4	 3	 0	

=		(𝑥 − 1)(𝑥" − 4𝑥 + 3)	
=		(𝑥 − 1)(𝑥 − 1)(𝑥 − 3)	

(0,	1)	

(1,	−2)	

(∞,	∞)	

(−∞,	−∞)	

คูณด้วยตวัที9ทําให้
เข้าสูตรกําลงั 6 ได้	
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พิจารณา  /
.	2	..

W.	2	X.
	 =	 O05&#

$Q)	2(02"#)%

(05#))	2(05#)%
	=		O054#

$5M#/Q	2	(024#50"#)2$#%)
(05#))O02(05#)Q

	

	 =											4#
$5M#/												54#20"#)5$#%

(05#))(2#)
	

	 =											4#
%5M#0												54			20"#5$#)

(05#))(20)
	

 แทน 𝑥	=	0	จะได้			  									6			5		6															54						26				56(0)(20)
    =	−6 

แทนใน (∗)	จะได้  lim
#→6

√05&#$% 	2	√02"#
√05#% 	2	√05#

  =		(−6) ∙ 0
(05050)(050)

∙ (05050)(050)
0

				=		−6	

หมายเหต ุ: ข้อนี Yทําได้หลายวิธี จะใช้โลปิตาลก็ได้ (แตเ่กินหลกัสตูร)	หรือจะแยกหาลมิิตทีละตวัก็ได้ (แตค่ดิหลายขั Yนตอน)	
	 ผมคดิวา่หาตรงๆ เลย นา่จะงา่ยทีIสดุ	
	
18. นาย ก. มีลกู 2	คน โดยมีอยา่งน้อย	1	คน เป็นผู้ชายทีIเกิดวนัศกุร์  จงหาความนา่จะเป็นทีIลกูทั Yง 2	คน ของนาย ก. 

เป็นผู้ชาย 

ตอบ  0&
"!
	

โจทย์กําหนดให้ ลกู 2	คน มีอยา่งน้อย	1	คน เป็นชายทีIเกิดวนัศกุร์  →		ต้องหาจํานวนแบบตามเงืIอนไขนี Yมาเป็น	𝑛(𝑆)	
จะใช้การนบัแบบตรงข้าม คือจะนบัแบบทีIไมมี่ลกูชายทีIเกิดวนัศกุร์เลย แล้วเอาทั Yงหมดตั Yงลบ	
 จํานวนแบบทั Yงหมด :	เลือกเพศได้ 2	แบบ	เลือกวนัในสปัดาห์ได้ 7	แบบ 	→ 	เลือกได้ 2	×	7	=	14	แบบ	
	 	 มีลกู	2	คน  → 	จะได้จํานวนแบบ  =		14"	แบบ	
 จํานวนแบบทีIไมมี่ลกูชายทีIเกิดวนัศกุร์เลย : หกั “ชายทีIเกิดวนัศกุร์” ออกจาก 14	แบบ จะเหลือ 13	แบบ	
  มีลกู	2	คน  → 	จะได้จํานวนแบบ  =		13"	แบบ 
	 จะได้  𝑛(𝑆)		=		14" − 13"		=		27	
สาํหรับ  𝑛(𝐸)		จะต้องหาวา่ใน 27	แบบนี Y มีกีIแบบทีIเป็นชายทั Yงสองคน 
นัIนคือ ต้องหาจํานวนแบบทีIเป็นชายทั Yงสองคน และมีอยา่งน้อย 1	คนเกิดวนัศกุร์	
จะใช้การนบัแบบตรงข้าม คือจะนบัแบบทีIไมมี่ใครเกิดวนัศกุร์เลย แล้วเอาทั Yงหมดตั Yงลบ	(เลอืกเพศไมไ่ด้แล้ว ต้องเป็นชาย) 
 จํานวนแบบทั Yงหมด :	เลือกวนัในสปัดาห์ได้ 7	แบบ  มีลกู 2	คน  →		จะได้จํานวนแบบ 	=		7"	แบบ	
	 จํานวนแบบทีIไมมี่ใครเกิดวนัศกุร์เลย :	เหลือวนัให้เลือกได้แค ่6	แบบ  มีลกู 2	คน  →		จะได้จํานวนแบบ 	=		6"	แบบ 
 จะได้		𝑛(𝐸) 	=		7" − 6"		=		13	แบบ 

จะได้ความนา่จะเป็น  =		1(Y)
1(Z)

		=		0&
"!
	

	
19. จงหาคา่ 𝑥	ทั Yงหมด ทีIสอดคล้องกบัสมการ  𝑥" − 68𝑥 + 999.9999		=		0 (ตอบในรูปทศนิยม) 
ตอบ  21.51	และ	46.49	

ใช้สตูร  2.±
√.)2K/W
"/

		 จะได้  𝑥 = 	2(24$)±\(24$)
)2K(0)(MMM.MMMM)

"(0)
	

 = 							4$				±\				4$
)				2			K(MMM.MMMM)
"

	

 =					34 ± √		34" 		− 999.9999	
 =					34 ± √1156 − 999.9999	
 =					34 ±					√156.0001	
	 =					34	±											12.49	
	 =					21.51	,		46.49	
	
	
	
	
	

ตดั 𝑥	ทั Dงเศษและส่วน 

	 	 1	 2	 .	 4	 9	
	 1	 1	 56	 .	 00	 01	
	 +1	 1	 	 	 	 	
	 22	 	 56	
	 +2	 	 44	 	 	 	
	 244	 	 12	 	 00	
	 +4	 	 9	 	 76	 	
	2489	 	 2	 	 24	 01	
	 	 	 2	 	 24	 01	หารูท 2	ด้วย	

วิธีตั Dงหารยาว 
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20. จงหาคา่สงูสดุของฟังก์ชนั  𝑓(𝜃)		=		(cot 𝜃 − 3 cot 3𝜃 + 2)(1 + 2 cos 2𝜃)		เมืIอ 𝜃	เป็นจํานวนจริง 
ตอบ  2	+	4√2	
𝑓(𝜃)	 =		(cot 𝜃 − 3 cot 3𝜃 + 2)(1 + 2 cos 2𝜃)	

	 =		$ 0
^_`a

−		 &
^_` &a

			+ 2& $1 + "O02^_`) aQ
05^_`) a

&	

	 =		$ 0
^_`a

− &O02& ^_`) aQ
& ^_`a2^_`% a

+ 2& $1 + "O02^_`) aQ
05^_`) a

&	

	 =		$ 0
^_`a

− &2M ^_`) a
& ^_`a2^_`% a

+ 2& $1 + "2" ^_`) a
05^_`) a

&	

	 =		$O&2^_`
) aQ2O&2M ^_`) aQ5"O& ^_`a2^_`% aQ

& ^_`a2^_`% a
& $05^_`

) a	5	"2" ^_`) a
05^_`) a

&	

	 =		$																																			$ ^_`
) a				54 ^_`a2" ^_`% a

& ^_`a2^_`% a
& $														&2^_`

) a															
05^_`) a

&	

	 =																	(^_`a)O$ ^_`a	5	4	2	" ^_`
) aQ

(^_`a)(&2^_`) a)
					∙						&2^_`

) a
05^_`) a

	

	 =																													$ ^_`a	5	4	2" ^_`
) a

05^_`) a
	

	 =																													
/1234
5614 	5	4	2	

)123) 4
561) 4

0	5	123
) 4

561) 4

	

	 =																				$ >b` a <=>a	5	4 <=>
) a	2	" >b`) a

<=>) a5>b`) a
	

	 =										8 sin 𝜃 cos 𝜃 + 6 cos" 𝜃 − 2(1 − cos" 𝜃)	
	 =										8 sin 𝜃 cos 𝜃 + 8 cos" 𝜃 − 2	
	 =													4 sin 2𝜃				+	8$<=> "a	5	0

"
& − 2	

		 =													4 sin 2𝜃			+	4 cos 2𝜃	+	4	−	2	
	 =	 K

<=> K3°
(sin 2𝜃 cos 45° + cos 2𝜃 sin 45°)	+	2	

	 =			4√2																			sin(2𝜃 + 45°)																		+	2	
	 ≤			4√2																																																																+	2	
	
21. กําหนดรูปสามเหลีIยม 𝐴𝐵𝐶	มี 𝐷	เป็นจดุบนด้าน 𝐵𝐶		ให้ 𝛼	เทา่กบัมมุ 𝐷𝐴q𝐶		และ 𝛽	เทา่กบัมมุ 𝐷𝐴q𝐵	
	 ถ้า  9:

;:
		=		"

&
		=		<=>?

<=>@
		และ  𝛼 + 𝛽	=	%

&
				จงหาคา่ของ  A;

A9
	

ตอบ  &
$
	

ใช้กฎของ sin	 ใน ∆𝐴𝐷𝐶	:		 A;
>b`a#

	=	 ;:
>b`?

				…(1)	

	 ใน ∆𝐴𝐷𝐵	:		 A9
>b`a)

	=	 9:
>b`@

				…(2)	

								(1)	÷	(2)	:	 A;
>b`a#

∙ >b` a)
A9

	=		 ;:
>b`?

∙ >b`@
9:

	

	 									A;
A9
	 =					&

"
∙ >b`@
>b`?

						…(∗)	

cos 𝛼		=		cos $%
&
− 𝛽&		=		0

"
cos 𝛽 + √&

"
sin 𝛽	  cos 𝛽		=		cos $%

&
− 𝛼&	 =		0

"
cos 𝛼 + √&

"
sin 𝛼	

cos 𝛼	 =	0
"
$&
"
cos 𝛼& + √&

"
sin 𝛽	 &

"
cos 𝛼	 =		0

"
cos 𝛼 + √&

"
sin 𝛼	

0
K
cos 𝛼	 =																										√&

"
sin 𝛽	  		cos 𝛼	 =																				√&

"
sin 𝛼	

	
	

จาก  
#
"
		=		)*+,

)*+-
  จะได้  cos 𝛽		=		"

#
cos 𝛼	

เปลี9ยนทุกตวัให้เป็น tan 

เปลี9ยนทุกตวัให้เป็น sin	และ cos	

คูณ cos# 𝜃	ทั Dงเศษและส่วน 

เปลี9ยน 𝜃	ให้เป็น 2𝜃 

คูณและหารด้วย cos 45°	กับ sin 45°	 
(สองค่านี Dเท่ากัน) เพื9อเข้าสูตร sin(𝐴 + 𝐵)	

sin	มีค่าไม่เกิน 1	

𝐴		

𝐶		

𝐷		

𝛼		

𝜃!		
𝜃#		

𝐵		𝛽		 𝜃! + 𝜃#	=	180°	
ดงันั Dน sin 𝜃!	=	sin 𝜃#	

โจทย์ให้	 ./
0/
	=	#

"
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จบัสมการฝัIงซ้ายตั Yงหารด้วยสมการฝัIงขวา จะตดั  cos 𝛼	 และ  √&
"

  ได้  เหลอื  0
K
		=		>b`@

>b`?
	

แทนใน (∗)		จะได้  A;
A9
		=		&

"
∙ 0
K
		=		&

$
	

	
22. กําหนดให้ 𝑓:	ℕ	→	ℕ		นิยามโดย  𝑓(𝑥)		=		𝑥&	+	2		และสําหรับจํานวนเตม็บวก 𝑛	ใดๆ นิยาม 

 (1)	 𝑓0	=	𝑓	
	 (2)	 𝑓150		=		𝑓 ∘ 𝑓1	

จงหาวา่มีจํานวนเตม็ 𝑥	ทั YงหมดกีIจํานวน ในชว่งปิด [2023,	2566]	ทีIทําให้  A𝑓(𝑥)CB
(#) − 𝑓B(#)(𝑥) 

หารด้วย 3	ลงตวั 
ตอบ  271	
เนืIองจากการหาเศษเหลอื สามารถกระจายในการบวก ลบ คณู	และฐานของการยกกําลงั ได้	
และเศษเหลือจากการหารด้วย 3	จะมีแค ่0,	1,	และ 2  ดงันั Yน คดิตวัตั Yงแค ่0,	1,	และ 2	ก็พอ	
เพราะตวัตั YงทีIมากกวา่ 2	จะสามารถหารด้วย 3	และนําเศษไปคดิตอ่ แล้วได้เศษสดุท้ายทีIเทา่กบัเศษทีIคดิจากตวัตั Yงเดมิได้ 
พิจารณาเศษเหลือจากการหาร 𝑥&	ด้วย 3 : 0&	=	0	 หารด้วย 3	เหลือเศษ 0	
	 1&	=	1	 หารด้วย 3	เหลือเศษ 1	
	 2&	=	8	 หารด้วย 3	เหลือเศษ 2	

จะเหน็วา่	 𝑥&	 หารด้วย 3 เหลือเศษ 𝑥 (ถ้า 𝑥	>	2	ก็เอา 𝑥	ไปหารด้วย 3 ตอ่)	
ดงันั Yน		𝑓(𝑥)		=	 𝑥&	+	2	 หารด้วย 3	เหลือเศษ 𝑥	+	2			…(∗)	

เนืIองจาก เศษของ 𝑓(𝑥)	คือ 𝑥	+	2		จะเหน็วา่ การหา 𝑓	แตล่ะครั Yง จะทําให้เศษเพิIมขึ Yน 2	
และจากนิยามทีIกําหนด จะเหน็วา่ 𝑓1 คือการหา 𝑓	ตอ่กนั 𝑛	ครั Yง ดงันั Yน จะมีเศษเพิIมขึ Yน 2	เป็นจํานวน	𝑛	ครั Yง	
นัIนคือ		 𝑓1(𝑥)	 หารด้วย 3	จะ เหลือเศษ  𝑥 + 2𝑛	
ดงันั Yน	 𝑓B(#)(𝑥)	หารด้วย 3	จะ เหลือเศษ  𝑥 + 2𝑓(𝑥)	
 เหลือเศษ  𝑥 + 2(𝑥 + 2)	
	 เหลือเศษ  3𝑥	+	 4	
	 เหลือเศษ	 1	
ดงันั Yน  A𝑓(𝑥)CB

(#) − 𝑓B(#)(𝑥)  หารด้วย 3	ลงตวั ก็ตอ่เมืIอ A𝑓(𝑥)CB
(#)

 หารด้วย 3	เหลือเศษ 1	เทา่กนั	

จะแบง่กรณีเพืIอหาเงืIอนไขทีIทําให้ A𝑓(𝑥)CB
(#)

 หารด้วย 3	เหลือเศษ 1 

	 กรณี 𝑓(𝑥)	÷ 3	ลงตวั :	 ฐาน 𝑓(𝑥)	หารด้วย 3	ลงตวั ทําให้ A𝑓(𝑥)CB
(#)

 หารด้วย 3	ลงตวั	

	 กรณี 𝑓(𝑥)	÷ 3	เหลือเศษ 1	:	A𝑓(𝑥)CB
(#)	จะหารด้วย 3	เหลือเศษ  (1)B(#)		=		1	

	 (การหาเศษเหลอื กระจายในฐานของการยกกําลงัได้	แตก่ระจายในเลขชี Yกําลงัไมไ่ด้) 

กรณี 𝑓(𝑥)	÷ 3	เหลือเศษ 2	:		A𝑓(𝑥)CB
(#)	จะหารด้วย 3	 เหลือเศษ  (2)B(#)	

	 เหลือเศษ  (−1)B(#)	

 เหลือเศษ  ¥
		1 เมืIอ	𝑓(𝑥)	เป็นคู่

−1 เมืIอ	𝑓(𝑥)	เป็นคีI
 

จะได้ 2	กรณี : 𝑓(𝑥) หารด้วย 3	เหลือเศษ 1    		หรือ 𝑓(𝑥) หารด้วย 3	เหลือเศษ 2 และ 𝑓(𝑥)	เป็นคู	่
 𝑥	+	2	 หารด้วย 3 เหลือเศษ 1 𝑥	+	2	 หารด้วย 3 เหลือเศษ 2	และ 𝑥&	+	2	เป็นคู	่
 𝑥	 หารด้วย 3 เหลือเศษ 2 𝑥	 หารด้วย 3 ลงตวั          และ 𝑥	เป็นคู	่
  2024	,		2027	,		…		,		2564 										2028	,		2034	,		…	,		2562	

	 มี 	"34K2"6"K
&

	+	1		=			181	จํานวน       มี  "34"2"6"$
4

	+	1		=			90	จํานวน 

 รวม  181	+	90	=	271	จํานวน 
	
	
	

จาก (∗)	

3𝑥	หารด้วย 3	ลงตวั และ 4	หารด้วย 3	เหลือเศษ 1	

2	กับ −1	ห่างกัน 3	
จึงหารด้วย 3	เหลือเศษเท่ากัน	

จาก (∗)	
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23. จงหาคูอ่นัดบัของจํานวนเชิงซ้อน (𝑧,	𝑤)	ทั Yงหมด ทีIมีสมบตัคิรบตามเงืIอนไขทั Yง 3	ข้อ ตอ่ไปนี Y 
 (1)	 |𝑧|		=		1	
	 (2)	 𝑧 + 𝑤		=		𝑧𝑤	

	 (3)	 |𝑧 − 𝑤|		=		√06
"
	

ตอบ  $𝑖, 02E
"
&	และ $−𝑖, 05E

"
&	

จาก (2) จะได้  |𝑧 + 𝑤|		=		|𝑧𝑤|		=		|𝑧||𝑤|		=		|𝑤|	
แทนในสตูร 
	
	
	

จาก (2)	:		
	
	
	

ให้	 𝑧	=	𝑎 + 𝑏𝑖		จะได้ 
	
	
	
	
	 จะได้  𝑧	=	±𝑖	

จาก (2)	:  𝑧		=		𝑧𝑤 − 𝑤  =		(𝑧 − 1)	(𝑤)		จะได้  𝑤		=		 d
d20

		=		 ±E
±E	2	0

	∙	±E	5	0
±E	5	0

		=		20	±	E
20	2	0

		=		0	∓	E
"
	

	
24. จงหาคา่ของ  ∫ (𝑥 + 1)(2𝑥 + 1)… (2566𝑥 + 1) $ 0

#50
+ "

"#50
+⋯+ "344

"344#50
& 𝑑𝑥0

6  

ตอบ  2567! − 1 

ใช้สตูร X
X#
(หน้า ∙ หลงั)	=	หน้า X

X#
หลงั +	หลงั X

X#
หน้า จะสามารถกระจาย เพืIอดฟิผลคณูแบบมากกวา่ 2	ตวัได้	

เชน่ 
	
	
	
	
	
จะเหน็วา่ 	(𝑦0𝑦"𝑦&…𝑦1)N 	=		𝑦0𝑦"𝑦&…𝑦1 ∑

L7
8

L7
		ซึIงคล้ายกบัโจทย์ข้อนี Yพอดี 

ให้  𝑦0	=	𝑥 + 1		,				𝑦"	=	2𝑥 + 1	,		…	,		𝑦"344	=	2566𝑥 + 1	

นัIนคือ  𝑦E 	=	𝑖𝑥 + 1		  จะได้  𝑦EN	=	𝑖		  ซึIงจะทําให้  𝑦0𝑦"𝑦&…𝑦1 ∑
L7
8

L7
  =		𝑦0𝑦"𝑦&…𝑦1 ∑

E
L7

  ตรงกบัโจทย์พอดี 

ดงันั Yน		∫ 𝑦0𝑦"𝑦&…𝑦1 ∑
E
L7
𝑑𝑥0

6 	 =		∫ (𝑦0𝑦"𝑦&…𝑦1)N𝑑𝑥
0
6 	

	 =									𝑦0𝑦"𝑦&…𝑦1	f
1
	
0
	

	 =		(2 ∙ 3 ∙ 4 ∙ … ∙ 2567) − (1 ∙ 1 ∙ 1 ∙ … ∙ 1)				=		2567! − 1 
	
	
	
	
	

|𝑧 + 𝑤|" + |𝑧 − 𝑤|"	 =		2|𝑧|" + 2|𝑤|"	

				|𝑤|" 			+ $	√06
"
	&
"
	 =		2(1)" + 2|𝑤|"	

																										0
"
	 =																					|𝑤|"	

จาก	(1) 

	𝑧		=		𝑧𝑤 − 𝑤	 =		(𝑧 − 1)	(𝑤)	
|𝑧|"	 =		|𝑧 − 1|"	|𝑤|"	
	1	 =		|𝑧 − 1|" ∙ 	0

"
	

	2	 =		|𝑧 − 1|"	
	𝑧 − 1	 =		(𝑎 − 1) + 𝑏𝑖	
|𝑧 − 1|"	=		(𝑎 − 1)" + 𝑏"	
				2	 =		𝑎" − 2𝑎 + 1 + 𝑏"	
				2	 =		1		 − 2𝑎 + 1	
				𝑎	 =		0	

𝑎# + 𝑏#	=	|𝑧|#	=	1	 𝑎" + 𝑏"		=		|𝑧|"	 =			1	
0			+	𝑏"	 =			1	
										𝑏	 =		±1	

(𝑦0𝑦"𝑦&)N	 =								𝑦0(𝑦"𝑦&)N 							+ (𝑦"𝑦&)𝑦0N 	
	 =		𝑦0(𝑦"𝑦&N + 𝑦&𝑦"N) + (𝑦"𝑦&)𝑦0N 	
	 =		𝑦0𝑦"𝑦&N + 𝑦0𝑦&𝑦"N + 𝑦"𝑦&𝑦0N 	

	 =		𝑦0𝑦"𝑦& $
L%8

L%
+ L)8

L)
+ L#8

L#
&	

ดึงตวัร่วม 𝑦!𝑦#𝑦"ที9เกือบจะมีเหมือนกัน 
และหารชดเชยตวัที9ขาด 
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25. จงหาผลรวมของรากทั Yงหมด ทีIอยูใ่นชว่ง }0	, %
"
~		ชองสมการ 

 (sin 𝑥 − cos 𝑥) $sin 𝑥 − cos $"%
&
+ 𝑥&& $sin 𝑥 − cos $"%

&
− 𝑥&&		=		√4

$
	

ตอบ  3%
4

 

สงัเกตวา่ cos $"%
&
+ 𝑥& กบั cos $"%

&
− 𝑥&	ถ้าเอามาบวกกนั	หรือคณูกนั จะเข้าสตูรแล้วตดัมมุบางสว่นได้	

ดงันั Yน จะสามารถกระจายฝัIงซ้าย ซึIงอยูใ่นรูป  (𝑘 − 𝑎)(𝑘 − 𝑏)(𝑘 − 𝑐)  โดยใช้ความรู้ในเรืIองผลบวกผลคณูรากได้ 

ให้    sin 𝑥	=	𝑘		,  		cos 𝑥	=	𝑎		,				cos $"%
&
+ 𝑥&	=	𝑏		, และ				cos $"%

&
− 𝑥&	=	𝑐	

จะได้ฝัIงซ้าย =  (𝑘 − 𝑎)(𝑘 − 𝑏)(𝑘 − 𝑐)	
 =		𝑘& − (𝑎 + 𝑏 + 𝑐)𝑘" + (𝑎𝑏 + 𝑎𝑐 + 𝑏𝑐)𝑘 − 𝑎𝑏𝑐	
 =		𝑘& − (𝑎 + 𝑏 + 𝑐)𝑘" + (𝑎(𝑏 + 𝑐) + 𝑏𝑐)𝑘 − 𝑎𝑏𝑐				…(∗)	

และจาก	
	
	
	
	
	
แทน  𝑏 + 𝑐		และ  𝑏𝑐		ใน  (∗)	และเปลีIยนสมการกลบัไปใช้ฟังก์ชนัตรีโกณมิต	ิจะได้	

=		sin& 𝑥 − (cos 𝑥 − cos 𝑥) sin" 𝑥 + $cos 𝑥 (− cos 𝑥) + K <=>) #	2	&
K

& sin 𝑥 − cos 𝑥 $K <=>
) #	2	&
K

&	

=		sin& 𝑥																																																																																																			− &
K
sin 𝑥 		− cos 𝑥 $K <=>

) #	2	&
K

&	

=		K >b`
% #	2	& >b` #

K
− K <=>% #	2	& <=> #

K
	

=						− >b` &#
K

							− 								 <=> &#
K
	

=	− 0
"√"	

$√"
"
sin 3𝑥 + √"

"
cos 3𝑥&	

=	− 0
"√"	

(cos 45° sin 3𝑥 + sin 45° cos 3𝑥)        =	− 0
"√"	

sin(3𝑥 + 45°)	

จะได้สมการคือ	  − 0
"√"	

	sin(3𝑥 + 45°)	 =					√4
$
	

	 sin(3𝑥 + 45°)	 =	− √&
"
	

	 								3𝑥 + 45°	 =		240°	,		300°	
	 										𝑥	 =				65°	,				85°	

จะได้ผลบวกคําตอบ 	=		65°	+	85°		=		150°			=		3%
4
	

	
	
เครดติ	
ขอบคณุ	คณุ Nuttachai	Pattaya สาํหรับข้อสอบ	
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𝑏	+	𝑐 =		cos $"%
&
− 𝑥&	+	cos $"%

&
+ 𝑥&	

	 =		2 cos "%
&
cos(−𝑥)	

	 =								− cos 𝑥	

𝑏𝑐	 =		cos $"%
&
− 𝑥& cos $"%

&
+ 𝑥&	

	 =		
<=>$9% 	5	<=> "#

"
	

	 =	
			2#)		5	" <=>

) #20

"
				=		K <=>

) #	2	&
K

	

จัดรูปด้วย √
#
#
	=	sin 45°	=	cos45°	

ให้เข้าสูตร  sin(𝐴 + 𝐵)	

		0°		≤				𝑥	 ≤				90°	
45°	≤		3𝑥	+	45°	 ≤		315°	


